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� � c ���#�� � ��������
 �������
 %��!*��
 � ������
& G��������� T��#�!���
kB = 1 ������&

��� ��������	�
� � ���
�� ������

U��� !� � �� ��"����!�� �����# ������ � �����!�������� ����� ������!!����
���
��� � ������ !����������
 �����!� ����!� ��� ��� � �������� �������� (��	
!�������
 ������� � ������������ ��"� ������# ��������� ���������#�� ��!��*	
��! � ����!���# ������) �������� ����� ������� � ������ ���!������ !�����
%*����� 8���� � ������ ����������������� ���������&

.���!����! ������ ��*�� ��!�����*�� T = 0� ����� ����!�������!�� �����!�
��
������ � �������! ���������& 4���! � (��!�������� ����� �" ����- ���������
������� ����*����� � ��������! ��� ��������! �� ���!��� ������! ����������
����� & P�� ���*���� ����������� �"���! ��� ��������! �� ���!��� *��������!
V��������� � ����������*��! ��!��#�������! H W

i
∂ψ(r, t)
∂t

−Hψ(r, t) = 0 �,&, 

�!���� ����� ��"� ��������������� �����# (�� *�������� �� ����! $ ��"� ����#	
��! *������! ��� �������� %*����� � �����! *�������� V��������� ��� ./�����

0	��* G(r, t; r′, t′)� ��������� �� ��/� ������� ���!��� � ���������W

i
∂G

∂t
−HG = iδ(r − r′)δ(t− t′) �,&� 

� ����#��! *������! G(r, t+ 0; r′, t) = δ(r − r′)& N�������� %*����� 8���� ����	
�������� ��"�� *��
��/�/ ��	�1����� ����
��� ������ �� �����#��� ���� r′

� !�!��� ���!��� t′ � �������*) ���* r � !�!��� t& K������ !��*�� (��� �!���	
�*�� ���� ����������# ������ ����
���& P�� ����� ����������� ���� !� ������!
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ψ$%*����) � !�!��� t+ τ ���� ψ$%*����) � !�!��� t ���W

ψ(r, t+ τ) =
∫
dr′G(r, t+ τ ; r′t)ψ(r′, t) �,&I 

R���� �����#� �� (�� ��������� ��� ψ(r, t + τ) *������������ *�������) V��	
������� �,&, � � ��� τ → 0 ��� ��������� � ψ(r, t)" � *���! ����#���� *������
G(r, t + 0; r′, t) = δ(r − r′)& S������� �� !� ������ �������# G = 0 ��� τ < 0�
��"� �"������# ���������� �������� ����������&

�����! �����# ��������� ������� ��"�� ��"�������
 %*����� �������������
*�������� V���������W

Hϕλ(r) = ελϕλ(r) �,&J 

� ������!���� �� ����!�������!�� ������ ��������� ���� λ !��*� �!��# �����	
��� %�������� �!���& X��� ����� ���!��#������ ������������� �����������
λ→ p� �&�& �������� � �!�*�#�* ������& 6�� �����!� (��������� �� ������! !��	
�����! ���� λ ����������)� ��"�� ��"�� ��������
 ���� R����*& 6�� �������
����*����� � ��������! ��������#��! ���*����! ���������� (�� �*�# �� �"��!
��*�� ��! ����������� ��������� ���� ���������� ������������*��
 ��!��#��	
����&

.���!����! ���������� ��*�� ������� ����*����� � ��������! �������!
����������W

H =
p2

2m
+ V (r) �,&� 

R)"�� ������� *�������� V��������� �,&, !���� "��# ��������� �� ������ ��	
���!� ��"�������
 %*����� �,&J W

ψ(r, t) =
∑

λ

cλ(t)ϕλ(r) �,&� 

5���� !� !���! ���������# �,&I � ���� *�������� ��� ��(%%�������� ������ ���	
�������W

cλ(t+ τ) =
∑
λ′
Gλλ′ (τ)cλ′ (t) �,&Q 

� �����W

Gλλ′ (τ) =
∫
d3rd3r′G(r, r′τ)ϕ�

λ(r)ϕλ′ (r′) �,&L 

$ %*����) 8���� � ������������� ��������
 ���� λ& G�����#�* ϕλ ����� ��"	
�������� ��������� ��� ���������� �� ���!��� ��!��#�������H � ����
���� � ��*���
��������� ���� ��� �� cλ(t+ τ) = e−iελτ cλ(t)� �&�&

Gλλ′ (τ) = Gλ(τ)δλλ′ = e−iελτθ(τ) �,&O 

��� θ(τ) = 1 ��� τ ≥ 0 � θ(τ) = 0 ��� τ < 0& .���!����! �����# %*�#� $ �"����W

Gλ(ε) =
1
i

∫ ∞

−∞
dτeiετGλ(τ) �,&,� 

�&������ �����
����
�� '����� i� ������� �� ����� � ()�)*+� ()�))+� � ���#� 
�#� � ()�),+�
������� ����
������ 	������	���� 	� 	��
����
��� ����
���
���� -�./0� &���
� %��� '�����
���	�� ��� ����	� � ��������
�� '�
�1�� .��
� �)��
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Gλ(τ) = i

∫ ∞

−∞

dε

2π
e−iετGλ(ε) �,&,, 

5����� ����� (��!��������� �������������� ���*��!W

Gλ(ε) =
1

ε− ελ + iδ
, δ → +0 �,&,� 

/��� δ → 0 ��"��� ���� ��"� ������������# ���������� *������ Gλ(τ) = 0 ���
τ < 0& 6���������#��W

Gλ(τ) = i

∫ ∞

−∞

dε

2π
e−iετ

ε− ελ + iδ

=
{
e−iελτ Y<= τ > 0
0 Y<= τ < 0 �,&,I 

Z��"� *"����#�� � (��! ��!���!� �� �����������#��� ��������� ����# �!��� ��	
�)� ��� ε = ελ − iδ& 5���� ��� τ > 0 !���� ��!��*�# ����*� �������������� �
������ ���*��������� ��!�������� ����!����� ε �������#�* %����� e−iετ �"��	
������� (�����������#��� *"������ �����������#���� ��������� �� "�������
*�������� ���*���*������ � ������ ���*��������� � ��� �� ���)� �����������#	
���� ��������� ������� ��*��# ����*�� �������������� �� �����#�*� �����!* K�	
��� ���*��! ���*�#���� ����������� � �,&,I & 6�� τ < 0� ��� �"�������� �*������
������ �� ���*���*������ �*��� ��!��*�# ����*� �������������� � ���
��� ��	
�*��������� ε& 5���� ��*��� ����*�� �������������� ���)�� ��� � �������� �����
�*�)&

� �!������! (r, ε) $ ������������� ���*��!W

G(r, r′, ε) =
∑
λ,λ′

Gλλ′ (ε)ϕλ(r)ϕ�
λ′ (r′) =

=
∑

λ

ϕλ(r)ϕ�
λ(r′)

ε− ελ + iδ
�,&,J 

/���# �*!!� �� λ ���)��� �*!!�������� �� ���! ��������! ��������! � �������	
������� �� ����������� ���� �������& ���!� �� G(r, r′, ε) �"������ ���)��!� ���
�������
 ε �����
 ελ� �&�& (������! ��������
 ���������� � ����� ������ �������*	
*! ���)��� �� ���� ����������#��� ��� ε� ����������*)��� ���������!* ������*&

G������! � ����!������) !����������� �����!�& S������!�� �"�*������!
�����!� �!����
 %��!�����& :��������� ������ !���� �������� � ��� �����!�
"��� $ ������ �� !� ��� ��*���!� ������� ������� � �"��! �*���! +,� �-& .���!��	
��! ������ ��*�� ������!�������*)��
 %��!����� �%��!� $ ��� & P��!��������
���"*������ � (��! ��*�� ����������)� ��"�� ���� ���"*������
 ����� ����
�����
����#) N��!� � ����� ���� �����
����#) N��!� &

S�������! %*����) 8���� ��� ���"*������� ������ Gλλ′ (τ)� �&�& �!����*�*
����
��� ������ �� ���������� ��������� λ � ��������� λ′ ���� ��*�� ������	
!�������*)��
 %��!����� & G�� (��! !� ������ *���# ����������� ������	
��� � ��������! G�*��� �&�& ����)��# ����
��� � ������� ���������& P�� !����
"��# �"������� �*��! �������� � ����������� ���������� %*����� ����������#	
���� %������ (1 − nλ)� ���

nλ =
{

1 Y<= ελ ≤ εF

0 Y<= ελ > εF
�,&,� 
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$ ���� ����� � ��������� λ �������������� N��!� ��� T = 0 & 5���� �!��!W

G+
λλ′ (τ) = (1 − nλ)δλλ′

{
e−iελτ Y<= τ > 0
0 Y<= τ < 0 �,&,� 

4����! �����# ���������� ��������� ��� �����& G�����#�* ���� ���"����
 !���
��� ����� � ��������� λ ������ ����� nλ� !� ���*��!W

G−
λλ′ (τ) = nλδλλ′

{
eiελτ Y<= τ > 0
0 Y<= τ < 0 �,&,Q 

��� !� *��� �� (������ ����� ����������� �� *����� N��!� ��������������
�� ����* (������ ������&

M��"�� ������ %*����) 8���� Gλ(τ)� ����������*) ��� ��� τ > 0� ��� � ���
τ < 0W

Gλ(τ) =
{
G+

λ (τ) Y<= τ > 0
−G−

λ (−τ) Y<= τ < 0
�,&,L 

N*�#� $ �"��� (��� %*����� ����� ��
������ � ����W

Gλ(ε) = −i(1 − nλ)
∫ ∞

0

dτe−iελτ+iετ + inλ

∫ 0

−∞
dτeiελτ+iετ =

=
1 − nλ

ε− ελ + iδ
+

nλ

ε− ελ − iδ
�,&,O 

��� ���"
���!� ������ δ → +0 ��� �"�������� �
���!����& M��"�� ���������# (��
��������� ���W

Gλ(ε) =
1

ε− ελ + iδsignελ
=

=

{
1

ε−ελ+iδ Y<= ελ > εF
1

ε−ελ−iδ Y<= ελ < εF
�,&�� 

��� !� ����� ������*) %*����)W sign(x) = 1 ��� x > 0 � sign(x) = −1 ��� x < 0&
/�!���!� �� %*�#� $ �"��� ����� %*����� 8���� �!��� ���)� ��� ε �����! (������
������ ������ &

G������! �����# � ����!������) �����!� �*������-��/23�� %��!�����& S�	
��������� %*����� 8���� � (��! ��*�� ������������ ���W

G+(rt; r′t′)t>t′ =< 0|ψ̂(rt)ψ̂+(r′t′)|0 > �,&�, 

��� |0 > $ ����� �������� ��������� �1���**!2 ����!�������!�� �����!�� ����	

������*)��� ����������� %��!� $ �%���� ψ̂(rt) $ ������� ������������ ��������
%��!�������� ���� � ������"��������! ������������� +,-W

ψ̂(rt) = eiHtψ̂(r)e−iHt �,&�� 

��� H $ ��!��#������ ����!�������!�� �����!� �����!�������*)��
 �����& S��	

����� ψ̂(r) !���� "��# ����������! �"����! ������� ���� ��������� *������	

��� ����� aλ � ��������� λ ������ ��� ψ̂+ ���������! �"����! ���������� ����
��������� �������� a+

λ  W

ψ̂(r) =
∑

λ

aλϕλ(r) �,&�I 
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M�������� �,&�, ������� ���� �!����*�* ����
��� ��� ������� ������������)	
����� �� ���� (r′t′) � (rt)&

:��������� ��������� !���� "��# �������� � ��� ��������������� �����W

G−(rt; r′t′)t>t′ =< 0|ψ̂+(rt)ψ̂(r′t′)|0 > �,&�J 

��� *����� �� *��������� ������ � �������� ���� (����������� �������)
�����&

S"� ��������� �,&�, � �,&�J ���������� ��� t > t′& M��"�� �������# ������
���������� ������� ��� t > t′ ��������� ��������������� ������� � ��� t < t′ $
��������������� ����� ���������� �,&,L  W

G(rt; r′t′) =
{
G+(rt; r′t′) Y<= t > t′

−G−(r′t′; rt) Y<= t < t′ �,&�� 

6�*��! �����"�! !���� �������# (�� ����W

G(x, x′) =< 0|T ψ̂(x)ψ̂+(x′)|0 > �,&�� 

��� ������� �"�������� x = (rt)� � ��!��� T$*���������� �������� �� �������	
��� ������� ������ �� T ���������)��� � ������� ����������� ���!����
 ���*!��	
���� ��� �� ���������� ����������*)��� "���� ������! !�!����! ���!��� �����
����� �� ��
� ������� ����������*)� "���� �����! !�!����!� � �"��� ���� ����	
����� ������������ ������#) ������������ %��!������
 ���������� ����"
���	
!�
 ��� ���������� 1������#����2 ������� ������������ ���������� �� ���!��� &
N��!��#��� ����������� �������� T$*����������� ���!���������� �� ���������
������ ����� �!��� ���W

T {F1(t1)F2(t2)} =
{
F1(t1)F2(t2) Y<= t1 > t2
−F2(t2)F1(t1) Y<= t1 < t2

�,&�Q 

��� %��!������
 ����������� �

T {B1(t1)B2(t2)} =
{
B1(t1)B2(t2) Y<= t1 > t2
B2(t2)B1(t1) Y<= t1 < t2

�,&�L 

��� "�������
 ����������& N*����� 8����� ������������ � �,&�� �"��� ������	
���� %���!�������� ��� �������� �T$*����������� �&

G�� ����!������� "��������� ���������� �������������� ������������ ��	
���!� G(rt; r′t′) = G(r − r′, t− t′) � *��"�� ��������# %*�#� $ ����"��������� ���
�� t− t′� ��� � �� r − r′W

G(pτ) =
∫
d3rG(rτ)e−ipr �,&�O 

�2��
����
�� ��������
�� -�./0 ��������	� �����
����
�� �
�#������ −i� ������� ��
���� ���� � ��� �����
�
�� '��� 3 �����������
���

�4������� ��� %�� ��������
�� 
� 	�������� 	 ��������
��� ��� 
��������� ���"�����

��
'�
�1�� .��
� 5���� ���� 3 6��������� ������� ������	� � ������ ��
��
��� ������� �)7�� ��#�
�	�� �� �������� � 
�� � ������� 
������ ������������ ������!�	��� �	�������
�� '��
8
��
��	��" '�
�1�� 	�	���� � �����#
�	�� ��	����
�� ��� 
�" ��������
�� ��"
���� �� !��
�
����	��
�� ����� ����	��
�� %��" '�
�1�� �� ������ �����!�
��� /�� ���
��	��" '�
�1��
5���� ���� 3 6�������� 
������ (����
��+ ��������
�� ��"
��� ��	����� 
� �����	�� 9����8
	� ��� ���
�" 	���
���
�� � �������� ������� !�" ������� '�
�1�� .��
� ������ ��
��
���
������� ����� '��
��
��	��� '�
�1�� ��� T = 0 ��� ����� 	������	��� !�� �" ����!�
�� ���
	����� ��
��
�" ���������� (��1������	��� '��������+� ��� ����� ������
� ��	�#���	� 
�#�
�)� 7��
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G(pτ) =
{
< 0|ape−iHτa+

p |0 > eiE0τ τ > 0
− < 0|a+

p e
iHτap|0 > e−iE0τ τ < 0 �,&I� 

/���# E0 $ (������ ��������� ��������� �� ����! ��*�� ������ ������ (������
N��!� EF  &

G������ ����������� �������� ��!�������!� ���� ���������*) %*����)
8���� ����!�������!�� �����!� !���� ����������# � ���� (τ > 0)W

G(pτ) ≈ Ze−iξ(p)τ−γ(p)τ + ... [D? γ(p) � ξ(p) �,&I, 

��� ξ(p) = ε(p) − EF � �&�& �������# � ��� ������ ���������� �� %��!� ������	
���� %*����� ���� ���"����
 �������!�������*)��
 %��!�����& M�������� �,&I, 
������� ������ �� �!����*��� Z � �������! ��������� ��������� ������� ����	
������*)���� ����������� � (������� ξ(p) � �*�/�*���� γ(p)& 3� ������ �����
�����"����# ���������� *������ γ(p) � ξ(p)� �&�& !������ ���*
����� ��"� ���	
�������� "��� 1
����� ����������2�& :��������! �"����!� ��� τ < 0 !����
���������# ��������*) %*����) ����������& S�������#��� !� ���
���! � ��	
���*� �� � �����!� �%��!����� � 
����� ������������!� �����������!� %*�#�
$ �"��� %*����� 8���� �,&�� !���� "��# ������� ���W

G(pε) = Z

{
1 − np

ε− ξ(p) + iγ(p)
+

np

ε− ξ(p) − iγ(p)

}
+Greg(pε) =

=
Z

ε− ξ(p) + iγ(p)sign(p− pF )
+Greg(pε) �,&I� 

����!� �� ���)�� (���� ��������� ��������)� ������ ���������� � �
 ���*
�	
���& P�� �"��� �������� %*����� 8����� �������)��� ���������# ������ ������	
���� � !����������� �����!�& ������� Greg � �,&I� ������������ !��������	
��!� ���"*������!� �� � "��#������� ��*���� �� ������ ���"�� ����& S����� �
�����!�
 � ���#��!� ����������!� �����!���������!� !� !���! ��������#�� �
���*������ ����� �����������
 ���)��� � %*����� 8���� ������ ���� �������	
������� ��� � ����������
 ���"*������ ����������� � ��� ������������ ��� ���
������! Greg� �� ������ ������ ������� "���� ������!&

/��! �*��� %*����� 8����\ G����� ������ ��� ��)� ��! �"��� !���� ��*�	
��� ������� ���"*������ !����������
 �����!�������*)��
 �����!& S������	
���� ������ �� ������ %*����� 8���� ��������� ��������# ������� �� �������!*
��������) �T = 0 ��������#��
 %�������
 
������������ ����
 �����!& .���!��	
��! ������� ���!���& H����#�*� �������*) ���� ����4*��4�/2 %*����) 8����
!���� ��������# ������� �� �������!* ��������) �� ����������� ������� !��*�
"��# ������������ ��� �*!!� ����������
 ������� ������������ ��������� 
+��� ,,-W

Â =
∑

i

Âi(xi,pi) �,&II 

��� xi ������������ ��� ����������������� ��� � �������� ����!������ � pi $ �!	
�*�#�� ����������] �����#��
 ������ ��������)��
 ���* �����!*& 5������
���!���W

n(r) =
∑

i

δ(r − ri) �,&IJ 

�:�� �	������ ��� �� ������ 
�#�� �������������	� � ������ '���� 3 #����	�� ;�
���� ���
������ �����"
�	�� <���� �����= ξ(p) ≈ vF (|p − pF |)� ����� ��� γ(p) ∼ (|p| − pF )2 (vF 3 '����8
��	��� 	����	�+�



,J .���� 9� ��1=0

$ �������� ��������� ����� � ���� r�

j(r) =
e

m

∑
i

piδ(r − ri) �,&I� 

$ ��������# ���� � ���� r � �&�&
S������� Â � ������������� ��������� ����������� !���� "��# ������� ���W

Â =
∫
dxψ+(x)A(x,p)ψ(x) �,&I� 

.���!����! %*����) 8���� �,&�� � �,&�� ��� t = t′ − 0W

G(x, x′, τ)|τ→−0 = − < 0|ψ+(x′)ψ(x)|0 > �,&IQ 

5���� ������� ������� Â ��� �������!* ��������) !���� "��# �������� ���W

< A >=
∫
dxA(x,p)G(x, x′ , τ = −0)|x=x′ = −SpAG|τ=−0 �,&IL 

5���! �"����!� ������� G|τ=−0� � ������#) �� ������ ��������� � �����������
!������� ��������� ��� T = 0W

ρ(x′, x) =< 0|ψ+(x′)ψ(x)|0 >= −G|τ=−0 �,&IO 

6�� ����������� �������� ������� ��*
������
 ����������W

B̂ =
∑
ik

Bik(xipi;xkpk) �,&J� 

���"
���!� �����#�����# ��/�4*��4�/2 %*����) 8����� �"��� ���������!*)
���W

G2(1, 2; 3, 4) =< 0|Tψ(1)ψ(2)ψ+(3)ψ+(4)|0 > �,&J, 

� �&�& � �"��! ��*��� ���"��!� ��
������� ������
 ������� !����������
 ���	
������� ���"*�� ������ ����������*)��
 !����������
 !����� ��������� +��-�
������� !��*� "��# �������� ���� ����������*)��� !����������� %*�����
8����&

��� ����������� 	������� ��������� ��������

6�����!!� N���!��� ��)� (��������� ���%������ ������������� ��������#��

����� ���� ������ ���!*����� ��� %*����� 8����& '���������� !���� ���*�	
��� ���������
 ������!! �������� � ��*���) ���������� � ��� ������ ���!*��	
��� S$!������ �!������ ��������� � �����#������) �����!� ���� +,� �-& S����	
��� ���%������ (��!���� �)"�� ������!!��� ��
���� ^ 
���� %*����� 8����
� ��	���5 ����!���������� �� ������
� �� �����������! �������!� ��������)���
������!!� N���!��� ��� ��� ���� 1���������2� ��������� �� ���� ��������*�!���
����!���������& 4��� !� �%��!*���*�! ����� ������� � ����! ���� +,- ��� ������
���� ���������
 ����!���������� ������� "*�*� ��*��#�� � (��
 ������
&

/�!�����#��� ���"������#)%���!�������� ������!!��� ��
���� �������� ���	
!������# ���������� +	*.�4���+� /���	��*��1 "��������
 ���� ������������#������



9��� 1
����CC��2 ��D�
	�� E������
� 1������� ,�

.��& ,&,W 6�����!!��� ����� *�������� 6������&

������!!& .���!����! ���������� ��� � ���"���� ������] ���!�� ������ �*!!�	
�������� ��)��� ����� ��� �������!��� *�������� 6������ +,� �-& S"�����! ��46

�/2 %*����) 8���� 1������2 ���� 1������2 ������� � %*����) 8���� ���"�����
������ $ 1������2 ������& G����� �!����*�� ����
��� �%*����� 8���� �� ����
2 � ���* 1� �������! �"����!� ������ �*!!�� ���
 ���!����
 �!����*� ������
����
���� �������)��
 �� ���
 �������
 ������ ���!*������ �&�& �*!!�� ������	
!����
 %���!�������
 ������!! ��� %*����� 8����& G��������%����*�! (��
������!!� ����*)��! �"����!& G����� ������ ������! ������!!* �����) � ��	
��������*)�*) �������������) ���"����� ������& S����#��� ������!!� �!�)�
����*)�� ���W �� ��������� ���� ������ ���������������� ��� ���"������ ����!
�����
���� ��������� �����!��������� � ���������� � �������) � *��������)
������#��
 ����� � ����� ���� �� ������ ������ ������������ ��*��!� ������	
!�� ��
�����!��� � %��!������! 1!���2 ��� ����
����#) N��!� � ����! ������
����� ���������������� ���"����� ����! �������� ��������� �����!��������� ��	
�����)��� � �&�& S"�����! ���� Σ �*!!* ���
 ������!!� ������� �� !��*� ���	
������ �� ��� ���� �*��! 	*�	��*��1 ����- .�	������- 
����& 5���� 1"���2 Σ
���������� ���������!�� �������� 7 8��	+���4���- ���#) ������ �%��!��	
�� & 5����# ����� *"����#��� �� ������ %*����� 8���� ������������ *��������!
6������� ���������! ���%����� �� .��& ,&,& � �����������! ���� (�� ��������
� ��������#��!* *������) ����W

G(1, 2) = G0(1, 2) +
∫
dτ3dτ4G0(1, 3)Σ(3, 4)G(4, 2) �,&J� 

H�����*� (�� *�������� ���*��! ������ ��� ������ ���!*����� ��� %*�����
8����& G���� ����"��������� N*�#� *�������� 6������ �������� � ����"�������	
!*W

G(pε) = G0(pε) +G0(pε)Σ(pε)G(pε), �,&JI 

������� ����* �� ��������W

G(pε) =
1

ε− ε(p) − Σ(pε)
�,&JJ 

/���# !� *�� ����� ��� %*����� 8���� ���"����� ������ G0(pε)& _��� �� ��"	
������� $ (������������ ���# Σ(pε) ���������� � ��!������! ���� ��� ��!������
�������� ������� ��������� � �� ����!���������! � �����#��!� ������!�� ��	
������)��!� ���* �����!*& � �"��! ��*��� ��"������� $ (������������ ���#
�������� ��!��������� �&�& �������� ����������#�*) � !��!*) ���� ��!���� ��	
(��!* !� ��*����� � �,&JJ "�������� !���� !��!�� ����� �� ���"����� ������
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iδsign(ε− εF ) & .���� *�������� 6������ � ����! $ ��"� ���"������� ����� � ���	
��
 ��*��
� ���� !���� ���������# (������������ ������ �����!� �� !����

����!�������*)��
 �����&

��� ���
�� ����� ��� �������� 	������	����

N��!����! %*����� 8���� ���� ��������������� �"�"������ �� ��*�� ����	
��
 ��!�����*� T +,-& 4���!��! �������� ��������� ����������*)���� �!��*"�	
�������� %��!����!�� ����# �����������#� � �������!� ��*��! %��!�����& 5��
�������!�� ���!�����!������ �!��*"�������� %*����� 8���� ������������ ���W

G(p, τ2 − τ1) = −i < Tτap(τ2)a+
p (τ1) > �,&J� 

��� !� ����#�*�! 1������������� ����!���������2 ��� ���������� ����*)���� ��	
��W

ap(τ) = e(H−µN)τape
−(H−µN)τ �,&J� 

��� !��*"�������� 1���!�2 0 < τ1, τ2 < β = 1
T � � µ $ 
�!������ ���������&

5��*���#��� ���"�� �"�����)� *��������� �� "��#��!* ����������!* ����!"�)
8�""��� ������� *��"�� �������# � ����*)��! ����W

< A >=
SpρA

Spρ
`aC=C ρ = e−β(H−µN) �,&JQ 

��� Z = Spρ&

G������ �� ������� !��*"�������� %*����� 8���� G !���� "��# ������������
����������� ��! �� ��!�! ������!!��! ����������!� ��� � ��������!�
����	
���� %*����� 8���� G� ����������*)��� ��*�) T = 0� ������� � ����*)��!& 3�
����!� �� ������!!��� ���������� ��� G ��������������� ����*�� �� ����������
�� ���!��� *�������� V���������& 4� ������������� �������� ρ� ���������� �
���� �,&JQ � *������������ ��� �������!�!* *�������) T��
�W

∂ρ

∂β
= −(H − µN)ρ �,&JL 

�� ����� ����������� ���!�! ��%%�������������!& ������ �� �*�����*�� ����	
������������ ������������ !���* *��������! V��������� �,&, � *��������! T��
�
�,&JL W

ψ ↔ ρ H ↔ H − µN it↔ β �,&JO 

G�(��!*� ������� ��!���

H → H − µN it→ τ �,&�� 

�� ���
 �����������
 ������*��
 �������� ��������� ����* �� ���*��# ��� %��	
!��#��� ����������� �� ������!!�*) ��
���* ��� !��*"�������
 %*����� 8����
G ���������� � ��! �� ��!�! ����� ��� � � %��!����!� T = 0 ��� ��������!�
�	
������
 %*����� 8���� G& /�!��� H → H − µN �������� � ������!* ��!�����)
����� ������ (������ ����� �� ������* µW

H0 − µN =
∑
p

(ε(p) − µ)a+
p ap �,&�, 



9�F� G��	@

 .�
�� H�
 	���?�AD ��CH�������D� ,Q

U��� !��*"�������� %*����� 8���� G ������� �� 1!��!��� ���!���2 τ �� !� ���	
��� !���! ����*�#�� � ����#��!* ���!��� �*��! ��!��� �� ������
 ���������
 
τ → it� ���� ������ ������� �*��! ������������� ����������� !��*"�������
 ��	
������� � ��� !��!��� �� ��# ����������#���� ���!���&

K�� !� *�� ��!����� ����� ������� τ1 � τ2 � �,&J� ��!���)��� �� ���������
�� 0 �� β& '�������������� ��� ���� ��"� ��������# ����"��������� N*�#� �� τ �
!� ������ ������ %*����) G ����������� ����������*) �� �������� �� −∞ ��
∞& 5���� !���� �������# ����"��������� N*�#� � ����W

G(pτ) =
1
β

∞∑
n=−∞

e−iωnτG(pωn) �,&�� 

��� �*!!�������� ������� �� ���������!* ��"��* �!��*"�������
 ����� ωn =
πnT & 5����W

G(pωn) =
1
2

∫ β

−β

dτeiωnτG(pτ) �,&�I 

.������# 1���!��2 τ = τ2 − τ1 ��!������� �� ��������� (−β, β)� ������#�* ��� τ1�
��� � τ2 ��!���)��� �� ��������� (0, β)& N*����� G(pτ) ����������� �����������
�� ���������
 (−β, β), (β, 3β), (3β, 5β), ..., (−3β,−β), ...& 6�� �����!�� ��������� ��
%��!������ ����� ������� n ������)� �� ���� ��� G(pτ) ��$�� ���"
���!����
*�����������# *������ 1����������������2W

G(p, τ) = −G(p, τ + β) Y<= τ < 0 �,&�J 

'������������# (���� ����������� ����� ����������� � �����#�������! ��������
��*�� SpAB = SpBA& 6�� τ ′ − τ > 0 �!��!W

G(p, τ − τ ′) =
i

Z
Spe−β(H−µN)a+

p (τ ′)ap(τ) =

=
i

Z
Spap(τ)e−β(H−µN)a+

p (τ ′)e =

=
i

Z
Spe−β(H−µN)eβ(H−µN)ap(τ)e−β(H−µN)a+

p (τ ′) =

=
i

Z
Spe−β(H−µN)ap(τ + β)a+

p (τ ′)

�,&�� 

���

G(p, τ − τ ′) = −G(p, τ − τ ′ + β) �,&�� 

�� ��� τ ′ = 0 � ���� ��! �,&�J & /��� !��*� ���������� ����# ��$�� ������!!*��	
�������� %��!������
 ����������& G��������� �,&�J � �,&�� ����!� �� ��� ������
� ����!� n �"����)��� � �*�#& 5���! �"����!� ��� %��!����� !� ������ ������
��"����# � ������!� !��*"�������!� ������!�W

ωn =
(2n+ 1)π

β
= (2n+ 1)πT �,&�Q 

�>�����
� τ ���� �����
� ���� ���	������
��� 
� '�
�1�� .��
� G ��#�� ��� ������
�
�� G ����
�� it → τ � ��� ��� � '��������� �������
�����	��" '�
�1�� .��
� �� ����� ���� 	
����"���� � t = −iτ � ���� � -�
����� �����
�0�
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6�� "������� ���������! �"����!� � ���* N*�#� ��� ���!�����!������ %*�����
8���� ����)��� ���#�� ������ �� ����
 �����W

ωn =
2nπ
β

= 2nπT �,&�L 

����������# � ���������! �,&,� � �,&,Q � �,&,L ��� ���������
 %*����� ���	
"����
 ����� ��� T = 0� !� !���! "�� ��*�� �������# !��*"������*) %*����)
8����W

G0(p, τ2 − τ1) = −i{θ(τ2 − τ1)(1 − n(p)) − θ(τ1 − τ2)n(p)}e−(ε(p)−µ)(τ2−τ1) �,&�O 

��� n(p) = [eβ(ε(p)−µ) + 1]−1 $ ������������� N��!� ��� ������� ��!�����*�� T &
5���! �"����!� ��*������� %*������ �
������ � ����������� G0 ��� T = 0 1���	
!���)���2 (%%����!� ������� ��!�����*��� �� �������� � �������!����!* ��	
������) ����� � ����� � ��������� � �������! �!�*�#��! p&

G��������� �,&�O � �,&�I ��
���!�W

G0(pωn) =
i

iωn − ε(p) + µ
, ωn = (2n+ 1)πT �,&�� 

' �����������! ������!� ��������! � ����
���! � ���������! ������!� ���	
���!!��� ��
���� ��� !��*"�������
 %*����� 8���� ��� ������
 T �������	
��� �������� � ��������!�
�������� ������!!��� ��
����� ��� T = 0& G�����
%*����� 8���� ������������ �� *�������� 6������W

G(pωn) =
i

iωn − ε(p) + µ− Σ(pωn)
, ωn = (2n+ 1)πT �,&�, 

G�������! ������� �� !��*"�������� %*����� 8���� �� �!�)� �!���� ����
 $
��"� 1�!����*� ����
���2 �%*����� ��������������� ��������� ������ ����� &

G������ ������ !��*"�������
 %*����� 8����� !� !���!� � ��������� �����
�)"�� ���!�����!������ 
������������� !����������
 �����!� ��
�����
��
� ����������! ���������& S������� ��������#��
 ������������
 ��������� !����
"��# ��������� �� ������ �"���� %��!����!� ���������
 %*����� K������ +�- �
�����"������� �! �������#��� ������!!��� ��
����& S����� �"�*������ �������	
�����
 ��������� �� �
���� � ����� ������ �*���&

�4��	 	
��� �����
 �����
����
�� (�� 	���
�
� 	� 	��
����
��� ����
���
���� -�./0+
�
�#���� i� ������� ������	� ���� � ()�$?+�



����� �

�	����� �
�	�������	
������
	�����	

��� ����� � !���������� 	�������

.���!����! �����!* ����!�������*)��
 ����������������
 %��!� $ �����& �
���#�����!� � "��#������� ��*���� �!����� � ���* �����!� (��������� � !������&
8�!��#������ ����!��������� ������! � ����W

Hint =
1
2

∫
dr1dr2ψ

+
α (r1)ψ+

β (r2)V (r1 − r2)ψβ(r2)ψα(r1) ��&, 

��� V (r) $ ��������� ������������ ����!��������� ������ ψ+
α (r), ψα(r) $ �����	

���� �������� � *��������� %��!����� � ���� r� α $ �������� ������&
S"��� ������� ������!!��� ��
���� ��� ��������� �������� �� ����!����	

����) � ����4*��4��- ./����� 0	��* � �!�*�#���! ������������� G(p) �%��!*	
�������� � +,-& G������! �
 �����* ��� ��*�� �*����� ��!�����*�� T = 0W

• 6�����!!� n$�� ������� �� ����!��������) �������� 2n ������� 2n + 1
�������
 �(���������
 ����� � n ��������
 ����� ����!���������& ���!
�����! ���������)��� ������������ J$�!�*�#��� ������� ��
����)��� �
�������
 ����!���������&

• P�������* �%��!���* �������������� �
���*1 ������ ������� ����������	
���� ��������� ��� �������- %*����� 8����W

G0(p) =
δαβ

ε− ξ(p) + iδsignξ(p)
��� δ → +0 ��&� 

����!

ξ(p) =
p2

2m
− µ ≈ vF (|p| − pF ) ��&I 

$ (������������ ������ ���"����
 %��!������ (������ ������
 ����������	
�� �� *����� N��!� �
�!������� ���������� µ � pF � vF $ �!�*�#� � �������#
�� �����
����� N��!�&

,O
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• 9�
����- ����� �������������� %*�#� $ �"��� ���������� V (q)&

• G��������� �������������� �� n ��������!�! �!�*�#��! � ������! �J$�!�*�#��! &

• ��������� ��������� *!�������� �� (i)n(2π)−4n(2s+1)F (−1)F � ��� F $ ����
��!��*��
 %��!�����
 �����#� � s $ ���� %��!���� ���� (�������� s = 1/2�
��� �� * ��� ������ 2s+ 1 = 2 &

6�� ��*�� ������
 ��!�����*�� � !��*"�������� ��
���� +,-� ����������*)���
������� ��� ��������� �������� k$�� ������� ��� G(εn(p))� %��!*���*)��� ���W

• 6�����!!� k$�� ������� �!��� 2k ������� 2k+1 �������
 �(���������
 ��	
��� � k ��������
 ����� �����!��������� & R����! ����������)��� �!�*�#��
� �!��*"�������� ������� *����������)��� � ������ ������� ������! ��	

�������& Z������ "�������
 ����� ������ ����� (ωm = 2πmT )� � ������
%��!������
 ����� $ ������� (εn = (2n+ 1)πT )&

• G� ���! ��������!�! �!�*�#��! � ������! ������!!� ������������ ����	
���������� � �*!!��������&

• K����� �������� ����� � �!�*�#��! p � ������� εn �������������� ����	
�����W

G0(εnp) =
δαβ

iεn − ξ(p)
��&J 

� ������ ��������� ����� � �!�*�#��! q � ������� ωm �������������� V (q)&

• G���� ���*����! ���������! �������� !�������# (−1)k T k

(2π)3k (2s+1)F (−1)F �

��� F ����� �"������� ���� %��!�����
 �����# ������!!�� � s $ ���� %��	
!���� �(�������� &

��� " ��	������ ��� � � �������� ������!���	��#

���

X��� �������#�� �����#�� ���!�!� ���������!� �������� � %*����� 8���� (���	
����� � ���!��#��! !������� �*��������*��# �%��!*���������!� ���� �������!�
������!!��� ��
����� �� ����* ��������� �� ����������*)��� ��������� ���
�	
����� ��	�� ����*������� 
�������� �/
������+� ����!��������� ��� !���
 ����	
�����!�
 �!�*�#��
 qW

V (q) =
4πe2

q2
��&� 

�� �������� ���������������! ���������! ���#��������*)���� 
�������� �*��	
�������� ����!���������& P�� ���"��!� *���������� �*!!��������! "���������
������������#����� ������!!� �������)��� 8�	*��	��*��� �*���������� �������	
��� ���"����!� (��������!�&

6�� (���� �������� (%%�������� ����!���������� ���"�����!�� 1������2 ���	
������ ������� ������� ������������ ������������#����#) ������!!� ����������
�� .��&�&,� ��� ��
1	��*�����5- ���	*��	 ������ �*!!�� ������!!� ���������

�� .��&�&�& ����� �������*�#� �� � ����������� ���������! �� .��&�&�� ���*�	
���*)� ���%���� ��������!�� �� ����� ����� ����!���������� ���� ����������� ��
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C ���
C�������
�C� �,

.��& �&,W 8��%������ ����������� (%%��������� ����!���������&

.��& �&�W 6�����!!� ��� ���������!��� ���������������� ���������&

.��& �&IW G��!�� �������!�� ������!!�&
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.��&�&I� ��� �� (�� ���������� ���������� ���	������5- ��������������� ���	
�����& 5���� ����������� ���������� �� .��&�&, ��������� �� �!���* *�������)
6������& � �����������! ���� (%%�������� ����!��������� ������������ ���W

V(qω) = V (q) + V (q)Π(qω)V(qω) ��&� 

P%%�������� ����!��������� V(qω) ��������� ���"�� ������� ��������! �� �	
����� ω� �� ����������*�� *��* (%%����� ������������� ��������
 � 
�������	
��! ���!���! (����������� ������� �� !��������� �*��������� ����!���������&

.���� *�������� ��&� � ���*��!W

V(qω) =
V (q)

1 − V (q)Π(qω)
≡ V (q)
ε(qω)

��&Q 

��� ����� ��(���������*) %*����) ���������!���# W

ε(qω) = 1 − V (q)Π(qω) ��&L 

5�� �������!�� ���"������� 
��������
 %�� �bcd � ����������*�� �����#����	
��) ����������� �������� ���������������� ���������� ������������ �� ���"��	
��
 %*�����
 8���� ��&�& ���"�����!��� ���������� ������!!�� .��&�&J�[  �W

Π0(qω) = −2i
∫

d4p

(2π)4
G0(p+ q)G0(p) ��&O 

'���������*)��� (%%�������� ����!��������� ������������ ����� ���%���!� .��&�&J�e &
P�� *�������� ��� (%%��������� ����!��������� !���� ����������# ��� � ��*��!
����� ���������! �� .��&�&��[ � ��� ������ �������!�� ��������������� ��������
Π̃(qω)� ���������!�� ���%���!� .��&�&��e W

V = V + V Π̃V ��&,� 

H� .��&�&��e ����� ��W

Π̃ =
Π0

1 − VΠ0
��&,, 

5���� �� ��&,� � � �����#�������! ��&,, � ���*��!W

V = V (1 + Π̃V ) = V

(
1 +

Π0V

1 − VΠ0

)
=

=
V

1 − VΠ0
=
V

ε
��&,� 

�� ��������� � ��&Q � � ��(����������� ��������!���#)� ������ � ���"�������
bcd& ��������� ��&,, ��������� ����*) �������*�!���# �����!�&

:��������! �"����! !���� ���*��# � bcd $ ��������� ��� !�������� ���	
����!������& 6�� (���� �*��� ����!�����# ������ �����!� �� "�������� ���"��
������� !�������� ����� �����������)��� (���������� ����& S�*���� ��
���	
���� ������� ��!���!� �� ��� (���� ��������� ����!�����# ������������#����#
������!!� ��������*) �� .��&�&�& X��� �!��# ����* ���*����*) !����# � ����	

�:�� �����
������ 
�	�� ��	�� �	������	��� "��������
�4������� ��� � ���������� ��	�� �	�������	� ��������
�� Π(qω)� ������ !��	� �
���� �?��

�� #� ������#�����	� ����
���
�� �
��� �)�
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.��& �&JW G��"������� 
��������
 %�� �bcd ��� ���������������� ��������� �
(%%��������� �(�������������� ����!���������&

.��& �&�W G������������ (%%��������� ����!��������� ���� �������!�� ������	
��������� �������� Π̃&
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.��& �&�W 6�����!!� ��� !�������� �������!������& ± �"�����)� �����������
�����&

��! 1
�""��������!2 ����!���������! (��������� Hint = Uni↑ni↓ (�� ������!!�
����� �*!!��*)��� � ��)�W

χ(qω) =
χ0(qω)

1 + UΠ0(qω)
��&,I 

��� χ0(qω) ������������#�� Π0(qω) �� ��&O W

χ0(qω) = −1
4
g2µ2

BΠ0(qω) Π0(qω) = − 4
g2µ2

B

χ0(qω) ��&,J 

��� g $ ����!�������� ��������� ��"��� g = 2 & S�!���! ��!������ ����� � ���	
!������� ��&,I �� ��������) � ��&L & P�� ������� � ��! %����!� �� ��� ������
ε(qω) !� �!��� ���� � %*������ ������� ���� ��������# $ ��������# � �*!!�	
������ ����� ������� �� ������
 ������������� ����������#��� !�������# −1&
/���# ��� ��� ������ ��������� �������� !� �*!!��*�! ��!& .��&��&�  1������	
���2 ������!!� ������ ��������� ��	�� ��
������� ����� $ ����� ����� � �����
�� .��&��&� ����������*)� �����! �����������! ����� & 5�! �� !����� ���������
��� ε(qω) � χ(qω) ������ ��������� � ��������)���� %��������� ����� � ��� ��
�������� Π0(qω) �� ��&O &

��� �� �����
������ �����	�� ! � ���� ���$�!���

% ��	����� ��� T = 0�

G����*��! � �����* Π0(qω)� ���������!��� ���������! ��&O & P������������ ��	
���# �!��� ���W

Π0(qω) = −2i
∫

d3p

(2π)3

∫ ∞

−∞

dε

2π
G0(ε+p+)G0(ε−p−) ��&,� 

��� ε± = ε± ω
2 � p± = p ± 1

2q& � ����!�������!�! ��������� ���"���� �*���������
�"����� �������������� �"���� �����
����� N��!�� ��(��!* ��� q � pF !����
�������# |p±| = p± 1

2q cos θ� ��� θ $ *��� !���* �������!� p � q& 5����W

G0(ε±p±) =
1

ε± − ξ±(p) + iδsignξ±(p)
��&,� 

���

ξ±(p) = ξ(p±) = ξ(p) ± 1
2
vF q cos θ ��&,Q 

H������������� �� ε � ��&,� !���� ��������� ��!���� ����*� �������������� �
���
��� ���*��������� ��!�������� ����!����� ε � ����������� ������������ ��*




��F� ���2�
��@
���A� �H������ ��2 ���� �������AD ���	������ H�
 T = 0� ��

G0 �� ���������� ���"�& H������� ������ �� �*��� ���� ���)�� �"��
 %*�����
8���� G0 ����� � �����
 ���*���������
& � ����� ���*��!W∫ ∞

−∞

dε

(ε+ ω
2 − ξ+ + iδsignξ+)(ε− ω

2 − ξ− + iδsignξ−)
=

=
2πi(n(ξ−) − n(ξ+))

ω − vF q cos θ + iδ(signξ+ − signξ−)
��&,L 

���W

n(ξ) =
{

1 ��� ξ ≤ 0
0 ��� ξ > 0 ��&,O 

$ %��!������� %*����� ������������� ��� T = 0& G�����#�* ��� �������*)� !�	
��� q� �������# n(ξ−) − n(ξ+) ������ �� �*�� � �����! ���� �"���� �����
�����
N��!�& G�(��!*� �!���� ������� ��������� �� p !���� �����# �������� �� �����	
���������!* ������* ξ� ���#�*��# ������! �������!W∫

d3p

(2π)3
... ≈ νF

2

∫ ∞

−∞
dξ

∫ 1

−1

d(cos θ)... ��&�� 

���

νF =
mpF

2π2�3
��&�, 

$ ��������# ��������� �� *����� N��!� � ������ �� ���* �������) �����& � ����	
��!���� �� ����� cos θ ���!���� ��� ��*��W

,& cos θ > 0 $ ����� ��������� ��&,L ������ �� �*�� ��� − vF q
2 cos θ < ξ <

vF q
2 cos θ� ����! n(ξ−) − n(ξ+) = 1f

�& cos θ < 0 $ ����� ��������� ��&,L ������ �� �*�� ��� vF q
2 cos θ < ξ <

− vF q
2 cos θ� ����! n(ξ−) − n(ξ+) = −1&

� ���*�#����� �������� ����*)��� �������� �� *���!W

Π0(qω) = νF

∫ 1

−1

d cos θ
vF q cos θ

ω − vF q cos θ + iδsignω
��&�� 

P��� �������� ���������� ���������������� � �����#�������! �����������W∫ 1

−1

xdx

x0 − x+ iδsignx0
= A+ iB ��&�I 

A = −2 + x0 ln
∣∣∣∣x0 + 1
x0 − 1

∣∣∣∣ B =

⎧⎨
⎩

0 ��� |x0| > 1
−πx0 ��� 0 < x0 < 1
πx0 ��� − 1 < x0 < 0

� ����� ���*��!W

Π0(qω) = −2νF

{
1 − ω

2vF q
ln
∣∣∣∣ω + vF q

ω − vF q

∣∣∣∣+ iπ

2
|ω|
vF q

θ

(
1 − |ω|

vF q

)}
��&�J 

6�� ω = 0 �!��!W
Π0(qω = 0) = −2νF = −N(EF ) ��&�� 

��� �����W

N(EF ) = 2νF =
mpF

π2�3
��&�� 
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$ ��������# ��������� �� *����� N��!� ��� �"��
 �������� �����& G�� ω 
 vF q
�!��!W

Π0(qω) ≈ N(EF )
1
3
v2

F q
2

ω2

(
1 +

3
5
v2

F q
2

ω2

)
��&�Q 

G��*����� %��!*�� "*�*� ������������ �����#�����#�� � ���#�����!&

��& ��% ��	�������� �����
�����	' % ��	������� ��#

���

H����#�*� ��&�� � ��&L ���*��! ��(���������*) ��������!���#� ����������*)	
�*) �"���� ���"������� ��� ��!�� $ %��!������� (����������W

ε(q, 0)|q→0 = 1 +
κ2

D

q2
��&�L 

��� ������� �"������� ����*�� (������������ ���#W

κ2
D = 4πe2N(EF ) =

4e2mpF

π
=

6πne2

EF
��&�O 

��� n = p3
F

3π2 $ ��������# (���������& 5���� %*�#� $ �"��� (%%��������� ����!����	
����� ���#W

V(q, 0) =
4πe2

q2 + κ2
D

��&I� 

� �����������! ������������� (�� ����������*�� ���������* ����W

V(r) =
e2

r
e−κDr ��&I, 

X��� �����#�����# � ��&L ���!������* ��&�Q � �� � ������� q → 0 ���*�!W

ε(ω) = 1 −
ω2

p

ω2
��&I� 

��� ������� ����!����� ������ ������������ �"���! ���������!W

ω2
p =

4πne2

m
��&II 

M������ ����� ������� ������!��� � ��&�Q � �� *�������� ε(qω) = 0 ��
���! ������
����!���� � ����W

ω2(q) = ω2
p +

3
5
v2

F q
2 ��&IJ 

T���� ���*������ ������� � *���! !��!�� ���� ���������������� ���������� ���	
������ ���������������# �
 ���*
���� +�� ,�-& G�� ����� q ������ ��&IJ �������� �
�"����# (������ ����������
 ���"*������ ���� ������ $ ����� � ��� (�� ����	
���� �� .��&�&Q�[ � ��� ��������� ���#��� ���*
���� � ����!�� ������� ��� 
�����
������������ ������������ ���"*������ �����!�&

:
����� �����#��
�� ���� ��	��1� 3 ����� � 	�	���� 	�����
�" '�����
��=

ω0
pq = ξp+q − ξp =

(p + q)2

2m
− p2

2m
=

qp

m
+

q2

2m
(7��?+
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(b)

.��& �&QW �[ 	 /�����
����� �"����# ����������
 ������� (������ ���"*������
(������� ������
 ��� � %��!�	�����!� $ �"����# ���*
���� ����!����& �e 	 !��	
!�� ���# �"�"������ �������!������ ��������# $ ��������# � ������ ������ $
�����&

2����� %��" �����#��
�� 	 �����	�� q �������� ��
��
���� ��#�!�� � �������"=

0 ≤ ω0
pq ≤ qpF

m
+

q2

2m
��� q < 2pF

− qpF

m
+

q2

2m
≤ ω0

pq ≤ qpF

m
+

q2

2m
��� q > 2pF (7��@+

:�� ����	� � ������
� ������"���

�� 
� A�	�7�B(C+� > ���
����� �� �!� ����#��� ��� �
�8
��� ��	� (7�7$+� ��� ω > 0� 	 ���
�	� �� �
��� 	�������� 	 �
���� ��	� '�
�1�� �������
(����!�

�� ��	���������	��+ ����
�	� 3 ����
�	�� ��� ������
� 
� A�	�7�B(D+�

G� �!���* ������������ ���� ������ ����� �� ��������� ��&�J ���������	
�� ���#�� � �"����� !���
 ω � q& N��������� ��������������� �������� !����
"��# �������� ��� ��������#��
 q � ω �g&hBD?a[=?E� ,O�J & G������! ���*�#����
����������*)��
 ������� +�-& '��������� ��(����������� ��������!���# ������
����*)��! ���������!W

ε(q, 0) = 1 +
4me2pF

πq2
u

(
q

2pF

)
=

= 1 +
(

4
9π4

)1/3
rs
x2
u(x) = 1 + 0.66rs

(
pF

q

)2

u

(
q

2pF

)
��&IQ 

���

u(x) =
1
2

{
1 +

1 − x2

2x
ln
∣∣∣∣1 + x

1 − x

∣∣∣∣
}

��&IL 

> (7��B+ �����
� 	��
����
�� � ������ %������

��� ���� ����
���
�� rs� ������� ����������	�

	���
���
���
4πr3

sa3
0

3
= 1

n
� ��� n 3 ����
�	� %������
��� a0 = �

2

me2 3 �����	��� �����	� 6����
������� ������
� rs ����	������� 	���� 	���
�� ��		���
�� ��#�� %������
��� � ���
�1�" ��8
���	���� �����	��

���������� ����	�� ��		����������� ������ (EFG+ ������	� ��
���
�� "�������
�� ����8

��	��� %
����� � %
����� <����=

VC

EF
∼ e2pF

p2F
m ∼ e2

�vF
∼ �

pF a0
∼ a

a0
∼ rs (7��,+

> �������" ����
� ����� 1 < rs < 5� ��� ��� EFG ������#�
�� ������	� ��� 
�"� � ���
1����
��	�����
� ���"��� &
� "����� -��������0 ��� 	��
� 	#����� ���� %������
�� � ��%���� ��	��

�������	� ������#�
��� ��	���� ����
�	���

8��%�� %*����� u(x) ������� �� .��&�&L& G�� q → 0 ���)��� ������������ ���*	
��! ������� ����� ��&�L & '*��������� �"�*���# �"����# q ∼ 2pF & H� ��&IQ � ��&IL 
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.��& �&LW 8��%�� %*����� u(x)& G���������� (��� %*����� �!��� ������%!����*)
���"������# ��� x = 1&

������ �� ������� ����������� ∂ε(q,0)
∂q → ∞ ��� q → 2pF & P�� �������� � ���*

���!���� %�������
 ������& 4����!��� ���������������� ������!���# (�����	
��������� ���������� ����!��������� �� �������� � ������� %��!*�� ���� ��&I, &
6��� � ��!� �� ���!���������� ��������� %*�#� $ ��������� ����

∫
dqeiqrf(q)

������������ ���"�!� ����!� �����*��������!� f(q) � �� ����������
� ������)	
��!� ��*��# ��������� ��������������& 4����!��� ���� f(q) → ∞ � ���� q = q0�
�����! f(q) ∼ δ(q − q0)� �� � f(r) ��������� ��������*)��� ����� ∼ eiq0r& :��	
������! �"����!� ����*�������# ����������� ∂ε

∂q ��� q = 2pF �������� � ��!*�
�� � ���������� ����!��������� ��������� �*
�����-��/23�- � ���

�	/23�-

����� ����W

V(r)|r→∞ ∼ cos(2pF r + φ)
r3

��&J� 

'�������������� (������*)��� ����� ����*�� �����!��� ���������� ���!���� ���	
�� ��������*�� �������� ��&J� �%����������� ���������� &

X�� "���� ����� ���������� (%%��� � ������ !�������
 ����!��������� �
!������
& ���� !� ������� �� ����!�������� �������!�����# (����������� �����
%��������� ������������ ��� �� ��������������� ������ ��!& ��&,J  & 5����W

χ0(qω = 0) =
3g2µ2

Bn

8EF
u

(
q

2pF

)
��&J, 

'�������������� �������� ��������# s(r) �� ��������! ���������� r �� !��������
���!��� �� �����! Sa� ������� ������������ ���������!W

s(r) =
J

g2µ2
B

∑
q

χ0(q)eiqrSa ��&J� 

"*��� ������������# ��������� ��&J� & /���# J ���������� ���������� �"!�����
����!��������� !���* ���!��#) � (��������!� �������!����W −JSas& X��� �����#
��!�����# � !����� ��*�*) !������*) ���!��# Sb� �� ��� "*��� ����!�����������#
� (��������!� �������!���� ���������! �"����!� � �������������� ��������� �
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(%%�������� �"!����� ����!��������� ������ ���!���� ���� (�������� �������	
!���� �����!��������� .*���!��� $ K������ $ K��*�� $ H����� & P�� ����!����	
����� �.KKH �!��� ���W

JRKKY (ra − rb) = − J2

g2µ2
B

∑
q

χ0(q)eiq(ra−rb) ∼ J2

EF

cos(2pF rab + φ)
r3ab

��&JI 

� ��������*��� ��� %*����� ���������� !���* ���!���!� rab& H� ����� ���������	
����� %��!� ����!��������� �������������
 ������ � !������ ��������� �����
��� ���������& ������������� � ��&JI �"������ �� �����������! ������������ �
�����!� �����!� ��&�& ����!��������� %����!��������� � ����%����!���������
����� �������� � ��������) ������
 !�������
 ���*��*�� �����!�� � �����	
�����
� ���������
 �������!��#��� (��!���� ��������� ��������� +�-& X��� ��
��# ���� � ���!���
� ��*���� ������������
 � ��!�������! !������� �� ����	
!��������� ��&JI �������� � ������������) ���������� ���"����� !���������
��������� ^ ��������� ������ +Q-&

��( )�$�	����� * %�����	������� ���	'+ %����	��#

��� ����� � ��	����� ��������	�
�

� ������! ������ ����� ������ �������� ����� ����������� %*����� 8���� �
�����!� � �*��������! ���� ����! $ ��"� ��*��! ����!���������!� ������� ������
!���� "��# �������� � �����������! ����W

G(pε) =
1

ε− εp − Σ(pε)
��&JJ 

��� ��� ��"������� $ (������������ ���� Σ(pε) �����#�*���� ����� $ ��"� ���"��	
�����& Z�� �� (���� !���� ���*��#\ 3� ����!� �� %*����� 8���� ���"����


(��������� G0(pε) �!��� ���)� ��� εp = p2

2m − µ& :	����
�;��� �� � � �����!� �
����!���������! %*����� 8���� �!��� ���)���� ���W

G(pε) ≈ 1
ε− ε̃p

��&J� 

��� ε̃p ������������ ��"�� ������ 1�������!��������
2 ����������& '�������� �
��&JJ ����������� �� ������ ε̃p ������������ *��������!W

ε− εp −ReΣ(pε) = 0 ��� ε̃p − εp −ReΣ(pε̃p) = 0 ��&J� 

��� ��� �������� ����*������ !� �����] �����"����� ImΣ� ��������)��� ���*	

���� ����������& G������! � ��&JJ ���������� � ����������� ���)��W

G(pε) =
1

ε− εp − Σ(pε)
=

1
ε− εp − Σ(pε̃p) − ∂Σ

∂ε |ε=ε̃p(ε− ε̃p)
��&JQ 

' *���! ��&J� ��������! ��&JQ � ����W

G(pε) =
1

ε− ε̃p − ∂Σ
∂ε |ε=ε̃p(ε− ε̃p)

=
1

1− ∂Σ
∂ε |ε=εp

ε− ε̃p
≡ Zp

ε− ε̃p
��&JL 
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��� ������ 1���� � ���)��2W

Zp =
1

1 − ∂Σ
∂ε |ε=εp

��&JO 

H����� ������* Zp ������)� ����� %������! 1�������!������ �������� %*��	
���2& H� �"��
 ���"������� ����� �� Zp ≤ 1� ����! ��������� ����# �!��� !����
���#�� ��� �����#���� %��!� $ ����& '�������#��� ��������#� ����������*)���
%*����� 8���� ��&JL W

A(pε) = Zpδ(ε− ε̃p) ��&�� 

� �!��� ���� � � �����#��! ���� ��� "�������� *����� ���� ��� ε = ε̃p �(������
����������� & N��������� ����������� Zp < 1� �������� �� � �����!� � ����	
!���������! ������������ ����� � A(pε) ������#�� ��������� �� ����������#��
��������� 1!�����������2 �������������� ����� � ��������#�*) ��������# +L-�
��"�������� ��� ����������! ��!� *��������! ����!�������& G����"������� ��	
�*
����! ���������� ���������# ����# � ��!� �� ������������ ����� � A(pε)
�!��� δ $ �"������ ���� ���*
���� ���� !� *����! ���� �������� � ��������)
������� ������ (���� ����&

G���������! �����#� �� ������ 1�������!��������
2 ���������� !���� "��#
������ � ���"������� (%%�������� !����W

ε̃p =
p2

2m∗ − µ ��&�, 

5���� ����*��� ���*��#W

1
2m∗ =

∂ε̃p

∂(p2)
=

∂εp

∂(p2)
+
{

∂Σ
∂(p2)

+
∂Σ
∂ε̃p

∂ε̃p

∂(p2)

}
=

=
1

2m
+

∂Σ

2m∂
(

p2

2m

) +
∂Σ
∂ε

|ε=ε̃p

∂ε̃p

∂(p2)
��&�� 

���
1
m∗

(
1 − ∂Σ

∂ε
|ε=ε̃p

)
=

1
m

(
1 +

∂Σ
∂εp

)
��&�I 

��� ��
m∗

m
=

1 − ∂Σ
∂ε |ε=ε̃p

1 + ∂Σ
∂εp

=
1
Zp

1
1 + ∂Σ

∂εp

��&�J 

�� ���� ����*) ����# 1�������!������2 !����m∗/m � �����! � ���)�� %*�����
8���� Zp& � ���������! ��*��� ����� ��"������� $ (������������ ���# �� �������
�� �!�*�#�� p ����� �� �� ��� �� ε̃p � (�� ����# �!��� ���"���� ������� ���W

m∗

m
=

1
Zp

��&�� 

��� �� (%%�������� !���� � �����!� � ����!���������! *������������ �� ������	
��)� �� ��*��! �����#���� ����&

S"��� ��������� ���*
����� ���������� � ImΣ� "*��� �����"��� ����!������ ���	
��� �� *�� �� (��! ���������! *����� ����*������ ����� �� ���*����� %��!*	
�� �������)� ��������# (%%�������� 
������������� !����������� �����!�
����������� � ��
��� �� ���� ��� ����� ����������� ���"������� ��� ��"�����	
�� $ (������������ ���� ����*�)������ �� ����!������� ���������
 ������!!
������ ���!*����� &
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����������� ������!!�� �������)��� ����!��������� (���	
������ !���* ��"�� � � ���������#��! 1%���!2 ����� �%*����� 8���� ����� ��	
������ �*������! &

.��& �&,�W '�"������� $ (������������ ���# (�������� � bcd ���"�������& 1'�	
!���������2 ����������! (�������������� �*���������� ����!���������&

� ������� ���!���� �����!�� � ����� � ���#�� �����! ���� (���������& .��	
�!����! ���������� ������ � ��"������� $ (����������*) ���# (��������& N��	
������� 
����������� ������!!� *������# �� ����� ��� �������)��� � *���!
������ ����!��������� (��������� � ��������������� $ ���������! 1%���!2 ��	
�������#��
 ������ �����!�! ��� �"�������� (�������������#�����& � ��!�!
����� ����!������� �*!!* ���������
 ������!! ������ ����� ��������*) �� .��&
�&O� �!��! � �������
 �"��������
W

2i
∫

dp′

(2π)4
V (0)G(p′) − 2i

∫
dp′

(2π)4
V (0)Gi(p′) =

= 2i
∫

dp′

(2π)3

∫
dε

2π
V (0)G(εp′) − 2i

∫
dp′

(2π)3

∫
dε

2π
V (0)Gi(εp′) =

= 2V (0)
[∫

dp
(2π)3

np −
∫

dp
(2π)3

ni
p

]
= 2V (0)(n− ni) = 0 ��&�� 

���� �� �����
���� �
 ������ ��!�������� ���������# ������� (��������� n �����
��������� ������� ����� 1%���2 ni &

5���! �"����!� � bcd ���"������� ���� �������� � �����* ���%��� ��� ��"	
������� $ (������������ ����� ����������� �� .��& �&,�� ��� 1������2 ���������
����� ����������*�� (%%�������!* �(������������!* �*��������!* ����!����	
����) .��&�&J�e W
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Σ(p) = i

∫
d4q

(2π)4
V(q)G0(p+ q) ��&�Q 

U��� G0(p) � V(q) �������� ����� ����������*)��� �������������� ���#!� ���	
!����� � !� �
 ��*����!� ������� ���# ��������#��� ������ �g&g&ijBDD� b&d&kC==C>>�
,O�L +�-& S����������� �� (������ ����������� ���������� �� *����� N��!� EF �
� ����!�������!�! ���"������� �!��� ���W

ε̃p = EF

{
p2

p2
F

− 0.166rs

[
p

pF
(ln rs + 0.203) + ln rs − 1.80

]}
− EF ��&�L 

6�� ���*
���� ���������� � (��! ���"������� ���*�����W

|γp| = EF (0.252r1/2
s )

(
p

pF
− 1
)2

��&�O 

��� �� ��� !��� ��� p → pF � � �!���� ���������� ����������� |ε̃p| 
 |γp|� ��
��
������ � �����! ������������ � �"��!� ������!� %���!������������ ������
%��!� $ �������� R����* +�� O� ,�-& P�� �"�������#���� � ��������� �������# �
1
����� �����������
2 �����������
 �"���� �����
����� N��!�& H� ��&�L � ��&�O 
����� �� � bcd ���"������� ������� ����������� �!��� �!��� ���#�� � �"�����
|ε̃p| < EF /5& H� ��&�L �������� ���*��# � ��������� ��� (%%�������� !����
(��������W

1
m∗ =

1
pF

∂ε̃p

∂p
|p=pF =

1
m

[1 − 0.083rs(ln rs + 0.203)] ��&�� 

K�� ��������� (���������� ������!����# ������������#�� m∗& 5���� �� ��&�� ���	
�*�� ���*�#���� ������� ���*����� 8��� $ 3����! �,O�Q +�-W

c

c0
= 1 + 0.083rs(ln rs + 0.203) ��&�, 

��� c0 $ ������!����# �����#���� %��!� $ ����&
� ����)���� ����!��!� �� ��� ���������� ���*�#���� ����������� ��� ���#	

�� ������ �����!� (���������� ����� rs � 1& � ����#��
 !������
 1 < rs < 5� ���
�� ���#�����#�� bcd ���"�������! ���� � �����������#)]

��, "����	 -!������ * ��		� ��

�����!�� � "���� �����#��!* ����!������) (%%���� .*���!��� $ K������ +I-&
G*��# �!����� �������������� �� ����� ��������� ���� S� ���*������ �����#	
��! %��!� $ ����! (���������� � ����!�������*)��� � �
 �����#��� ��������
��������#) ����������! ����������� �������� ����!��������� ����W

Hint = −J
∫
drSiδ(r)ψ+(r)σ̂iψ(r) ��&�� 

'���� �"!����� �������� J !���!� �������!�� ����� ����������) (���������

������W

σi(r) =< ψ+(r)σ̂iψ(r) > ��&�I 

��� %*����) ���������� |r| �� ����� S&
G������! ������ ����!������� ��� T = 0& ������! ������ %*����) 8��	

�� ���"������ (�������� � �����������! �������������& � !���������
 ����
� �



��P� IBB�	� K����C��� L >
����2� II

��"� ������# ������# ���� �����#�*�!�
 ���"�������� ��������! (�� ��*!�
�����"�!�& 4���! � �������������� �� *���!W

G(ε, r) =
∫ ∞

0

∫ π

0

dpp2 sin θdθ
2π2

eipr cos θ

ε− ξ(p) + iδsignε
=

=
1

2π2r

∫ ∞

0

dpp sin pr
ε− ξ(p) + iδsignε

��&�J 

G����� � ���������� �����" ���#������� ��������� ^ ������� �� ���������	
����� �� p � �������������) �� ��������������!* ��"���� �����
����� N��!� 
������* ξ � ����# �������� �����!�W

G(ε, r) ≈ 1
2π2r

∫ ∞

−∞

dξ

vF
pF

sin(pF + ξ/vF )r
ε− ξ + iδsignε

= − m

2πr
eir(signεpF +|ε|/vF ) ��&�� 

����!� �� %*����� 8���� ��������*�� � �������! �����! %��!������� �����
����� λF = 2π�

pF
& H�	�� (%%����� %��!������� ���������� %��� (��
 ����������

!����� ���� �� *����� N��!� ���� ε = 0 &
������ �����" ������� � ��!� ��"� ��������# �������������� �� p ����& G��#	

�*��# ������# �����������#���� ��������� � ��&�J � ������������! �������� �� p
�� ��) ����������*) ��# � ������! ������!� ��� ��W

G(ε, r) =
1

4π2r

∫ ∞

−∞

dpp sin pr

ε− p2

2m + EF + iδsignε
��&�� 

.������� ����# �����������#��� ��������� �� ���������� ���"�� �������! ����	
���������� � ���*��!W

G(ε, r) =
m

4π2r

∫ ∞

−∞
dp sin pr

[
1

κ− p
− 1
κ+ p

]
= − m

2πr
eisignεκr ��&�Q 

��� κ =
√

2m(ε+ EF + iδsignε)& '�������� � ��&�� ����!� �� *��������� �����"
�������������� �� ξ ���� 
����*) ������# ��� |ε| � EF � �&�& ��� ����!�������
���������������� ����������� �����
����� N��!�&

G������! �����# � �����* �������� ����������� ��&�I & /�����! (�� ����	
����� ���� ���*) %*����) 8���� �*�����)�*) ����!��������� (��������� �
�������������! �����! W

σ̂i(r) = −i lim
t′→t+0r=r′

Spσ̂iG(rt; r′t′) ��&�L 

V�*� ����# ���������� �� �������! �������! σ̂i � G& N*����) 8���� G ���#!�!
� �����! ������� �� ����!��������) ��&�� W

G
(1)
αβ(ε, r, r′) = −σi

αβG0(εr)G0(ε,−r′)JSi ��&�O 

5���� ���������� ��&�O � ��&�L � *������ Spσiσj = 2δij � ���*�!W

σi(r) = 2iJSi

∫
dε

2π
G2

0(εr) ��&Q� 



IJ .���� �� I->JK<= L I->JK<==< �M/0�<1N�J�0

�� %�������� ��������� � ���������! ���� ���������! ��&J� & ������#�*�!��
����# ���������! ��&�� � �����! ���� pF r 
 1 W∫

dε

2π
G2

0(εr) =
1
2π

( m

2πr

)2
∫ ∞

0

dε
(
e

i2pF r+ 2iε
vF

r + e
−i2pF r+ 2iε

vF
r
)

=

= i
mpF

(2π)3
cos 2pF r

r3
��&Q, 

��� �� ��� �������� ��������� ���*��! !������� ���*
�)��� ���������� � ��	
�����! π/pF W

σi(r) = −JSimpF

4π3

cos 2pF r

r3
��&Q� 

5���� �������
�� ����#�
�� ��� 	��
���� ����
�	�� � ����� r ��#
� �������� �	������
���
� r3����	���	� '�
�1�� .��
� (7�@B+ � ����
���������� �� ������� � (7�B*+ �� ε� 6����
��������	�=

σi(r) = −JSi 2mp4F
π3

�
cos 2pF r

(2pF r)3
− sin 2pF r

(2pF r)4

�
(7�B�+

> �	���������	��� ������� pF r � 1 ����#�
�� (7�B�+ �	� ����� ������#���	� � (7�B7+� ��� 	����8
	���	� 	 -����������0 �
���������
�� �� ξ� &������ �!�� ��� 	�
�����
�	� ���
��� ����#�
��
(7�B�+ ��� ����" r ����� "������� 1/r� ��%���� ��� ������ �
������� �� d3r ��	"�����	�� ���
��
��������1�� 
� ���
������ >���#�
�� (7�B7+ ����� 	�
�����
� ��� r → 0� ��
��� � %��� ����	��
�
� 
������
���� ��	����� �
���������
�� �� ξ ����
������ ������
�	� ������ ��� 
� ���8
��" ��		���
��"�

G������! �����# ���������� ����!������� ��� ��*�� ������
 ��!�����*�&
'���� ������! ���"���*) �!��*"������*)] %*����) 8���� � �����������! ����	
���������� ��������� ��&�� W

G(εnr) =
∫

d3p

(2π)3
eipr

iεn − ξ(p)
=
νF

pr

∫ ∞

−∞
dξ

sin
(
pF + ξ

vF

)
r

iεn − ξ
=

=
νF

2ipr

∫ ∞

−∞
dξ
ei(pF +ξ/vF )r − e−i(pF +ξ/vF )r

iεn − ξ
= − m

2πr
ei(pF +iεn/vF )rsignεn ��&QJ 

5��� ������ ��� � ����� ������! ��������# ����� ���� ���*) %*����) 8����&
��� �������� �����)��� ���# ��!���� −i �*� � ��! �� −1& � ����� �!��!W

σi(r) = −2JSiT
∑
εn

G2
0(εn, r) ��&Q� 

�� ����W

σi(r) = −2JSiT
( m

2πr

)2
{∑

εn>0

e2ipF r−2εnr/vF +
∑
εn<0

e−2ipF r+2εnr/vF

}
��&Q� 

'*!!� �� ������! ������)��� (��!������� � !� ���*��!W

σi(r) = −JSi m
2T

2π2r2
cos 2pF r

sh 2πTr
vF

��&QQ 

G�� T → 0 (�� ��������� ����
���� � ���*����� �����& 6����� �� ������� ���	
��
���� ���*
���� ����������� ����������� �����# ������ �vF

2πT ���& ���*!��� ��	
���"��������� ���*��] & 5���! �"����!� ��� ������
 ��!�����*��
� ����������
.KKH ��
����)��� �� ����������
� �� �������)��
 1������*)2 ����* lT = �vF

T
� (�����������#�� !��� ��� r > lT &



��Q� -
����A� ��	�
	� I�

��. /������� �	� ���

/���� ��������� ��������� ������� !����������� �����!� �� ������� ���	
!*����� �������� ����� �� �������#��
 � ������ ����������������� ���������&
G��!����!� ��� (�� ����� �������� � ��!��
 %��!����!� %���!�������
 �!��*	
"�������
 %*����� 8����&

�����!�� � ����!������) ��(����������� ��������!����& '����� ������� ���	
�����!���#� ������������ � ��&L � �� 1�
1��1 %*������ �������] S��� � ���������
�� �"������ ������#��!� �����������!� ��������!�� ������#�* ��!& ��&�J  * ���
�!�)��� ���"������� � � ���*��������� Imω > 0� ��� �� ������ "��#& P�� �� ���	
�� � �� ��&,L � ���� � ������!���� �� ������ ξ+ � ξ− ���)� �� ω !���� ������#�� �
���
��� ���*���������� � ������� ��� �� ������������ ���& P�� ����!������� ���	
����� � ���*����) �������� ���������� ������������ K��!���� $ K������ +,,-&
6��� ����# � ��!� �� ��� ��������� ��������������� ����� ���� T = 0 �����#	
�*)��� �	�4���5� �%���!�������� %*����� 8����� �������������� Π(−ω) = Π(ω)�
����� ��� �"�"������ ���	���4����� ����������)��� %*����� ������� ����	
�� *�����������# *�����) χ(−ω) = χ∗(ω)& G�(��!*� ����� ��������� ������#��

%*����� ������� ���"*�� �������#���� �"�*������&

'���������� !���� ��"��� � �������!������!� �����#�*�� ��!�����*��*)
��
���* � ������*)��� *�*
���4���� �	���
;���� � !��!�
 ���������
 �����
�� ����������#��� ������������� ��� ��� �������� � ���� ����������*)�*) ��	
�������)�*) %*����) 8���� ��������!�����# & K�� (�� �������� � ���������
�"��! ���� !� ��� *����!� �� ���� ����!���������� �����!� ������!�������*)��

������ �� ������ �*��������� *��������� +I-&

�������!�����# ������� A �� ��������) � ������� B ���� A � B $ ������	
��� ��������� ��������� ������ %��!*��� K*"� +,,� ,�-W

χAB(ω) = i

∫ ∞

0

dteiωt < [Â(t), B̂(0)] > ��&QL 

'������ ����# ��!!*����� �*���������� �� �������!* ��������) ��� �� 8�""	
�* ������������ ��"�� ����� �� ����������*)��� ���������)��� ��*
���!�����
%*����� 8���� T����)"��� $ 5�"������ +,,� ,�-�& Z��"� ����� ������� �� ���!���
�� (���� ��!!*������ �� �������!* ��������) (T = 0) �����!� ����*�����-��/6

23�� ������ ������! ��������� Â � B̂ � ������������� ��������� ������������
�����#�*� ��������� ��� ������������)] ��"�������� %*����� ψm � ��"��������
������� �*����� (������ Em ����� �����!��W

Â(t) =
∑
mk

Amkâ
+
mâke

−i(Ek−Em)t ��&QO 

B̂(t) =
∑
mk

Bmkâ
+
mâke

−i(Ek−Em)t ��&L� 

��� Amk � Bmk $ ����������*)��� !������� (��!���� ����
 ���������� �� %*��	
���! ψm � ψk� � â+

m� âk $ %��!������� ��������� �������� � *��������� � ����	

�>"���!�� � ��������
�� %��� '�
�1�� θ(t) ������� � ���
��
���
� � (7�BH+ �
������� ��
�����
� �� t = 0 �� t = ∞�

�I������� ��� �����
��� '���� 8 ���� J %�� ���	�� ���	��� ���
�� ��� ������ #� ���� ��
�
��
�� ���
��
�� ���� J %�� ����
� ;�
���� ��� %������
� � 	�����
�� ����
1���
�� ����
J %�� �	���� 	�!�	��� !�� (
� 
�����	�
�� 
��K+ ���
�� ���
���� '�
�1�� � ����
� %
�����
%������
� ��� ��
����
�� �������1�� %���� 	�����
��� ����� � ����
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������*)��
 ���������
& G��������� (�� ��������� � < [Â(t), B̂(0)] > � ��������	
������� ������� ��!!*������ �����#�*� �����!* ����� ���*��!W

χAB(ω) =
∑
mk

AmkBkm
n(Em) − n(Ek)
Ek − Em − ω − iδ

��&L, 

��� n(Ek) =< â+
k âk > $ ����������*)��� %*����� N��!�&

� ��*��� ����� ��"�������� %*����� ���������� ������!��� ����� ��# ����
�" *�����
 � ���������� ���������� ��*������ ���������� � ������� �������#
�������!�����# ���� (���������� %*����� 8����& 4���!��!� � ����� � (��!�
����������� ���������)��� � �������)��� %*����� 8���� GR(ε) � GA(ε)& P��
%*����� ������� � �������� �%���!�������� %*������ 8���� ����*)��! �"��	
��! +,-W

G(t, t′) =
{
GR(t, t′) t > t′

GA(t, t′) t < t′ ��&L� 

G���� %*�#� $ ����"���������W

GR(A)(εp) =
1

ε− ξ(p) ± iδ
��&LI 

��� �� � %���!�������� %*����� 8���� �������)� ������ �� ����� � �����W

G(εp) = (1 − n(p))GR(εp) + n(p)GA(εp) =

=
1 − n(p)

ε− ξ(p) + iδ
+

n(p)
ε− ξ(p) − iδ

��&LJ 

���

n(p) =
{

1 p ≤ pF

0 p > pF
��&L� 

$ %��!������� ������������� ��� T = 0&
Z��"� �������# �������!�����# ���� GR(ε) � GA(ε)� ���������! (��������	

���� ���!������# � ��&L, � ���� ��������� �� ����!������#��� ����!�����W

1
Ek − Em − ω − iδ

= − 1
2πi

∫ ∞

−∞
dε

1
(ε− ω − Em − iδ)(ε− Ek + iδ)

=

= − 1
2πi

∫ ∞

−∞
dεGA

m(ε− ω)GR
k (ε) ��&L� 

G��������� (�� ��������� � ��&L, � ���*��! �"��� ����������� ��������� ���
�������!������W

χAB(ω) =
1

2πi

∫ ∞

∞
dεSp([ĜR(ε)B̂, ĜA(ε− ω)Â]ρ̂) ��&LQ 

��� ρ̂ $ !������ ��������� �� ��������#��! ������������� �!��! ρmk = n(Em)δmk &
S������� ����!*������ ��������� ��&LQ �� ��������) � ��&L, � ��!� �� ���
����� � ��������#��! "����� �� ��(��!*� !���� "��# �����#������ ���� ���� �����
����������� %*����� ����������&

G���������� ���� ����!������� �����#������ ��
���* T = 0& G�� T > 0 ����*	
�� �����#�����# !��*"������*) ��
���*& 3���� �������#��� �� ��� ����!�������
����!��� � ����#��! ���!��� t ��� ���"*���� ��� ������ ��&QL  !��*"��������
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%��!����! "���������� ������#�* � ��! !� �!��! ���� � ����5� ���!���! τ & 5�!
�� !����� ��� !� ����� *����!� � ��!��#) !��*"�������� ��
���� ��������#
�������� ������ ��������� �����&

�����! ��� �������!*) !��*"������*) �������!�����# (ωm = 2πmT )W

χ
(M)
AB (ωm) =

1
2

∫ β

−β

dτ < Tτ Â(τ)B̂(0) > eiωmτ ��&LL 

S���������� +,-� �� !���� �%��!*�������# ����*)��� ��!�����#��� *�������	
���W

• N*����� χ
(M)
AB (ωm)� ����������� ������������ � ����������� !�������� ��	

�� �� ���������#��� !��!�� ���*��� ω = iωn (n > 0)� �� ����������*)
��# Imω = 0� ���� � ������� �������*)�*) ��� χAB(ω)&

P�� �����!� ��������� ��
����# �������!�����# χAB(ω) � ��!��#) χ
(M)
AB (ωm)�

�����*) !���� �������# � ��!��#) !��*"�������� ������!!��� ��
����& � ��	
�*������ ����!���������� !��*"�������� �������!�����# ������ ����� ����� ���	
���!!�� ^ ���
�- ���� 1��������������!2 ���������! � ���������!� Â � B̂ �
�������
& � ��
���� T = 0 �������!�����# � ��������������� �������� �!�)�
������ ������������ ��������& 4� �������� ����������� �����!�� ��� ���*����
�������!������ ��������� �������# 1�������������*)2 ����) � !��*"�������	
!� %*�����!� 8����� � ����! ������#�� ���������# �� �� ������������ ������&

6�����! �����# ���� �������� *����������& 3� ������ ��������# 1�*"��	
��*)2 �������!�����#W

χAB(ω) = i

∫ ∞

0

dteiωt < [Â(t), B̂(0)] > ��&LO 

��� < ... >= Sp(e−βH ...)/Sp(e−βH) $ *��������� �� 8�""�*� Â(t) = eitH Âe−itH $
�������� � ������"��������! �������������& 4���*��� �����#� �� ��&LO !���� ��	
�����# ���W

χAB(ω) =
i

Z

∫ ∞

0

dteiωt
∑
mn

e−βEn

(
eiωnmt < n|Â|m >< m|B̂|n > −

−e−iωnmt < n|B̂|m >< m|Â|n >
)

��&O� 

��� ωnm = En − Em� Z = Spe−βH� ����! n � m ����# �*!��*)� ����� *�����
���+�4*��4��- �����!� �� *���! ����!���������] & G���������� �� �����! ����
�*!!� ������� m � n � ��������*� �� t� ���*��!W

χAB(ω) =
1
Z

∑
mn

e−βEn − e−βEm

ωnm − ω − iδ
< n|A|m >< m|B|n > ��&O, 

3��!�� ���# iδ �������� ����# ��	�� !�������� e−δt� ������� ���� ��"����# �
%��!��#�� ���
�������� �������� �� t ��� �"�������� ��� �
���!����&

5����# ������! ���������! �"����! !��*"�������� ������W

χ
(M)
AB (ωm) =

1
2

∫ β

−β

dτeiωmτ < Tτ Â(τ)B̂(0) > ��&O� 
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��� Â(τ) = eτHÂe−τH& H!��!W

χ
(M)
AB (ωm) =

1
2Z

∫ β

0

dτeiωmτ
∑
mn

e−βEneωnmτ < n|A|m >< m|B|n > +

+
1

2Z

∫ 0

−β

dτeiωmτ
∑
mn

e−βEne−ωnmτ < n|B|m >< m|A|n > ��&OI 

S���# !���� !����!� ������� �� ������ �*!!�� � *���! ωmβ = 2πm� � ��������
�������������� �� τ � ���*��!W

χ
(M)
AB (ωm) =

1
Z

∑
mn

e−βEn − e−βEm

ωmn − iωm
< n|A|m >< m|B|n > ��&OJ 

5����# ��� ������] �������!�����# χAB(ω) ������������ ��"�� ����������*)
%*����) ω � ���
��� ���*��������� ������& P�� ���# ��������� ����� �� ���
������������ ��"�� ����"��������� N*�#� �� %*������ ������� �� �*�� ���# ���
t > 0 +,,-& /���� �� !���� ���������# � ������������ ��� �� !��!*) ������	

���#�*) ���*��#& G�� (��! � ����
 ωm = 2πmT ��� �������� � χ
(M)
AB � �� �������

�� ���!��� ��������� ��&O, � ��&OJ & G���������!� �� �*�����*�� ������������

����������� χ
(M)
AB � ���
��� !��!�� ���*��� �� ��) ���
�)) ���*��������# ω& 5�	

��� (�� ������������ ����������� ������ �������# � χAB(ω)� ������#�*� ��������
��������� �����!� ������ %*����� ��!��������� ����!������� ��� %*������ �����	
������� � ��������� �"����� ��!�������� ��������� � �������)��� �� "������	
��! !�������� ���������
 ���� ��!�)��! ������#�*) ���*�m→ ∞ � �������)�
�� ���� �"�����&

/�!���!� �� � ��*�� T = 0 ������ *��"��� ����!�������# � !��*"��������
��
����& G�� (��! �����
���� ����
�� �� �*!!�������� �� !��*"�������! � ����	
���������) �� ����������! �!��!�! ������!� ������#�* ��� T → 0 ���� iωm

�����)��� � !��!*) ��# �� ��������� ��!�������� ����!����� ω� ������������	
�� T

∑
m ... →

∫
dω
2π ...& G�� ����! �����"� ��������� �� ��������� ���������� �

�"
���! ���)��� %*����� 8����� ������#�* ����������� �"
��� ����������� ���	
���#��! ����!�������&

G��!����! ��� ��� (�� 1��"�����2 �� ���!��� ��������� ����������������
��������� ���� ���"����
 (��������� �� ��������������� ��(����������� �������	
�!���� �%*����� �������] � bcd ���"�������& H!��!W

Π(M)(ωm,q) = 2T
∑

n

∫
d3p

(2π)3
G(εnp)G(εn + ωm,p + q) ��&O� 

'����� �������! �*!!�������� �� εn& G��������! �������*)�*) ��� �*!!* �
����*)��! ����W

T
∑

n

1
iεn + iωm − ξ(p + q)

1
iεn − ξ(p)

=

= T
∑

n

1
iωm − ξ(p + q) + ξ(p)

(
1

iεn − ξ(p)
− 1
iεn + iωm − ξ(p + q)

)
��&O� 

�� �����! ������!�! !���� �����# ������# ����� ����!����� �*!!�������� n →
n − m� ��� ������! �� ���� ������� ωm& � �����! �� ������!�
 � ���"��
 ��	
���������� ���# �*!!� �
������� � !��!�� %��!��#�� ���
������& � ���� ���!�
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(�� !��!�� ���# ������ �� n� � ����!* ����������� ��� �*!!�������� ����� �
��������������!� n& '���������#��� ��! ��������� �������# �*!!*W

S(ξ) = T
∑

n

ξ

ε2n + ξ2
��&OQ 

X� !���� �������# � ��!��#) ���������� ����������W

∞∑
n=−∞

1
(2n+ 1)2π2 + x2

=
1
2x
th
x

2
��&OO 

5����W

S(ξ) =
1
2
th

ξ

2T
=

1
2
− n(ξ) ��&,�� 

��� n(ξ) = (e
ξ
T + 1)−1 $ %*����� N��!�& � ���*�#���� ���*��! ���������� �������

���# *��"�� �����#�����# ��� ��������� ���������������� ��������� � ��*��

�������!������� � %��!� $ ����W

T
∑

n

1
(iεn + iωm − ξ(p + q))(iεn − ξ(p))

= − n(ξ(p + q)) − n(ξ(p))
iωm − ξ(p + q) + ξ(p)

��&,�, 

H����#�*� (�� ��������� � ��&O� � ���*��!W

Π(M)(ωmq) = −2
∫

d3p

(2π)3
n(ξ(p + q)) − n(ξ(p))
iωm − ξ(p + q) + ξ(p)

��&,�� 

.���!����! �����# ������ T = 0& � (��! ��*�� �!��! n(ξ) = θ(−ξ)& G������!
�"���! �"����! � �������������) �� ξ � ����!����! !���� q � pF & 5���� �!��!W

Π(M)(ωmq) = −2
∫

d3p

(2π)3
∂n

∂ξ(p)
vq

iωm − vq
= 2νF

∫
dΩ
4π

vF q
iωm − vF q

��&,�I 

������� �������� �� *���! ������ ��� (�� "��� ������� � ��&�� � ���*��!W

Π(M)(ωmq) = −2νF

{
1 +

iωm

2vF q
ln
iωm − vF q

iωm + vF q

}
��&,�J 

6�� ����� ��"� ����������� ���������# (�� ��������� �� ����������*) ��#
������� ��������� ������# ��!��* iωm → ω + iδ& � ���*�#���� ���*�!W

ΠR(ω + iδq) = −2νF

{
1 +

ω

2vF q
ln
ω − vF q + iδ

ω + vF q + iδ

}
��&,�� 

�� � ���������� ��(���������*) ��������!���# (����������� ���� � bcd ���	
"������� ���� %*����) ������� �� ������� (����������� ���� &

�:�� '������ ��#
� �������� 
���	��

1

(2n + 1)2π2 + x2
=

1

2x

�
1

x+ iπ(2n+ 1)
+

1

x− iπ(2n+ 1)

�
=

=
1

2x

� ∞

0
dze−xz[e−iπ(2n+1)z + eiπ(2n+1)z ] (7�,H+

� ���	��������� ������		� ��� �
���� �
��������
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S������ � ��&,�� ����������#�*) � !��!*) ���� �� !���� �"��� ���� � ���*	
��! %*����) ������� ��������# $ ��������# � ����W

Reχ(ωq) = 2νF

{
1 +

ω

2vF q
ln
∣∣∣∣ω − vF q

ω + vF q

∣∣∣∣
}

��&,�� 

Imχ(ωq) = πνF
ω

vF q
θ(vF q − |ω|) ��&,�Q 

� ������ �� ����������� ��������� ��&�J ����������� �� ������!! %���!����	
���� ��
���� ��� T = 0 � ����# ��������� ��� ���"������ ������������� �������	
!�� �� %*����� ������� +,,-�& � ��������� ����������� ����������� K��!���� $
K������W

χ(ω) =
1
π

∫ ∞

−∞
dω′ Imχ(ω′)

ω′ − ω − iδ
��&,�L 

5���! �"����!� ��(����������� ��������!���# �����!�� ����!�������!�� ��� %*��	
��� �������� ������������ ���W

ε(qω) = 1 +
4πe2

q2
χ(qω) ��&,�O 

��� χ(qω) $ ���������)��� %*����� ������� ��������# $ ��������# +,�-� ���*	
�)����� �� ������#) �� ����� �����������! �����������! !��*"���������
���������������� ���������&

6�(����������� ��������!���# ��������������� ���������� � �������!���#
�����!� +,�-W

σ(qω) =
iω

4π
(1 − ε(qω)) = − ie

2

q2
ωχ(qω) ��&,,� 

> 	���� ����� ����
�	� ����� ���
��� !��� � 	�	���� ��� ���	����� %��������	���� ���� E =
−∇ϕ (ϕ 3 	�����
�� ����
1���+ ���
�=

j(qω) = σ(qω)E(qω) = −iσ(qω)qϕ(qω) (7�)))+

4���
 	�"��
�
�� ������ ����� ���=

e
∂

∂t
n(rt) + ∇j(rt) = 0 (7�))7+

��� � '��� 3 �����
�
��"=
−iωeδn(qω) + iqj(qω) = 0 (7�))�+

��� δn 3 �����
�
�� ����
�	�� �� ���	���
	���

� ��
����
��� ���
���	
��� �
���
�� n� :��
�����
�
�� ����������	� � ������ ��
��
��� ������� ��� �)*�=

δn(qω) = eχ(qω)ϕ(qω) (7�))$+

L����
���� (7�)))+ 3 (7�))$+� 
������

� �������� (7�))*+�

� (������!���� �"��� �!��! ���� � �������! q → 0 ����������� ������� ���� &
5���� �������!���# ������������ ���W

σ(ω) = − lim
q→0

ie2

q2
ωχ(qω) ��&,,� 

� ����!�������! ���� ���������! ��*��� ����� ��������� ���������������
�������� ���� ���"����
 (���������� ��� ��������� ������� q → 0 ��� ������

ω �����#�*�! ��&�Q � ���*��! �ω → ω + iδ, δ → +0 W

σ(ω) = lim
q→0

ie2

q2
ω

2νF

3
v2

F q
2

ω2
=

p3
F

3π2m
i
e2

ω
=
ne2

m

i

ω + iδ
��&,,� 

�9��

� (7�)*B+ ������
� 
� A�	� 7�B (D+�
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 B��C
 L R
�	���
� J,

�&�& �"��*) %��!*�* 6�*�� ��� �������!���� "�������������#���� ���� ���"����

(��������� ������#��� ���������] & � ��������W

Reσ(ω) =
ω

4π
Imε(ω) =

ne2

m
πδ(ω) ��&,,Q 

��� *�� 1
ω+iδ = 1

ω − iπδ(ω)& N���!������������ *�� ������������ �������� �

�������) ������� ������ ��������� δ → γ = 1
τ ���� τ $ ���!� ���"������ ���"��� &

��0 1��������������� ������ 	����� ����� * 2�!#

���	��

� ����#��
 !������
 � rs ∼ 2 − 3� ����!��������� (��������� �� �������� ���"�!�
��� �� ���#�� ��������#�� �*!!��������! ����� $ ��"� �������#��� �������	
�����#����� ������!! ����� bcd� ������������� � ������� rs � 1 & � ���� ���	
!�� %���!������������ ������ %��!� $ �������� R����* $ '����� +,�- ��������
������ *������� ��� �������� ������� %��!� $ �����! � ���#��! ����!���������!&
.���!����! ������ � !�������������! �"��������� (��� ������ +�� L� O-&

R����* %�������� ����*�������� �� �������� ��������� %��!� $ �������� ��	
�������� �� ��������� �� ��������� ��������� %��!� $ ����� � ���"� ���"*�������
��������� !��*� "��# ������� ��� ��*��4*���5� ���������� ������! � �����!
� %��!� $ ����� ���!���� �� ���#��� ����!��������� � �����!� ����#��
 %��!�����
�(��������� � !������� ���!�� He3� �*������ � ���� � �&�& & ��������!� ��� (��!�
�������� ������������� � �*����������� 
����� ������������ �����
����� N��!�
� ����*��! pF � *����������)��! 1������!*2 ����������)W

n =
N

V
=

p3
F

3π2�3
��&,,L 

�������)��!* ��� � ������ ��������#) ����� � �����!�& P�� *����������� %��	
������� !���� "��# ���*�*�� � �����! ������� ������ ���!*����� �� ����!�	
�������) � �����#�������! �"��
 ������� %*����� 8���� � �������� ��� ���	��*

<*����;�	* �g&l&hjEEBDmC=� ,O�� +,� �-& '���������*)��� ���������#���� �����	
���� ���!����� � !� ��� �� �������!�& 4��� ���� ����!��#� �� �������� �����	
���� ��	�*
���- %��!� $ �������� �� �������� �����������! ���!����! �����	
����! �����!� ����!�������*)��
 (��������� �%��!����� & 4����!��� !� ����!�
�� �����!� !���� ��
����#�� � ����
���������! �����
���*�! ���������� ��	
��� �����!� R��������� �� ����������� � �����
����� N��!� ��� ���� 1�������2
(������������ ���#)] & � ��������� ���!�� ����� ���"�� ���!���� *�������� ���	
�!������) �����! � �
��5�� ��		�
1��1��� ������� �"�*���)��� �������� 1���	
�����2 %��!�������� ��%��!������������ ��������� ����
 �����!& /���#� �������
!� �����������*�!�� �� ����!������� !�������������
 ����� ������ ���!��#���
%��!� $ �������� +L� O-&

S������� %�������� ������� ����� �� � �����!� ����!�������*)��
 %��!�	
���� ��
����)��� ���� ���������� �������� ��� ���� ���"����
 %��!������ ��	
������ ������� G�*��& H!���� ��� ��� !� ����� *����!� ��������� ������ 
�����
������������ ������������ ���"*������ �"���� *����� ������
����� N��!�& �

�> �����#�
�� � ��������	� ����������	��� 	�����#�
�� ��	�����
� ��!��� "��������� ���8
����#�� !�� �	�������	� �����"
�	�� <���� � ����������	���� -��� ��
� 0 ���������	����
��#�� ��	��1��� (.�M�>������� ),,,+�
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.��& �&,,W G������ �������� ���
 ����������&

"��������� ���������� �����!� %*����� 8���� Gαβ(p) ��������#�� �� ��������!
�������! � ��������� ��� �"��
 ������� �������� ����� �� ���*������ !�������	
�� ���� ��� ���������� ��!����������� � ��(��!* ����� (�� ������� ��*���)���&
�����!� ��� �"��� ��"������� $ (����������*) ���# � ������! *�������� 6��	
����W

G−1(εp) = ε− p2

2m
+ µ− Σ(εp) ��&,,O 

G��!����! �� �*� !���� ������# �� 1�"��
 ���"�������2& S����! ����� � !��!*)
���# Σ �� ��������� �������� ���
 ���������� ^ ���������� ������� ������
���� ����������� � ������!* ���!��� ����� ����������� �������� ��!& .��&
�&,, � ���"*�����) ��*���� (�������� �� ��� �����
����� N��!�� �&�& � �������)
(������� $ ������� ����& H!��! �"���� ������ ��
�������W

p1 + p2 = p3 + p4 ε1 + ε2 = ε3 + ε4 ��&,�� 

����! � �����! ��*��W

|p1|, |p3|, |p4| ≥ pF , � |p2| ≤ pF

ε1, ε2, ε4 ≥ 0, � ε2 ≤ 0 ��&,�, 

S��)�� ����� �� ��� |p1| → pF � ��� ���
 �����#��
 ����� ����� |p2|, |p3|, |p4| →
pF � � �� ε1 → +0 ��������� �� � εα(α = 2, 3, 4) → 0& K���� p1 ������#�� 1����2 pF �
��� �����#��� (|pα|− pF ) ������ ������� � (|p1|− pF )& '�������������� ����������#
��������� ��������!��� ����!�������!�� ������!!��� ������������#��W

W =
1
τ
∼
∫
δ(ε1 + ε2 − ε3 − ε4)dp2dp3 ��&,�� 

� ��!�! ����� �!�*�#� p1 ������ � p4 = p1 + p2 − p3� ��� �� �������� ���#�� ���
��������!�
 �!�*�#�� ��������������� ��� � �������� � ��&,�� & G�����#�* p2 �
p3 "����� � pF � �!��! (|p2,3| − pF ) ∼ (|p1| − pF )& 6��*���!�� �"����� ��!������
!��*��� p2 � p3 ���#W pF < p3 < p1+p2−pF � 2pF −p1 < p2 < pF & M��� !���* p1 � p3

!���� "��# �)"�!� � *��� !���* p3 � p1 +p2 ������������ �� *������ ��
�������
(������ � �������� �� (��!* *��* ���!��� δ $ %*����) � ��&,�� & n�������������
�������� �� dp2dp3 "������ ��� p2 ≈ p3 ≈ pF � ���� ��� ��&,�� �����* ∼ (|p1|−pF )2&
G�(��!* �"������ ���!� ����� (�������� � �!�*�#��! p ����������� ���W

1
τ
∼ ImΣ ∼ (p− pF )2 ∼ ε2 ��&,�I 
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I�����
� ������	�� ��� 	����	����	��� ��	 	�	���
�� 	 ������ ��	��� �������	��1 
���
���	�
	 ����� ��	���" 	����
�� ε� I������� ImΣ5 ∼ |ε3|ε �H�� ��� ��
��
�" �����������"� ��������
'������	���� ��	�������
�� ∼ T � ��� �������� � ������ � ����"�
�� �� �������	�� �����#��

�"

�������	��1 ∼ T2

EF
� 2������	���

�� ������
�� �" 	 (7�)7�+� �����=

1

τ
= A

�
ε2

EF
+
T 2

EF

�
≈Max

�
ε2

EF
,
T 2

EF

�
(7�)7$+

��� A ∼ const� M	�� ��	��������	� ����
�� '������� /���� ��� ���������	��=

σ =
ne2

m
τ (7�)7?+

� ���� τ−1 = A T2

EF
� �� (�	������ ���#� (7�))H++ ������� �1�
�� 	���������
�� � ����=

R =
1

σ
∼ T 2m

EF p
3
F e

2
=

1

e2pF

�
T

EF

�2

(7�)7@+

6���� �������� "�������
�� ����������
�� ����	���	� 	���������
��� �����

��� %������
 3

%������

�� ��		��
��� R ∼ T 2 (;�/�;�
���� 9�N�������
���� ),�B+� 6����
�� �1�
�� pF ∼ �

a

(��� a 3 ��#����
�� ��		���
��+ ���� R ∼ �a
e2

�
T

EF

�2 ∼ 10−3&� 	�
�

T
EF

�2
� ��� ���� ���
����8

#��� ����� ����� � 	���������
�� ��� �����
�" �
���
��" T � ������� ���
�	� ��	������	�

������� ��"�
������ ��		��
�� (
������� 
� '�
�
�"+� A���
�� 
��� ��
�� ∼ T 2 ������ �

	���������
�� �������� �����#
� ����� � -�������	��"0 �����1�" ��� T < 1K� ����� ��#
�

���
����� ��		��
��� 
� '�
�
�"� :�� ���	��� ��	������	��� ��	�� ��������	� � 	������

��

�����������

5���! �"����!� �"���� ���)�� ε = ε(p) %*����� 8���� ��&,,O !� ������ �!��!
Reε(p) ≈ vF (p− pF ) 
 Imε(p) ∼ τ−1 ∼ (p− pF )2� �� � ������� �*����������� 1
�	
���� �����������
2 ���������� �"���� *����� N��!�& T���� ���*����� ��������
�����!��� (�� �������# � ��&J� $ ��&JO  �*��� ����������# ����*)��! �"����!& �
���������� � ���������� �����!� �%��!� $ �������� ������� ReΣ(εp) �������
���#�� �� !��*�� p = |p|& S�������! �!�*�#� N��!� pF � �����!� � ����!��������	
�! � ��!��#) ����*)���� *��������W

p2
F

2m
+ Σ(pF , 0) = µ ��&,�Q 

.������� Σ(pε) � ��� �� �������! p− pF � ε� ���*��! ��������� ��� G(pε)� ����	
�������� �"���� �����
����� N��!� (ε→ 0, p→ pF ) � ����*)��! ����W

G−1(εp) ≈ ε− p2

2m
+ µ− Σ(pF , 0) −

(
∂Σ
∂p

)
F

(p− pF ) −
(
∂Σ
∂ε

)
F

ε+ iα′|ε|ε =

=
[
1 −

(
∂Σ
∂ε

)
F

]
ε−

[
pF

m
+
(
∂Σ
∂p

)
F

]
(p− pF ) + iα′|ε|ε

��&,�L 

��� *�� ��&,�I � �"������� ������#�*) �!��* ����� !��!�� ���� �%���!����	
���� %*����� 8���� ��� ε = 0& 5���! �"����! *"�����!��� �� %*����) 8����
����!�������*)��� �����!� %��!����� �"���� �����
����� N��!� !���� ����	
���# ��� +L-W

G(εp) =
Z

ε− vF (p− pF ) + iα|ε|ε +Greg(εp) ��&,�O 

��� Greg(εp) $ ���*������ ���#� �� �!�)��� ���)��� �"���� �����
����� N��!�
�� ��������� � !����������!� ���"*������!� � �����!� +L- & G�� (��! � ��&,�O 
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!� ����� ����*)��� �"��������W

1
Z

= 1 −
(
∂Σ
∂ε

)
F

=
(
∂G−1

∂ε

)
F

��&,I� 

��� ����� � ���)�� %*����� 8����� �

vF =

pF

m +
(

∂Σ
∂p

)
F(

∂G−1

∂ε

)
F

= −

(
∂G−1

∂p

)
F(

∂G−1

∂ε

)
F

; α = Zα′ ��&,I, 

��� �������� �� �����
����� N��!�& ��������� ��&,�O ���������� �"��� ��� ��	
��������� %*����� 8���� � �����!� ����!�������*)��
 %��!� $ ����� �%��!�
$ �������� & R���� �����#� �� �"�*��������� ���� ������ ���������� ����*)	
��� �� bcd� �!�)� �!���� ����� ��� ���������� &

5����# ����*��� *"����#��� �� �� ��&,�O ��������������� ����*�� �*������	
����� ���� T = 0 �*4�* � ������������� 4*��� �� �!�*�#��! ���� � �����!�
����!�������*)��
 %��!����� �:&T&3������ ,O�Q & � ��!�! ����� ������! ���	
����# ������� %*����� ������������� n(p) �� �"� ������� �� �����
����� N��!��
�&�& ������ �������� n(pF + q)−n(pF − q) ��� q → +0& .������������ ����� �� �!	
�*�#��!� ��� ��������� ���������� ���� %*����) 8���� ����*)��! ���������!
+,-W

n(p) = −i lim
t→−0

∫ ∞

−∞

dε

2π
e−iεtG(εp) ��&,I� 

������#�*�!�� ����# ��&,�O & ����* ���*�������� %*����� Greg(εp) ������� �����
�� �������# ���������� �� ��� "*��� ����!��#�� ��� q → 0 � �*�)& G�(��!* ��	
������� ����!�����# �������# ���������� ���#�� �� ���)����� ������ � ��&,�O &
5���� �!��!W

n(pF − q) − n(pF + q) = −i
∫ ∞

−∞

dε

2π

{
Z

ε+ vF q − iδ
− Z

ε− vF q + iδ

}
��&,II 

��� *��� �� �"���� ���)�� signε = sign(p−pF )� � ����� ��� �� ����* �
���!����
(���� ��������� �� ��������� !�������# e−iεt ���� t→ 0 !���� ��*����#& /�!����
�����# ����*� �������������� "�������� *�������� ���*���*�����#) ���� �����
� ���
��� ��� ������ ���*��������� � ��
���!W

n(pF − 0) − n(pF + 0) = Z ��&,IJ 

G�����#�* n(p) ≤ 1� ���)�� ����*�� ��W

0 < Z ≤ 1 ��&,I� 

����! Z = 1 ����������� ���# � ������� �����#���� %��!� $ ����& 5���! �"��	
��! ������������� ����� �� �!�*�#��! � %��!� $ �������� ��� T = 0 �!����
��� � � ����� ����� �� �����
����� N��!�� ��� (�� ���������� �������� �� .��&
�&,�& � ������ �� ��*�� ����� ������� ����� !��#�� �������� � ��!� %*�����
������������� n(p) �������� ������� � � �"����� p > pF ������� 1���������)�	
��2 � (�* �"����# ����!���������!] & N��������� �*����������� ����� %*�����
������������� � ��������� ������ ��!� ������� �����
����� N��!� � �����!� ���	
�!�������*)��
 %��!�����&
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.��& �&,�W K���������� ��� %*����� ������������� ����� � %��!� $ ��������
��� T = 0&

'�������#��� ��������# A(pε) = −signε 1
π ImG(εp)� ����������*)��� %*�����

8���� ��&,�O �!��� ��� ���!����� ���*
����! ������������� ���� ��� ε = εp

�(������ ����������� � �� ���������#�� ������! %��� �� !����������
 ���	
"*������� ��� (�� �������� �� .��& �&,I �e � ����� ��� � �����#��! ���� ��� ���	
����� � ����������*)��� δ $ %*������ ���������� �� .��& �&,I �[ & /�!���!� ��
��������#��� ��������# (��������� � ����#��
 �����!�
 ����!�������*)��
 (���	
������� %��������� !���� "��# ��!����� � (������!����
 �� %���(!����� � *�	
����! ����������! �dbco@ �� � ������
 ����� *������ ��*��# � ����#��� ���
�����
������ N��!�� � ��! ���� ��� ���#!� ������
 �����������& G���������� �
��������� ���� ��!������ ����������� ����������� ������������ ������ %��!�
$ �������� ��� "��#������� 1!����������
2 �����!& 4�"�)���!�� ���������� ��
%��!������������ ��������� �"��� �������)� � ����������!� (%%����� �
�6

�5� ��		�
1��- +,I-&

��3 4�����!���	��� ��������	�
 � ����� * 2�!��#

�	��

����!��������� ����������� %��������� ����������� ��/�4*��4��- %*������
8���� +L-W

K =< Tψ(1)ψ(2)ψ+(3)ψ+(4) > ��&,I� 

������� ������������ �*!!�� ���
 ���%����� ����������
 ��� ������ �� ����
(1, 2) � ���� (3, 4)& 5*�� ������ ������ !���� �������# ���%��� "�� ����!���������
!���* �"��!� ������!�� �� �� ���!� ���!����!� ����!���������!� ������ ��
����� � 1%���!2� ���� ���������
 �� .��& �&,J& S������� �� ����# ���������

�O�P�PCQRSTCUV� W�E�XVYQCU� W�ECUZ[Y\C� F]V^V[Q\__\VU \U ^][ `\a] Tc bSR[YcVUZSc^VY_� GYd\e=
cVUZ8QC^f*7*,$B@�

�G�gCQC_c[hh\� g�`�iS� j�8d�b][U� kYVQ WV^^ \U_ShC^VY ^V Ve[YZVR[Z _SR[YcVUZSc^VY= leVhS^\VU Vm
^][ [h[c^YVU\c _^YSc^SY[ Vm cSRYC^[_ _^SZ\[Z Dn GEFlb� E[e� WVZ� F]n_� ��� $B� (7**�+
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.��& �&,IW '�������#��� ��������# � %��!� $ ���� �[ � %��!� $ �������� �e &

.��& �&,JW 4�������!�� ��������������� ��*
 ����� � %��!� $ ��������&
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.��& �&,�W 8��%������ ����������� "���� V & /�����*�� ���%���� ��������!�� ��
��*! �����! �����&

��� ��������!�
 �����*������ ���%����� ������ �� ������
 �������� � ������
����������� %*����� 8���� G& '������������� �!��!W

K0 = G(1, 3)G(2, 4) −G(1, 4)G(2, 3) ��&,IQ 

/��� !��*� ����� �����! ��"!����! ����! ������ ����# �� ��������! ������!	
!����� %��!����� ��� ������������
&

��� �����#��� ���%��� ��� K �������� ���� ����!��������� ����� ��*� �
��*��!& S"�����! ���� V �����*�����# ����
 ���%���� ����!���������� �������
�� !��*� "��# ��������� �� ����� ����������� ��*!� (���������!� �����!��
��� (�� �������� �� .��& �&,�& 5���� ��� ��*
������� %*����� 8���� K !����
�������# *��������W

K = K0 −GGV K ��&,IL 

������#�* �*!!� ���
 ���%����� ����*)��
 ����� V � ����� �"���*��K& .��*!������
*�������� ��&,IL � �� ��!�! ����� ��������#���� � ����������� *!������� %*�����
8���� �"������� ����# �� ����� � ���������
 ��*��
 ����������*)��� �������	
�������&

6�� �������� ��!��� �������� ����!��������� ����� *��"�� ������ �������*)
���# ��!����*�* ��������� Γ � ��!��#) ����*)���� �����������W

K −K0 = −GGΓGG ��&,IO 

������� Γ ������������ ��"�� �*!!* ���
 ���%����� �����)��
�� � ����)��
	
�� ����!���������! !���* ������!�� �&�& � ��� �� ���)�)��� �
������ � ��
�	
����� ����� ����� ��"�*"���� 1�������2 ����� & G��������� ��&,IO � ��&,IL �
���*��!W

K −K0 = −GGΓGG = −GGVK = −GGVK0 +GGV GGΓGG ��&,J� 

H����#�*�! �������� �����������W

GGVK0 = GG(V − Ṽ )GG ��&,J, 

��� Ṽ �"������� V � �������������!� ��
�����!� �����!�& 5���� �� ��&,J� � �����
*!������� ������ � ����� �� (GG)−1� ���*��!W

Γ = V − Ṽ − V GGΓ ��&,J� 



JL .���� �� I->JK<= L I->JK<==< �M/0�<1N�J�0

.��& �&,�W 8��%������ ��� *�������� ��� ������� Γ � ���������! ������ ������
$ ������&

.��& �&,QW 8��%������ ����������� "���� U & /�����*�� ���%���� ��������!�� ��
�����! ������ � �����&

H� ����������� Γ � K ����*��� ��

Γ(1, 2; 3, 4) = −Γ(2, 1; 3, 4) = −Γ(1, 2; 4, 3) Γ(1, 2; 3, 4) = Γ(3, 4; 1, 2) ��&,JI 

�� �������� ������!!����) �������
 %*����� � �����!� %��!�����&
M�������� ��&,J� ��� Γ !���� ���*��# � ���������������� �� �����#�*� *���	

����� ��� K& ������� "��� V � ����*��� ���*��# ���%������ *��������� �������	
��� �� .��& �&,�� ��!!��������� �������� ���� ��&,J� &

6�� �"��������� %���!������������ ������ %��!� $ �������� *��"�� ����	
���# *�������� ��� Γ � ��*��! ����& ���� !� �������� "��� V � ������� ���#��
"��� ��������# �� ��*! �����! � ������ ������ $ ������ ��&�& "���� ���������	
!�� � �����! ������ & 3���� ����*���# ���� � �������# �� ���� �����*������
���%���� ��� Γ "��� U � ���������!�� � ������ ������ $ ������ ������� ���#��
���"��# �� ����� ����������� �����!� ������ � �����& '���������*)��� ���	
%��� �������� �� .��& �&,Q& 5���� ��� Γ !���� �������# ���%������ *���������
���������� �� .��& �&,L� ��� � �����������! ����W

Γ = U + UGGΓ ��&,JJ 
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.��& �&,LW 8��%������ ��� *�������� ��� ������� Γ � ���������! ������ ������
$ �����&

.��& �&,OW M�������� ��� ������ � 1�������2&

� �!�*�#���! ������������� �������# J	�!�*�#���� �
�����
 ����# � %*����� 8��	
�� G �� *����������)��
 �����* ��
������� p1+p2 = p3+p4 � ����� ���������!�!*
�!�*�#�* q = p1−p3 = p4−p2� ������� ����� �*!!����!* �!�*�#�* � ������ ����	
�� $ ����� � �������� � �����! ������ (���� ������& � *��������� ���������! ��
.��& �&,�� �*!!� �!�*�#���� �
�����
 � Γ� ����� �����!* �!�*�#�* �����!� �� ��*

����� q′ = p1 +p2 = p3 +p4 � ��������� � �����! ������ ������ ��*
 �����& ��	
������� ��
 ��� ���
 "������ ���� ������������ ����� ����������� *��"��!� �����
���������� "��� ����������� ���"� ��������! �� ����
 ����!����
 ��!�*�#��� �
����� �� !���� "��# ��!���� (%%�������� ����������&

��������	
� � ���������

> 
�������" 	�����" ����
� ���	�� ���� W � 
������������ �� ���� ��
��� ��� � ��
���
���" ��	��1� ��� � � ��
��� ��	��1� 3 ������ 6���� 
����� 	 ����
�
���� (7�)@+ � (7�)H+ 
�#
�
�!� 
���	�� ����
�
��� 	������ !�� ����� U � V 	 ������ W � ��� %�� ������
� 
� A�	� 7�),�
2����	�
� 	 ����
�
���� A�	� 7�)@ � A�	� 7�)H� ����
�
�� A�	� 7�), ������ � 	�	���� ��� 
���8
�����" -������
�"0 ����
�
��� 4��	 ��� W ��
�����	� 	�����������

�� ����#�
��� ���� ���
'���� 3 ��	��1 ���
�	� Wαβγδ(p1, p2; p3, p4) −Wα,β,δ,γ(p1, p2; p4, p3)� > �
�������	��� ����=

V − Ṽ = W + UGGΓ (7�)$?+
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U = W − V GGΓ (7�)$@+

9	������ ����
�
�� ��� Γ � '���� A�	� 7�)H� �������� �� (7�)$?+=

U + V − Ṽ = W + Γ (7�)$B+

:�� #� �������	� �� (7�)$@+� �	�� ��� Γ �	�������� ����
�
�� A�	� 7�)@� :�� ����
�
�� �����8
�� � ������� Γ ����� 
���������� �����
� W � > ��������� ���
����� 	���� !�� 
���
��
��
(�
������
��+ ����
�
��=

Γ = W +
1

2
WGGΓ − 1

2
ΓGG(Γ +W )GGΓ (7�)$H+

5��� W � �����	
�� ����	�����
�� ����
� 	���� ����	�� �� �"���!�" � ��"���!�" �����	���
����� ��� 	����	
� (7�)$@+� ���� U ��� ����� 	�����
�� �����	� ����	�� �� 
��� 	�!�	���

��
�
������
�� ���� V � 	����	
� (7�)$?+� 	�!�	���

� ����	�� �� ������������� �����	� q → 0�

T��� U �������"����� ������# ��� ��*���� ������� Γ ��� !���
 ��������	
�!�
 �!�*�#��
� ����� ��� ��������� "���� V �� �����#������� *�������� .��&
�&,� *��"��� ����� !�� �*!!����� �!�*�#� ����� ��!& ���� ������ �*���������
��*����������] &

� ������ ���!��#��� %��!� $ �������� R����* *�������� .��& �&,L ������ ��	
������*) ���#& H�
����� (�� *�������� �������� ��� �����! ���� � ������ ���� 
�������������� �� �"�����! ��� "�����!� ��� � ������! �� �����
����� N��!�&
R����* �������� �� ��� !���
 ���������!�
 �!�*�#��
 !���� �� (���� *�����	
��� ���*��# ��*��� �1�������!���������2 *�������� ��� Γ � �!�*�#��!� �"����
�����
����� N��!� � �� ���������� �������������� �� �"�����!� ������! �� *���	
�� N��!� ��&�& ���*��# ��!��*��� *�������� ��� Γ �� �����
����� N��!�& &

/�����! *�������� .��& �&,L � ����! ���� � �!�*�#���! �������������W

Γ(p, p′, q) = U(p, p′, q) − i
∑∫

d4p′′

(2π)4
U(p, p′′, q)G

(
p′′ +

q

2

)
G
(
p′′ − q

2

)
Γ(p′′, p′, q)

��&,JO 
���

∑
�"������� �*!!�������� �� �������! �������! ��*������
 ������ � ��	

��������*)��� ������� !�� ��� ���������� �� ���������!& /���# ����� �������
�"��������W

Γ(p1, p2, p3, p4) = Γ(p, p′, q)(2π)4δ(p1 + p2 + p3 + p4)
U(p1, p2, p3, p4) = U(p, p′, q)(2π)4δ(p1 + p2 + p3 + p4) ��&,�� 

����! �
������ (p1, p2) � ��
������ (p3, p4) J	�!�*�#�� ������� � p � p′ ���W

p1 = p+
q

2
p2 = p′ − q

2
p3 = p− q

2
p4 = p′ +

q

2
��&,�, 

��"� ���������!�� �!�*�#� �������� q = (q, ω) � ���������� ����� ��
�������
p1 + p2 = p3 + p4& � �����! ������� ������ ���!*����� �� ����!��������) �!��!W

U(p, p′, q) =
∫
d(r1 − r2)e−iq(r1−r2)V (r1 − r2) ��&,�� 

��� V (r1 − r2) ^ ��������� !���������� ����!���������&
���� � ��&,�O !� �������� �"��� ��� ����������� %*����� 8���� � ������

%��!� $ ��������W

G(p) =
Z

ε− ε(p) + iγ(ε)
+Greg(p) ��&,�I 
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��� ε(p) = vF (p− pF )�

Z−1 =
(
∂G−1

∂ε

)
F

; γ(ε) ∼ ε2signε ��&,�J 

G�� q → 0 ���)�� ��*
 %*����� 8���� � *�������� ��&,JO �"����)��� � � ��	
���������#��! ��������� (%%������� ��������� δ $ �"������ !����!*! �"����
�����
����� N��!�& '�������������� ������������ %*����� 8����� � �!���� ���
���� � ���� ��������#���� *�������� ��&,JO � !���� �������# � ���� ���� (������
��������)��� �� *����� N��!�� �&�& �� ε = EF = 0 W

G
(
p+

q

2

)
G
(
p− q

2

)
≈ Z2δ(ε)

∫ ∞

−∞
dεG0

(
p+

q

2

)
G0

(
p− q

2

)
+B(p, q) ��&,�� 

���

G0(p) =
1

ε− ε(p) + iγsign(ε)
; γ → +0 ��&,�� 

$ %��������� ���"����� %*����� 8����& H�������� �
������ � ��&,�� ��!� *��
%�������� ��������� � ��&,L & G��#�*��# ���*����! ��! ���*�#����!� �!��!W∫ ∞

−∞
dεG0

(
p+

q

2

)
G0

(
p− q

2

)
= −2πi

n (p + q/2) − n (p− q/2)
ω − ε (p + q/2) + ε (p − q/2) + iγsignω

��&,�Q 
���

n(p) =
{

1 ��� |p| ≤ pF

0 ��� |p| > pF
��&,�L 

S��)�� ����� ���*��# ���& ��&,L � ��&�� � �&�& W

G0

(
p+

q

2

)
G0

(
p− q

2

)
q→0

= iZ2δ(ε)2π
qv

ω − qv + iγsignω

δ(|p| − pF )
pF

m∗ +B(p, q) ≡

≡ A+B

��&,�O 

��� v = ∂ε(p)/∂p = pF

m∗ p/p $ �������# ���������� �� �����
����� N��!�� m∗ $
(%%�������� !����� � %*����� B(p, q) �� �������� ����*��������� �� � ������#)
�� ����� ������� q2/p2

F � ω2/E2
F !���� �����#�� �� ��������� �� q&

����������# � ������ ������� Γ� ������! *�������� ��&,JJ � ����W

Γ = U + ΓGGU = U + Γ(A+B)U = U + U(A+B)Γ ��&,�� 

P�� ��������� ���*����� �� ���%������� *�������� ��� Γ� ���� ��"���# ���%���
� 1�"�����! �������2& �����! �����# �!����*�* Γω� ���������!*) *��������!W

Γω = U + UBΓω = U + ΓωBU ��&,�, 

R���� �����#� �� Γω ���# ������W

Γω = lim
ω→0, q

ω →0
Γ ��&,�� 

G������ ������#��
 ����
���� ����# ���#!� ����� ^ ������ q → 0� � *�� ����!
ω → 0 �R&6&R����*� ,O�L & G�� (��! ������� A � ��&,�� ����!���� � �*�)� �� �
�������� * *�������) ��&,�, &
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M!����� ��&,�� ����� �� 1 + ΓωB� ���*�!W

Γ = Γω + ΓωAΓ = Γω + ΓAΓω ��&,�I 

� ��!�! ����� �!��!W

(1 + ΓωB)Γ = (1 + ΓωB)U + (1 + ΓωB)U(A+B)Γ =
= Γω + Γω(A+B)Γ = Γω + ΓωAΓ + ΓωBΓ

$ �������*��� ���� �������)��� � !� ���*��! ��&,�I &
������� Γω ������� �� p2, (p′)2,pp′ � ε, ε′ ����� ��������!�� �� ������] � �� ��

�����
����� N��!� �!��! |p| = |p′| = pF � ε = ε′ = 0� ��� �� Γω ������� ���#�� ��
*��� !���* �������!� p � p′& ������� Γ �� �����
����� N��!� ������� ��� � ��
���������!��� �!�*�#��& G�����#�* �������������� � ��&,�I �� ���* ������ ���� A
�� ��&,�O  �����
���� �� �����
����� N��!�� �� ��� |p| = |p′| = pF � ε = ε′ = 0 ���
������������ ��"�� ��!��*��� *�������� ��� ����������� Γ �� �����
����� N��!�
�R&6&R����*� ,O�L &

G�� ������ !� ������������� �� "��� U �� �!��� ���"������� ��� ��������	
�!�! �!�*�#�� q → 0& G�(��!*� ������ ������� ���� ����!������� �� ������� ���
��*�� �*���������� ����!��������� !���* %��!����!� ��&�& �����!��� ��� (���	
������ � !������] � �� ���!���!� ��� %��!� $ ��������� � ���������������!� ����
������� He3& 4��"
���!�� �"�"����� �� ��*�� ���#���������� "*��� ��� �����	
���� ����&

/�����! *�������� ��&,�I � ����! ����� �����������# ��*��! !���
 q& .��	
�!����! ������ ��*��� ����� Γω �� ������� �� �������
 ����!����
 �����& 5����
�*!!�������� �� �������! �������! ��*������
 ����� ������� � ����� �����	
��� ������ � ��������) !�������� 2 ���� %��!����� �� �����! 1/2 & H����#�*�
����� ��������� ��� A �� ��&,�O � ���*�!W

Γ(n,n′,q) = Γω(n,n′) +

+
Z2pFm

∗

π2

∫
Γω(n,n′

1)
qv1

ω − qv1 + iγ(ω)
Γ(n1,n′,q)

dΩ1

4π
��&,�J 

��� γ(ω) = γsignω, (γ → +0)� n,n′,n1 ^ �������� ������� ����������� p,p′ �
v1& H������������� � ��&,�J �����
���� �� *���! ������� v1&

.���!����! � ������� ���!��� ��*��� ����� Γω(n,n′) �� ������� �� *��� !���*
n � n′& 5���� � Γ �� ������� �� (���� *��� � ����* �� ��
������ �� *�������� ��&,�J W

Γ(qω) =
Γω

1 − 1
2Φ0

∫ 1

−1
dx qvx

ω−qvx+iγ(ω)

��&,�� 

��� Φ0 = Z2Γω m∗pF

π2 & ������� m∗pF

π2 ����# ���# ������ ��������# ��������� ��
*����� N��!�&

H������� � ��&,�� ���������� ������ ��� � ���� � ��&�� � ��&�J � ��� ��
���*��!W

Γ(qω) =
Γω

1 + Φ0

{
1 − ω

2qv ln
∣∣∣ω+qv
ω−qv

∣∣∣+ iπ |ω|
2qv θ(qv − |ω|)

} ��&,�� 

� ��*�� �*���������� ����!���������� ��� q → 0 ����� ���%����� ��������)��

"��� U ��!& .��& �&,Q ��������� �� �����! ���"������� �������# ���#�� ��!��
������ ���%��� �������W

U =
4πe2

q2
≡ Vq ��&,�Q 
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�"����)����� � "����������# ��� q → 0& G������Z = 1 � ��"������� �����)����
����� � GG� ���*��!W

Γ(qω) =
Vq

1 + mpF

π2 Vq

[
1 − ω

2qv ln
∣∣∣ω+qv
ω−qv

∣∣∣+ iπ |ω|
2qv θ(qv − |ω|)

] ��&,�L 

G�� ω 
 vq ���)�� �!��!W

Γ(qω) =
4πe2

q2 − mpF

π2 4πe2 1
3

v2q2

ω2

=
Vq(

1 − ωp
2

ω2

) ��&,�O 

�&�& ε(ω) = 1 − ω2
p

ω2 � ��� ω2
p = 4πne2

m $ ������� ����!����� ������& G�� vq 
 ω
���*��! �"��*) ��"�����*) (���������*W

Γ(qω = 0) =
4πe2

q2 + κ2
D

��&,Q� 

��� κ2
D = 4e2mpF

π & P�� %��!*��� ������������ �������)� � � ���*����!� ���� �
bcd&

G���������� ���� �"��� ������ ������*!���� ���*������ ����*�������� "��	
�� U ��� q → 0� 
����������� ��� �*���������� ����!���������& G�(��!* �������	
��� *�� �*���������� ����!��������� � ��!��
 �"��� ������ %��!� $ �����	
��� ���"*��� ���"�� ������� �������#���� �"�*������ ��&G&'����� ,O�Qf c&p<qBC=Cr�
g&l&hjEEBDmC=� ,O�� +O� ,�-& .���!����! ��������#�*) ������!!* ��� ���������
���� Γ& 4�����! ������!!* 1���
������2 +O-� ���� !���� �!�*�#� ������� q ��
���������� �� � ����� �� �� ����� ����!���������& � ��������! ��*�� ������	
%����*�! ������!!* ��� 1�����
����*)2& '���������*)��� ���!��� �������� ��
.��& �&��& 1G��
������2 ������!!� ��)� ���*������ ������ ��� q → 0& S"�����!
���� Γ̃ �*!!* ���
 1���
�����
2 ������!! ��� ��������� ����& S��� ��������
����� ���*����� ��� q → 0& 5���� ����� �� ��������#��� ����� � ����*) ������*
�!��� ���*��*�*� ��������*) �� .��& �&�,& 5���! �"����! !���! �������#W

Γ = Γ̃ + T̃VT̃ ��&,Q, 

��� ������!!� ��� "����� V �(������������� ����!���������] � T̃ �������� ��
.��& �&��& � �����������! ���� �.��& �&���[  W

V = Vq + VqΠ̃Vq + VqΠ̃VqΠ̃Vq + ... ��&,Q� 

����! Π̃� ����� ��� � T̃ �.��& �&���e  �� �������� 1�����
�����
2 ������!!&
_���� ��W

V =
Vq

1 − VqΠ̃
��&,QI 

��� ��

Γ = Γ̃ +
T̃ VqT̃

1 − VqΠ̃
��&,QJ 

������� Γ̃� T̃ � Π̃ �"����)� 
����� �����������!� �������!� ��� q → 0 ����� Γω &
G�(��!*� ��� �"��� *�������� ��� �!����*� ��������� ������� ������ %��!� $
��������� ���������� ����� ����)���� %��������� �����������!� ��� 1���
���	
��
2 ������ ��!����*� � ��� �� ��� ������ �*���������� ����!��������� ���
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.��& �&��W G��!��� 1�����
�����
2 �[ � 1���
�����
2 �e ������!! � ����� �
�*��������! ����!���������!&

.��& �&�,W S"��� ���*��*�� ��������#���� ������ � ����*) ������* � ����� �
�*��������! ����!���������!&
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.��& �&��W 6�����!!� ��� (%%��������� �(�������������� ����!��������� �[ �
����������� "���� T̃ �e &

��!� ���� ������ ��������# ���� ���#��& N������� (�� �������� �� !� �����	
���! ����*) ������* Γ �� �������������*)�*) ���# Γ̃ � ���#� ���)�)�*)
��!�������������� ���� ΓlongW

Γ = Γ̃ + Γlong ��&,Q� 

��� (�� �������� �� .��& �&�I& ������� Γlong � ������� ����������*�� (%%��	
�����!* ��!�������������!* ���) ���������!* ���������* � ������� �������� �
������ R����* $ '����� +,,� O� ,�-& G�� (��! ������� Γ̃ ��������� ����������	
���*)��� ��		�
1�����5� (%%����� ��� ��� � �*��������� �!����� %��!� $ ���	
����� ���*��� �� �� %���!������������ ���������� �� � � %��!� $ ��������
� ���������������! ����� He3 ��!& ���� & � ��������������� ���������� �����!�
����� Γlong ��� q = 0 �������#) ��!������*���� ���������#��! %���! ������ &
X�� ���# �*��������� � ����������! *�������� R����* $ '������ �������)��!
������������ ����"���� !����������� %��!� $ �������� +,�-&

H� ������*���� ����!������� ����� �� �!���� ������� Z2Γω � ������ ���#
�!����*�� ��������� ���������� � %��!� $ ��������& /�!���!� �� �������
Γω ���� ω → 0 ����������� �(�!����� �� �������! �������! & � ��!�! ����� Γω

������������ ��"�� �!����*�* ��������� ��*
 ����� � ����� ��������� �� �*�����
*��� (vq � EF )& 3��!�� ���# �!����*�� ��������� ������� � ��!��#) ���������
�����!� ��������� ������ ���������� ���������� ���� ������ ������ ���������
�����& 4� ������ ��������� ����� �"�������� � �*�#� ����� �!�*�#�� �����
����!���� � �!�*�#�* N��!�� ������#�* � (��! ��*�� ����!���� � �*�) %������
�"7�! ������
 ���������& H!���� ��� Γω � �������� �"���� %���!������������
������������� �R&6&R����*� ,O�L W

Z2Γωm
∗pF

π2
≡ f(pσ;p′σ′) = fs + (�σ�σ′)fa ��&,Q� 

����! fs � fa ������� ����# ���#�� �� *��� !���* p � p′ �������� ����� ��



�� .���� �� I->JK<= L I->JK<==< �M/0�<1N�J�0

.��& �&�IW G����� ������� � ������ %��!� $ �������� � �*��������! ����!����	
�����!& ������ ������!�� � ������ ���� ������������ (%%�������� ��!��������	
������ ���� ���������� ��������� &

�����
����� N��!� � ��� �� �"��� ������ ���������� �� ������!�! R�������W

fs,a(θ) =
π2

m∗pF

∞∑
l=0

F s,a
l Pl(cos θ) ��&,QQ 

��� F s,a $ "�����!����� ����!���� ���������� R����*� �������)��� %��!� $
���������� ��������������� ����!��������� �����������	&

.������ ��������#���� *�������� ��&,�J ��� Γ !����� ��� (��!� �����# �����
� ����W

Z2m
∗pF

π2
Γ = ϕ+ (�σ�σ′)ψ ��&,QL 

5���� ��� ϕ � ψ �������)� ����*)��� *��������W

ϕ(n,n′,q) = fs(n,n′) +

+
∫
fs(n,n1)

qv1

ω − qv1 + iγ(ω)
ϕ(n1,n′,q)

dΩ1

4π
��&,QO 

ψ(n,n′,q) = fa(n,n′) +

+
∫
fa(n,n1)

qv1

ω − qv1 + iγ(ω)
ψ(n1,n′,q)

dΩ1

4π
��&,L� 

X��� �����������#�� �����������!� ���"*������!� � %��!� $ ��������� �� ���	
�*�� �!��# � ���*� �� ��� ��������)��� ���)��!� ��*
������� %*����� 8����
� ������ ������ $ ������ ������� ������������ *��������! ��&,IO W

K = K0 −GGΓGG ��&,L, 

�	> �����" '�
���
�������	���� ���"��� %�� ��
	��
�� �����#�� ��������
� �� %�	������
8
���
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'�����!�� K0 ����# �!��� ���)�� ����������*)��� ���#�� �*!!����� (������ ��*

���"����
 ������ ��� �� ���)�� K� ����������*)��� �����������! ���"*�����	
�!� �!�)��� ���#�� � Γ& �"���� ������ ���)�� � ��&,JJ !���� �����"��# ������	
�����! ����! � �������#W

Γ = UGGΓ ��&,L� 

X��� �����# ��������#�� ���"*������!� � !���!� q � pF � ω � EF � �� !����
������#�����#�� �������!��������! *��������! ��� ΓW

Γ = Γω + ΓωAΓ ��&,LI 

������� �������� ����*�� �����# � ���� ��&,QL & '�������������� � �����!� ���!��	
�� ��*����� ����"���� ��*����� ��*� ��� ��������!�� ϕ� � �������� ������ ���	
�����!�� ψ& .���!����! �����"��� ��*�� �*������ ��*��& H� *�������� ��&,QO �
�"���� ���)��� ���*��!W

ϕ(n,n′,q) =
∫
fs(n,n1)

qv1

ω − qv1 + iγ(ω)
ϕ(n1,n′,q)

dΩ1

4π
��&,LJ 

�"���� ���)��� ����������*)���� �����������! ����"����! �� �������! ωq� ����	
��� ϕ !���� "��# �������� � ����W

ϕ(n,n′) =
χ(n)χ(n′)
ω2 − ω2

q

2ωq ��&,L� 

5���� ���*��*�� ������� !���� "��# ��������� �� �"��
 ���"������� +L-� ���
��� ��������� ������#� �� !� ������ ���! ������� � ����! ����& 5���� ��� χ(n)
��������� *��������W

χ(n) =
∫
fs(n,n1)

qv1

ω − qv1 + iγ(ω)
χ(n1)

dΩ1

4π
��&,L� 

�����!� �� ����������)� ������*W

ρ(n) =
vq

ω − vq + iγ(ω)
χ(n) ��&,LQ 

6�� ��� �� ��&,L� ��������� *��������W

(ω − vq)ρ(n) = vq
∫
fs(n,n1)ρ(n1)

dΩ1

4π
��&,LL 

������� ��������� � ������4���� /	*������� %���!������������ ������ R����*
��� ��!������ %*����� ������������� ���������� +,�-&

G�����! (�� �����"���& 3���� ��!������ %*����� ������������� %��!� $ ����
�� ����������� � %��!� $ ��������� %��������� �"���*)� �!���� ����� ��� ���
!���
 q � ω ���������� ����������!* *�������) ����W

(ω − vq)δfq(p) = −q
∂f0
∂p

Vq(p) ��&,LO 

��/�� ���	���� �� 	����	 ����
�������	� ��		�����
��� '���� 3 #����	�� 	 ����������8
	������ <�����	�� 
������ ���� ����	������� 	���� 
� ���	�� ������
�� ����
�	�� #����	��� �
�	1����1�� '���� �����"
�	�� <���� �)*�
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��� f0 $ ����������� �%��!������� %*����� �������������� � ��!��������������
���� ���������� Vq(p) ������� � ��!������! %*����� ������������� ����*)��!
�����������!��W

Vq(p) = 2
∫
U(p,p′)δfq(p′)

dp′

(2π)3
��&,O� 

��� U(p,p′) $ �!����*�� ����!��������� !���* ������!� � �!�*�#���! ��������	
�����& H����#�*� �����#W

∂f0
∂p

= − p
|p|δ(|p| − pF ) ��&,O, 

� ����������� �����������*) ��"���* � %*����� ������������� ���W

δfq(p) = δ(|p| − pF )ρ(n) ��&,O� 

���*��!W

(ω − vq)ρ(n) = vq
m∗pF

π2

∫
U(p,p1)ρ(n1)

dΩ1

4π
��&,OI 

��� |p1| = |p| = pF & '�������� � ��&,LL ����W

U(p,p1) =
π2

m∗pF
fs(n,n1) = Z2Γω

s (p,p1) ��&,OJ 

��� ���� Γω
s �"������� "��������*) ���# �!����*��&

.���!����! ������� ��&,LL ��� ����������� ��*��� ����� fs(n,n′) = F0� �&�&
�������� � ������������ ���������& 5���� ��&,LL �������� �W

ρ(n) =
vq

ω − vq
F0

∫
ρ(n1)

dΩ1

4π
��&,O� 

�������� �������������� �� *���! ���� !� (�� *�� ������ ���#�� � ���*��!
*��������W

− 1
F0

= 1 − ω

2vq
ln
∣∣∣∣ω + vq

ω − vq

∣∣∣∣+ iπ
|ω|
2vq

θ(vq − |ω|) ��&,O� 

������� �������� � ���� ����� ��������� �*������ ��*��& ������������ ������
����*������ ���*
���� ����������*�� �"����� |ω| > vq� ���� ���� �"������# ωq =
svqW

1
F0

=
s

2
ln
s+ 1
s− 1

− 1, ��� s > 1 ��&,OQ 

4���*��� �����#� �� ������ ���# ����# ���������#��� ��(��!* �*����� ��*� ���	
!���� ���#�� ��� F0 > 0& � ������#��
 ��*��
W

sF0→0 = 1 + 2e−
2

F0 sF0→∞ =
√
F0/3 ��&,OL 

� ����)����� �������! "�� ������� ������ ��� �������
 ����������� ��������	
��� ������ %��!� $ �������� +,�-& � ��������� � �����#�������! ���������� ��	
������������� !���� �������#� �� (%%�������� !���� m∗ ������������ ������!
�����������!W

m∗

m
= 1 +

F s
1

3
��&,OO 

��9��

� � Vq(p) � ������ ;�
��� 3 2���
� 
�#
� �!� ������� ����� 	���	����	���

���
	�����
��� ����
1����� �������� !��� %��������	��� ����� ������� ����������	� 	����	�
��
����
��� ��
�����	���� ����
�
�� � ����
�
�� ���		�
��
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'�������������� ������!����# %��!� $ �������� ���� T = 0 W

c =
m∗

m
c0 ��&��� 

��� c0 $ ������!����# %��!� $ ����&
3�������� �������!�����#W

χ =
m∗

m

1
1 + F a

0

χ0 ��&��, 

��� χ0 $ �������!�����# �����#���� %��!� $ ����& :��������! �"����!� ���!�	
�!���# %��!� $ �������� ���#W

κ =
m∗

m

1
1 + F s

0

κ0 ��&��� 

��� κ0 $ ���!��!���# %��!� $ ����&
H����#�*� (�� ����������� !���� ������ � ��������! �"��! ������!& 4����	

!�� �� ��&��, � ��&��� ����* ����*)� *������ *���������� ���������� %��!� $
��������W

1 + F a
0 > 0; 1 + F s

0 > 0 ��&��I 

� ��!�! ����� 1 + F s
0 < 0 ������� "� � ���������#��� ���!��!���� ��� !����

������#� �� � �����!� �����
���� ���*��*���� %������ ����
��� ������� ����	
����� �����!* � ����� *�������� ���������] & S"��� ������ *���������� %��!�
$ �������� �H&_&G�!����*�� ,O�Q ���� ����*)��� ������������ ������� ������
*�����������#�� ��� ���
 lW

1 +
1

2l+ 1
F s,a

l > 0 ��&��J 

4����!��� ��� l = 1 *������ ��&��J ��������*�� ���������#����# m∗ �� ��&,OO &
H� ��&��, ������ �� ��� �����!� "�����
 � !�������� ��*����������� !���� "��#
1 + F a

0 � 1& ������* (���� ����!���� !���� (������!�����#�� ���������# �� ��	
!������ �������!������ � ������!������ ��
��� ��� �������!�� ��������� ���#	
����W

RW =
π2χT

3µ2
Bc

=
1

1 + F a
0

��&��� 

���5 6������2�!���	��� ����!�����

K��!� ���!��#��� %��!� $ �������� �*�����*�� ��� ����� ��� ����� ���������
��������� !����(���������
 �����!& � ��������� �����!� !���� ������� � ����
	
���������� ���������� ���!���� �������� ���� !��������� *���������� ���
��������� � �����������! �������������! ������ ������� ��������� ��������� $
ns; & 4�������� �� (��
 ��������� !��*� "��# ��(����������!�& 3����� �� (��

���!�������� !� ��� "*��! �"�*����# ����& 4� �*�����*�� � �"��� ��������	
��#��� ������ ^ ��������	�� %��!� $ �������# R����* �����������! ���!����!
���������! ���!��#���� !������� � ������! �� ��������� ����� $ ��"� ���#���
�������\ P�� ���"��!� ������� �"�*������� � ��������� ����� ���"���� � �����
� %������ ��������!�����*���
 ����
����������� ��5'G �� ������ ������� !�	
��& 4�%��!����������� ���������� ��� �������� ������*���� � ����!����
 !���	
��
� ������������)��� ���!�� !����� 5�!����� $ R��������� "*��� ����!�����
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.��& �&�JW '�"������� $ (������������ ���# � ������ 1!�������#���2 %��!� $
��������&

� ��!�! ����� ����
 ������& �5'G �����!� ��������� � ���������!* ��*�)
��*!����
 ��������*!����
 �����!� ������ �" �
 �������! ��������� ��������� �
�������#��� !���� �������!& G�� (��! ��� ��
 �*�����*�� ����� ��� 1���������2
%��!�������� ��%��!������������ ���������&

/���# !� ��������!�� ���#�� �� ���# ������! �"�*������ !����� ��� ������	
�!�� 1!�������#���2 %��!� $ �������� +,I-& � (��� ������ �	����
*+*��1��� ��
��������������� �������� (���������� �����!� Π(qω) �� �!��� ��!����� ������	
!���� �� q� � ��� �������� ������!���# ��� !��!�� ���� �!��� ���W

ImΠ(qω) =
{

−N(EF )ω
T ��� ω � T

−N(EF ) ��� T � ω � ωc
��&��� 

/���# ωc $ ������������ ������ �"�������� ����! ��������������� �� ωc � EF &
H����#�*� ������������� ����������� K��!���� $ K������� !���� �����������#
��� ����������#��� ���� Π� ����������*)��� ��&��� W

ReΠ(qω) ∼ N(EF ) ln
(ω
T

)
��&��Q 

' ��!��#) (��
 ����������� !���� ������# ��"������� $ (����������*) ���#
(��������� ���������!*) ������!!�� .��& �&�JW

Σ ∼ λε

[
ln

x

ωc
+ i

π

2
signε

]
��&��L 

��� x = Max(ε, T )� � λ $ ��������� ��������� ����!���������&
5����� �����#�*� ��&JO ����* �� ���*��!W

Z =
1

1 − ∂ReΣ
∂ε

∼ 1

1 − λ ln
(

x
ωc

) ��&��O 

5���! �"����! ���*������ �� ���� � ���)�� %*����� 8���� ����!���� � �*�)
��� ����
��� �� ��!* �����
����# N��!�� ��� �� ��� ��� �� ��� �����������
*�� �� ����������] /��*
���� ����������� ���������!�� !��!�� ���#) Σ ��&��L 
������� �� (������� ���������� �� *����� N��!�W γ ∼ ε& G�(��!* �����������
���������� ���#�� 1!�������#��2 �� ������ �� ������ R����*� � �������� ��� !�
������� �!��! �����* γ ∼ ε2 &

��:�� ��������#�
�� 	������	��� � ����	���

��� ������
� %������

�" 	���	�� >62� ���8
����� � 
�����
�� 	�	���
���



��9�� =�B��C
R
�	������ H������
�� �,

Z�� !���� �������� � ����!* ��������) � ��������� ���!� �� ������ ����� 
�	
�� %���!�������� 1!�������#���2 %��!� $ �������� �����
� ��������� ��������
���!���� (���������
 ������� �5'G � ���!��#��� %���& G�(��!*� � ��������� ���
���#�*���� ������������ ���*�������#) ��� ���������! �������� (������!�����
+,I-&

/�!���!� �� �"�*����!�� ���"��!� ����� ������� � ���������� ���!������#)
��*��!�
 �����!& K�� *�� ��!�����#� � ����!����
 !�����
 ����!�������*)	
��
 (��������� ������ %��!� $ �������� R����* 1�� ��"�����2 �������& 3�����
��������� ����)�� �� ���������� ���*���� ������*���� � � ��*!����! ��*���

���������! ��� �5'G �����!& G�� (��! ��������� �� %�������� ������ ���	
!��#���� ��������� ������� � ������! �
��5� ��;8
���	���5� ��		�
1��-� ��	
����� �� *������ ������# � �"���! %��!����������! ���
���� ��� ��� ����
�����*)��! � ������� ��������� ��������� ���� �����#���� %��!� $ ����& � ��	
�� ���!�� ����� ��� �����#��
 ������������ �������� ��� ������ ������ %��!� $
���������� �������� ��
�������� � ��� ��*!����
 ��������*!����
 �����!&
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����� �

�	����� � �������	
������
	�����	

��� ����� � !���������� 	�������

N����� ����������)� ��"�� ������ ����"���� �������������� �������& N�����
"���)� ��*�������� � ���������& S����� !���* ��!� ������� � ��!� �� ������
��*�������
 %������ �"�������� � �*�# ��� k → 0� � ������ ��������
 %���	
��� �������� � (��! ������� �������& :�*�������� %����� �*�����*)� ������ $
(��� %��������� �������*������� !���� ��������� � ���*�����! ��������������
�������������� �����!�& S�������� %����� �*�����*)� ���#�� � ���������
� ��	
�������
 "���� ������ ���!� � (��!�������� �����&

6�� �������� ������� %������ ���� ���#�*)��� *��������!� !�����!� 6�"��
� P��������& � !����� 6�"�� ������ %������ ���������� �����! ω0(k) = ck �c $
�������# ��*�� ��� ���
 k < kD& � !����� P�������� ������ %������ ����������
�� ��������� �� ��������� �������W ω0(k) = Ω0 ��� ���
 �������
 k& 6�"�������
%����� $ *��������� !����# ��*�������
 %������� � (������������� $ �����	
���
&

H�	�� ����� �� ���� �������������� ������� ��������� %����� !��*� ����	
!�����������# � (��������!�& G�� ����"����
 ������� (����������� ���� �����
������*)��� �� (��������� ����������� �� ��������& G�������� �������)���� ��	
"������� ���� ������� �������# ��.�	�*�����5� �������*
��� � ��������� ��	
�� ����� �� �*��������� ���� ���#��������*)���� ����!��������� (��������� �
%�����!� !���� "� "��# ���#�� �������#��!& � ����������#������ ��� !� ������
����� (�� (����������� ���� �� !������ 
����� (������*����� ��(��!*� � "��#	
������� ��*���� (������� $ %������� ����!��������� !���� �����# �����#��!&

'���# ��%��!��������� ���������� �� �!������! ������� ������� ��� ��	
������
 � ��*�������
 %������& G�� ��*�������
 ����"����
 �������� ���!�
�!���)��� ���� ���������& G�(��!* (����������� ���� ���� �� !�������& X��
��!������ ������������#�� �������� �!������ �������
 ���!��� � ��%��!�����	
��� ��������� Ud−ac ∼ divu� ��� u(r) $ �!������& � ��*�� ��������
 %������
�������� ���!� ����"�)��� � �������%���� ��� �� Ud−op ∼ u(r)& Z��"� �������	
���# ����!��������� �����! �"����!� �����! �(�!����] �������� %�������� ����

�I
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� ���� +,-W

ϕ̂(rt) = i
∑
k

√
ω0(k)
2V

[
b̂ke

ikr−iω0(k)t − b̂+k e
−ikr+iω0(k)t

]
�I&, 

��� b̂+k � b̂k $ ��������� �������� � *��������� %������� V $ �"7�! �����!�& 5����
ϕ(r) ∼ ∇u(r) ��� ��*�������
 %������ � ϕ(r) ∼ u(r) ��� ��������
 %������& '�	
������������� ��!��#������ ����!��������� (��������� � %�����!� ������������
����*)��! �"����! +,-W

Hint = g

∫
drψ̂+(r)ψ̂(r)ϕ̂(r) �I&� 

��� g $ ��������� (������� $ %�������� ����!���������& 8�!��#������ �I&� �����	
��� ������ ������������ (���������� ��������� �� ��%��!�������� ���������&

G������ ������!!��� ��
���� ��� (��������� � %������ �������� ���� ���	
��� ��� � ��� ��*
�������� ����!��������� +,-& 6�� ������ (���������� %*��	
��� 8���� ��� T = 0 �!��!W

• S����� �� �*�� ���#�� ������!!� ������ ������� �� ����!��������)& 6��	
���!!� ������� 2n �������� 3n + 1 ��*������
 �(���������
 � %������
 
����� � 2n ������� �� ����������*�� 3n−1− (2n−1) = n ��������!�! ����	
����������!& ���! �����! ���������)��� ������������ J$�!�*�#��� ����	
��� ��
����)��� � �������
 ����!���������&

• P�������* �������������� �
���*1 ������ ������� ������� ��������� ���
���"����� %*����� 8����W

G0(p) =
δαβ

ε− ξ(p) + iδsignξ(p)
��� δ → +0 �I&I 

����!

ξ(p) =
p2

2m
− µ ≈ vF (|p| − pF ) �I&J 

$ (������������ ������ ���"����
 %��!������ (������ ������
 ����������	
�� �� *����� N��!� �
�!������� ���������� µ � pF � vF $ �!�*�#� � �������#
�� �����
����� N��!�&

• :/����	��- ����� �������������� %*�#� $ �"��� %������� %*����� 8����W

D0(k) =
ω2

0(k)
ω2 − ω2

0(k) + iδ
��� δ → +0 �I&� 

• G��������� �������������� �� n ��������!�! �!�*�#��! � ������! �J$�!�*�#��! &

• .��*�#��� *!�������� �� ��(%%������ (g)2n(2π)−4n(i)n(2s+ 1)F (−1)F � ��� F
$ ���� ��!��*��
 %��!�����
 �����#� � s $ ���� %��!���� ���� (��������
s = 1/2� ��� �� %�������� * ��� ������ 2s+ 1 = 2 &

G�� T > 0 ��� ���������W

• K����� �������� �(���������� ����� � �!�*�#��! p � !��*"�������� �	
������ εn = (2n+ 1)πT �������������� ���������W

G0(εnp) =
δαβ

iεn − ξ(p)
�I&� 
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• K����� %������� ��*�������� ����� � �!�*�#��! k � ������� ωm = 2πmT
��������������W

D0(k) = − ω2
0(k)

ω2
m + ω2

0(k)
�I&Q 

• .��*�#��� *!�������� �� ��(%%������ g2n(−1)n T n

(2π)3n (2s + 1)F (−1)F � ��� F

����# �"������� ���� %��!�����
 �����# ������!!�� � s = 1/2 $ ����
(��������&

�������

�� � ��������
�" �������" ��� '�
�

�� '�
�1�� .��
� 	������	����� ���
����
� (��)+ 
��������� '�
�

��� ��������� �)��=

ϕ(k) =

�
ω0(k)

2
(bk + b+−k) (��H+

> ���������� ��	�� �	�������	� � ������ 
��������� �?�=

ϕ(k) = bk + b+−k (��,+

6���� '�
�1�� .��
� 	�����
�" '�
�
�� ���
����� ��� �?�=

D0(kω) =
1

ω − ω0(k) + iδ
− 1

ω + ω0(k) − iδ
=

2ω0(k)

ω2 − ω2
0(k) + iδ

(��)*+

2������	���

�� ��� �	�������
�� ���
�" 
���������� ���
��� � ��������

�� ������� � ����8
	� ������
�" %����
��� %������
 3 '�
�

��� ���������	����� ������� �����
	��� � %�� �����8
���� ��� ��� '�����	��� ��������� �	�� �	� ���
�������� :�� ��#
� ��
���� ��� 	���
�
��
���������� ������
�" �������� ��� �	�������
�� (��,+ �������
��
 ���������	���� (��7+ ��8
��	�����	� ��� �?� (��� ������	�� �������� ���	 V = 1+=

Hint =
�
pk

ḡka
+
p+kap(bk + b+−k) (��))+

I� �	�� �	�������� 
��������� (��H+� �� �����=

Hint = g
�
pk

�
ω0(k)

2
a+p+kap(bk + b+−k) (��)7+

��� �������� � ������� � ��������
�� ��
	��
� %������
 3 '�
�

��� ���������	����� > ��	�
�8
	��� ��� 	������	��� !�� ���������
�� ��
	��
�� � �����	���

�� ���������� ��!� �	����� �
�)�=

ζ = g2νF (��)�+

������ ��� � -�����
��0 ���������� ����
� �����=

λ =
2ḡ2kνF

ω0(k)
(��)$+

������ 	���
�
�� (��))+ � (��)7+ ����=

ḡk = g

�
ω0(k)

2
(��)?+

> ���
����� �� 	������	� ������#����	� ����
���
�� �)��

��������� ��"������� $ (������������ ���� (�������� ���������� � ���������
����� ������ (��������� � *���! (������� $ %�������� ����!���������& 6�� ����	
������� ������� %������ �*��� ����� ���)�� %������� %*����� 8���� D(ωk)&
K�� � ��� %*����� 8���� (��������� G(Ep)� ��� %������� %*����� 8���� !����
�������� ��������� ��"������� $ (������������ ����� ������� %�������� ����	
���� ��������������! ���������! Π(ωk) � ��������!� �� (������� $ %��������
����!���������� ��� (�� �������� �� .��& I&,& M�������� 6������ ��� %�������

�/����
��� ������� �����
� ������	� � '�����	��� %�������
�
�	�� ����	��� ���
���" �
(��)+ � (��H�+
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.��& I&,W 8��%��� ��� ��"������� $ (������������ ���� %�����&

%*����� 8���� �!��� ���W

D(ωk) = D0(ωk) +D0(ωk)g2Π(ωk)D(ωk) �I&,� 

� �!��� �������W
D−1(ωk) = D−1

0 (ωk) − g2Π(ωk) �I&,Q 

'�������������� ������ %������ ������������ *��������!W

D−1
0 (ωk) = g2Π(ωk) �I&,L 

X��� ������ "�����!���*) ��������* (������� $ %�������� ����!��������� ���
ζ = g2νF �νF = mpF

2π2�3 	 ��������# ��������� �� *����� N��!� � ������ �� ��	
�* �������) ����� � �� ������ �� �"��
 ���"������� ���� �"��� ζ ∼ 1& G�(��	
!*� �������# "�� ����# (��������� � %�����!� ������ �������� ��������� ���#	
���& 4� ������������ ��� !� *����! ����� � ����!�������!�� ����� �*�����*��
����������#��� ����!��� !������� �������)��� ����� ��������� ������� ����	
��� "�� ������������� � !������ g& P�� ��� �������!�� ����!��� ����"��������
ωD

EF
∼
√

m
M � 1 �����# ωD 	 ��"������� ������� m $ !���� (��������� � M $ !����

���� & 6��� � ��!� �� ����� ����* �
 "��#��� !����� �����)��� ������� !�����	
���� ������ (��������& '�������������� (�������� �� !��*� 1�������#2 ������*�
�!���� (���� ��� 1����������)���2 ��� �� �����#�*) ���%��*����)& 3� *����!�
�� � ���*�#���� (������� $ %������� ����!��������� �� �������� � ����*����)
%��!����������� �������&

��� )�$�	����� * %�����	������� ���	' % ��	�����

.���!����! +I- ���������� ����� � ��"������� $ (����������*) ���# (������	
��� ���������!�� ���%���! .��& I&�& '���������*)��� ������������ ���������
�!��� ��� ���� ��*�� ����!��������� � ��*�������!� %�����!� W

Σ(Ep) =
ig2

(2π)4

∫
dωd3k

E − ω − ξ(p − k) + iδsignξ(p− k)
c2k2

ω2 − c2k2 + iδ
�I&,O 

/���# �!�)��� ���)�� ��� ω1 = E − ξ(p − k) + iδsignξ(p− k) � ω2,3 = ±(ck − iδ)&
3���� ��!��*�# ����*� �������������� ���� ��"� ��*��� ���� �������� ���#��
���� �� ���)��� %������� %*����� 8����& H������� �� "�������� *�������� ��	
�*���*������ �"�������� � �*�#& '�������������� ����� (��!�������
 ��������
���*��!W

Σ(Ep) =
−g2
(2π)3

	�
ξp−k<0

d3k

E + ck − ξ(p − k) − iδ

c2k2

(−2)ck
−

�
ξp−k>0

d3k

E − ck− ξ(p − k) + iδ

c2k2

2ck



=

=
g2c

16π3

	�
ξp−k>0

kd3k

E − ck− ξ(p − k) + iδ
+

�
ξp−k<0

kd3k

E + ck − ξ(p − k) − iδ



=



F��� ���������� L �������
?��	�2 ?���� ���	������ �Q

.��& I&�W G��������� ����� � ��"������� $ (����������*) ���# (�������� �� (���	
���� $ %�������� ����!���������&

=
g2c

16π3

	�
|p−k|>pF

kd3k

E − ck − vF (|p− k| − pF ) + iδ
+

�
|p−k|<pF

kd3k

E + ck − vF (|p − k| − pF ) − iδ




(��7*+

S"�����! ���� x �����*� *��� !���* �������!� k � p� ����� �!��! p2
1 = |p− k|2 =

p2 + k2 − 2pkx � d3k = 2πk2dkdx� ��� �� p1dp1 = −pkdx& 5���� �I&�� ������������
���W

Σ(Ep) = − g2c

8π2p

	�
p1>pF

k2dkdp1p1

E − ck − vF (p1 − pF ) + iδ
+

�
p1<pF

k2dkdp1p1

E + ck − vF (p1 − pF ) − iδ



(��7)+

S������� ����� � ��������� ����# ���� ����������# ���)���� �� � ��� !���� ��	
�����# p1 ≈ p ≈ pF � ������#�* ωD � EF & G�(��!* !���� �����"��# ������! p1
�� p � �������#W

Σ(E) = − g2c

8π2

	�
p1>pF

k2dkdp1

E − ck − vF (p1 − pF ) + iδ
+

�
p1<pF

k2dkdp1

E + ck − vF (p1 − pF ) − iδ



(��77+

5���� ��� !��!�� ���� Σ(E) ���*��!W

ImΣ(E) =
g2c

8π

	�
p1>pF

δ(E − ck − vF (p1 − pF ))k2dkdp1 −
�

p1<pF

δ(E + ck − vF (p1 − pF ))k2dkdp1



(��7�+

G����� ������!�� ����# �������� �� �*�� ��� E > 0 ���� ���!� ����� (����������
� ������ �������� �� �*�� ��� E < 0 $ ���!� ����� �����& .���!����! �����#
������#��� ��������� ���*
���� ��� E � ωD � E 
 ωD&

• '�*�� E � ωD

G�� E > 0 ����� ���� ���#�� ������ ��� � �I&�I � ��� �������������� �� k �*�	
�� ��������# �� �"����� k < E/c� ���� p1� ���������!�� ���*!����! δ	%*������
�������� !��#�� pF & G�(��!* �!��!W

ImΣ(E) =
g2c

8π

∫
ck<E

1
vF
k2dk =

g2cE3

24πvF c3
�I&�J 

����� "�����!���*) ��������* (������� $ %�������� ����!��������� ζ = g2νF �
���*��!W

ImΣ(E) =
ζπE3

12p2
F c

2
�I&�� 
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G�� E < 0 ����� ���� ���#�� ������ ��� � �I&�I & ������� ��������� �����
���*��! �I&�� $ ��	�� (������� ������� ��!!����� ����� ������������� ���
E � EF  !��!�� ���# ImΣ(E) �������� ������� %*������ E&

����!� �� ��� E → 0 �!��! ImΣ(E) � E� ��� �� (������� $ %������� ����!�	
�������� �� 	*�	/�*�� %��!���������*) ������*� ����! � ���* E3 ������!����
���*
���� ���# %������ ��� E → 0 ���"�� ���������� �����"����!�� �� ������	
��) � �"�*������!�� ���� ���*
����! �� (������� $ (���������
 �������������
������� ∼ E2& � ���� ���!� ����� �� (�� *���������� ����������� ���# ��� E → 0
�T → 0 &

• '�*�� E 
 ωD

� (��! ��*�� �������������� �� p1 � �I&�I �� ������� ���������� �� �"����#
�������������� �� k� ������� ���������������� �����# �����# �� k = kD& �������
�������� ���� �I&�J � ���*�!W

ImΣ(E) =
g2

8πvF
c
k3

D

3
signE =

g2k3
Dmc

24πpF
signE �I&�� 

������� ����# ���*
���� ���� "�����!���*) ��������* ζ� �!��!W

ImΣ(E) =
ζπk3

Dc

12p2
F

signE �I&�Q 

4���*��� �����#� �� � �����! ������� ImΣ ∼ ζωD& 5���! �"����! ���� ��� ζ ∼ 1
%������� �������!������ !��� � ���* ωD � EF &

G������! �����# � �����* ReΣ(E)& H� �I&�� �!��!W

ReΣ(E) = − g2c

8π2

	�
p1>pF

k2dkdp1

E − ck− vF (p1 − pF )
+

�
p1<pF

k2dkdp1

E + ck − vF (p1 − pF )



=

= − g2c

8π2

�
k<kD

dkk2I1(k) (��7H+

���

I1(k) =
∫

p1>pF

dp1

E − ck − vF (p1 − pF )
+
∫

p1<pF

dp1

E + ck − vF (p1 − pF )
�I&�O 

N��!��#�� ������ �������� ���
������� �� (�� ���
���!���# ��%��������� ��	
����#�* ��� "��#��� ������� p1 � p �*��� *������# ���������� (�����������
������� �� �����#�*�!��� ��!� ��������� ���"������� �� ����� � �����*) ��	
���* ���� & G�(��!* !���� ������ �"�����# �������������� �� p1 = p∗ ∼ pF &
5���� ��"�� (���� ����!���� �"������� ���*�������� �� �� ������ �� ���������
��� �������� � �������� ���# � �������!������ 
�!���������� ������* � ReΣ(0) &
5���! �"����! ���*��!W

I1(k) =
1
vF

ln
∣∣∣∣ E + ck

E + ck + vF pF

∣∣∣∣+ 1
vF

ln
∣∣∣∣E − ck − vF (p∗ − pF )

E − ck

∣∣∣∣ �I&I� 

������ �������!�����* 
�!���������� δµ = Σ(0)� ���*��!W

Re(Σ(E) − Σ(0)) =
g2c

8π2

∫
dkk2 m

pF
ln
∣∣∣∣E − ck

E + ck

∣∣∣∣ �I&I, 



F��� ���������� L �������
?��	�2 ?���� ���	������ �O

U���������� ���"������# ��"������� $ (������������ ���� (��������� �"*�������	
��� (������� $ %������! ����!���������! ^ ���*������ ������!���� �� �!�*�#��
p& P�� ������� � 1!���������#)2 %������� �� ��������) � (��������!�� ����������
� �����#����� ��������� ���������� � ���*������& .���!����! ����� ������#���
��������� ��� E � ωD � E 
 ωD&

• '�*�� E � ωD

� (��! ��*�� !���� ������%! � �I&I, ��������#� ������ �� E � ck& 5����
�!��!W

Re(Σ(E) − Σ(0)) = −2mg2E

8π2pF

∫ kD

0

dkk = −mg
2k2

D

8π2pF
E = −ζ

4
k2

D

p2
F

E ≡ −λE �I&I� 

��� ����� ��������* �������!������ λ = ζk2
D

4p2
F

∼ ζ&

• '�*�� E 
 ωD

5����# �!��! E 
 ck� ��� �� ����� ��������! ������%! � �I&I, � ���*��!W

Re(Σ(E) − Σ(0)) = −mg
2c2

4π2pF

∫ kD

0

k3dk

E
= −mg

2c2k4
D

16π2pFE
= −ζc

2k4
D

8p2
FE

�I&II 

��� �� ��� E ∼ ωD ���� ReΣ(E) � (������� �!������� *"������!&

'����� ���������� � �"����� E � ωD ���������! �� *��������W

E − ξ(p) = Re(Σ(E) − Σ(0)) �I&IJ 

��� ξ(p) = p2

2m − µ& 5���� ����* �� ���*��!W

E =
p2

2m∗ − EF EF =
p2

F

2m∗ �I&I� 

��� (%%�������� !���� ������������ ���W

m∗

m
= 1 +

ζk2
D

4p2
F

≡ 1 + λ �I&I� 

G�(��!*� ����������*) ����! �"����! λ !���� ������# ���������� �������!����	
�� !����& 5���! �"����!� (������� �� ��� ����!��������� � %�����!� (%%�������
1*����������2& '������������� 1����������2 ��������# ��������� �� *����� N��!�
(∼ m∗) � (���������� ����� � ������!����#&

.���!����! �����# ��������� ��"������� (������������ ���� (�������� ���
������
 ��!�����*��
& P�� ������� � !���������� ������#�* ��� (��! !� ��*�!
�"��� !���� �*!!�������� �� !��*"�������! ������!& H!��!W

Σ(εp) = − g2T

(2π)3
∑
ε1

∫
d3p1G(ε1p1)D(ε− ε1,p − p1) �I&IQ 

��� ������ ����# !��*"��������]
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.��& I&IW K���*� ��������������� �����#�*�!�� ��� �*!!�������� �� !��*"����	
���! ������!&

S"��� !���� ��������� �*!! �� !��*"�������! ������! ������� �� �����#��	
����� ����*)���� ����!� +�-& .���!����! ��*�� �*!!�������� �� ������! �%��	
!�����! ������! iεn = i(2n+ 1)πT & '���������*)�*) �*!!* !���� �������# �
���� ����*����� ��������� � ��!�������� ��������� ������ εW

T

∞∑
n=−∞

F (iεn) = − 1
2πi

∫
C

dε
F (ε)
eβε + 1

=
1

2πi

∫
C

dε
F (ε)

e−βε + 1
=

1
4πi

∫
C

dεF (ε)th
ε

2T
�I&IL 

��� ����*� �������������� C ���*���� !��!*) ��#� ��� (�� �������� �� .��& I&I
� ��*��� ��������� �� ������������)� ��� ������
 ���"�������� %*����� F (ε)&
'������������# �I&IL �������� �� �����!� K��� � ���� �"�������#����� �� eβε +1
� e−βε + 1 ����� ��� �"���� β = 1

T  �!�)� ������� �*�� � ����
 ε = iεn� ��
�������� � �*����������) ����������*)��
 ������
 ���)��� �����������#����
��������� �I&IL � ����������*)��
 ����
 �� !��!�� ���& :��������� ���*����
��������� � ��� �����#������� th ε

2T � ��������! ��������� � �I&IL &
6�� ��������� �*!! �� ����! �"������! ������! iωm = i2πTm !����

������#�����#�� ���������� ���������! ���������!W

T
∞∑

m=−∞
F (iωm) =

1
2πi

∫
C

dω
F (ω)
eβω − 1

= − 1
2πi

∫
C

dω
F (ω)

e−βω − 1
=

1
4πi

∫
C

dωF (ω)cth
ω

2T
�I&IO 

��� ���)�� �����������#���� ��������� ����������� � ����
 iωm = i2πTm&
6��#������ ����!� ��� �������� ������� � ��!� �� ����*� �������������� C

1�������������2 �� "����������#� ��� (��! �������)� ���������� ��������)
������ �� ���"�������� %*����� F (ε) ��� F (ω)� ������� �"
���� 1������*���2
����*� C& � "��#������� ��*���� ����)����� �������� �� ���*������ "������	
���� ����*�� ������� ��	�� "������� *"������ F (ε) � F (ω) �� (��! ����*��&



F��� ���������� L �������
?��	�2 ?���� ���	������ Q,

.��& I&JW K���*� ��������������� �����#�*�!�� ��� �*!!�������� �� !��*"����	
���! ������! � ��"������� $ (������������ ���� (��������&

G�����)�����*�! ����� !���� ���� �� ���!��� ��������� �I&IQ & /���# ��!
�*��� �������# �*!!* �� ������! ����*)���� ����W

S = T
∑
ε1

G(ε1p1)D(ε− ε1,p− p1) �I&J� 

��� �*!!�������� ���� �� %��!�����! ������! iεn = i(2n+1)πT & G�(��!*� �*���
����*���# � �*
� �I&IL & 6�� �������������� "*��! �����#� �� ε ����� � ���
���
���*����������& .���!����! %*����)W

f(z) = G(z,p1)D(ε− z,p− p1)th
z

2T
�I&J, 

������� �!��� ���)�� ��� �������
 z = iεn = i(2n+ 1)πT � ������! ��������W

I =
∫

C

dzf(z) �I&J� 

������ �� ����*�* C� ���������!* �� .��& I&J� ��� �"
������ ���!�� Im(ε−ε1) = 0
� Imε1 = 0� ����������*)��� 	*�	��*� ����
 %*����� 8���� � �I&J� �& �� ����
��!�������� ���������� ���!� (��
 ��������� %*����� f(z) ���������& H�������
�I&J� !���� �����# �������# �����!�& ���� f(z) � ���)�� zn = i(2n + 1)πT
����� ������W

Resz=znf(z) = 2TG(zn,p1)D(ε− zn,p− p1) �I&JI 

��� �� �������� �I&J� �������� � I = 4πiS � ���������� �������*)�*) ��� �*!!*
�I&J� & ' ��*��� �������� !� !���! ������� � 1������*��!*2 ����*�* ���������	
������ ���������!* �� .��& I&�& 5����# ��� �������� �������� � ���������! ��

�> ��
��
�� 	���� �� "���� 	����� �
�������	��� ������#�
�� iεn → ε+ iδK
��
�������	��� ������#�
�� �� ���"
�� � 
�#
�� �������	��	��� ���� ������ '�
�1�� .��
�

GR � GA 	������	���

� �)��
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.��& I&�W 1.�����*���2����*� ��������������� �����#�*�!�� ��� �*!!�������� ��
!��*"�������! ������! � ��"������� $ (������������ ���� (��������&

���!�!� ���������! �� .��& I&� � ��*��! ����# ��������� ��� �� ����� �����

1"������2 ������� �� �������� ������������ ����������*)��!� �����!�W

I =
∫ ∞

−∞
dε1

{
(GR(ε1p1) −GA(ε1p1))DA(ε− ε1,p− p1)th

ε1
2T

−

−GR(−ε1 + ε,p1)(DR(ε1,p − p1) −DA(ε1,p− p1))th
ε− ε1

2T

}
�I&JJ 

M������� �� ε = i(2n+ 1)πT � !���! �������# th ε−ε1
2T = −cth ε1

2T & K��!� ����� !�
�����#�*�!W

GR(εp) −GA(εp) = 2iImGR(εp) �I&J� 

� ������������� ����������� +,-W

GR(A)(εp) =
1
π

∫ ∞

−∞

ImGR(A)(ωp)
ω − ε∓ iδ

dω �I&J� 

G��������� (�� ����������� � �I&JJ � ���*��!W

Σ(εp) =
g2

(2π)4π

∫
dε1dωd

3p1

{
ImGR(ε1p1)ImDR(ωp− p1)

ω − ε+ ε1 − iδ
th
ε1
2T

+

+
ImGR(ωp1)ImDR(ε1p− p1)

ω − ε+ ε1 − iδ
cth

ε1
2T

}
�I&JQ 

3���� !����!� ����!����� �������������� ε1 � ω �� �����! ������!�!� ������!
��������#��W

Σ(εp) =
g2

(2π)4π

∫
dε1dωd

3p1
ImGR(ε1p1)ImDR(ωp− p1)

ω − ε+ ε1 − iδ

(
th
ε1
2T

+ cth
ω

2T

)
�I&JL 
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/���# �������������� *�� ������� �� �����������! ε1 � ω& G���� ��������� ���	
!������� ������� +,-� !���� �������#� �� �� �I&JL ��� ε� T � ωD ������ �����	
�������� ����������� iεn → ε+ iδ ����*��W

ImΣR(ε) ∼ ζ
T 3

c2p2
F

�I&JO 

��� ��� %��������� ���*
���� (��������� �� ��� (������� $ %�������� ����!�	
�������� ��� ε � ωD � T � ωD !���� �������# �����! �"����! ��� �����!��!
�I&��  W

ImΣR(ε) ∼ ζ
Max[T 3, ε3]

c2p2
F

�I&�� 

G�� ε
 ωD �� �I&JL ����*��W

ImΣR(ε) = const ∼ ωD �I&�, 

H� (��
 %��!*� ����� �� ���*
���� ���������� �(��������� ������������ � �

(������� ��� ε ∼ ωD& � ���� ���!� ����� �� ��� ���#�����! ����� (������ ���"*�	
����� ���*
���� �� ��� ����!��������� � %�����!� ��������� ����� � ����������
����# !��#�� (������ ����������& 5���! �"����! �!����� ��� �"������ � ������

������� ���������� �!��� �!���W |ε| � ωD � |ε| 
 ωD& � �"��
 (��
 �"�����

(������ (��������� �!��� ��� vF (p − pF )� �� �������� vF �(%%�������� !���� 
�������&

��� 7������ 1��!� ��

����� ��� ������
 ��"������� $ (������������ ���� (�������� �� ��� (�������
$ %�������� ����!���������� !� ����������# ���������! ������!� ���������!
�� .��& I&�& K������# $ "� �*��� *���# � ��*��� ���%���� ��������� � ��������!�
� ����� �� ������ (��� ������!!�& N��������� (���� �����# �� ����� ������#�*
����������*)��� �������� � ��������� ���� !��� �� ����"�������!* ����!��	
�* ωD

EF
∼
√

m
M � 1 ������!� 3������ �:&T&3������ ,O�Q & G�����! (��� ������

��������*) �������* � �������� ���������!*) ���%���! .��& I&�& /�����!� ���	
��������� ���������� ����������*)��� (��� ������!!�W

Γ(1) = −g3

∫
G(p1ε1)G(p1 + k, ε1 + ω)D(ε− ε1,p − p1)

d3p1dε1
(2π)4

�I&�� 

G������! ��*"*) �����* (���� ���������& .���!����! ������ �������� �� ε1&
G������� �� 
���������� ������� �!�*�#�� �� ��� �"!��� %�����! ������� kD ∼
pF � � *������� ��D(ε−ε1) ���������� ������� � �"����� |ε−ε1| 
 ωD� ���*��!�
�� �������� ����� � �������� ���� �"����# |ε − ε1| ∼ ωD& 5���� �������� �� ε1
������� ωD� � !� !���! �������#W

Γ(1) ∼ g3ωD

∫
d3p1

(ε1 − ξ(p1) + iδsignξ(p1))(ε1 + ω − ξ(p1 + k) + iδsignξ(p1 + k))
�I&�I 

.���!����! ���������� �������� �� p1& U���������� ������� �!�*�#�� � ����#
������� kD ∼ pF & G�(��!* !���� �����# ��� ���!������� ∼ EF � �

∫
d3p1 ∼ p3

F &
5���� �!��!W

Γ(1) ∼ g3ωD
p2

F

vF

EF

E2
F

∼ g3 p2
F

vFEF
ωD �I&�J 
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.��& I&�W G��������� �������� � ������� (������� $ %�������� ����!���������&

.��& I&QW G��������� �������� � ������� (������� $ %�������� ����!��������� �
1�!�*�#��� $ ���!����!2 �������������&

S��������#��� ������� (��� ��������W

Γ(1)

g
∼ g2 p2

F

vFEF
ωD ∼ ζ

ωD

EF
∼ ζ

√
m

M
�I&�� 

��� �����#������ ωD

EF
∼
√

m
M & P�������� !���� ���� ����� ����� � ��(��!* ����!��	

������ �������� � ��������� ���� ����������#�� �����"����!� !���] G�������	
��� ����!������� �� �����! ������� �����!��� ��� ���"��� ��� ω ∼ vF k � ω � ωD�
����� ���)�� %*����� 8���� � �I&�I �"����)��� � ���� ��������# "���� ���*���	
��� ������& S������ � "��#������� ��*���� ����� (��� �"����� ���*��������� �
���* c� vF &

Z��"� �*�� �����# �!��� �����
�������� �������! �����* ��������� ������	
�� � �!������! 1�!�*�#��� $ ���!����!2 �������������& P�� �������� ���������#
���# �����
 !�����"�� ���!���& � ����� � (��!� �����! ������ ����������*)���
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%*����� 8���� %����� � (��������W

D(kt) =
∫
dω

2π
D(ωk)e−iωt = − ick

2
e−ick|t| �I&�� 

G(pt) = −ie−iξ(p)t

{
θ(ξ(p)) ��� t > 0
−θ(−ξ(p)) ��� t < 0 �I&�Q 

/�!���!� �� D(kt) �������� ������� "���� !������� !���)����� %*������ t� �!
G(pt)&

/�����! �����# �������*) �������* .��& I&Q � �����������! ����W

Γ(1) = −g3

∫
d3p1

(2π)3

∫
dtG(p1, t− t1)G(p1 + k, t2 − t)D(p − p1, t1 − t2) �I&�L 

G�� p1 ∼ pF (���������� %*����� 8���� �*��������� !���)��� �� 
����������
���!� ∼ E−1

F & G�(��!* !���� �����#� �� � �I&�L |t1− t| ∼ |t2− t| ∼ |t1− t2| ∼ E−1
F &

N������� %*����� 8���� �� ����� ���!��� ���������� �� !������� � �� !����
����# ��� t1 ≈ t2& G�(��!* ��� ������ ������������#�� c|p − p1| ∼ ωD� �� � ���	
����� � ������������) ����!���� !������ ωD

EF
& H��!� �����!�� (�������� "�����

��� ���!� ∼ E−1
F  �������)� %����� ������������# ��� ��%��!���) �������& G��

(��! ��� �� *�����)� �� ��� ������ �������� 1�������#2 ������* $ �� (�� ���"*	
���� ���!� ω−1

D & P�� ���# ���������� ����"�������� �������� ����� ������� $ �
���* ����� "��#��� !���� ���� ����*��� !������� � (�������� ������ *�����)�
1���������#��2 ��� �
 �����#�*) ���%��*����)&

5����!� 3������ ����� �!���� ����!*� �� ��������� �������# �� !��������
������!! ���#�� �*���������� ������ "�� �����#������� ������������� � !���	
��� ��!�� ��������� (������� $ %�������� ����!���������&

��& )�$�	����� * %�����	������� ���	' � ����	� ��#

�����

�����!�� � ����!������) *�������� ��� %������� %*����� 8���� �I&,� � �I&,Q 
� �I&,L � ��������)��
 ������ %������ � �����!� � ����!���������! �!������ &
������#�*�!�� ���������! ���"�������! ��� ���������������� ��������� (���	
�������� ���� � ������!W

g2Π0(ωk) = − 2ig2

(2π)4

∫
dEd3p

(E − ξ(p) + iδsignξ(p))(E + ω − ξ(p + k) + iδSignξ(p + k))
�I&�O 

���� !� *�� ������� ����� ������ ���������������� ��������� � ���*��� ��	
������� ��&�J � �����#�*� ������� �!��!W

g2Π0(ωk) = −g
2mpF

π2

{
1 − ω

2vFk
ln
∣∣∣∣ω + vFk

ω − vFk

∣∣∣∣+ iπ|ω|
2vFk

θ

(
1 − |ω|

vFk

)}
�I&�� 

3� *�� ������ � �I&,Q � �� %������� %*����� 8���� � �����!� � ����!���������!
������������ �� *�������� 6������ ����W

D−1(ωk) = D−1
0 (ωk) − g2Π(ωk) �I&�, 
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'�������������� ������ %������ ������������ *��������! D−1(ωk) = 0& G�����#�*
�������# ��*�� ������� !��#�� �������� (��������� �� �����
����� N��!�� �� !��	
�� �������� �����#� �� ω � vFk& 5���� ��������������� ��������� ��������)	
��� %�����*) ��"������� $ (����������*) ���#� ��������� ����# � ���������!
������� (ω = 0) � �������#W

g2Π0 ≈ −g
2mpF

π2
= −2ζ �I&�� 

'������������� �I&�, �������� �W

D−1(ωk) = D−1
0 (ωk) − g2Π =

ω2 − c20k
2

c20k
2

+ 2ζ �I&�I 

��� c0 $ 1���������� �������# ��*��2� � 1�������!���������2 ������ %������ �!���
��� ω = ck� ��� �������# ��*�� ������������ ���W

c2 = c20(1 − 2ζ) �I&�J 

����!� �� �� ��� (������� $ %�������� ����!��������� �����
���� 1�!������2
������� �*!��#����� (������ %������ � � ���* "������� 1�������������2 (������	
��� ��� ��%��!���) �������� �����
���� �
 ����������� � !���!*!�
 ��%��!�	
�������� ���������� � �"��! ���������! (������ �����!�&

o�#�� �������	�� ��� �� (��@$+ 	������ 
��	�������	� ������� (ω2 < 0K+ ��� ζ > 1/2� &�8

���� '������	��� %�� 
��	�������	� 
�'�����	���� /��� � ���� ��� ����� �����
�� �
���� �)$�
����������� ��� �	��

�� ��
	��
�� %������
 3 '�
�

��� ���������	���� λ 	����
� 	 �����

��
���� ��
	��
��� ���������	���� ζ 	���� !�� 	���
���
���=

λ = ζ
ω2

0

ω2
=

ζ

1 − 2ζ
(��@?+

9� %���� ����#�
�� �	
�� ��� λ ≈ ζ ��� ζ � 1� 
� ��� �������
�� ζ ��
	��
�� 	���� λ 
����8
���
� �����	����� ����!��	 � ��	��
��
�	� � 	���� ����� -
��	�������	��0� ��%���� �	�����
ζ < 1/2� '������	��� 
� 
���������� ����
���
�� 
� ������
� λ� >���!�� 
��� �������� ���
�	����� ζ < 1/2� � 
�������� 	��	��� ��		����#����
�� ��	����� � �����" ����
�� ������ <��8
��"� %������
 3 '�
�

��� ���������	���� 
� 	�!�	����� ������ ��������
�� %��� ������
�� �
����
� 
��� ������ ������	� ���

� ����
��������

�� ��
	��
�� λ� 9� (��@?+ ��#
� 
���	��
�����
� 	���=

ζ =
λ

1 + 2λ
(��@@+

�� ������� ���
�� ��� ��� � ��" λ > 0 ��� '������	��� ����� ζ < 1/2�
<�����	��� 	��	� -��������
�"0 ���������� ������ <����"�� � �	���

�	��� ��	���� ω0(k) =

c0k� 
� ����
� �	�
� � ����
�� 	����� '�
�
�� ����������	� ��		�����

�� ���� ����
�
���
/��	�
� ��� '�
�

�� '�
�1�� .��
�� ������� !�� ���������	���� 	 %������
���� �������
����=

D(ωk) =
ω2

0(k)

ω2 − ω2(k) + iδ
(��@B+

��� ω(k) 3 �	��

�� '�
�

�� 	������ 6���� �	��

�� ��
	��
�� %������
 3 '�
�

��� ������8
���	���� ����������	� �)$� �
�������� �� k �� D(ω = 0,k)=

λ = ζ

� 2pF

0

dkk

2p2F

ω2
0(k)

ω2(k)
(��@H+

M	�� ����� ���
����� ��
�	����
� 	����� ����	���	� Π0 �� k � ��	��������	� (��@7+� ��

�� (��@H+ 
������

� 	������ (��@?+� ���
��� 	������ ��� ���

� λ �"����� 
�������� � ����	�
� 

'������ 5Lp ��� ����������� 	���"�������!��� ����"��� �)$��

6�� ����� ��"� ����� ���*
���� %������� *��! �����# � !��!*) ���# ����	
������������ ��������� �I&�� W

g2ImΠ0(ωk) = −πζ |ω|
kvF

�I&�O 
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.��& I&LW K���������� ��������� ����������� ���������������� ��������� �� ��	
����!���� �� q ���� ���"����
 (��������� ��� �������
 ���!�������� ��������	
����&

G��������� (�� ��������� � *�������� 6������ ��� %������� %*����� 8����� �
������! �����# �*��� �����# ������� ��� ������� � ���� ω = ck + iγ� ����*���
���*��#W

γ =
π

2
ζ
c2

vF
k =

π

2
ζ
c

vF
ω �I&Q� 

U��� ���*
���� � ����������� ������������#��! ������� %�������� ��� !��� ��
��������) � Reω �� ����!���* c/vF ∼

√
m/M &

> ����
�" #����	��" � ����" ����"�
�� ����� �� ������� ������
� ���
�=

γ ∼ ηω2

ρc3
(��B)+

��� η 3 �����	� 	����� � ρ 3 �� ����
�	�� ��%���� ��#
� 	������ ��� � %������
 3 '�
�

��

	�	���� %''�����
�� �����	� %������

��� ���� ��	��� 	 ���
��
��� ��	����= η(ω) ∼ ω−1� <�8

����	��� ������ %''�����
�� �����	� ���	 	����
� 	 ��	���� ����
�	� %������
 3 �����
�"

�����#��
�� 	 %
������ ω < ck� ������� �����#�� �	� '�
�
����

� ������*��� ����� *�� ��!�����#� �� ��� q = 2pF ��������������� ���	

����� Π0(q0) �!��� ������%!����*) ���"������# � ����������� ∂Π0(q0)
∂q |q=2pF & P��

���"������# ���������� "���� ��!����� ��� ��*!����� �����!� d = 2 �� ���"�����
� ����!����! ��*�� d = 1� ����� �!����� ������%!������ ���"������# � ��!�!
��������������! ��������� Π0(q0) �:&3&:%����#��� t&3&K����� ,O�� W

Π0(q0) ∼ ln |q − 2pF | �I&Q� 

K���������� ��������� Π0(q0) ��� �������
 ���!�������� �������� �� .��& I&L&
4����� ����
 ���"�������� �������� � �����! ���������!& � ��!�! ����� �*�#
������*��� ����*���� �������� � ��!*� �� %������� %*����� 8����� � *���!
����!��������� � (��������!�� �!��� ���W

D(ωq) =
1

D−1
0 (ωq) − g2Π0(ωq)

=
ω2

0(q)
ω2 − ω2

0(q) − g2ω2
0(q)Π0(ωq)

�I&QI 

��� �� ������ %������ �!��� ���W

ω2(q) = ω2
0(q)[1 + g2Π0(ωq)] �I&QJ 

5���� �� Π0(q0) → −∞ ��� q = 2pF ���� ��*�� d = 1 ����� �� ������ %�	
���� � q = 2pF ���������� �����- (ω2 < 0)� ��� �)"�! ����� ����# $ *�����
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.��& I&OW H��(������������ �����
������ ����������*)��� ������� !����� �������
���#��� ����� ��� ���������� �������&

!���! ������� ��������� ����!��������� g& P�� ������� ��/��-4����� �����	
!�� ��������*) � ������������) ���������� �������� ���������� ��%��!����
�����
���*��*�� � �������! �������! Q = 2pF ��&�& � �������! L = 2π

Q  & P�� ���
�������!�� �*-�	
���*1 ��*���������#� � �����#��!* ����!������) ������� !�
��� �����!�� � ��������� ������& 6��� ��� d = 3� ����� ���"������# ���# ���#�� *
����������� ���������������� ���������� ��� ����� ��������� ���!���� %������	
�� ������� ��� q = 2pF �;&u<aD� ,O�O ���� �������!�� 1���������2 ���!����� ���
d = 1 ������ ������� � 1����������2 ��������� ���!���� & 5���� ���!���� �������	
���#�� ��"�)��)��� � %������
 �������
 !������� � (������!����
 �� ��*��*��!*
��������) ���������&

6� ��
 ���� !� ������ �!��� � ���* ���*���) � ���������! (���������! ����	

���! ���� ε(p) = p2

2m∗ & � ���� ���!�� � ����#��
 !��������
� (���������� ������
!���� "��# �����������!� � ����������*)��� �����
����� N��!� �� �"������#��
����)��� �%���!� (d = 3) ��� ���*������!� (d = 2)& Z���� ��� �!�)� �����#	
�� �����*) %��!*& � ��������� �� �����
����� N��!� !��*� ��������# �
����

*�����& 4����!��� ��� d = 2 � ���������� �������� � ���"������� ���#��� �����
�!��! ������ ����W

ε(p) − µ = −2t(cos pxa+ cos pya) − µ �I&Q� 

��� t $ �������� ��������� ������� �������� ������! �� �*�� ���#�� ��� "��	
�����
 �������& H��(������������ �����
����� � ���� T����)(��� ����������*	
)��� ����!* ������* ��� �������
 �������
 
�!���������� µ �������������
(��������� � �������� �� .��& I&O& � ��������� ��� µ = 0 ����*����������� ��	
��� ���� (������� �� ���! � �����
����# N��!� �!��� ��� ��������& 6��������
������� ����� ����������� �� � (��! ��*�� Π0(q0) �!��� ��� q →

(
π
a ,

π
a

)
���"��	

����# 1����!������2 ����W Π0(q0) ∼ ln |q− Q|� ��� Q =
(

π
a ,

π
a

)
� �� ����# ��������

� 1����������2 ��������� ���!���� %�������� ������� � ���*��*���!* ����
��*
�������������� ���� �*������) ������� ������� &

� "���� �"��� ���*����� ��� ������������� ����"��
 1���������
2 ���!����
���"*���� �������#��� �������� �����
����� N��!�� �!��*�!�� 1��������!2 �DCrEBDm &

�/�� d = 1 ����� 
��	�������	� �������� � ��������
� !��� � %
��������	��� 	������
%������
�� ��� ±pF � ���� � ����"��� ���������	��� 1������ � ��%��������	��� 	�	���
���
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P�� �������� �������� �� ������������ *����� �����
����� N��!� ���������	
)��� ��*� �� ��*�� ������*(���� ��� ������ �� ������������ ������ Q �������
�������� & � ����������! ���� ���!��� Q =

(
π
a ,

π
a

)
� �� ���!���� � "���� �"���

��*��& 3���!������� ���"*���� ���#�� ���������� ����*)���� *������ �� ������
(���������W

ε(p + Q) − µ = −ε(p) + µ �I&Q� 

�� � ������)� *������! ��������& ����!� �����!��� �� ������ �I&Q� *��������	
���� (��!* *�����) ��� µ = 0 ����*����������� ���� � Q =

(
π
a ,

π
a

)
& :��������!

�"����!� (��!* *�����) *������������ ������ ���"������� ���#��� ����� ��� GK
������� �d = 3 � ���������� �I&Q� W

ε(p) − µ = −2t(cospxa+ cos pya+ cos pza) − µ �I&QQ 

��� µ = 0 � Q =
(

π
a ,

π
a ,

π
a

)
& G����
����# N��!� � (��! ��*�� �"������ ��������!

��������� 
��� � �� �!��� ������
 *������&
�� ���
 ��*��
 � ��������!� ��������� ���������������� ��������� ��������

� ��������) ���
���!���� ��� q = Q �� ��������������� � ��������) ���������� ��	
������� ���!���� %�������� ������� � ����������*)��� ��*���������� �������
����*��*���!* %�����!* ����
��* � �������������! ����
���*��*�� � �������!
�������! Q& 

��( � �������� ��!� ' ��	�  ��

.���!����! ��������*) 1������������#�*)2 !����# !������ � (������� $ %����	
���� ����!��������� +�� ,J-&4���! � ����!�� ��������� �� (��������� � �����
� ��(������������! �*��������! ����!���������!& '�"�������!� !���!� ����"�	
��� � ����� �����!� ����)���� %��������� ����������*)��� ����!����� ����"����
(��������� � �����& G�����! ��� ������������#��� *�� (���������� (����������
��������� ������ 1�"����2 %����� � ������# �������)��� ��� (��! (������� $
%������� ����!���������& H�
����� (������� $ ������ ��!��#������ �!��� ���W

H =
∑
k

Eka
+
k ak +

∑
qλ

Ωqλ

(
b+qλbqλ +

1
2

)
+

+
∑
kk′λ

gkk′λa
+
k ak′

(
bk−k′λ + b+k′−kλ

)
+

+
1
2

∑
pkq

Vqa
+
p+qa

+
k−qakap �I&QL 

��� Vq = 4πe2

q2 � � Ek $ (������ "��
������� (��������� ���������!�� *��������!
V���������W {

k2

2m
+
∑

n

Vei(r − Rn) + UH(r)

}
ψk(r) = Ekψk(r) �I&QO 

��� Vei(r − Rn) ^ ��������� (������� $ ������� ����!���������� UH(r) ^ 
�����	
������ ����� �� !��(����������� ����!���������� Ωqλ ^ 1����������2 ������
����"���� ����!� �����&
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� ���������� ����
� ;�
�� � ������� ���� ����)��� ���������� "�����*��*�	
��� ������� �!��!W

Ω2
qλ =

4πn(Ze)2

M
�I&L� 

��� n $ ��������# ������ Z $ �
 ������ � M $ �
 !����& � !����� ���� (�� ���#
������������ �������#��� !��� �����
 ����"�����&

K�������� ����������� (������� $ %�������� ����!��������� gkk′λ ��������	
���� ���W

gkk′λ = −
(

n

MΩ2
kλ

)1/2

< k′|∇iVei|k > eqλ, (q = k − k′) �I&L� 

��� eqλ $ ������ ����������� ���������
 %������& 4���*��� �����#� �� � ���	
������� !����� ���� ���� (�� ���������� ���������� ����� g2

kk′λ� �!��� ����*	
�������# 1�*����������2 ����W

g2
kk′λ ∼ 1

(k − k′)2
�I&LI 

5����# �*��� ������� � �������!��������! �������!� � *���! (�����������
*������)��� ����� ����*��������& 6�� �*���������� ����!��������� (����������
��� !� ������ ����� !���� ����* �������# bcd $ ���������W

V(qω) =
4πe2

q2εe(qω)
�I&LJ 

���

εe(qω) = 1 − 4πe2

q2
Π0(qω) �I&L� 

$ ��(����������� ��������!���# ���� ���"����
 (���������& '���������*)���
������!!��� ������������� ��������� �� .��& �&J�e & :��������! �"����!� ���
(�� �������� �� .��& I&,�� !���� ������# � (������������ (������� $ %�������
�������W

g̃(q, λ) = g + gVqΠ0 + gVqΠ0VqΠ0 + ... =
g(q, λ)
εe(qω)

�I&L� 

� ��� ����������� 1���������2 %�������� ������� �������# *�������� 6�������
���������� �� .��& I&,,W

D−1(qλ, ω) = D−1
0 (qλ, ω) − g2Π0(qω) − g2Π0(qω)VqΠ0(qω) − ... =

= D−1
0 (qλ, ω) − g2(q, λ)

Vq

(
1

εe(qω)
− 1
)

�I&LQ 

���

D0(qλ, ω) =
Ω2

qλ

ω2 − Ω2
qλ + iδ

�I&LL 

�> ���	����� 	�!�	����� ��� ����� ��

�" ������
�� λ = 1, 2, 3� 9� 
�" ��� �������
�� ���8
 � �������� "�������� � ��������
�� ������
�� ���� ����� "������� ������	���� ������

���
������
��� ��� %��� �����
���	� ������� 	���=�

λ

Ω2
qλ =

4πn(Ze)2

M
(��H)+



F��� ����C����2 C����� C������� L,

.��& I&,�W P���������� ������� (������� $ %�������� ����!���������&

.��& I&,,W M�������� 6������ ��� %������� %*����� 8���� � �"�"������ !�����
����&
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5���� �� �I&L� � �I&LQ � �I&LL ��!������� ���*��!W

D(qλ, ω) =
Ω2

qλ

ω2 − g2(qλ)Ω2
qλ

Vqεe(q0) − Ω2
qλ

[
1 − g2(qλ)

Vq

]
+ iδ

�I&LO 

� (��! ��������� !� �����"����� �������� ������!���#) εe(qω)� ������#�* ���
!���
 ω ������� %������
 ����� (�� ������!���# ���*���������&

� ������� !����� ����� ��� ����� �����# �� �I&L� � �I&L� � ����������� �����	
����W

g2(qλ)
Vq

= 1 �I&O� 

� (��! ��*�� �I&LO *��������� ��W

D(qλ, ω) =
Ω2

qλ

ω2 − Ω2
qλ

εe(q0) + iδ
�I&O, 

G��)�� (���� ��������� ��������)� ������ �������!��������
 %������ �s&v<aw�
x&@E[yC=� ,O�� W

ω2(qλ) =
Ω2

qλ

εe(q0)
≈

Ω2
qλ

1 + κ2
D

q2

=
mZ

3M
v2

F q
2 �I&O� 

��� *�� ��&�L � ��&�O � ��� ��������# (��������� ����*�� ����# ������ Zn ����
�"�������� (�������������#����� & ����!� �� �������!��������� %����� � !�	

���� ���� �!�)� ��*�������� ����� ��������� �� �������#) ��*�� c =
(

mZ
3M

)1/2
vF &

� (��! �� !���� *"����#�� � � "���� �"��! ��! !����# ���� ��*��� ����� �����	
���� Vei(q) ��������� �� ���� �*����������� ������#�* ��� !���
 q �� *������
(�������������#����� ����*��� �� Vei(q) ��� ����� ����� ������ Ze2/q2&

� ����!�������!�� !����� !���� ��� ���������# � ������ �(%%�������� !��	
(���������� ����!���������� ������� �*���� �����!��� ��� ��������� ����
���	
������
 ������� !�������& P�� ����!��������� ���"�������� ������!!�!�� ����	
�����!� �� .��& I&,� � �����W

Veff (qω) =
4πe2

q2εe(qω)
+
g2(qλ)
εe(q0)

Ω2
qλ

ω − ω2(qλ)
�I&OI 

��� ω2(qλ) $ ������ �������!��������
 %������� ����*)��� �� �I&LQ W

ω2(qλ) = Ω2
qλ

{
1 − g2(qλ)

Vq

(
1 − 1

εe(q0)

)}
�I&OJ 

� !����� ���� Veff (qω) �������� �W

Veff (qω) =
4πe2

q2εeff (qω)
�I&O� 

��� εeff (qω) $ ��
�*1 ��(����������� ��������!���#W

εeff (qω) = εe(qω) −
Ω2

qλ

ω2
�I&O� 



F�P� G����A 
 B��	���@

� LI

.��& I&,�W P%%�������� ����!��������� (��������� � !������&

� "���� �"��! ��*�� ��! !����# ���� � !��(���������� ����!��������� �����
�������� � ���* �I&O� � �� εeff (qω) �!��� ���W

εeff (qω) = εe(qω) − g2(qλ)
Vq

Ω2
qλ

ω2 − Ω2
qλ

[
1 − g2(qλ)

Vq

] �I&OQ 

M������ *���������� ������� �������� � ���"�����) ω2(qλ) > 0� ��� �� �� �I&OJ 
���*��!W

1 +
g2(qλ)
Vq

1 − εe(q0)
εe(q0)

> 0 �I&OL 

H� (��
 %��!*� !���� ���������#� ����� (%%�������� ����!��������� � !����	
�� !���� ����# �	��1+��*23��� � �������� ��� q ∼ 2pF � �� ���"
���!� ���
%��!�������� ����
����������� ��������� +,J-& .��*!������ � 	�*
��5� !������

���"*���� ��
�� �� ��!�� �����#����������� ��!� bcd&

>���#�
�� (��,$+ ��� '�
�

��� 	������ ��#
� ����	�� � ����� ��!�� ���� ���=

ω2(qλ) = Ω2
qλ

�
1 + g2(qλ)χ(q, ω(qλ))

�
(��,,+

��� �����
� ����!�

�� ��	���������	� %������

�� ���	�	����� 	����

�� 	 	������	��� !��
��%��������	��� ���
�1����	� 	���
���
���=

χe(qω) =
1

Vq

�
1

εe(qω)
− 1

�
(��)**+

� ����
� ����	���	� �� ω� ������� ���� ���
��������	� ��� 	������	������� ����������	����
������#�
� ��� ������

�� ������ �������� A�	��� �������� 
� ��������	�
���	 	������
�	�!�	����� ����� ����
�� ���
	1�
��
�
��� ����
�
�� (��,,+� I�����
� ������	�� ��� ��8��
����	�� 	����	�� ��
��� �� 	���
�
� 	 '������	��� 	����	� � ���� ����	���	�� χe(qω) �� ��8

	���� �������� � ����
�
� '�
�

�" ��	��� 
� ���� ������
� ∼


m
M
�

&�	 �� �	
�� ��� -	�����
��0 ��	��� ����
�" '�
�
�� � 
��	�������	� ������� ��#
�
	����� 	 ����
�
��� %''�����
��� ��#��

��� ���������	����� ���	�����

��� � 	�� �������
����
�
��� 	������	��� ��%��������	��� ���
�1����	�� %������
��� 6������ 
�������� 	����1��
� ��
����
�" � �������
����
�" ���������	��" 	�	����" (� ���#� � �	�����" 
�	��
�� ��� d =
2, 3+� ���� ��� �#� ��������	 ����� ��������1��

�� ��������� � 	 
�� � εe(qω) ��� T = 0 ��� �
������'����	�� �	���

�	� � ����!���	� � ��	��
��
�	� ��� q = 2pF � > %��� 	����� '�
�

��
��	���� � '��� 3 �����
�
�� %''�����
��� ��#��

��� ���������	���� ��� q = 2pF ����!� �	�
� 
���

��, ������ � � �	�
���

.���!����!� ����*� +I-� ������������*) %*����) ���!��
 �!������W

CT (r) =
∑
αβ

< uα(r)uβ(0) > �I&,�, 

� ��*�! �� ���!������* �� "��#��
 ����������
 r → ∞& ������* �I&,�, !��	
�� �������# ���� ����������*)�*) !��*"������*) %*����) 8���� %������& G��
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(��! �*��� *���#� �� ����������� %������� %*����� 8���� +,- ����������� %��	
������� ���������� +	*������� �!������� �� �"��������� *��"�*) �����# ��	
!��#������� (������� $ %�������� ����!���������& N*����� 8���� ���!��
 �!�	
����� ���*����� �������! (��� %*����� 8���� �� ������* ρω2

k ���� ρ $ ��������#
�������� ������ �����������!�� ��������* � �!���� ������& 5���� �!��!W

CT (r) =
T

ρ

∑
m

∫
ddk

(2π)d

eikr

ω2
m + ω2

k

�I&,�� 

��� ωk $ ������ %������& '*!!�������� �� �����! !��*"�������! ������! �
�I&,�� ����������� � ��!��#) �����������W

∞∑
m=−∞

1
m2 + a2

=
π

a
cthπa �I&,�I 

� ���*�#���� ���*��!W

CT (r) =
1
2ρ

∫
ddk

(2π)d

1
ωk
cth

ωk

2T
eikr �I&,�J 

S��)�� !���� �� �����#����� �������# ������ �������
 � ��������
 ��*����
 
(T = 0) %�*��*���� �����"���� � ��!��#) %��!*��W

1
2
cth

ω

2T
=

1
2

+ nB(ω) �I&,�� 

��� nB(ω) = 1

e
ω
T −1

$ %*����� T���& S������� �� nB → 0 ��� T → 0� ��� ��

����������*)��� ����� ���������� �������� %�*��*�����&
H���� ������! ��� ������ � ����!�� ����������W

C0(r) = CT=0(r) =
1
2ρ

∫
ddk

(2π)d

eikr

ωk
�I&,�� 

∆C(r, T ) =
1
ρ

∫
ddk

(2π)d

nB(ωk)
ωk

eikr �I&,�Q 

4�� �������*�� ��������� (��
 %*����� ��� r → ∞& G�(��!* � ∆C(r, T ) ��)�
����� ���#�� ��!�� !���� k ∼ 1

r � ����� �� ωk � T & G�(��!* "��� $ %*����)

!���� ��������!������# ��� nB(ωk) ≈ T
ωk

� �������#W

∆C(r, T ) ≈ T

ρ

∫
ddk

(2π)d

eikr

ω2
k

�I&,�L 

_���� �� (�� %��!*�� �������� ������! ���������! ������ ������������������
+,,- ����������� ����������&

6��#������ ������ �������! ��� �������
 ���!�������� ������������& '��	
��� ����!����! C0(r)&

�> %��� 
�����
� ������	�� 	���
���� '������ (B�,+� (B�)*+ � (B�)�+ � �
��� �)�
�4������ ���� �	� %�� '������ ��#
� ����	�� � 
� �	������ ��1������	��� '�
�1�� .��
�� �

���	�� �	���
�� ������
� 3 ���
����

�� ��������� 	��!�
�� 	 ����	��	��� �����1�� ����
�	���



F�P� G����A 
 B��	���@

� L�

5�"���� I&,W :��!������� (r → ∞) �������������� %*����� ��������
 � �������

%�*��*���� ���!��
 �!������ ��� �������
 ���!�������� ������������&

d C0(r) ∆CT (r)
3 ∼ 1

r2 ∼ T
r

2 ∼ 1
r ∼ T ln L

r

1 ∼ ln L
r ∼ TL

6�� d = 3 �!��!W

C
(3)
0 (r) =

4π
(2π)3ρ

∫ ∞

0

dkk2

ck

sin kr
kr

∼ 1
4π2ρcr2

�I&,�O 

��� ����� �"������� %��!��#�� ���
��������� �� ���
��! ������� ��������� ���
k ∼ 1

r � ������#�* ��� "��#��
 k ���������� �����������#���� ��������� �����
��*� ��*��&

6�� d = 2W

C
(2)
0 (r) =

1
4πρc

∫ 2π

0

dθ

2π

∫ ∞

0

dkeikr cos θ =
1

4πρc

∫ ∞

0

dkJ0(kr) =
1

4πρcr
�I&,,� 

��� J0(r) $ ����������*)��� %*����� T������&
4������ ��� d = 1 �!��!W

C
(1)
0 (r) =

1
4πρc

∫ ∞

−∞

dk

|k|e
ikr =

1
2πρc

∫ ∞

0

dk

k
cos kr =

1
2πρc

ln
L

r
�I&,,, 

G�� ��������� ���������� ��������� "��� ����� ���������� �I&,�O  ���������	
�� �"������� ������%!������ ���
���!���� �� ���
��! ������� ��� k ∼ 1

r � � ��
�����! ��� k ∼ 1

L �L $ ���!�� �����!� &
.���!����! �����# �������� %�*��*����&
6�� d = 3 �!��!W

∆C(3)
T (r) =

T

2π2ρc2r

∫ ∞

0

dk

k
sin kr =

T

4πρc2r
�I&,,� 

6�� d = 2W

∆C(2)
T (r) =

T

(2π)2ρc2

∫ 2π

0

dθ

∫ ∞

0

dk

k
eikr cos θ �I&,,I 

P��� �������� ����� ���
������ � ��� �*��� �"�����#� ��������� ��!*� ��� (��
�������# ��� ������ C1(r)& � ����� ���*�!W

∆C(2)
T (r) =

T

2πρc2
ln
L

r
�I&,,J 

6�� d = 1� ���������! �"����!W

∆C(1)
T (r) =

T

πρc2

∫ ∞

0

dk

k2
cos kr = ConstL �I&,,� 



L� .���� F� I->JK<= L G<=<==< �M/0�<1N�J�0

� (��! ��*�� �������� ��� !���
 k ���
������ ��������! �"����! � �����������
��(%%������� � �"��! ���� �����!���� $ � �������� �� ������� �� �������

*������� � ����� �� ����� ��� ���� ������ � ������
 ��!���)��� �!������� ���	
�������� �� ��������) � �������!&

H���� ����
 ��������� ������� � ����������� ���� 5�"����& P�� ���*�#����
�������)� ��*��# ������ � ����*����� ���#���� �� �����! ��*�� ����������	
�����] ���#���� ������� ��������!� � �������!� %�*��*����!� �����"����!� &
� ��!�! ����� ��� (����� ��� ���� ��������� ����!�����# ���!������� C(r) ���
r → ∞& X��� ��� (��! C(r) → 0� �� ���#��� ������� ��������������� ������� 
%�*��*����!� �� ����*������ $ ���� �������#��� ���������� u(0) �� ��������
������� �� �������� � ���#��!* ��!�����) u(r)& 4� ���� C(r) → ∞� �� (�� ����	
���� �� ���#��� ������� �������& 5���� ���*���� �!��� !���� ��� ��������

%�*��*���� ��� d = 1� � ��� �������
 ^ ��� d = 1, 2]



����� �

�	������ �
�	�����
��	����
����	���

&�� ����������� 	������ ! � ��������� �� 8�����#

���9�

.���!����! (�������� ����*����� � ������������ � ����� ��������!�! Ni �����	
�������!� �1���!���!�2 � ������� ����������� ��*����! �"����! �
�������� 
� %������������ ��������#) �������������� ρi = Ni

V � ��� V $ �"7�! �����!�&
'*!!����� ��������� ���*����� ����] � ��������!�� ���!���!� ���#W

V (r) =
Ni∑
j=1

v(r − Rj) �J&, 

��� v(r − Rj) $ ��������� �����#���� ������������� �������������� � ���*�����] 
���� Rj& :"���)��� ��*����� ������������� ������������� � ������������ ����	
������*�� �
 %*����� ������������� ����W

P{Rj} = V −Ni �J&� 

6�� �������� ���%��*����� ������������� %*����� 8���� (�������� *����������	
�� *�������)W⎧⎨

⎩i� ∂∂t +
�

2

2m
∇2 −

Ni∑
j=1

v(r − Rj)

⎫⎬
⎭G(rr′t{Rj}) = δ(r − r′)δ(t) �J&I 

� ������� %*��������#�� �� ���
 Rj & S"���� � ������ ��*����������
 �����!
�������������� +,�-� �� %�������� ������� ���!����!�� �� (������!���� ����	
����)��� ��� ������� �� ����!"�) �"������ �� ���!� ���!����!� ���������!�
1���!����2 �*��������� �� ���!���! & 5���! �"����!� ��� �������*)�� ������ ���	
��� *���������� %*����� 8����� ������� ������������ ���W

G(r − r′, t) =< G(rr′t) >=
1
V Ni

∫
...

∫ Ni∏
j=1

dRjG(rr′t{Rj}) �J&J 

LQ



LL .���� O� I->JK<=S � =E�<KT1<U==SV �0�J�/V

.��& J&,W .�������� (�������� �� ����������� ��������!�! %������������ ���%�	
�*������ �������������&

'���� ��������� ������������� ���"�!� !���� ������# �����) ���!*������ ��	
����� ������� $ ������������ ��!��#������ ����!��������� (�������� � ����!
�J&, ���W

Hint =
∫
drψ+(r)V (r)ψ(r) �J&� 

5���� ������ ���!*����� ��� 1������!*2 ���) +,- ���# ������& '���������*)���
��� ������ ���!*����� ��� %*����� 8���� �J&I �!��� 
����� ��������� ���W

G(1, 1′) = G0(1, 1′) +
∫
d2G0(1, 2)V (2)G0(2, 1′) +

+
∫
d2d3G0(1, 2)V (2)G0(2, 3)V (3)G0(3, 1′) + ... �J&� 

��� 1 = (r, t)� 1′ = (r′, t′) � �& �& 8��%����� (�� ���������� �������������� ���	
���!!�!�� ���������!� �� .��& J&,& 4� ��� �������*�� *���������� %*����� 8����
< G(rr′t) >� ������������ � �J&J & '�������������� ��� *��������� ���� �J&� ��
�J&� � �������)� ������� ����W

< V (2) >, < V (2)V (3) >, < V (2)V (3)V (4) >, ... �J&Q 

6�� ��*���� ������������
 ���!���� ���*������ ���� �J&, � �������������
�J&�  ��� (�� ������� !���� ��������# � �"��! ����& 6�� (����� ������ ������
�����! %*�#� $ �������������W

V (r) =
∑
p

∑
j

v(p)eip(r−Rj) �J&L 

��� v(p) ^ %*�#� $ �"��� ���������� �����#���� ������������� v(−p) = v∗(p)& 6��
�������� "*��! �����#� � "��#������� ��*���� (��� ��������� �����!� ��� ��
v(p) = v = const& P�� ���������� ���������� ������������#��&

' *���! �J&L � ����� ��������� ������
 ���� �J&Q �������� � ��������)
������ ����W

Ms(p1,p2, ...,ps) =< ρ(p1)ρ(p2)...ρ(ps) >≡
〈∑

l1

∑
l2

...
∑
ls

exp(−i
∑

j

pjRlj)

〉
�J&O 

M��"�� ������� � ����!������) ������#�� ����� �������#�� "���� �"���� � 1��	
������������2] �������� ����� !�����& G*��# Ni ������������� ����!���� ���	
��������� ��*����! �"����! �� N *���! ���*������ ���� �������� �*"������ 
�������& 5���� �!���� ��������� ���� ���!����� ��������� ρi �����! "�����!��	
�*) �����������) ���!���� ρ = Ni

N � ������� !���� ��!����#�� � ��������� �� 0



O�9� 1
����CC��2 ��D�
	� ��2 �����2�
2 �� WH�
C��2DX� LO

�� 1& 5���� ���*�#��� *��������� ��������#��� �*!!� �� ���������! ���!����
������� �������� �W〈∑

li

...

〉
→ Ni

N

∑
l

... = ρ

∫
dRl

a3
... = ρi

∫
dRl... �J&,� 

��� ������ �*!!� *�� "������ �� ���! *���! ����� �������� � ������� a �"�	
������ ��������*) �������& G�� (��! !� *��� �� ��������� ���� ���!�����
��������# ������������� ρi = Ni

V = Ni

Na3 = ρa−3& G���
�� � ����!������������ ��	
�� 1�����������2 !����� ����������*�� a → 0� ��� �� %������������ �������
ρ ����������*�� ������* ρi → ∞& � ���� ���!�� ���� %���������# ρi� �� ������
a→ 0 ������� ρ = ρia

3 → 0& X��� ��� ��� (�� ���� �����!����� � ������ ��������
����� �������# �"7�! �����!� V = 1� �� N = a−3� �� ������� � ����������� ���	
��������� ������ �����)�& G�(��!* � ���#�����! !� �����#�*�! ��� ��� ������
�"�������� ρ&

G�����*)��� ��������� ��������� ������� ���� ���#�� ���*����� �������#
�������#��� ��*��� ����� �����
���� ���������� �������� �*!!�������� ����!�	
��� � �J&O & G��!�� ��� ���� ���� ��������� !����� W

M1(p) =

〈∑
l

exp(−ipRl)

〉
= ρ

∫
dRe−ipR = (2π)3ρδ(p) �J&,, 

M2(p1,p2) =

〈∑
l

exp[−i(p1 + p2)Rl] +
∑
l �=m

exp[−(p1Rl + p2Rm)]

〉
=

= (2π)3ρδ(p1 + p2) + ρ2[(2π)3δ(p1)(2π)3δ(p2) − (2π)3δ(p1 + p2)] =
= (2π)6ρ2δ(p1)δ(p2) + (2π)3(ρ− ρ2)δ(p1 + p2) ≡

≡< ρ(p1) >c< ρ(p2) >c + < ρ(p1)ρ(p2)) >c �J&,� 

��� ������ �� ����������)� �/�/
1��5 < ... >c
�& :��������! �"����! ���*��!W

M3(p1,p2,p3) =< ρ(p1) >c< ρ(p2) >c< ρ(p3) >c + < ρ(p1) >c< ρ(p2)ρ(p3) >c +
+ < ρ(p2) >c< ρ(p1)ρ(p3) >c + < ρ(p3) >c< ρ(p1)ρ(p2) >c + < ρ(p1)ρ(p2)ρ(p3) >c

�J&,J 

� ������ ����� *��������� ���������� �J&� �������)� ����*)��� (��!���� ������
�*����������� ���� ������ ���!*�����W

v < ρ(p1) >c= (2π)3ρvδ(p1) (a) �J&,� 

v2 < ρ(p1)ρ(p2) >c= (2π)3(ρ− ρ2)v2δ(p1 + p2) (b) �J&,� 

v3 < ρ(p1)ρ(p2)ρ(p3) >c= (2π)3v3(ρ− 3ρ2 + 2ρ3)δ(p1 + p2 + p3) (c) �J&,Q 

v4 < ρ(p1)ρ(p2)ρ(p3)ρ(p4) >c= (2π)3v4(ρ−7ρ2+12ρ3−6ρ4)δ(p1+p2+p3+p4) (d)
�J&,L 

������! ����������)��� ������!!�� ���������� �� .��& J&� �[	? & K*!*����� "�	
��� ������
 �������� �!�)� ��� "���� ���!������ ���&

�<�����
�� 	���
���
�� ��#�� 	���
��� ����
���� � ������
���� ����	� ����
	����=�
exp

�
j

αjρ(pj)

�
= exp

�
exp

�
��

j

αjρ(pj)

�
�− 1

�
c

($�)�+
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.��& J&�W 8��%���� �����������!�� �������! �*!*�����! � *���������! ���� ���	
��� ���!*�����&

&�� :!��% ��	������ ���
�� ������

H��� ������*��� ����*���� �������� � ��!*� �� ������!!��� ���������� ��� ��	
��(���������� %*����� 8����� *���������� �� ��*����! ���%��*�����! ������	
������� ����!���� � �������������� � ����� ���������! �� .��& J&I& H����� ��������
�� ����� ����!��������� � ���!���!� ��"���)��� � 1�*��2� �"7������!�� 1���	
���!�2 �1���������2 ������!!��� ��
���� �@&k&o?`[=?r� ,O�L  &

G�� !���� ������������ (ρ → 0) ���!���� ���� � 1�����������2 !����� !�
!���! ��������#�� ����# ����!� �������!� �� ρ& 5����� � *���! �����������	
!�� !������ ���������� (v → 0)� !���� ��������#�� ���#�� ������!� �� �J&,� �
�J&,� � ���� ��������������� ���%���!� ��� �*!*������ �����!��������� � �������	
��!� �� .��& J&� �[�e & G�� (��! ����� �� �J&,� ��������� � �������� � ����������
���������� � �����* ����� ������ (������ (�������� �� ������* ρv ���� � ����	
������*)��� �������!������ 
�!���������� �& ������ �� �*!*���� �.��& J&� �e  
�������� ��� (��! � (2π)3ρv2δ(p1+p2)& 5���� ���������� ��� *���������� %*�����
8���� �������� � �*!!� ���%����� ���������
 �� .��& J&J& P��!* ��*�) �������	
���*�� ���������� .*���	��*��1 ������������ ��*������ ���� �J&Q 1�� ���*2W

< V (1)V (2) > �= 0
< V (1) >= 0 < V (1)V (2)V (3) >= 0

$ � �& �& ��� ���
 ������
 ���������

< V (1)V (2)V (3)V (4) >=< V (1)V (2) >< V (3)V (4) > + < V (1)V (4) >< V (2)V (3) >
$ � �& �& ��� ���
 ����
 ��������&

�J&,O 

���%����� ��#
� ���	�� 	������ ��� � ($�B+ < V (2) >= 0 � ��	������� %
���� �� 	���
���
����
� 	�����
�������� > 	���� ����� ����
������	 ��� 	��	���

� 3 %
��������	��� ��	�� %���8
���
� ������� ��������� A�	� $�7 (C+ ����� Σ = ρv(0) = ρ

�
drv(r) �� 	������	���

�� '�
�1� 

.��
�= G(εnp) = 1
iεn−ξ(p)−ρv(0)

� ��� � ���������� 	����

�� �����#��
���
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.��& J&IW 6�����!!��� ���������� *���������� %*����� 8���� ��*����! ����
�"���� ����&

��� � ���� ������ !���!������ ���������� +*/��� ��*����� �����&
� ����!�������!�� ����� 1��*
������2 ���������� ��*������ ���� � ����	

�������! ������������ �!��� ���W

< V (r1)V (r2) >= (2π)3ρv2

∫
ddp1

(2π)3
eip1r1

∫
ddp2

(2π)3
eip2r2δ(p1 + p2) =

= ρv2

∫
ddp1

(2π)3
eip1(r1−r2) = ρv2δ(r1 − r2) �J&�� 

G�(��!* �"��� �������� �� ����# ����!�������!�� ����� �������� � ��*���)
�������� (�������� � ��*�����! ��*����! ���� � �����������! ���� 1"����� �*	
!�2&

.��������� .��& J&I !���� �������# � ���� *�������� 6������W

G(1, 1′) = G0(1, 1′) +
∫
d2d3G0(1, 2)Σ(2, 3)G(3, 1′) �J&�, 

���� � �!�*�#���! ������������� �!��*"�������� ��
���� �W

G(pεn) = G0(pεn) +G0(pεn)Σ(pεn)G(pεn) �J&�� 

��� ��"������� $ (������������ ���# Σ(1, 2) �������������� ���%���!�� �������	
��!� �� .��& J&�& .���!����! ����� ������ ������!!� �� .��& J&�� ����������*)	

�o�#
� �������� ��� %��� #� �������� ���
����� �� �	��� ���� ������ �����!�
�� ��� -
����8
���
��0 ������ ��	�������
�� -�����	��0 � '�����
�� ������� ρi → ∞� v2 → 0� 
� ρiv2 → constK

�q	���
�

�� '�
�1�� .��
� < G(rr′εn) >= G(r − r′εn) ����	�� ����� �� |r − r′| 3 �	���
�
��
-��		��
��������0 ���
	��1��

� �
�����
�
�	� 	�	�����
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.��& J&JW 6�����!!��� ���������� *���������� %*����� 8���� � ��*�����! ��*��	
��! ����&

.��& J&�W 6�����!!� ��� ��"������� $ (������������ ���� (�������� � ��*����!
����&
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���� ��� !� ����� *����!� �����!* "��������!* ���"������) ��� ��������� ��
���!���
 �,vd �v(−p) = v∗(p) W

Σ1BA(εnp) = ρ
∑
q

|v(q)|2 1
iεn − ξ(p − q)

= ρ
∑
p′

|v(p − p′)|2 1
iεn − ξ(p′)

�J&�I 

���� ��� ������� ξ(p) = εp − µ ≈ vF (|p| − pF )&
� ������
 !������
 EF ∼ 7eV ∼ 80000K � � "��#������� ��*��� ��� ��	

�����*)� (�������� �"���� *����� N��!� EF ≈ µ& 4����!��� ��� T < 800K
�!��! T

EF
< 10−2& 5���! �"����!� ��! ���� ����# Σ1BA(εnp) ��� |p| ∼ pF ��

|iεn → ε + isign(εn)δ| � EF & K��!� ����� �� ������������ ���� ����!�������
(���������� �*���������� ����!��������� (��������� ����� �� ���������� �����	
����! �"����! (������*���� � ��������� ���!���� ��� ��� %��������� v(p − p′)
�������� ��������� ������ !���)����� %*������ �� ��������� 0 < |p − p′| < 2pF &

' *���! ��������
 ��!����� � �������! ������*)��� ���������& H!��!W

Σ1BA(p, ε+ isign(εn)δ) = ρ
∑
p′

|v(p − p′)|2 1
ε− ξ(p′) + isign(εn)δ

=

= ρ
∑
p′

|v(p − p′)|2
{

ε− ξ(p′)
(ε− ξ(p′))2 + δ2

− isign(εn)πδ(ε− ξ(p′))
}

�J&�J 

G�����#�* |v(p − p′)|2 !������� ��������� !������� � ��� �������*)� |ε−ξ(p′)| �
EF ≈ µ� !� �!��! ���������*) ������*� ��������*) �� .��& J&�& � ��������� ��

���� �"�������#����� �� ε−ξ(p′)
(ε−ξ(p′))2+δ2 �������� ������� %*������ ε−ξ(p′)� ����*���

�� ReΣ1BA(pεn) ≈ 0�& 5���� �J&�J �������� � ���� !��!�!* ��������)W

Σ1BA(pε) = −iπsign(εn)
∑
p′
ρ|v(p − p′)|2δ(ε− ξ(p′)) ≈ −i εn

|εn|
1

2τp
≡ −i εn

|εn|
γp �J&�� 

���� � *���! ε ≈ ξ(p) ��"���� ���)��] �����

1
τp

= 2γp = 2π
∑
p′
ρ|v(p − p′)|2δ(ξ(p) − ξ(p′)) �J&�� 

^ �����* ��������� (�������� �� ���!���
� ��������*) � "��������! ���"����	
��� �1������� �������2 N��!� &

X���� ��� ��������� ����* ������ ������ ��������� ���!��� v(p) = v � ��	
������������� ������ (��������� �"���� �����
����� N��!�� �� ��� ���������
*�����)��� � !� ��!������� ���*��!W

Σ1BA(pεn) = ρv2
∑
p′

1
iεn − ξ(p′)

≈ −ρv2νF

∫ ∞

−∞
dξ
iεn + ξ

ε2n + ξ2
=

= −iρv2νFarctg
ξ

εn

∣∣∣∣∞
−∞

εn

|εn|
= −i εn

|εn|
πρv2νF �J&�Q 

�q����� ���� � ��
1� ��
1��� 
�� 
�#
� �����
�� �
�������	��� ������#�
�� 
� ��!�	���
8

� �	 �� ���"
�� �������	��	�� εn > 0� ���� iεn → ε + iδ� ��� �� 
�#
�� �������	��	��� ���
εn < 0� ���� iεn → ε− iδ�

�2����� ������� �
������ �� p′ � ������ ���
� ($�7$+ ��#�� ��� ������ 
� ��� ��	��= �� p′
������� �� pF � �� p′ ������ pF � ������� ������� �
������� ��#
� ���� 	��������
��� ��
p′ − pF � ��� � ��	� 
�� (� ���
����#�
�� ����
�
��� v(p − p′) ������ pF +� 9
������ �� ����8
��� ����	��� ���� ���	������
� ��
	��
��� ������ ���� ��#
� ��� ��� � ����
���������
"������
1�����
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.��& J&�W �[ $ ��������� ρ|v(p)|2 � %*�����
ε−εp+µ

(ε−εp+µ)2+δ2 � �
������ � ReΣ1BA(pε)&
�e $ ��������� ρ|v(p)|2 � %*����� δ

(ε−εp+µ)2+δ2 � �
������ � ImΣ1BA(pε)&

��� �� �*�� ����� ��������� � �J&�� � ����!W

γp = πρv2νF �J&�L 

� �������� ������ ����������� ���������!�� ����������! ���!��� � ��������#)
(���������
 ��������� �� *����� N��!�&

5���! �"����!� � ����!�������!�! ���"�������� ���*��! *��������*) ����	
(��������*) %*����) 8���� � ����W

G1BA(pεn) =
1

iεn − ξ(p) + iγpsignεn
�J&�O 

��� ����� ����������� iεn → z� ����W

G1BA(pz) =

{
1

z−ξ(p)+iγp
Imz > 0

1
z−ξ(p)−iγp

Imz < 0 �J&I� 

� ��� z → ε± iδ ���� δ → +0 ���������� GR(A)(pε)& 5���! �"����!� � ������������
� �"��!� ���"������!� +,-� G1BA(pz) �!��� ������ ����# ����������#��� ��� �
��������� ��� �����#����� � ���
��� � ������ ���*��������� z&

G���� (��!��������� ����"��������� N*�#� �!��!W

GR(pt) =
∫

dε

2π
e−i(ε+iδ)t

ε− ξ(p) + iγp
= −iθ(t)e−iξ(p)te−γpt �J&I, 

� ���������W

GR(rε) =
∫

d3p

(2π)3
eipr

ε− ξ(p) + iγp
= −πνF

pF r
eikF re−r/2lp �J&I� 

��� lp = vF τp
�& 5���! �"����! γp = 1

2τp
���������� ���!����� � �������������	

��� ��� ����� lp� ���������� ����� ���"������ ���"��� 1���*
����2 *����������
%*����� 8����&

�> 	���� ����� ($��7+ ��#
� ����	�� ��� (��	�������	� p − pF = ξ/vF +=

GR(rε) =
νF

pF r

� ∞

−∞
dξ

sin pr

ε− ξ + i
2τp

=
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'�������#��� ��������#� ����������*)��� �J&I� � �!��� ��� �������� ��������	
��� � ������� γpW

A(pε) = − 1
π
ImGR(pε) =

1
π

γp

(ε− ξ(p))2 + γ2
p

�J&IJ 

��� ������������ ����
���� � A(pε) = δ(ε − ξ(p)) ���� ���"����
 (��������� ���
γp → 0&

.���!����! �����# ���# ��"�������
 ������!! � ���!����� �"�"�����& 3��	
�� ������ 1������2 "��������� ���"�������� ����� � �����! ������� �� ������	
������ ���!���� ρ� � *�����)��� !����������� ��������� (�������� �� �����
���!���& '���������*)��� ������!!� ��� ��"������� $ (������������ ���� ��	
������ �� .��& J&Q �[ & '���������*)��� ��������� �!��� ���W

ΣFBA(pεn) = tpp(εn) �J&I� 

� �������� � ��������#��!* (��!���* !������ ��������� �t	!������ tpp′ � �������
������������ *��������!� �������������! � ���%�����! ���� �� .��& J&Q �e � ����
� �����������! ����W

tpp′(εn) = ρv(0)δpp′ +
∑
p′′

v(p − p′′)G0(p′′)tp′′p(εn) �J&I� 

/���� ����# �*��������� *��������� ��� (��������� �"���� �����
����� N��!�&
6���������#��� ���# ��������#���� (��!���� t	!������ tpp(iεn) ���������� ��	
������ ��� |p| ∼ pF ���������� � !���� "��# ���)��� � ����������� µ& 5����
�������� ����!�����# Imtpp(iεn)& G��!���� �������*) �����!* ��������� ������
����������

Imtpp = Im
∑
p′
t+pp′G0(p′)tp′p �J&IL 

�!��!W

ImΣFBA(pεn) = Imtpp(εn) = Im
∑
p′

|tpp′ |2
iεn − ξ(p′)

= −signεnπ
∑
p′

|tpp′ |2δ(ε− ξ(p′))

�J&IO 
��� � ��������! ��������� iεn → ε+ iδsignεn& ��������� �J&IO ��������� �� %��!�
� �J&�� � � *���! ��!��� ρ|v(p − p′)|2 �� |tpp′ |2W

ΣFBA(pεn) = −isignεn
1

2τp
= −isignεnγp �J&J� 

���
1
τp

= 2γp = 2π
∑
p′

|tpp′ |2δ(ξ(p) − ξ(p′)) �J&J, 

=
νF

2ipF r

� ∞

−∞
dξ

exp(ipF r + i ξ
vF
r) − exp(−ipF r − i ξ

vF
r)

ε− ξ + i
2τp

= −πνF

pF r
eipF re

− r
2vF τp ($���+

�9���� �� ($��@+= t = v + vG0t� v+ = v� ��� ��� v = −t+G+
0 v + t+ � t = v + (t+G0t− t+G+

0 vG0t)

�� � 	��� %�������	�� v � t+G+
0 vG0t� ��������=

Imtpp = Im < p|t+G0t|p >= Im
�
p′

t+
pp′G0tp′p ($��B+

��� � 	�����	� � ($��H+�
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X��� � �J&�� ��!����# ρ|v(p − p′)|2 �� |tpp′ |2� �� �!���� (�� � ���*�!& � (��!
�!����� !���� ��������#�� ���#�� ������ ������!!�� �� .��& J&Q �[ � ��� (��
� �������# ����� �� ������*!����#� �� v(p − p′) ������������ ��"�� !�������
(��!��� �!����*�� ��������� �� ����� ���!���&

5����# !���� ������� � ����!������) ��!��������������� "���������� ���"��	
������ ����������� � ������*�� 1*��������2 ��*������
 (���������
 ����� � ��"	
������� $ (������������ ����� ��� (�� �������� �� .��& J&Q �A & � �����������!
���� ���*��!W

ΣSCBA(pεn) = ρv(0)δpp +
∑
p′
v(p − p′)G(p′εn)tp′p �J&J� 

���� �� ��������) � �J&I� � ��������� ��!��� %*����� 8���� G0� ��W

G(pεn) =
1

iεn − ξ(p) − Σ(pεn)
�J&JI 

��� ��� %��������� ��������� ������*�� ��!������������� ��� ����������� ��"	
������� $ (������������ ���� �%*����� 8���� &

6���� ������ ������ ����!������� �����������& G��#�*�!�� ��!� �� tpp ���"�
������� �� (������ ��� |p| ≈ pF � ε� EF � � ������ �� ��������� �������� *!����	
��!� � �!���� ���������� ����������� |ΣSCBA| � EF � ����� ���*��! ���*�#���
���� �J&IO & G�� (��! ���# ������ ���#�� ImΣ� � ReΣ !���� "��# 1��������2 �

�!��������� µ& � ����� ���*��!W

ImΣSCBA(pεn) = Imtpp = Im
∑
p′

|tpp′ |2
iεn − ξ(p′) − iImΣSCBA(p′εn)

≈

≈ −sign(εn − ImΣSCBA)π
∑
p′

|tpp′ |2δ(ε− ξ(p′)) �J&JJ 

��� ���"�������� ��������� ����������� ��� !���
 ImΣSCBA& 6�� ��!��������	
�������� ���� ������ ����# ImΣSCBA(iεn) ∼ −sign(εn)� �� ����������� �������
������������& .������ !���* ����!�������! ���� "��������! ���"�������! �
��� ��!�������������! ��������! ��������� ���#�� � ��*�� ��������� ���#����
���������� ����� δ $ %*����� � �J&JJ ��!������� �����������! ������� �������
�� � !����� � �����! ���������! ���& �J&�Q  �� !����� ���"�� �����&

H��� �!��! ����# �����!�� �����W

ΣSCBA(pεn) = −isign(εn)
1

2τp
= −isign(εn)γp �J&J� 

��� τp � γp ��������)��� ��� � �J&J, � � ��� ��*�� �����
 ���!���� ���������!
���� �J&�L �&

4��� ���"�������� ����! �"����!� ����������*�� � ���������� %*����� 8����
*��*� ���������! �� .��& J&J� *��* ���
 ������!! ��� ��	��4���- ����� ����!�	
��������& G��!* � ��� ����
 *������
 !���� �����"��# 1�����������!�2 ���	
%���!�& .���!����! (��� ������ �����"�� �� ���!��� ��������� ��*
 ������!!�
���������
 �� .��& J&L& G�� ������ ������ ������!!� .��& J&L �[ �!�*�#�� ����	
���������� p1 � p2 !��*� �����!��# �)"�� ������� � �%�������! ���� ��������

���� ��		�����
�� ��
� ��
��
�� ����
�� � %��� 	����� νF ����
����� ����
�	� 	�	���
��

� ����
� <����� 	 ������ ����
�� %''����� ��		��
���
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.��& J&QW �[ $ ���%��� ��� ��"������� $ (������������ ����� *�����)��� !��	
��������� ��������� �� ���!���& �e $ *�������� ��� t $ !������& �A $ ���%���
��� ��"������� $ (������������ ���� � ��!�������������! ���"�������� � *���!
!������������ ���������&
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.��& J&LW 6�����!!� "�� ���������� ����� ����!��������� �[ � � 1����������!�2
�e & G������� ����� ����������*)��� �"����� �������������� � �!�*�#���! ���	
���������&

∆k ∼ 1/l& '���������*)��� %������ �"7�! Ωa ≈ (4πp2
F �∆k)2& � ��*�� ������!	

!� .��& J&L �e �*�����*)� ����� �� ���������� �� ������� p1 � p2� �� ���!�
(����� ������ ��� ��������#�� *������ |p + p2 −p1| ≈ pF & G�� %�����������! p2

��!������ p1 ��������� �"����#) ���������� ��� ���� � ����������*)���� ����
�!�*�#�� p + p2−p1� �� ����������*�� ������ ������
������! �"�����! �� .��&
J&L �e & N������ �"7�! (���� ���#��� �"����������� ����������! ��*
 �%�������

������ ���# Ωb ≈ (4πp2

F �∆k)(2πpF �
2∆k2)& G�(��!*� ��������� ������ ������!!� �

1����������!�2 � 1��������������2 ���#� �� ������* �������� Ωb

Ωa
∼ �∆k

pF
= �

pF l � 1
�1���"��2 "��������� ����������*�� ��������� "��#��� ����� ���"������ ���"����
pF l/� 
 1 & 5���! �"����!� ����!��� !������ ����� ������ ���# �

pF l � 1� ���

�������� (����������� ����� *�����) �

EF τp
� 1& ' *���! pF ∼ �/a ���� a $ !��	

���!��� ���������� � !�����# (���� ����!���� ����������*�� ���������) *������
l 
 a� ��� �� ����� ���"��� ������ �*��������� ��������# !�����!��� ������	
����& N��������� (�� ���# �"���� *������ ���!���!���� ����������� ������&

&�� 1�!� ' �� !�;��

K������� pF l/� 
 1(l 
 a) ���������� ��� !� ������ ���#�� ��� ��������#	
�� ��������� ���������������#����#) ��!����*)��
 ������!! �������!!� "��
���������� ����� ����!��������� %���!��������� ���� ������ ���!*�����& �
"��#������� ����� �����!�
 ������!!��! !�����!� ���
������ ����*���# �!��	
�� ����! �"����!� �&�& ��"����# ����#�*��# ��������! %�������! ��������! "��	
�����*) ���������������#����# ������!!� �����*) /�*��1 ����*!!������#& '
���� ������ !���!����� (��� ������� �� ���# 
�����] S�"�������� ������!!�
�
��� ��� � !��� �� %�������!* ����!���* ���� ��������)� "�������*) �����	
����������#����# ������� ���� � ����� �
 ��������� ������ ������� ����������!& �
��������
 ����# �����
] ��*��
 *������ ����*!!������# ��� ��� %���!����	
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���
 ������!! � ���*��#� ����! �"����!� ����� ������� �����& K ��������)
(�� *������� ��� �������� ������# ���# � ���# *��������
 ����� !����#��
] 
�����
& 5�! �� !����� ������� ���*����� �� ����
 !������ !��*� "��# ���#!�
�������&

� ������� ���!��� ����!���� !����# �������� (�������� � ��*�����! ��*��	
��! ����� ����� ������!!��� ��� ��� %*����� 8���� �!��� ���� ���������� ��
.��& J&J� � !����#��! �����! �����������!� �������!�! � �!�*�#���! ��������	
����� ���������! W 2(q) = (2π)3W 2δ(q)& � (��! ��*�� �!�*�#�� ���������!��
(�������* ������ ������ ����!��������� ����� �*�)& � �����������! ��������	
����� (�� ����������*�� �����!* ����������* ��*����
 ����� ����W

< V (r)V (r′) >=
∫

d3q

(2π)3
eiq(r−r′)(2π)3W 2δ(q) = W 2 �J&J� 

�� ����������*�� ��*�) 1������#�� ���#��������*)��
2 ���������� ��*������
���� V (r)� �&�& ��������������!* ������#��!* ��*�)� �� ��������) � ���������	
��! ���� 1"����� �*!�2 �J&�� �	&

S����������� �� � (��� !����� !���� ����� ����*!!������# ���# %���!����	
���� ��� �R&�&K������ ,O�� & �����!�� � ���* ��� ��*���������� %*����� 8�����
���������!* �� .��& J&,& G�� *��������� �� ��*����* ��*����!* ���)� ����� ����	
!��������� � ������! ����! �"7�����)��� 1�������2 ���!� ���!����!� �����"�!�
� !� ���*��! ������!!��� ��� .��& J&J& '������������� � n	! ������� �� ���	
�������* ��*����� ���� � �����! ���� ���������� *���������� %*����� 8����
�!����� 2n ������� ����������
 ������� �����!� ����!��������� ���� ������!!�
(���� ������� ���*�)���� ���� ����"���# ��� �������� ���������� ����� ����	
!��������� � ���� ������� 2n �� .��& J&, & X��� ������ ����� ����!���������
�������� (�������* �*����� �!�*�#�� �� ������ ���
 ������!! � �����! �������
������ ����)�� 1������������2] ���!*����� ������ �����& � ���*�#����� �����	
����� %*����� 8���� �������������� � ����W

G(εp) = G0(εp)

{
1 +

∞∑
n=1

AnW
2nG2n

0 (εp)

}
�J&JQ 

��� An $ ������ ���� ������!! � n	! ������� (���� ���� �� ������� 2n �� �!���	
�*�� ����!��������� W  & ����� ��������#��� ������!!� ������ �����W

W 2nG2n+1
0 (εp) �J&JL 

�� ����������*�� 2n �������! �!�������# W 2n � ����������! ������� �*�����	
��!� �����!�� � ����� �����������) 2n+1 ���"����
 %*����� 8����& 3�������#
An ����� ���������# �� ��!"��������
 ���"������� ^ (�� ���� �����"��� ����	
��!� !���� ������� ��������# 2n ������ �*�������!� �����!� ����!���������&
R���� �����#� ��

An = (2n− 1)!! �J&JO 

� ��!�! ����� � ������ ������!!� �!����� 2n ������ � 2n+ 1 (���������� �����&
��"���! ��������#�*) ������*& X� !���� ��������# 2n − 1 �����"�! � �)"�� ��
�����#��
 2n − 1 ������& G���� (���� * ��� � ������������ �������� ��� 2n − 2

�	> ��!�� 	������ ���������� < V (r)V (r′) > "������������	� 
�������� �������������� ������

ξ '������1�� 	�����
��� ����� -5���� ���0 	������	����� ξ → 0� � ��		����������� ���	 ������
ξ → ∞
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1���"����
2 ������& '���� "��� �)"*) �� ��
� !���! ��������# �� � �������!���
2n − 3 �����"�!�& G���� (���� �������� 2n − 4 1���"����
2& R)"*) �� ��
 !����
��������# � �������!��� 2n − 5 �����"�!�� � �& �& 5���! �"����!� ������ ����
�����"�� ��������# 2n ������ � �����! ������� ����� (2n− 1)(2n− 3)(2n− 5)... =
(2n− 1)!!� �� � ���� �J&JO &

5����# !���� ������#�����#�� ��������! ��������#��! �������������!��W

(2n− 1)!! =
1√
2π

∫ ∞

−∞
dtt2ne−

t2
2 �J&�J 

5���� �J&JQ �������� �W

G(εp) = G0(εp)

{
1 +

∞∑
n=1

1√
2π

∫ ∞

−∞
dtt2ne−

t2
2 W 2nG0(εp)2n

}
=

=
1√
2π

∫ ∞

−∞
dte−

t2
2 G0(εp)

{
1 +

∞∑
n=1

t2nW 2nG2n
0 (εp)

}
=

=
1√
2π

∫ ∞

−∞
dte−

t2
2 G0(εp)

{
1 +

t2G2
0(εp)W 2

1 − t2G2
0(εp)W 2

}
�J&�� 

���� �� 
��* ����� !� ��!����� !����!� �*!!�������� � ��������������� � ����*!	
!������� �������*) ���������)��& G���� (��!�������
 ����"��������� ���*��!W

G(εp) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
dte−

t2
2 G0(εp)

1
1 − t2W 2G2

0(εp)
=

=
1√
2π

∫ ∞

−∞
dte−

t2
2 G0(εp)

1
2

{
1

1 − tWG0(εp)
+

1
1 + tWG0(εp)

}
�J&�� 

��� �� ��������#��W

GR(εp) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
dte−

t2
2

G0(εp)
1 − tWG0(εp)

=
1√
2π

∫ ∞

−∞
dte−

t2
2

1
ε− εp − tW + iδ

�J&�Q 

��� *�� ����� ��� GR
0 (εp) = 1

ε−εp+iδ � � ����� ������*!������� εp = p2

2m
��& G����

���� ��������
� = (2n)!! = 2.4.6...(2n) = 2nn!� �
������
�=

(2n − 1)!! = 1.3.5...(2n− 1) = 2n 1√
π

Γ

�
n+

1

2

�
($�?*+

������	 �
������
�� ����	�����
��� Γ8'�
�1��=

Γ(z) =

� ∞

0
dxxz−1e−x ($�?)+

����� ������� ��	�� �����
��� ��� ���
������� 	���
���
��=

n! = Γ(n+ 1) =

� ∞

0
dxxne−x ($�?7+

� ���#�

Γ

�
n+

1

2

�
=

� ∞

0
dxxn−1/2e−x =

� ∞

0
dxx

2n−1
2 e−x ($�?�+

��� ��	�� ����
� x→ t2/2� � 	 ������ ($�?*+� ���� ($�?$+�
��9	�������

�� ���	 ����� � ���������� 
�������	� ������������� �� �������
��&�������� '�
�1� �������	
�� ������

�� z=

Ψ(z) =
1√
2π

� ∞

−∞
dte−

t2
2

1

z − t
($�?H+
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.��& J&OW 6�����!!� ��� ����� ��"������� $ (������������ ���� (�������� �
��*�����! ��*����! ���� �[ � ��������)��� �� ��������� ���� �e &

�����"�������� tW = V ��������! �J&�Q � "���� ��������! ����W

GR(εp) =
1√

2πW

∫ ∞

−∞
dV e−

V 2

2W2
1

ε− p2

2m − V + iδ
�J&�� 

N�������� �!��� (���� ���*�#���� ������� ^ (������� �������� � �������������	
�� $ ���������! ���� V � ������� �������� ������������ �� 8�*��* � ������� W &
M���������� %*����� 8���� ��������� ����!"�# 1�"������2� � �����! �� ������

���� V ��������� ����# ����� �"������ �� ������� ��� � �����! �� 1�"������2
�(��!����� ����!"�� ��*����&

G������! ��� ���� ������� ������ (���� ��������� ���*�#���� �R&�&K������
,O��� :&R&P%���� ,OQ� & /�����! *�������� 6������W

G−1(εp) = ε− p2

2m
− Σ(εp) �J&�, 

��� ��"������� $ (������������ ���# !���� "��# ������������ ���%���! .��& J&O
�[ � � �����������! ���� �!��� ���W

Σ(εp) =
∫

d3q

(2π)3
Γ(p,p− q,q)G(εp − q)W 2(q) �J&�� 

/���# Γ(p,p − q,q) $ ����� ��������� ���#� ���������!�� ������!!�!�� ����	
�����!� �� .��& J&O �e ��& ' *���! ����� �� � ����!�������!�� ����� W 2(q) =

6���� ($�?B+ ��#
� ����	��=

G(εp) =
1

W
Ψ

�
1

WG0(εp)

�
($�?,+

��4������� ��� ��� %������

�" -��
1�0 %��� �����
� 	������	��� � ��������� !�� (�����8
#� !��+ '�
�1�� .��
� GR(A)� � 	������	���� 	 ���� ������� �� %��" '�
�1�� ����������	� ��
($�@)+� 9��

� %�� ��	������	��� ��������� ��	��������	� ��� ����	��
�� �����
� Γ(p,p, 0)
���	��� ��''���
1���
�� ��#��	���� q���� ($�@$+
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(2π)3W 2δ(q)� *�������� �J&�, � �J&�� �������� �W

ε− p2

2m
−G−1(εp) = W 2G(εp)Γ(p,p, 0) �J&�I 

������� Γ(p,p, 0) *������������ ��������* M���� ����W

Γ(p,p, 0) =
dG−1(εp)

dε
�J&�J 

������� ����� ��������� ���!�! ��%%�������������! ������!!���� ���� ��� ��"	
������� $ (������������ ���� Σ(εp)& 5���� �� �J&�I ��������� ��%%��������#���
*�������� ��� %*����� 8����W

W 2 dG

dx
+Gx− 1 = 0 �J&�� 

��� ����� x = ε − p2

2m + iδ& G��!�� ������� �J&�� � �������! *������! G(x) = 1
x

��� x→ ∞ ��!������� ���� �J&�� &
.��*�#��� �J&�� � ���*����� ��4�5� �*!!��������! ����� %���!��������� ��	

�� �J&JQ �����#�� �����������& 4����!��� ��������#��� ��������#� ����������*)	
��� �J&�� � �!��� ���W

A(εp) =
1
π

1√
2πW

∫ ∞

−∞
dV e−

V 2

2W2 δ

(
ε− p2

2m
− V

)
=

1
π
√

2πW
exp

(
−

(ε− p2

2m )2

2W 2

)
�J&�� 

� ������������ ��"�� ���!���� ��*���� ���& ���"��� �*��� ��!����#� �� ����	
����� �J&�� � � ���������#)� �� �������� � �!* $ �� ���� �J&I� � �&�& � %*�����
8���� � ���!���! 1�����������!2 ���)��!� ��� ���"�� �� �!��� ���)���&

H� �J&�� � �J&�� ����*��� ��������# ��������# (���������
 ���������W

N(ε) = − 2
π

∫
d3p

(2π)3
ImGR(εp) = 2

∫
d3p

(2π)3
A(εp) =

=
2√

2πW

∫ ∞

−∞
dV e−

V 2

2W2

∫
d3p

(2π)3
δ

(
ε− p2

2m
− V

)
�J&�Q 

��� !�������# 2 �����
���� �� �*!!�������� �� ����*& '�������������W

N(ε) =
23/4m3/2W 1/2

π2�3
G0

(
ε√
2W

)
�J&�L 

��� "�����!����� %*����� G0(x) ���������� ���W

G0(x) =
1√
π

∫ x

−∞
dye−y2

(x− y)1/2 �J&�O 

� ��� �� ������� �� .��& J&,�& G�� ε > 0 � ε
W � �!��!W

N(ε) = N0(ε) −
(2m)3/2W 2

16π2�3ε3/2
�J&Q� 

��� ������ ������!�� ������������ ��"�� !��*) �������* � ��������� ���������
���"����
 (��������� ��*����� �� .��& J&,� W

N0(ε) =
(2m)3/2

2π2�3

√
ε �J&Q, 
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.��& J&,�W N*����� G(x)� ��������)��� ��������# ��������� � !����� K������&

4��"���� �*���������� ���"������#) ���*������ ������ ������� �������� ��	
������� 1
�����2 ��������� ��������� � �"����� ε < 0& G�� ε < 0 � |ε| 
 W ���
1
�����2 ���*��! ��*����* ���!������*W

N(ε) =
21/4m3/2

√
W

4π2�3

(√
2W
ε

)3/2

exp
(
− ε2

2W 2

)
�J&Q� 

S"��������� 1
�����2 ��������� ��������� � ����������� ���� �������� �"��! ��	
�*�#����! (���������� ������ ��*����������
 �����! +,�-& .��*!������ �������	
��� ��� ��������� ��������� � (��� �"����� (������ �� �������� *��������#��! �
������� �� !����� ��*������ ���� �1"���������2 &

> ��	�
�	��� -"��	�0 ����
�	�� 	�	���
�� � ���� ��
� ���������	�� ���
����� � � ��		���8
��

�� ���� ������ -������ ����0� q����	� �������� ��� � %��� ������ (��� d = 3+ ��� ε < 0
�)?�=

N(ε) ∼ exp

	
−const |ε|

1/2�3

m3/2ρv2



($�B�+

��� |ε| � Esc ∼ m3(ρv2)/�6� ��� 	������	����� �	���� |ε| � γ(ε)� ��� γ(ε) = πρv2N0(ε) ∼
ρv2 m3/2

�3
√
ε�

/�� ������ ���		��� 	�����
��� ���� 	 ������������� "���������� !��	� ��
��
�� �����8
��1��

�� ���
�� ξ� ���
��� � "�������
�� ����	�� %
������ ������

�� 
� A�	� $�))� ��� ���
���	���
	��� ������
�	�� d < 4 %
����� Esc� �������� !�� ������� ����	�� -	��
�� 	����0 (��
�	����� γ(ε) = ε+ ����������	� ��� (o�>�2����	���� ),BB+=

Esc =
m

d
4−d

�2d
(ρv2)

2
4−d ($�B$+

L���� ����� � %��� ������ ���
����� �!� ��
� "�������
�� %
�����=

E0 ∼ �
2

mξ2
($�B?+

��� %��� '���� -"��	��0 ����
�	�� 	�	���
�� � ����	�� Esc � |ε| � E0 ����������	� ����#�
�8
��� ����!� !�� ($�B�+ (o�>�2����	���� ),B,+=

N(ε) ∼ exp

	
−Ad

|ε|2−d
2 �d

ρv2



= exp

	
−Ad

� |ε|
Esc

�2− d
2



($�B@+
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.��& J&,,W U���������� �"����� (������ � ����� �" (�������� � ��*����! ����&

��� Ad = const� ����	�!�� ����� �� d� > ����	�� |ε| � E0 �	��������� -"��	��0 	��
����	�
���		����=

N(ε) ∼ exp

�
− ξd

ρV 2
E2

�
($�BB+

��� �
������
� ������

��� ���� ��������� ($�B7+�

&�& �����!����	' � !�����	����� ���
�� ������

G�������! ����!������� ����� �" (�������� � ���� ��*����
 ���!���� ���*�	
����! ��*����! ���� � �����������! ���� 1"����� �*!�2 & ��������� ������ $
�"��� !���� ������ �������!���� ����� �����!�& ���� !� *�� ������� �� ���
��������� �������!���� �*��� ����# %*����) ������� ���� ��������# $ ����	
����# χ(qω)� ����� !���� �����#�����# ��&,,� � ��&,,� & G�� (��! !� *"������#�
�� (�� %*����� ������� �� ������#) �� ����� !���� "��# ���*��� ��������	
���! �����������! �iωm → ω + iδ !��*"��������� ���������������� ���������
Π(iωmq) (����������� ����W

σ(ω) = − lim
q→0

ie2

q2
ωχ(qω) = lim

q→0

ie2

q2
ωΠ(qiωm → ω + iδ) �J&QL 

3� ����!�������! ���"����� �������!�������*)��� !���* ��"�� (�������� �
���� ��*����
 ���!������& ' ���� ������ ��������� !�
����� ����� ��������
������������ ��� ������ (�������� ������ �*�����*)� ��������� ������������
��!] ��4�5� ��"�������� %*����� � (������ � ����� �������!�! �������� �%��	
���������� ���%��*������ ���!������W

Hϕn(r) = εnϕn(r) �J&QO 

���

H =
∫
drψ+(r)

{
−∇2

2m
+
∑

i

v(r − Ri)

}
ψ(r) �J&L� 

��&�!�� ��	�#��
�� ����������� 
�#� ���"��� ��#
� 
���� � �)@� )B��
��9��

� ��	�#������	� ���� ���1����� �	���
�
�� ������� ������ '�����
� -�
�����	���8
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� �	���
�

�� '�
�1�� .��
� �#� 
� ���� �	� '�
�1���� .��
� ����	����������

����� ������K &
� ���	��� � �����
�� �	���
�

� �� 	����	����	���� �
	���� -�����1��0 	�
�	������#
��� ��
'�����1���� ��		����������
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'�������������� !���� ������ ���*����������] ���������)��� � �������)���
%*����� 8���� *�������� V��������� �J&QO ���W

GR,A(rr′, ε) =
∑

n

ϕn(r)ϕ∗
n(r′)

ε− εn ± iδ
�J&L, 

���� ����� %*�#� $ ����"��������� �� ������ �� ��������� �����#��W

GR,A(pp′, ε) =
∑

n

ϕn(p)ϕ∗
n(p′)

ε− εn ± iδ
�J&L� 

.������� (���������� ��������� � ������������� ����
 ��"�������
 %*�����W

ψ(r) =
∑

n

anϕn(r) ψ+(r) =
∑

n

a+
nϕ

∗
n(r) �J&LI 

��������! �������� ��������� (��������� ���W

ρ(r) = ψ+(r)ψ(r) =
∑
mn

ϕ∗
n(r)ϕm(r)a+

n am �J&LJ 

5���� ����������*)�*) %*����) ������� ��������# $ ��������# !���� �������#
�� �"��� �
�!�� ��������� ���� � ��&L, $ ��&LQ � ��� �� ��� T = 0 ���*��!W

χ(rr′, ω) = i

∫ ∞

0

dtei(ω+iδ)t < 0|[ρ(r, t), ρ(r′, 0)]|0 >=

= 2
∑
mn

ϕ∗
n(r)ϕm(r)ϕ∗

m(r′)ϕn(r′)
n(εm) − n(εn)
ω + εn − εm + iδ

�J&L� 

��� *��������� ������� �� �������!* ��������)� � !�������# 2 *������� �"� ��	
��������� ����� (��������& ��������� �J&L� ���� ���������� ��� ��&L, ��� ���	
�!�������!�� �����& N��������� ��� �������*�� /	������*1 ��� ���!����! ���	
%��*�����! %*����� ������� χ(r − r′, ω) =< χ(rr′, ω) >� ���������������� %*�#�
$ �"��� ������� !���� "��# ������� ���W

χ(qω) = 2
∑
pp′

∑
nm

〈
ϕm(p+)ϕ∗

m(p′
+)ϕn(p′

−)ϕ∗
n(p−)

n(εm) − n(εn)
ω + εn − εm + iδ

〉
=

= 2
∑
pp′

1
2πi

∫ ∞

−∞
dε
{
[n(ε+ ω) − n(ε)] < GR(p+p′

+, ε+ ω)GA(p′
−p−, ε) > +

+n(ε) < GR(p+p′
+, ε+ ω)GR(p′

−p−, ε) > −
−n(ε+ ω) < GA(p+p′

+, ε+ ω)GA(p′
−p−, ε) >

}
�J&L� 

��� ������ ��������� ����������� ��������������� � �����#�������! �J&L� � � !�
����� p± = p ± 1

2q& ��������� �J&L� !���� ���������# ���W

χ(qω) = −
∫ ∞

−∞
dε{[n(ε+ ω) − n(ε)]ΦRA(εωq) + n(ε)ΦRR(εωq) − n(ε+ ω)ΦAA(εωq)}

�J&LQ 
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.��& J&,�W 6�����!!��� ���������� ���������������� ��������� � ���!����� ��	
���!� �[ � ��������)��
 ��� ������ Γ �e � T �A &

��� ����� �"��������W

ΦRA(εωq) = − 1
2πi

2
∑
pp′

< GR(p+p′
+, ε+ ω)GA(p′

−p−, ε) > �J&LL 

� ���������� ��������� ��� ΦRR � ΦAA& /�!���!� �� !� ���)��� � (�� ����	
������� ������*) 1�����*2&

G�����*��� ����!������� ���������# � T = 0& M"���!��� �� ���������� ���
T �= 0 ��������� ���*�)��� � �����������! �����������! ����������*)��

!��*"�������
 %*�����&

G��#�*��# �������!� 1���!�����2 ������!!��� ��
����� !� !���! ����������#
!��*"�������� ��������������� �������� � ����� ���������! �� .��& J&,� �[ & �
�����������! ���� �!��!W

Π(qωm) = 2T
∑

n

∑
p

G(pεn)G(p + qεn + ωm)T (p,p + q, εn, εn + ωm) �J&LO 

� *�������� ��� ������ Γ � T � ������������ ���%����� �� .��& J&,� �e ��A & '*!	
!* �� ������! � �J&LO !���� ��������#� ���#�*��# �"��! !�����!� ��������!
���� � ����� � �I&J� $ �I&JJ & 4����� � �J&LO ��*
 %*����� 8���� �� ������!��
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.��& J&,IW K���*� ��������������� �����#�*�!�� ��� ��������� �*!!� �� !��*	
"�������! ������!&

�����)��!��� �� iωm �������� � ��������) � �
 ������������ ��*
 ���������� �
��!�������� ��������� ������ ^ ������ ����# z = ε� � ��*���� $ ����# z = ε−iωm&
5����� ���#�*��# %��!*��� �I&IL !���� �������# �
����*) � �J&LO �*!!* � ����W

S(iωm) = T
∑

n

f(iεn, iεn + iωm) = −
∫

C

dz

2πi
n(z)f(z, z + iωm) �J&O� 

��� f(z, z+iωm) = G(z)G(z+iωm)T (z, z+iωm) ��!�*�#�� ��� ��������� ��*����!] �
� n(z) $ %*����� N��!�& G�� (��! ����*� �������������� C ������� �� .��& J&,I&
'�������������� ���������� �J&O� � ���� ���������� �� �����! ���!�! *���	
��! ����*�� C ���������� �� "�������� *�������! �*��! ���*������ �����)�] �
���*��!W

S(iωm) = −
∫ ∞

−∞

dε

2πi
n(ε)[f(ε+ iδ, ε+ iωm) − f(ε− iδ, ε+ iωm)] −

−
∫ ∞

−∞

dε

2πi
n(ε− iωm)[f(ε− iωm, ε+ iδ) − f(ε− iωm, ε− iδ)] �J&O, 

'����� ��!��* ωm → ω + iδ� ���*�!W

S(ω) = −
∫ ∞

−∞

dε

2πi
n(ε)[fRR(ε, ε+ω)−fRA(ε, ε+ω)+fRA(ε−ω, ε)−fAA(ε−ω, ε)] �J&O� 

��� �"�������� ���� fRA(ε, ε′) �����)� f(ε − iδ, ε+ iδ) � �& �& '���� ����!�����
ε→ ε+ ω � ��������
 ��*
 ����
 ����W

S(ω) =
∫ ∞

−∞

dε

2πi
[n(ε) − n(ε+ ω)]fRA(ε, ε+ ω) −

−
∫ ∞

−∞

dε

2πi
[n(ε)fRR(ε, ε+ ω) − n(ε+ ω)fAA(ε, ε+ ω)] �J&OI 

��I����
��� ��� '�
�1�� .��
� G(pz) ����� ������ � �������	
�� ���	��	�� z ���� �������
������������ �	������ Imz = 0�
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: (��� �� �*�� ����� ��������� � �J&LQ � ���� ������ �"��������W

ΦRA(εωq) =
1

2πi
fRA(ε, ε+ω) = − 1

2πi
2
∑
p

GR(ε+ωp + q)GA(εp)T (p,p + q, ε, ε+ω)

�J&OJ 
�� ���# ������ ��*��� %��!� ������ �J&LL � ��� ��� *�� �������� ���� *����	
������ %*����� 8���� GR(ε + ωp + q) � GA(εp)� � ����� *��������*) ������*
T (p,p + q, ε, ε + ω)& K��!� ����� ������#�* ������ �����# � !��*"�������� ��
	
����� %��!������� %*����� � �J&OI ����� �����# ��� T > 0& 5���! �"����!� ���
T > 0 �!��!W

χ(qω) = −Π(qiωm → ω + iδ) = −
∫ ∞

−∞
dε
{
[n(ε+ ω) − n(ε)]ΦRA(εωq) +

+ n(ε)ΦRR(εωq) − n(ε+ ω)ΦAA(εωq)
}

�J&O� 

�� ���# ������ (��������� �J&LQ � ��� � ��������� ������#]
�����!�� � ��������) �J&LL & H����#�*� GA(pp′, ε) = [GR(p′p, ε)]∗� ���*�!

ΦRR(ε00) = −[ΦAA(ε00)]∗& 6����� ����*��� �����#� ��W

ΦRR(ε00) =
1

2πi
2
∑
pp′

∂

∂ε
< GR(pp′, ε) > �J&O� 

��� < GR,A(pp′, ε) >≡ GR,A(pε)δ(p − p′) �

GR,A(pε) =
1

ε− p2

2m + µ− ΣR,A(pε)
�J&OQ 

$ ���������)��� ��������)��� %*����� 8����� ���������!�� ��������� ����
1���!�����2 ������!!��� ��
�������& 4���*��� *"����#��� �� ����������� ����*	
)��� ���������W ∫ ∞

−∞
dεn(ε)Im

{
−2πiΦRR(ε00)

}
= πN(EF ) �J&OL 

�� ���*����� ���!�� ������������ �J&O� � �J&OL � ������*)��! �������������	
�! �� ����!� � *���! ����������� ��������� ���������W

N(ε) = − 2
π

∑
p

ImGR(pε) �J&OO 

G�� T � EF �!��!��W (
−∂n(ε)

∂ε

)
≈ δ(ε) �J&,�� 

� ��������������W
n(ε+ ω) − n(ε) = −ωδ(ε) �J&,�, 

5���� �� �J&LQ ��� �J&O� � � �����#�������! �J&OL � ��� !���
 q � pF � ω � EF �
�!��!W

χ(qω) = ωΦRA(qω) +N(EF ) �J&,�� 

����� ��	����" � ��1������	��� ��"
��� �������� R ��� A '�
�1�� ��	�� �
�������	����
������#�
�� iεn → ε± iδ

��I����
��� ��� � 
�	 EF ������ ��� 
����� ��	���� %
������ ��� ���� '������	��� �� �	�"
'������" EF = 0�
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��� ����� �"��������
ΦRA(qω) = ΦRA(qωε = 0) �J&,�I 

G�� q = 0 %*����� ������� ��������# $ ��������# ������ �"�����#�� � �*�#
��� ��������#��
 �������
 ω �� �"��
 ���"������� +,�-& P�� ����� �����!��� ��
��������� ��&,,I � ��&,,J & '�������������� �� �J&,�� ���*��!W

ΦRA(0ω) = −N(EF )
ω

�J&,�J 

�� ������������ ��"�� ��������� ������� ��������� M����� ���������� � ������!
��
������� ������& 5���� !���� ���������# �J&,�� ���W

χ(qω) = ω
{
ΦRA(qω) − ΦRA(0ω)

}
�J&,�� 

� �"��� ��������� ��� �������!���� �����!� ��&,,� �������� �W

σ(ω) = − lim
q→0

ie2
ω2

q2
{
ΦRA(qω) − ΦRA(0ω)

}
�J&,�� 

P�� ��������� ��������� *��"�� ��� ���������
 ���������� ������#�* ���
������ ��*
������� %*����� 8���� ������ ΦRA(qω) !���� �����#�����# ���	
�!������*) ���� 1���!���*)2 ������!!�*) ��
���*&

Z����� ��� ������ �������!���� �����!� ������!!��!� !�����!� �����#�*��	
�� ������#�� ���� ���
��� ���������� �� ����!������� ������� �� ������� ������
$ ���������& S"��� ��������� ��� ������� �������!���� �!��� ����� ����	W

σµν(qω) =
1
iω

{Φµν(qω + iδ) − Φµν(q0 + iδ)} �J&,�Q 

���

Φµν(qiωm) = T

∫ β

0

dτ

∫ β

0

dτ ′eiωm(τ−τ ′) < TτJµ(qτ)Jν (−q, τ ′) > �J&,�L 

��� J(p) $ %*�#�	�"��� ��������� ��&�& 1����!���������2 ����W

J(q) = − ie

2m

∫
dre−iqr

[
ψ+(r)∇ψ(r) −∇ψ+(r)ψ(r)

]
�J&,�O 

'
�!�������� ����� (��
 ��������� �������� ����*)��! �"����!& .���!����!
������ �����!� �� ������� ��������� ���������� ����!��������� � ������! ���	
�������� ��"����� � ��������� ��!��#������� ����*)���� ����W

Hext = −J(r)A(rt) �J&,,� 

����! ���#!�! A(rt) � ���� ������� �����W

A(rt) = A(qω)eiqr−iωt �J&,,, 

��� �� ����������*)��� (����������� ���� �!��� ���W

E(rt) = −∂A(rt)
∂t

= iωA(qω)eiqr−iωt �J&,,� 

�	A�������	�� � �������
�� 	�	���� � � ��	��	���� �
��
��� ���
��
��� ���� σµν = σδµν
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5����� � ������������ � �"��! %��!����!�! K*"� +,,-� ���*��! �1����!��������2 
������ �����!� � ����W

Jµ(qω) = χp
µν(qω)Aν(qω) =

χp
µν(qω)
iω

iωAν(qω) =
χp

µν(qω)
iω

Eν(qω) �J&,,I 

���

χp
µν(qω) = i

∫ ∞

0

dteiωt < [Jµ(qt), Jν(−q0)] > �J&,,J 

H� ������������ ���� �"���� �"�*������ ����� ��������� ������� � !��*"����	
���! %��!����!�! ����� �� χp

µν(qω) = Φµν(qω+iδ)� �&�& ���*����� �����������!
�����������! �J&,�L &

G����� (����������� ��� � �����!�� � ����*������ �������� ������ $ �����	
������ �����W

Jtot = J− ne2

m
A �J&,,� 

��� ������ ������!�� ������������ ��"�� 1���!��������2 ���� ��������� � ��!� ��
�������# (�������� � (��! ��*�� �!��� ��� v = 1

m (p− eA)& ' ��*��� ��������
��� ω = 0 ����������� ������ $ ��������� �!�������� ����  (����������� ��� �
�����!� ����!��#��! !������ ���*����*��� ��� �� 1���!��������2 ��������)���
� �J&,,� �������#) ��!������*�� 1����!������*)2��& 5���� �!��!W

χµν(q0) = Φµν(q0) =
ne2

m
δµν �J&,,� 

���*�� ��!������� ����*�� �"��� %��!*�� �J&,�Q ��� �������!����& N��������
�J&,,� � ����"�� �J&,�J � ����� ���# ��������� ������� ��������� M����&

5����# ����� �� ��������#��� (��!��� ������� �������!���� ��� q = 0 !����
�������# � ����W

σxx(ω) =
1
iω

{Φxx(ω + iδ) − Φxx(0 + iδ)} �J&,,Q 

���� ��������� �J&LO � !���� �������#W

Φxx(iωm) = −2eT
∑

n

∑
p

px

m
Jx(p,p,εn, εn + ωm)G(εnp)G(εn + ωmp) �J&,,L 

G�� (��! !� ����� 1�����*)2 ������*W

Jµ(p,p, εn, εn + ωm) ≡ e

m
pµΞ(p, εn, εn + ωm) �J&,,O 

���������� �������� ������������ ���%���!� .��& J&,� �A � � ������
 1����������2
������� �������������� !�������# e

mpµ&
'�������������� ��������� �J&,,L � ����W

Φxx(iωm) = −2e2T
∑

n

∑
p

p2
x

m2
Ξ(p, εn, εn + ωm)G(εnp)G(εn + ωmp) �J&,�� 

� �������� �*!!�������� �� n � ������������ ����������� iωm → ω+ iδ � ����	
��� ������ ��� (�� �������# ����� ���*�! ��� ���������� �������!���� (ω → 0)W

σxx =
e2

2π

∑
p

p2
x

m2
Ξ(p)GR(p, 0)GA(p, 0) �J&,�, 

��2 ���
�	� �� ������ ������ ������
������ ;�
���K 5���� ������
�� ��	�#��
�� %��� 	�8
���1�� ����� �������
� 
�#� � ������ ��	��!�

�� 	���"���������	���



O��� E������
� Y��� L ���H
����� W�
BB����X 
 W	�H����X� ,,,

��� ������ ���������� ������ Ξ(p) = Ξ(p, 0 − iδ, 0 + iδ)&
�������� ��� 	������ � ��� ������ �
������
�� ��!�� ����#�
�� ��� 
������
��
�� ("��8

���	���+ ���������	�� � ���	��	���� (	������+ �
��
��� ���
��
��� ����H (`�kSrSnCQC� `�lD\_CsC�
t�uCZC� ),@,+=

σxy =
eH

m

e2

4πi

�
p

px

m
Ξ2(p)

�
GR(p, 0)

∂

∂px
GA(p0) − ∂

∂px
GR(p, 0)GA(p, 0)

�
($�)77+

��� ���� ��������
�� ����� ��	���� %''���� v�����

&�( ��������� <�	� * )� ��	���+ 8!������9 � 8�#

�����9�

H���� �������� �J&,�� � ��� ������ %*����� ������� ��������# $ ��������# χ(qω)�
� � ��� � �������!���� �����!� �J&,�� � ��! ���"
���!� ��*��#�� �������# ��	
����*��W

ΦRA(ωq) = − 1
2πi

2
∑
pp′

< GR(p+p′
+, E + ω)GA(p′

−p−, E) > �J&,�I 

�������� � ���) �����#� ������������ ��*
������� %*������ 8���� ����W

ΦRA
pp′(Eωq) = − 1

2πi
< GR(p+p′

+, E + ω)GA(p′
−p−, E) > �J&,�J 

� ������� ������������ ���%���!�� ���������!� �� .��& J&,J �[ & M��"�� ������
�������*) %*����) Γpp′(qω)� ���������!*) ���������!��W

ΦRA
pp′(Eωq) = − 1

2πi
GR(p+E+ω)GA(p−E)

{
δpp′ + Γpp′(qω)GR(p′

+E + ω)GA(p′
−E)

}
�J&,�� 

� ���%���!�� ���������!� �� .��& J&,J �e &
6���� *��"�� �������� ������%�����) ���%���� ��� ������� �� �������!��

���������!�� �� ��*! (���������! R � A �����! � ���������!�� � 1R − A $
������2 ������� 1������ $ �����2 & 4����!��� �� .��& J&,J ������ � ����� ���%���
� ������ ���� �������!�� � �����#��� ����)��� ���������!�!�& 5���� ����� ��
������ ������� Γpp′(qω) ����������� ��������#��! *��������! T��� $ '���������
���������! ���%����� �� .��& J&,� � �!�)��! ������������ ���W

Γpp′(qω) = Upp′(qω) +
∑
p′′

Upp′′(qω)GR(E + ωp′′
+)GA(Ep′′

−)Γp′′p′(qω) �J&,�� 

��� "��� Upp′(qω) �"������� �*!!* ���
 ������!!� ����������!�
 ����������!�
 
� R−A $ ������� ���� ���������
 �� .��& J&,� �e &

� ���������! ���"�������� ��� Upp′(qω) !���� ����# ���#�� ����*) ������!	
!* �� ������ ���� .��& J&,� �e ���W

U0(p − p′) = ρ|v(p − p′)|2 ��� U0 = ρv2 �J&,�Q 

��> ���
������ ��� ������	��� �	 �� �������������	� µ = EF ≡ E, T = 0
��> ���
����� ����#�
�� � %��� � 	���� !�" �������" ��

�� ����� ��� � �	
��
��� 	������

�)@� � �)B��
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.��& J&,JW 6�����!!� ��� ��*
������� %*����� 8���� �[ � ��������� ����
Γpp′(qω) �e & ���
��� (���������� ����� ����������*�� ���������)��� %*�����
8���� GR(p+E + ω) �1������2 � � ������ ^ �������)��� GA(p−E) �1�����2 &

.��& J&,�W M�������� T��� $ '�������� ��� ��������� ���� Γpp′(qω) �[ � ���%���
������� ������� ��� ���������!�� � R−A $ ������ ������� Upp′(qω) �e &
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.��& J&,�W M�������� T��� $ '�������� ��� ��������� ���� Γpp′(qω) � 1������	
��!2 ���"������� �[ � ����������*)��� ���%��� �����
 �������� �e &

��� ������ ��������� ����������� ��� �����
 ���!����& 5���� �J&,�� ����"������
���� ���������� ���%����� �� .��& J&,� �[ � ������� �������� �!��� ���W

Γ0
pp′(qω) =

U0

1 − U0

∑
pG

R(E + ωp+)GA(Ep−)
�J&,�L 

� ���������� ������* Γpp′(qω) � ���� �*!!� 1��������
2 ������!!� ���������

�� .��& J&,� �e &

G������! � ����! ���������!� ����! �������! �
 ��� ������������ ���	
�����#��� ���!������� d& 1S�������2 (��!���� ��������)��� �J&,�L � !���� "��#
������� ���W

Id(qω) =
∑
p

GR(E + ωp+)GA(Ep−) =

=
∫

ddp

(2π)d
GR

(
E + ωp +

q
2

)
GA
(
Ep − q

2

)
=
∫

ddp

(2π)d
GR(E + ωp− q)GA(Ep) =

=
∫

ddp

(2π)d

1
E + ω − ξ(p) + vF q cos θ + iγ

1
E − ξ(p) − iγ

�J&,�O 

��� ����� *���������� %*����� 8���� � ���������! ���"������� �J&�O � �J&I� &

/���# �������# �� *����� N��!� vF =
√

2E
m � � ���*
���� � !����� �����
 �����	

�������� γ = πρv2ν(E) = πU0ν(E)� ��� ν(E) $ ��������# ��������� (��������� ��
*����� N��!� E � d $ !����! ������������ ��� ������ ����������� �����&

>	����� !��	� 
�#� �
������� �� �����
��� ���� θ � d 3 ���
�� ���	���
	���� ����	�� �	�
	 ����! 	���� !��� ���	���� �������=�

ddp

(2π)d
f(p, θ) =

1

(2π)d

� ∞

0
dppd−1Ωd−1

� π

0
dθ sind−2 θf(p, θ) =

=
Ωd

(2π)d

� ∞

0
dppd−1 Ωd−1

Ωd

� π

0
dθ sind−2 θf(p, θ) ≈ ν(E)

� ∞

−∞
dξ

Ωd−1

Ωd

� π

0
dθ sind−2 θf(ξ, θ)

($�)�*+
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��� Ωd = 2πd/2

Γ(d/2)
3 �����"
�	� 	'��� ���
��
��� �����	� � d 3 ���
�� ���	���
	����

6�� !���
 ω � q !���� �������#��W

1
E + ω − ξ(p) ± vF q cos θ + iγ

≈

≈ 1
E − ξ(p) + iγ

− ω ± vF q cos θ
(E − ξ(p) + iγ)2

+
(ω ± vF q cos θ)2

(E − ξ(p) + iγ)3
+ · · · �J&,I, 

��� ��W

Id(qω) ≈ ν(E)
∫ ∞

−∞
dξ

Ωd−1

Ωd

∫ π

0

dθ sind−2 θ
1

E − ξ − iγ
×

×
{

1
E − ξ + iγ

− ω + vF q cos θ
(E − ξ + iγ)2

+
(ω + vF q cos θ)2

(E − ξ + iγ)3
+ · · ·

}
�J&,I� 

H�������� �� ξ (��!������� ������)��� !�����! ������� ��� �� ���*��!W

Id(qω) ≈ ν(E)
Ωd−1

Ωd
2πi

∫ π

0

dθ sind−2 θ

{
1

2iγ
− ω + vF q cos θ

(2iγ)2
+

(ω + vF q cos θ)2

(2iγ)3
+ · · ·

}
=

=
π

γ
ν(E)

Ωd−1

Ωd

∫ π

0

dθ sind−2 θ

{[
1 +

iω

2γ
− ω2

4γ2

]
+
[
ivF q

2γ
− vF qω

2γ2

]
cos θ − v2

F q
2

4γ2
cos2 θ

}
�J&,II 

H�������� �� θ (��!�������W

Ωd−1

Ωd

∫ π

0

dθ sind−2 θ = 1 �J&,IJ 

Ωd−1

Ωd

∫ π

0

dθ sind−2 θ cos θ = 0 �J&,I� 

Ωd−1

Ωd

∫ π

0

dθ sind−2 θ cos2 θ =
1
d

�J&,I� 

5����� � *���! π
γ ν(E) = U0 � γ = 1

2τ � ��������#�� ���*��! ��� ���!������� �

�J&,�L W

1 − U0Id(qω) = − iω

2γ
+

ω2

4γ2
+D0

q2

2γ
≈ −iωτ +D0τq

2 �J&,IQ 

1 − U0I
∗
d (qω) ≈ iωτ +D0τq

2 �J&,IL 

���

D0 =
1
d
v2

F τ =
1
d

2E
m
τ =

1
d

E

mγ
�J&,IO 

$ �"���� 1��*�������2 ��(%%������ ��%%*��� � d $ !����! ������������& '���	
���������� �� �J&,�L � ���*��! ����*)��� ������� � ���#!� ������ ���������
��� ������� � ��../�����5� ��
2��W

Γ0
pp′(qω) =

U0τ
−1

−iω +D0q2
=

2U0γ

−iω +D0q2
�J&,J� 

��9� ��	���� !��� ��		�����
�� �	
�� ��� ��� ���� � ω � γ � vF q � γ
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.��& J&,QW ��������� ���# �"���� ���� �[ � �������� ���*�)����� �� ��� �"��	
�����! ����������� ����� �� (���������
 ����� �e & G����� ���%�� �e ���*��
������! 1���������!2 ���%��� �[ � �������� �� �� ������ ��������� � �[ & ���	
��� ���%�� �e ���*����� �� ������� �"�������! ����������� ������ ������ ��
���!���� ��� ������ �������������� ���������#�� �"������� ���!���&

���� ��� �������!�� ��../�����&
H�������� � ���#!� ����� ��!����#� �� ��� ������ � �����!� ��������������

�� ��������) � �"������) ���!���� ������ ��������� ���# Γp,p′(q, ω) �"������
����*)��! �"��! ��������!W

Γp,p′(q, ω) = Γ 1
2 (p−p′+q), 1

2 (p′−p+q)(p + p′, ω) �J&,J, 

� ��!�! ����� ����!����! ������* �"���� ����� ��������*) �� .��& J&,Q �[ & /���#
��������� 1*����������2 �*!������ �!�*�#���W �� ������ ����� ��!��� �!�*�#	
��� ������ � �� ���
��� $ �������& G�� (��! !��#��� ��!�� ����������*�� �
�	
����� ������ � "��#��� $ ��
������& H!��! �"��� ����� ��
�������W

p1 + p2 = p3 + p4 = p + p′ �J&,J� 

��� ��

q = p1 − p4 = p3 − p2 p =
1
2
(p1 + p4) p′ =

1
2
(p2 + p3) �J&,JI 

4� ��� ������ �������������� ���������#�� �"������� ���!��� �����������
��������� p � −p ������ (�����������] 5���� !� !���! �"�����# ������������

��&������� ��� 	����!�
�� ������ 
� ����	�!��� �� ω � q � �
���
����� ($�)7H+� �������!�� �
	�!�	�����
� ��''����

��� ��� 	� � ($�)$*+� '������	��� ������	� 	���	����� ����
� 	�"��8

�
�� ��	�� ��	��1 (��#��	��� q����+ (2�>�o������ 5���6��������� ),B?+�
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.��& J&,LW 1K*�����2 ^ �"������� ����������� (���������� ����� � ��%%*����
���� 1�������*2 � ������ 1������ $ ������2 ��� ������������#����# 1!����!��#��
�����������)��
��2 ���%���� � ������ 1������ $ �����2&

�����!� ������ �1�������2 ������ ��!���� ���� �� �!�*�#��& 5���� ������!!�
.��& J&,Q �[ �������� �� ����*) ������!!* �� .��& J&,Q �e & G�� (��!� �����������
�J&,J� � �J&,JI ������*� �W

p1 + p2 = p3 + p4 = q �J&,JJ 

�

p+p′ = p1−p4 = p3−p2
1
2
(p1+p4) =

1
2
(p−p′+q)

1
2
(p2+p3) =

1
2
(p′−p+q)

�J&,J� 
5���! �"����!� �"������� ����������� ������ ����� �� ���%��� .��& J&,Q �[ �
���*���!�� ��� ������ ��!!����� t → −t� (����������� ����*)��� ��!��� � ��	
�*!����
 (��� �������W

q → p + p′ p → 1
2
(p− p′ + q) p′ → 1

2
(p′ − p + q) �J&,J� 

�� � ���� ����������� �J&,J, &
G��!���! ����!������*) ������*�* � ��%%*���* �J&,J� � ���%���! .��& J&,�

�e & ����!� �� �"������� ����������� ������ ����� �� (��
 ������!!�
 ����
1�������*2 � ������ 1������ $ ������2� ���� �� ���� ��!��� ������������#����#
1!����!��#�� �����������)��
��2 ���%���� ����%��� R������ $ 4��� �g&@&h[DmC=�
x&pC[>� ,O��  � �� �������� �� .��& J&,L& :����������� ��������� ��� �*!!�
����
 ������!! ����� ���*����� ��!���� ����!����
 �J&,J� � ��������� ���
��%%*���� �J&,J� ��W

UC
pp′(qω) =

2γU0

−iω +D0(p + p′)2
; p ≈ −p′ �J&,JQ 

G� ������! �������� �������� � ���%���!�� �������)��!� ��� ������ �*��	
������� ��*���������� � ������ ����
�������!����� (�� �*!!� � ���*�#��� (4.147)

��A�������	�� 	��������
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� 	������
��	�������= γ � E� 6�� 
� ��
��� �� ������� ��� �����
�� 
�������� ���1����� 	���	����	���8

�� �������� ����� �� ������� %��" ���	�����" ������#�
���

.���� �����# �����!* *�������� �J&,�I � �J&,�� � ��
���!W

ΦRA(qω) = −N(E)
ω +M(qω)

ω2 + ωM(qω) − 1
dv

2
F q

2
�J&,Q, 

H����#�*� ��������� �J&,�� � ��!������� ���*��! %*����) ������� ��������# $
��������# � ����*)��! ����W

χ(qω) = ωΦRA(qω) +N(EF ) = vF qΦRA
1 (qω) = −N(E)

1
dv

2
F q

2

ω2 + ωM(qω) − 1
dv

2
F q

2

�J&,Q� 
G�� !���
 ω� �����"����� ω2 � ���!������� �J&,Q, ��� �J&,Q� � !���! �������#W

ΦRA(qω) = −N(E)
1

ω + iDE(qω)q2
�J&,QI 

χ(qω) = N(E)
iDE(qω)q2

ω + iDE(qω)q2
�J&,QJ 

��� ������ �� ����������)� ����3���5- ��8..������ ��../���W

DE(qω) = i
2E
dm

1
M(qω)

=
v2

F

d

i

M(qω)
�J&,Q� 

��������������� ������)����� ���� �������������� ����&
H����#�*� �"��� ��������� �J&,�� ��� �������!����� ���*��!W

σ(ω) =
ne2

m

i

ω +M(0ω)
→ e2DE(00)N(E) ��� ω → 0 �J&,Q� 

��� *��� �� n
N(E) = 2E

d �n $ ��������# (��������� &

5���! �"����!� ��� ���������� 
������������� ����!�������!�� �����!� ����	
��)��� ���� �������������� ���� �J&,�I & ���# ������ � ��!� � ����! ���"�������
��� !���� �������#] X��� ��� Upp′(qω) � �J&,�I ����# ���������� ���"�������
�J&,�Q � �� �� �J&,�I � � ������� ���"��� "��������� ������ (�� ���"������� ��� ���
� �����������] �!��!��W

M(00) =
i

τtr
= 2πiρ

∑
p′
δ

(
E − p′2

2m

)
|v(p − p′)|2(1 − p̂p̂′) �J&,QQ 

��> ∆Gp ��� ���	�� ���� ������ γ → 0�
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$ �"���� ��������� ��� �	*���	���+� ���!��� ���������� τtr �� ��� ���������
�� ���!���
 � !������� ��������)��� ������* ���������� ������������� �����!	
��!� �� * ��� E = EF � p̂p̂′ = cos θpp′ � � �J&,Q� �������� � ����������� %��!*��
6�*��W

σ =
ne2

m
τtr �J&,QL 

��� ω = 0� ���

σ(ω) =
ne2

m

τtr
1 − iωτtr

�J&,QO 

��� ������� ������ �������� ����&
���#!�! �����# � ������� Upp′(qω) �*����� �J&,JQ & 5���� �������� �� ������

��%%*�������� ���)�� !����� ���"�� ������� �������� � 	*�������� �������	
�������� ���� M(0ω) ��� ω → 0� ������#�* ��� ω → 0W∫

dk
kd−1

ω + iD0k2
∼
{ 1√

ω
d = 1

lnω d = 2
�J&,L� 

P�� �1��%���������2 ���
���!���# ��������� ��� d ≤ 2��& G�(��!*� �����* � �"�	
��! ��*������! �������! ��� ω → 0 ������!� !���� �������*�# ����*������
�� 1��%��������!2 ������� ω → 0 ����� � M(0ω)� ������� �������� � ���#��	
��! �����������! ������������ :�������� & 4��� ���#������ ����� ������� �
���*�����! ��������� ������ ������&

G��������� �J&,JQ � �J&,�I �!��! �q → 0, ω → 0 W

M(0ω) = 2iγ − 2id
πν(E)p2

F

∑
pp′

(pq̂)ImGR(Ep)Upp′(0ω)ImGR(Ep′)(p′q̂) =

= 2iγ +
4dU0γ

πν(E)p2
F

∑
pp′

(pq̂)ImGR(Ep)
1

ω + iD0(p + p′)2
ImGR(Ep′)(p′q̂) �J&,L, 

'�����! ����# ��!��* ����!�����W k = p + p′; p′ = k − p& 5���� �J&,L, �����������
���W

M(0ω) = 2iγ +
4dU0γ

πν(E)p2
F

∑
pk

(pq̂)ImGR(Ep)
1

ω + iD0k2
ImGR(Ep − k)(kq̂) −

− 4dU0γ

πν(E)p2
F

∑
pk

(pq̂)2︸ ︷︷ ︸
1
d p2

F

ImGR(Ep)
1

ω + iD0k2
ImGR(Ep − k)

�J&,L� 

/�!���! �����#� �� ������ ������!�� ����# ������ ��� ω → 0 �!���� ������#� ��
��� ������ 1�������!��*��2 ��� 2iγ � � � ����#�! ����*������ ��� ω → 0 �����
��������� �� ���� ���������� �����������#���� ��������� �*������ ������� ��
k → 0 ������ ���������� �������� ���� �J&,L�  & � ����� ������!W

M(0ω) ≈ 2iγ − 4U2
0

∑
p

(ImGR(Ep))2
∑
k

1
ω + iD0k2

�J&,LI 

��/�� d ≥ 2 � ($�)H*+ 
�#
� �!� ���	�� ������
�� 
� ���"
�� ������� ��� k ∼ l−1 ∼ v−1
F γ (���

	����
� 	 ��������� �����
���	�� ��''����

��� ������#�
�� (	�� 	
�	�� � 	���� 	 ($�)�)++�
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5����# *��!� �� � �����#�*�!�
 ��!� ���"�������
W

∑
p

(ImGR(Ep))2 ≈ ν(E)
∫ ∞

−∞
dξ

γ2

[(E − ξ)2 + γ2]2
=

π

2γ
ν(E) �J&,LJ 

��� ��W
2U0

∑
p

(ImGR(Ep))2 = πU0ν(E)γ−1 = 1 �J&,L� 

'�������������� �J&,LI �������� �W

M(0ω) = 2iγ − 2U0

∑
k

1
ω + iD0k2

�J&,L� 

.���!����! �����# �����"�� ��*�� ��*!����� �����!� (d = 2)&
I�� 
�#
� ��	����� �
������=

I =
�
k

1

ω + iD0k2
=

Ω2

(2π)2

� Λ

0
dkk

1

ω + iD0k2
=

1

2π

� Λ

0
dkk

1

ω + iD0k2
=

=
1

4π

� Λ2

0
dx

1

ω + iD0x
=

1

4πiD0

� Λ2

0

1

x+ ω
iD0

=
1

4πiD0

� Λ2

0
dx
x+ i ω

D0

x2 + ω2

D2
0

($�)HB+

>����� ���=

ReI =
1

4πD0

ω

D0

� Λ2

0
dx

1

x2 + ω2

D2
0

→ 0 ��� ω → 0 ($�)HH+

� 	��� 	"�����	�� �
�������� 2 ������ 	����
�=

ImI = − 1

4πD0

� Λ2

0
dx

x

x2 + ω2

D2
0

($�)H,+

3 ������'����	�� ��	"����	� ��� ω → 0=

ImI = − 1

8πD0

� Λ4

0
dz

1

z + ω2

D2
0

= − 1

8πD0
ln

�
1 +

D2
0Λ4

ω2

�
($�),*+

2������	���

�� ��� ω → 0 �����=

ImI ≈ − 1

8πD0
ln
D2

0Λ4

ω2
= − 1

4πD0
ln
D0Λ2

ω
=

= − 1

4πD0
ln

1

ωτ
= −m

2

1

2πEτ
ln

1

ωτ
($�),)+

��� �� ������� �������� ������
�� Λ �� �	������	 =

D0Λ2 ∼ 1

τ
= 2γ ($�),7+

��� ����=

Λ ∼
�

2m

E

1

τ
= 2

�
2m

E
γ ∼ l−1 ($�),�+

��� l = vF τ 3 ���
� 	�����
��� �������� ���

vF Λ ∼ 1

τ
= 2γ ($�),$+

	 ������ vF =


2E
m
� D0 = Eτ

m
��� d = 2� 2������	���

�� ��������

−2U0I ≈ imU0
1

2πEτ
ln

1

ωτ
($�),?+

�	I�#� �� �!� ��	���� %��� ����� ������
��K
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q���� �!�� ��� ��� d = 2 ν(E) = m
2π
� ��� ��� mU0 = m

2πν(E)τ
= 1

τ
�

� ������ �J&,L� �������� �W

M(0ω) =
i

τ
+
i

τ

1
2πEτ

ln
1
ωτ

�J&,O� 

H����#�*� (�� ��������� � �J&,Q� � ��
���! �"�"������ ��(%%������ ��%%*���
��*!����� �����!� � ����W

D(ω) = D0
i

τ

1
M(ω)

=
D0

1 + 1
2πEτ ln 1

ωτ

≈

≈ D0

{
1 − 1

2πEτ
ln

1
ωτ

}
�J&,OQ 

��� � ��������! ��������� *��� �� ��� ���� ������*�� ����)��� �"���������	
!� ���# � *������
 ���"��� "���������� ����� ����������� ����������� 2πEτ 

1& ������ ������!�� � �J&,OQ ��������� ��������� �������� � �������* ��%%*	
��� ��������!���� � ��*!����� �����!� (��������� � ���!���!� �R&G&8��#����
:&H&R������ 6&X&U!��#������� ,OQO & G�����#�* ���� (��
 �������� �� �����!
���������! ��*�� ���������#���� ��������� ���������#��� ���� *!��#��)� ��	
(%%������ ��%%*��� �� ��������) � ��� ����������! 1��*������!2 �������!
D0 � �� ���� ������� ����� � ������� 1���"�� �����������2��&

��� ����!������� ����������# ���� ��� T = 0& G�� ������
 ��!�����*��

�*��������� �������� ��*��*���� ��������� (���������� ���������� � ��������!
1�"�� %���2 ������������� �������
 %*������ � 
���������! ���!���! τφ = AT−p

�������# p ������� �� ���� ��*��*���� �������� & G�(��!*� ��������� �J&,OQ ��!�	
������ ��W

D(ω) = D0

⎧⎨
⎩1 − 1

2πEτ
ln

1

Max
[
ω, 1

τφ

]
τ

⎫⎬
⎭ �J&,OL 

� ��������� ��� ω = 0� ���*��! ��������*) �������!���# � ����W

σ = σ0

{
1 − 1

2πEτ
ln
τφ
τ

}
= σ0

{
1 − p

2πEτ
ln
T0

T

}
�J&,OO 

��� T0 $ ��������� !�����" ��!�����*�� �(������ & H����#�*� n
N(E) = 2π n

m = E

��� ����������� ��� d = 2 � ���*��! σ0 = ne2

m τ = e2

2πEτ � ��� �� �J&,OO ������	
�������� ����� ���W

σ =
e2

2π
Eτ

{
1 − 1

2πEτ
ln
τφ
τ

}
�J&��� 

/�!���!� �� e2

2π = e2

2π�
= e2

h ���������� ��������� !�����" �������!����W e2

�
=

2.5 · 10−4�!−1&
R�����%!������ ��!�����*���� ������!���# �������!���� ���� �J&,OO � �J&��� 

����������#�� ��"�)������ (������!�����#�� ��� ��������� �����
 ��!�����*��

���������� ��� �)"�
 ��*!����
 !����������
 �����! ������� ������� ��*!��	
��� (���������� ��� � 3SG $ ���*��*��
 � �&�& +,L� ,O-&

��M	�� '�����
� �	������ � ($�),B+ ω → 0� ��� � 	��� ������'����	��� ��	"�����	��� ���
8
����� �������� 	���
�����	� � �����	"���� ���		���	��� ������ �������� 
� �����#
�	� ��8
��!�
�� 	������	��� ���������	�� 	�	���� ��� T = 0 � 
�� (����"�� ������ 3 ��%������� ���
����"�� �
���	�
�+� A�������	�� ��� %��� �� ��"���� �� ����	� �����
���	�� ��		����������"
����#�
�� � ��� �������	� 	��1���
�� ��		�����
��� ������� ����� �������
� 
�#��
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.��& J&�,W N���!�������� ���������� ������� ������������)����� �� ���� A �
���* B �[ � ���!�� ���������� � ��!�����������! �e &

35�>�-3> �-.��4��.3@�> 2�3-.��=, 4�4�3��2:

A�		������ '�����	��� 	��	� 
����

�" 
��� ���
����" �������� � ���������	�� (��9�;����
�
/�M�v���
�1���� ),H*+� o� (����K+ ��		��������� 	����� 	������ ��	�������� ���
� 	�����
���
������� l � �

pF
��� (� 	�	���� � = 1+ pF l � 1� Eτ � 1� 2������ 	 ����
��� -���������	����0

��#��� ���������	��� �!�� �������� �� -	����� ��������1��0=

σ = σ0 + δσ; |δσ| � σ0 ($�7*)+

&���
�� ������	��� ���������	� (�������� 	��
����
�� ��
�����	��� ������+� ��� �� �����

��� ������� σ0 ∼ e2

�2Eτ � > %��� ������� ��	���� !�� ���� ��		��
�� ��		������� �	� ��� 
�����8
	���� (
������������

��+� ��� %��� %������
� 	������ � ����
� (���		���	�� + ��''��� �
��� ��� ��� ��	��1�� 
�"���!��	� � ����
� �����
� t = 0 � ����� r0� ������
�	� ������	� �
����
� t > 0 � ����� r ����	� ����
��� ����
�
�� ��''���� � � d 3 ���
�� ���	���
	��� ���
�=

P (rt) =
e
− |r−r0|2

4D0t

(4πD0t)d/2
($�7*7+

��� ���		���	��� ��%''�1��
� ��''���� D0 = v2F τ/d� :�� ������
�	� 	�!�	���

� �����
� ��

��� � �������" ������ Vdiff � ������������� �	������ |r− r0|2 � 4D0t� ���=

P (rt) ∼ 1

Vdiff
=

1

(D0t)d/2
($�7*�+

>	� %�� ��	�� ���		���	��� �����
�� A�		������ ����� ����	���� �����
� 
� ����� '��
��8

��	��" ���������� ��	��1� �7*�� ��	���	���
� !��	� �� ����� A � ����� B� ��� %�� ������
�

� A�	� $�7) (C+� L�#�� ��������� ��#
� ��		�������� ��� -������0 	 ��
��
�� ���!�
��
������� (	���
���
�� 
���������

�	���K+=

λF =
�

mvF
($�7*$+

��� %��� �������
�� 	���
�� -������0 ������� λd−1
F � > ���		���	��� ������� � → 0 � λF = 0�

��� 	����� ��	������� λF /l = �

pF l
� 1� ���� -������0 ��	�����
� ��
���� ��	� ����������� ��#�

��	�����
� ����� ��� ��� 
�������� ���1�		�� "�������������� �����
�� τφ� ��	�����
� �����=
τφ � τ �
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>�����
�	� ����"��� A→ B �� <��
��
� �	�=

W =

!!!!!�
i

Ai

!!!!!
2

=
�

i

|Ai|2 +
�
i�=j

AiA
∗
j ($�7*?+

��� Ai 3 ��������� ������
�	�� ����"��� A → B �� i8� ����������� > ���1��
��	��� ��
���8
����� ������� �	��	���

�� ���
��������	� �
���'���
1��

�� (���
�����K+ ������� � ($�7*?+� >
�����
	��� 	������ %�� �������
� J ���� (����������+ ��� � ���
�� ���
� � ��������� Ai

��� � ���
�� (	�����
��K+ '���� &�
��� �	� ��
� �	�� ��
��� � ���

�� 	����� ����� A � B
	������ �� ���� ���� 	 	�������	���
���� ���� ������

��� 
� A�	� $�7) (D+��� 6���� ����
����
��� ��#�� ���"����	� � ���" �����������#
�" 
�������
��" 1 � 2� 
� ��	����� ���� 1 � 2
	������ �� '��� �������� A1 � A2 ������
�
� � ������ 	�������� � ($�7*?+ ���� ��
��
�� �����K
2������	��� !�� ���		���	��� ������
�	� ����"��� � 	����� A1 = A2 = A �	� Wcl = 2|A|2
(������ ���
 � ($�7*?++� 
� � ���
����� 	����� ���
����� �!� � 
�
������ �
���'���
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������� ����� ���������!�� �J&,L� & � ���*�#���� ���*��! ����*)��� /	*������

*���+
*��*��1 ��� ����������� ���� M(0ω)��W
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∑
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1
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ω

1
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2
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��������*) �����* ω0(E)W

ω2
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2E
dm

1
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loc(E)
> 0 �J&�,O 

��� ��
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√
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dm

1
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������ ���������� ���!���� +,�-& � *������
 �*����������� *�������
 ��������
(���������� ��������� �� *����� N��!� E �������)��� �������������!� � ��	
���!� ����������� � ��������� *���	������+� ��8
���	��*& G���
�� :��������
��� ������� ����������� (��������� � ��*����������
 �����!�
 ��������� � ��	
�* �������
 ������� �����!����� ������ ��*����������
 �����! +��-& 4��� !�
*����!� �� ����!�������!�� ������ ��������� *������ ��������� (��� ����
��&

4����� ����������� �������������� ��(�������� :�������� ����������� �
�����! ���
��� � �*�����������! ������� �J&�,Q � �&�& � ��������#) 
����������
������ ω0(E)� ���������!�� �J&�,O & H��!� �����!�� (�� ����������*�� ������	

������) ���
���!���� ��������������� ����W ReM(0ω) = −ω2
0(E)
ω ��� ω → 0& P��

�������� �� �������������� ���� ��� q → 0 � ω → 0 �������������� � ����*)��!
����W

M(0ω) =

{
i

τE
�!����� 

i
τE

− ω2
0(E)
ω ���(������� :�������� 

�J&��, 

������ ���#�� � ��!� !���� $ �� ����� ����� ������� *�������� �J&�,� \
G�� �"�*������ ��"��� ����!���� �"������� � �J&�,� � �J&�,� ��!���!� �� ��

��������� �J&,�I � ���������� ������ ���� ��*�� ���"��� "���������] ∆Gp ∼
ImGR(Ep) ∼ δ

(
E − p2

2m

)
����� �� �*!!����� �!�*�#� k = p + p′ � Upp′(qω) !����

!����#�� ��� !��*�) �� 0 �� 2pF & ' ��*��� �������� ��!� ��������� ��� Upp′(qω)
�J&,JQ �1�*�����2 � �����#�*�!�� ��!�� ����������� ���# ��� |p + p′| ≤ l−1 ����	
����� ���!���!���� ��%%*�������� ���"������� & S��)�� ����� �� �!�*�#� �"	
������� � �J&�,� � �J&�,� � �� ������* �������� !���� ������# ���W

k0 ∼Min{pF , l
−1} �J&��� 

��I������ ������ ������ � ΦRA(qω) 	������	����� ��!��� ������� ��������1�� %������
�� �
���� 	�����
��� ����
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N��������� ����
�� :�������� �����
���� ��� pF l ∼ 1 ���� �������!�� ��������
H�%%� $ .����� +��-� ��� �� ��� ��� ������������ ��������� �������#W

k0 = x0pF = x0

√
2mE �J&��I 

��� x0 = const ∼ 1 ÷ 2&
G������! �����# � ������) *�������� ��!������������� �J&�,� �:&�&3��������

3&�&'��������� ,OL� & �����! "�����!���*) ����!���*) �������������� y = k
x0

√
2mE

� ��������! �J&�,� � ����W

M(ω) = 2iγ + dλxd−2
0 M(ω)

∫ 1

0

dydd−1 1
y2 − dω

4x2
0E2M(ω)

�J&��J 

��� λ ^ ����!��� ����� ������ ���!*����� ��� "��������* W

λ =
1

2πEτ
=

γ

πE
=
(m

2π

)d/2 E
d
2−2

Γ
(

d
2

) ρv2 �J&��� 

��� *��� �� γ = πρv2ν(E) � ��� ��������� ��������� ���"����
 (��������� �
������������ ���!������� dW

ν(E) =
(m

2π

)d/2 E
d
2−1

Γ
(

d
2

) �J&��� 

��.3���6��23> A3B3:

G������ � �J&��J ω = 0 � ����!������� !����������� ����! �� �J&��, � �����
ReM(ω = 0) = 0 � ImM(ω = 0) = 1/τE� ����* ���*��! �� �J&��J W

τE =
1
2γ

{
1 − d

d− 2
λxd−2

0

}
�J&��Q 

5���� �� �J&,Q� ��!������� ���*��! ��������*) �������!���# �����!� � ����W

σ =
ne2

m

1
2γ

{
1 −

(
Ec

E

) 4−d
2
}

; 2 < d < 4 �J&��L 

���

Ec =

{
d

d− 2
xd−2

0

Γ
(

d
2

) (2π)−
d
2

} 2
4−d

Esc �J&��O 

��� ������� 
���������� (������W

Esc = m
d

4−d (ρv2)
2

4−d �J&�I� 

*�� ������������ ��! � �J&QJ � ��������)��� �"����# 1���#��� �����2 ����#����
��������� �� ��� (������ ��� (�������� � ��*����! ���� ���!����� � �������)	
��� �� ���������� ������ γ ∼ ρv2ν(E) ∼ E �� *���! �J&���  � ����������*)���
�������) H�%%� $ .����� �� ������* ���!���!���� �����#�*�!�� ��!� ������
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���!*�����] ��& R���� �����#� �� (������ Ec ∼ Esc �J&��O ������ ���# ��	�+*

�����;���� +��-& 6���������#��� ��� E > Ec �� �J&��L ���*��!W

σ ≈ ne2

m

1
2γ(Ec)

(
4 − d

2

)(
E − Ec

Ec

)
∼ E − Ec

Ec
�J&�I, 

��� �� ���������� �������!���# �����!� ��� T = 0 �"�������� � �*�#� �����
(������ N��!� E → Ec& P�� � �������� �� � �����!� �����
���� ��������������
����
�� !����� $ ��(������� ������������ :�������� &

G������! ����� ��������� ��� d = 3& G����!��� ��� ��������������� x0 = 1�
�!��!W

Ec =
9

2π4
m3(ρv2)2 �J&�I� 

4���*��� �����#� �� � ���!���
 "�����!������ ����!���� ������ ���!*����� λ ��
�J&��� (�� ����������*�� ���������!* ������) λc = d−2

d x2−d
0 = 1/3 ���

E

γ(E)

∣∣∣∣
E=Ec

=
3
π

��� pF l =
3
π

�J&�II 

��� l = vF

2γ $ 1"���������2 ����� ���"������ ���"���� �����*) !���� ����!�������#

� ������� !��� "��������� � �����!�& 5���� �J&�II �������#) ����������*�� �"�	
��� %��!*������� �������� H�%%� $ .�����W ����� ���"������ ���"��� � !������ ��
!���� "��# !��#�� 
���������� ������� ������� !�����!���� ���������� +��-�
� ���#�����! �����! "��������� �����!� ����
���� � ��������� ���������������
��(��������& 1K���������2 ����� ���"������ ���"��� �� �J&�II ��������������� $
"� 1��*�������2 �������!���#W

σc =
ne2

m

1
2γ(Ec)

=
e2pF

3π2�2

(
pF l

�

)∣∣∣∣
E=Ec

=
e2pF

π3�2
�J&�IJ 

��� *��� �� n = p3
F

3π2�3 � ����� 1������������2 �& ����* pF ∼ �

a � ��� a $ !�����!���
����������� ������� σc �J&�IJ �� ������* ��������� � !��������� ������� 1!���	
!��#��� !����������� �������!����2W

σmm ≈ 1
π3

e2

�a
�J&�I� 

�� ��� a ∼ 3~A ���� σmm ∼ 2 · 102�!−1�!−1&
/�������� �J&��Q ���

τE =
1
2γ

{
1 − 3

πE
γ

}
=

1
2γ

{
1 − γ(E)

γ(Ec)

}
�J&�I� 

!���� ���������# �J&��L � ����W

σ = σ0

{
1 − σc

σ0

}
= σ0 − σc �J&�IQ 

��� 1��*�������2 �������!���# σ0 = ne2

m
1
2γ ����*���� � ������� !��� "���������&

G�� ���"�! "��������� �"��#��� ����� ���"������ ���"��� σ0 
 σc � �� �J&�IQ 

��q#� �� %��" ���	��" '����� ���
� ������

�� ��� ������
�	��� ���	���
	��� d = 2 � d = 4�
���� !�" ��� 
�#
�� � ���"
�� �������	��� ������
�	�� ��� ����"��� �
���	�
��
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����*�� �"���� ���*�#��� σ ≈ σ0& G�� ����� "��������� �*!��#����� ����� ���	
"��� σ → 0 ��� σ0 → σc ≈ σmm& S��)�� ������ �� σmm ���������� 
����������
!�����" �������!����� �� ������! �����
���� ���	�	5��5- �������� �����! ���	
�! 3���� +��- ����
�� !����� $ ��(�������� ���*���������� "���������!& M����	
���#��� �� (�� ������� %��!*�� ����������)��� 8���	�����*
��� ��� !����

����#��
 �����! +,�-&

9� 
���" �1�
�� ���
�� ��� ��� d = 3 ����� �����#
�	�� Ec �������� � ����	� -	��
��
	����0 Esc = m3(ρv2)2 (o�>�2����	���� ),BB+� ��� ���������
�� �������� ������ �����!�
��
λ ∼ 1 �� 	����� ������� 
�#�
 ���� ���� �������� ������ �����!�
��� 2 ������ 	����
�� ���
d → 2 �� ($�77,+ ���
�� ��� Ec → ∞� � 	������	���� 	 �����
�� ���
�� ��������1�� ��� 	���
3 ����
� 	����� ��	������� ��� d = 2 (F�u�GUZ[Y_VU� l�GDYC]CQ_� g�P�i\cc\CYZ[hhV� g�O�{]VSh[__�
),B,+�

6� ��	������	���� ��� ����� �����#
�	�� �������� � ����	� -	��
�� 	����0 ������	� ��
��
�� �	
��
�" �����
 
��������

�	�� ������ ��������1�� � ������� �������� 
���"� 	�!�	���

�

������������
�"� ������� ��		�����
���	 �

��C��2.��2 �-�����-3:

G������! � ����!������) �"����� �������������
 ��������� E < Ec ���(��������
:�������� & H��! ������� �J&�,� � ���� ������� ��������� � �J&��, & �������
����������#�*) ���# �J&�,� � ��� ω → 0� ��
���! *��������� ��������)��� ω2

0(E)W

1 = dλxd−2
0

∫ 1

0

dyyd−1 1

y2 + dω2
0(E)

4x2
0E2

�J&�IL 

:��������! �"����!� �� !��!�� ���� �J&�,� � ��� ω → 0� ��
���! *�������� ���
τE � �"����� �����������W

1 − 2γτE = dλxd−2
0

∫ 1

0

dyyd+1 1[
y2 + dω2

0(E)

4x2
0E2

]2 �J&�IO 

H����#�*� ���� ω2
0 → 0 ��������*) �����* ����������� � �J&�IL � �!��!W

1 ≈ dλxd−2
0

1∫
�

dω2
0(E)

4x2
0E2

�1/2

dyyd−3 =

=

⎧⎪⎨
⎪⎩

dλxd−2
0

1
d−2

{
1 −

(
dω2

0(E)

4x2
0E2

) d−2
2
}

(2 < d < 4)

λ ln 2x2
0E2

ω2
0(E)

(d = 2)
�J&�J� 

���*��� �����#�*� ����������� �J&��O � ���*��!W

ω2
0(E) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

4
dx

2
0E

2

{
1 −

(
E
Ec

) 4−d
2
} 2

d−2

(2 < d < 4)

2x2
0E

2 exp
(
− 1

λ

)
(d = 2)

�J&�J, 

�	5���� ������
� 	 %���� �����	��� ��#
� ���
������	� �� �������= o�>�2����	���� q<I
���� 77� (),H)+� 9�o�2�	���� q<I ���� ?*� (),,H+�

��9
������ ���	 ��#
� ����	��� � ���
�� %�� �������� ��� � 
�	�!�	���

��� ����
�
� 

�������" ��
	��
� � ���
�����
�" ������"�
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G�������� ������ ����������� �� ��� (������� ������������ ������������ *������!
ω2

0(Ec) = 0& 6�� d = 2 ������� ω2
0(E) > 0 ��� �)"�
 E� �� ����������*�� �������

������ ����������� � ��*!����
 �����!�
� ���� ��� ����# *����� ���"�! "����	
����� �c&;&dD?C=r<D� o&de=[a[wr� s&n&hBAAB[=?C>><� s&g&xa<j>Crr� ,OQO & /�!���!�
������� �� ��� ���"�! "��������� �λ � 1 ω2

0(E)� � (��! ��*��� (�����������#��
!���� �� ����������#�� ����������*�� 
*��- �����������&

H����#�*� 1������������� �������2 � ���� �J&�IL � �J&�IO � ���*��! ����# τE
� ω2

0(E) � ����W

2γτE = dλxd−2
0

dω2
0(E)

4x2
0E

2

∫ 1

0

dy
yd−1[

y2 + dω2
0(E)

4x2
0E2

]2 ≈

≈ dλxd−2
0

1
d− 4

{
dω2

0(E)
4x2

0E
2

−
(
dω2

0(E)
4x2

0E
2

) d−2
2
}

(d < 4) �J&�J� 

��� �� ��� ω2
0(E) → 0 ��"���� ������ ����������� �!��!W

2γτE =

⎧⎪⎨
⎪⎩

d
4−dλx

d−2
0

(
dω2

0(E)

4x2
0E2

) d−2
2

(2 < d < 4)

λ
[
1 − ω2

0(E)

2x2
0E2

]
(d = 2)

�J&�JI 

H� �J&��� � �J&�J, ��
���! ����*� �������������W

Rloc(E) =
1

x0

√
2mE

{
1 −

(
E

Ec

) 4−d
2
}− 1

d−2

∼ 1
pF

∣∣∣∣E − Ec

Ec

∣∣∣∣−ν

; E ≤ Ec �J&�J� 

��� �	���4���- ����� νW

ν =
1

d− 2
�J&�J� 

�����! �����# 
��������*) 
��*
��*�����/2 ��		�
1�����/2 �
��/ ��������)	
�*) � Rloc ��� E ≤ Ec� �&�& � ��(����������� %��� � ��!��#) �����������W

ξloc(E) =
1

x0

√
2mE

=

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
[
1 −

(
E
Ec

) 4−d
2
]− 1

d−2

; E ≤ Ec[
1 −

(
Ec

E

) 4−d
2

]− 1
d−2

; E > Ec

��� �� �J&�JQ 

ξloc(E) ∼ 1
pF

∣∣∣∣E − Ec

Ec

∣∣∣∣−ν

; E ∼ Ec �J&�JL 

P�� ������� ���������� ����� � ��� E > Ec� �&�& � � !����������� %���& 5����
!���� ���������# ��������� �J&��L ��� �������!���� � !����������� %��� �
����W

σ =
ne2

m

1
2γ

(x0pF ξloc)2−d =
σ0

(x0pF ξloc)d−2
∼ (E − Ec)(d−2)ν �J&�JO 

��/�� d = 2 �
������
� ��������

Rloc(E) =
1

x0

√
2mE

exp

�
πE

mρv2

�
($�7$$+

��� ��� � %��� 	����� �����	 ��������1�� %�	��
�
1���
� ����� � 	����� 	������ ��		��
���
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$ ��� �������!�� ����� ������� �k&;CmDC=� ,OQ� � ���������! �������! �����	
��!����W

s = (d− 2)ν �J&��� 

� ��������� ��� d = 3 �������� x0 = 1 �!��!W

σ =
σ0

pF ξloc(E)
∼ (E − Ec); E > Ec �J&��, 

� ���������� ������ �������!���� s = 1& H!���� ����� ��������� �������!�	
��� (������!�����#�� ��"�)������ � ����������� ����
��� !����� $ ��(��������
���������� ���*����������!� ��� ������ ���� �����! +,�-& S������ � ����! ��	
�� ��*��� ��"�)������ ��������� �������!����� ����������*)��� ���������!*
������* s ≈ 1/2& S"��� (�� �������������� ������������� ���� !��(���������	
�� ����!���������� ������� �� *��������# � ����������! ���� �������& S�����
������ ������# � (��! ������� � ��������� ���!� ���*����*����&

&������� ��� �	� %�� 	���
���
�� ����	�
� �	"��� �� �
������ 	� 	�%���
����� ���	�
�8
�� �������	��" ����
�� ��� '�����" ����"���" xx ���� �))� � 	������	��� � �����
� ���������
�� ������ ���������	� (F�u�GUZ[Y_VU� l�GDYC]CQ_� g�P�i\cc\CYZ[hhV� g�O�{]VSh[__� ),B,+� > ��8
#� ����� �������� �� ����#�
�� 
���������
��� ��� ����"�� �
���	�
� 
� ������	� '������
����"���� xx ���� � ����
�� �������
�����	��� 	��	��� ��� ���	�
�� �������� ������	� �����
	��#
��� > ��	�
�	��� ��� 
��� �� 	�" ��� ��	��	����� ��!����
���� ��������
�� ���������
�������� 6���
�	�� � ��	����
�� ��	���������
�� ������ ����"��� �
���	�
� (��#� � ��
���8
	���
�� ������#�
��+� � �
������
�� ����� 	����
� 	 ���� ��� ����� �����#
�	�� �������� �

� ��� �#� �����
���� 	� ����	� -	��
�� 	����0 
� �	� %
����� (���� !� 	� ������ �
���8
��� ��
�������	��� �������	��� ����	�� ������ �������	��" ����
�� (o�>�2����	���� ),BB++� ���

���"����� �������� ��� ��������� '��
��
��	���� ���� ������ �����!�
�� ��� �	��������
	�!�	���

� 
������������
�� ��������� &������ �� ����
�� ������ �������	��" ����
�� ���	
� ���� ��� � 
�� ���������	���� '������1�� � �������	��� ����	�� 	��
����	� ��� ��� 	������
�� ����
�� ���� � ���	���
	��� 	 d = 4 − ε�

� ������� ��� ������ ���!��� ��������� %�������
 ������ ��� ����
���
:�������� ����!����! ��(���������*) ��������!���# �� %��� ���������������
��(�������� & H� �"���� ����������� ��&,�O �!��!W

ε(qω) = 1 +
4πe2

q2
χ(qω) �J&��� 

��� χ(qω) $ ���������)��� %*����� ������� ��������# $ ��������#& 5���� �����#	
�*� �J&,QI � �J&,QJ � �J&��, � �J&�J� � ��!������� ���*��!W

ε(0ω → 0) = 1 +
ω2

p

ω2
0(E)

= 1 + κ2
DR

2
loc(E) ∼

∣∣∣∣E − Ec

Ec

∣∣∣∣−2ν

�J&��I 

��� ω2
p = 4πne2

m $ ������� ����!����� ������� κ2
D = 4πe2N(E) $ �"������ �������

����*�� ��"�������� (������������ � !������& H� ��������� �J&��I ������ ��
���������� ��(����������� ��������!���# ���
������ �� ������ ������������
����� �����!� ���"�������� � ����
��* � !����������� ��������� ��� ��(������	
�� :�������� & � ��������� (�� ���� ��"�)���!�� (%%���� �������)��� �����
���������� ������ ν ����*�� �����������&

���������� �	��������	� ��� ��	������	����� ��� �����
� �
�����	��

�� ������ �� ��	��
8

��� ����������
� ����"��� �
���	�
� � 	�	���� 
����������	��� !�" %������
��� �������
8

�� � ��	���
�� ����� �� � ������
� �
���	� ���������	�� s ∼ 1.5�

��> 	���� 	 %���� ����8�� ����� 	��	� 	����
� ��
�	��	� � ������

�� ���	 ���������	���
����#�
��� ��� �������	��" �
���	�� ����"��� �
���	�
�� > ��#� ������ 
�������
�� "�������
%���� ����"��� ��� d = 3 ��#
� 	����� ������ �	��
����

�� (������� ��
����
�� ����� ���
��
o���� �77�+�
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%3�.�.-3> ���4����> �8�8D�--�5� 2�CAA�@��-.3 ��AA<B��:

������

�� ���� ��������� 	���������� � ������� ω → 0� o�#
� �����	�� � ���
�� �		����8
��
�� ��	���
�� ����	���	�� ����!�

��� ��%''�1��
�� ��''���� (g�wVhh]CYZ^� F�uyVhz[� ),H7+�
o� �������� ����� 	����� 	������	��� !�" ����������� q���
�
�� ($�7)@+ ��� ����!�

���
��%''�1��
�� ��''���� ��#�� ��� ������	�
� � ����� �
������
�� ($�77$+=

DE(ω)

D0
= 1 − dλ

d− 2
xd−2
0 + dλxd−2

0

'
− iωD0

2γDE(ω)

( � 1

0
dy

yd−3

y3 − iωD0
2γDE (ω)

($�7?$+

��� �����
�
�� �	�����
!!! ω
2γ

D0
DE(ω)

!!! � 1� ���"
�� ������ �
���������
�� � ($�7?$+ ��#
� �	���8

��� � ��	��
��
�	�� � ������� ����������	��� ����
�
�� ��� DE(ω)=

DE(ω)

D0
= 1 − λ

λc
+ pd

λ

λc

�
− iω

2γ

D0

DE(ω)

� d−2
2

($�7??+

��� λc = d−2
d
x2−d
0 3 -�������	���0 �
���
�� ���������
��� ��������� λ � ����� ����"���� pd =

Γ
�

d
2

�
Γ
�
2 − d

2

�
� 9� ($�7??+ 	������� ��� DE(ω) (� ���������	� σ(ω)+ ����������� � 	�%���
��8

���� 	���
���
� ����=

DE(ω)

D0
=
σ(ω)

σ0
=

�
− iω

2γ

� d−2
d

Fd

�
ω

ωc

�
($�7?@+

��� ��� ω � ωc �����=

Fd

�
ω

ωc

�
∼

�
− iω

ωc

� 2
d

; λ > λc (��%�������+ ($�7?B+

Fd

�
ω

ωc

�
∼

�
− iω

ωc

� 2−d
d

; λ < λc (������+ ($�7?H+

� ��� ω � ωc=

Fd

�
ω

ωc

�
∼ const ($�7?,+

��� %��� "�������
�� ��	���� ωc ����������	� ���=

ωc ≈ 2γ

!!!!1 − λ

λc

!!!!
d

d−2 ∼ 2γ[pF ξloc(E)]−d ($�7@*+

I�����
	���� �	�������

�� ��� 	����
�� ($�7?$+ � ���� ($�7??+ �����
�
� ��� ωc � 2γ� ���
�������� ���
� ������ ������ �����#
�	���

/�� d = 3 ����
�
�� ($�7??+ ���
����� ���=

DE(ω)

D0
= 1 − λ

λc
+
π

2

λ

λc

�
− iω

2γ

D0

DE(ω)

�1/2

; λc =
1

3x0
($�7@)+

� ��#�� ��� ����
� � ��
�� ����� 2 ��	�����
�� ��� �
���" �����
�
�� ���
�	� � ����!�

��
��%''�1��
� ��''���� ����	�����	� � ���� �)@���=

DE(ω) =

"###$
###%

DE ; (ω � ωc, E ≥ Ec) (������+

D0

�
− iω

2γ

�1/3
; (ω � ωc) (������ � ��%�������+

DE
−iω

−iω+
3DE
v2

F

ω2
0(E)

; (ω � ωc, E < Ec) (��%�������+
($�7@7+

��� DE = D0
pF ξloc(E)

� I� 	���� ������ �����#
�	�� ����� ξloc(E = Ec) = ∞� ��� ��� ωc = 0� � ��

�������� ��� 
��������� ����
 ω1/3 (u�|yV^T[� ),H)+=

DE(ω) = D0

�
− iω

2γ

�1/3

($�7@�+

}�	���� ωc� '������	��� ����������	� �	������ DE(ωc) ∼ DE ∼ D0

�
ωc
2γ

�1/3
� I���
�����
� �	8

�����������	� ���� �	����� ω → 0 
�#
� ��
���� � 	��	�� ω � ωc� &������� 
���
�1� ���
��� ω � 2γ �� ����
�
�� 	���	����	���

�� ������ ��������1�� 
�����
� ������� ����"�� �

����
��� -������	����0 ������
� = DE(ω) ≈ D0

�
1 − iω

2γ

 −1
�

��/�� d = 2 � ������
� ����" ��	��� ω � λ−1e−
1
λ γ (λ � 1+� 	���	����	���

�� ������

��������1�� ���� σ(ω) = ne2

m
γ
λ
e

2
λ ω2

2(x0E)4
→ 0� ��� ω → 0� ��� λ−2e−

1
λ γ � ω � λ2γ ��� D(ω)

��	����������	� ����	���	� ���� ($�),B+�
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.��& J&��W H�������#��� *�������� ��� 1���*���#���2 ������� �[ � �������� ��	
������ ����������� ����� �b ��� d (���������
 ����� �e � �A � �? &

&�. 87���� '���9 ���;����

'*����������� ��%%*�������� ���)�� �J&,J� � 1�����

������2 Γpp′(qω) � ���"	
�� � ��*
������
 %*�����
 8���� ������!�� ���� �J&,QI  �������� � ������	
��) ���������
 ������� � ��*��
 1"����
2����� ������ ���!*�������& � �����	
���� ������� ����!�����# *�� ��������*)�� ��! 1���*���#�*)2 ������*� ������	
���!*) ���%���!�� ���������!� �� .��& J&,� �A & � �"��! ��*��� ��� ������������
��������#��! *��������!� ���������! ���%����� �� .��& J&�� �[ & U��� � ���#���	
��! !� "*��! ����!�������# ���#�� ��*�� ���"��� "���������� ����� ���������
��������#�� U0(p − p′) = ρv2 �1��������2 � ��� ����� �������! ��������� �"���
����!�������� ���*���)��� ���
�� � �*
� ��!�������������� ������ �����������&
����!���� �"��� ����������� ��*
������� %*����� 8����� ����������� � ���	
%�����! ���� �� .��& J&,J �[ � ��� ����������� � �J&,�� � ����* �� ����! ���
1���*���#���2 ������� T RA

p+p−(qω) ����*)��� ��������� ���� ΦRA
pp′(qω)��W

T RA
p+p−(qω)GR(E + ωp+)GA(Ep−) = −2πi

∫
ddp′

(2π)d
ΦRA

pp′(qω) �J&��J 

��� ��

T RA
p+p−(qω) = − 2πi

GR(E + ωp+)GA(Ep−)

∫
ddp′

(2π)d
ΦRA

pp′(qω) �J&��� 

��:�� #� �����#��
�� 	���������� � ��� ���
��
���
�� ������� -������

���0 ���� �� ($�)$B+�
��/�� ��������

�	�� 	������ ���"
  %������

� ��
� 
� A�	� $�77 (C+ ��������� !���
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��� ,IQ

������#�*�!�� �����# �������������! �J&,�, � ����� �J&��� ����������� � ����W

T RA
p+p−(qω) =

=
1

ν(E)
∆Gp

GR(E + ωp+)GA(Ep−)

∫
ddp′

(2π)d

∫
ddp′′

(2π)d

{
1 +

d

p2
F

(pq̂)(p′′q̂)
}

ΦRA
p′′p′(qω) =

=
1

ν(E)
∆Gp

GR(E + ωp+)GA(Ep−)
{
ΦRA(qω) + d(p̂q̂)ΦRA

1 (qω)
}
�J&��� 

��� �����#������ ����� ����������� �J&LL � �J&,�J & G��#�*��# �����!�� *��������
�J&,�I � �J&,�� ��� ΦRA(qω) � ΦRA

1 (qω) !� ���*��� �J&,Q, � �J&,Q� � ���*��� �
��������� ����� ��W

ΦRA
1 (qω) =

1
vF q

χ(qω) �J&��Q 

5����W

d(p̂q̂)ΦRA
1 (qω) = (pq)

d

pF vF q2
χ(qω) �J&��L 

� � �����#�������! �J&,JO W

∆Gp

GR(E + ωp+)GA(Ep−)
= −

{
ω − 1

m
(pq) − ΣR(p+E + ω) + ΣA(p−E)

}
�J&��O 

� �J&��� �������������� ���W

T RA
p+p−(qω) =

1
ν(E)

{
−ω +

1
m

(pq) + ΣR(p+E + ω) − ΣA(p−E)
}
×

×
{

ΦRA(qω) +
1
m

(pq)
d

v2
F q

2
χ(qω)

}
=

= −
{
−ω +

1
m

(pq) + ΣR(p+E + ω) − ΣA(p−E)
}

ω +M(qω) + 1
m(pq)

ω2 + ωM(qω) − 1
dv

2
F q

2
=

=
{
ω − 1

m
(pq) + 2iγ

}
ω +M(qω) + 1

m (pq)
ω2 + ωM(qω) − 1

dv
2
F q

2

�J&�Q� 

��� !� ��� �����#������ �J&,Q, � �J&,Q� � � ������ � ��!�! ������ � ����������
���"������� ��� ��"������� $ (�����������
 �����& � ���*�#����� � ������� ω → 0
� q → 0� ����� ����# �"�"������ ��(%%������ ��%%*��� �J&,Q� � ���*��! ����*	
)��� ������� ��� 1���*���#���2 ������� � RA $ ������� ���������� �� .��& J&��
�e W

T RA(qω) ≈ 2γ
−iω +DE(qω)q2

�J&�Q, 

.��*!������ � 1��������!2 ���"������� ����"�� "���������] � ����� �����#�*����
�J&,�Q � ��������� ���� �J&�Q, � ��!���� DE(qω) → D0 ���*����� ����* �� ��
*�������� .��& J&�� �[ �*��! (��!�������
 ���������& G���������� ��!� "�	
��� ���!������ ����� ���*������ ������� �"�"����� �� ��*�� ���#���� "���������
pF l ∼ 1� ����� ��� DE(qω) �����#�*)��� ���������� ���*����� ���� � ��!��

��!�������������� ������ �����������&
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.��& J&�IW G��������� �������� � ����(���������� %*����� 8���� �� ����!����	
����� � ��*����������! !������&

:��������! �"����!� !���� �������#� �� ��� 1���*���#���2 ������� � AR $
������� ���������� �� .��& J&�� �� W

T AR(qω) ≈ 2γ
iω +DE(qω)q2

�J&�Q� 

� ��� ������ � RR � AA ������
� ���������
 �� .��& J&�� �? W

T RR(qω) = T AA(qω) = 1 �J&�QI 

� � ��
 ��%%*������� ���)� �� ���������&

� !��*"�������� ��
���� �"��� ��� 1���*���#���2 �����# ����� ������ ����	
�����W

T (qωmεn) = θ(εn)θ(εn + ωm) + θ(−εn)θ(−εn − ωm) +

+2γ
{
θ(εn)θ(−εn − ωm)

−ωm +D0q2
+
θ(−εn)θ(εn + ωm)

ωm +D0q2

}
�J&�QJ 

��� !� ����* �������� ��������� � D0 = 1
dvF τ = v2

F

2dγ � ������#�* � ����������
���� (��� ����� !� "*��! �����������#�� ���#�� �������! ���"��� "���������
pF l 
 1&

&�0 -� ' % ��	��� * % ��	������� ������!���	����

� ����#��! ��*����������! !������ (��������� ������ ��� ����!�������*)�
!���* ��"�� �� ��� �*���������� ����!���������& '��!������ *�� (%%����� ���	
�!��������� � ���!������ ��������� ������������ ��"�� ���#!� �����*) ����*
+,Q� ,O-& 4��� !� �������!�� ���# ����!�������! ����������� ���!��� �������
(��
 (%%����� �� ��������# (���������
 ��������� �"���� *����� N��!�&

.���!����! ��������*) �������* � ����(���������� %*����� 8���� �� ����	
!��������)� ���"�����!*) �� !��*"�������� ��
���� ������!!�� .��& J&�I �[ &
/���# ��������� ����� ����������*�� !��(���������!* ����!��������)� � 1���	
*���#���2 ������� �������)� �������!�����* (���� ����!��������� �� ��� !��	
���������� ��������� (��������� ���!���!�&

��o� ����� G(εn > 0p) ������#���	� 
� GR(Ep)� � G(εn < 0p) 
� GA(Ep)� iωm → ω ± iδ ���
m > 0 � m < 0 � �� ��
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C�������
2� ,IO

'������ ������� !� �������! ����� � ��
���� T = 0& '���������*)��� �����	
������� ��������� ��� �������� � %*����� 8���� �!��� �����W

δG(Ep) = iG2(Ep)
∫

ddq

(2π)d

∫ ∞

−∞

dω

2π
V (q)T 2(qω)G(E + ωp + q) �J&�Q� 

��� V (q) $ %*�#� 	 �"��� ���������� ����!���������& '���������*)��� �������� �
��������� ��������� ������������ ����� ���W

δN(E) = −N(EF )
π

Im

∫ ∞

−∞
dξ

∫
ddq

(2π)d

∫
dω

2π
V (q)T 2(qω) ×

× i

E − ω − ξ(p + q) + iγsign(E − ω)

(
1

E − ξ + iγsignE

)2

�J&�Q� 

G�� E > 0 �������� �� ξ ������ �� �*��� ���� sign(E − ω) < 0� �&�& ��� ω > E&
'������������� �!��!W

δN(E)
N(EF )

≈ − 1
π
Im i

∫ ∞

−∞
dξ(p)

∫
ddq

(2π)d

∫ ∞

E

dω

2π
V (q)[T RA(qω)]2GA(E−ωp + q)[GR(Ep)]2

�J&�QQ 
�� ����������*�� ���%��* .��& J&�I �e & N�������� ����# *�� !���� ���!� ���	
���#�����#�� ���������! ��� ������� �� �J&�Q, & G��������� � �J&�QQ ����� ����	
����� ��� GA(Ep) � GR(Ep) ����*���������� ������!���#) GA �� ω � q � �������
ω � γ � vF q � γ !���� ������ �����"��# � ���*��!W

δN(E)
N(EF )

= − 1
π
Im i

∫
ddq

(2π)d

∫ ∞

E

dω

2π
V (q)[T RA(qω)]2

∫ ∞

−∞
dξ

1
E − ξ − iγ

1
(E − ξ + iγ)2

=

= − 1
2γ2

Im

∫
ddq

(2π)d

∫ ∞

E

dω

2π
[T RA(qω)]2V (q)

�J&�QL 

�� ����� ����������� �J&�Q, ���� ��������#�� ��� T = 0W

δN(E)
N(EF )

= − 1
π
Im

∫
ddq

(2π)d

∫ ∞

E

dω
1

(−iω +D0q2)2
V (q) �J&�QO 

'����� ������ �*� ���� "��� 	 "� ��� ������ �"������� ��������� �� ω �� ω ∼ 1/τ �
��"� *�����������# �������� ���!���!���� ��%%*�������� ���"�������� �� (��
�� �"������#��� !���� �������# � "��������� ������� �������� ��� ����� �
������&

.��*!������ ���� ����� �� ���*�#��� !���� ���*��# � �� !��*"�������� ��
	
���� � ������� T → 0& G��!����!� ��� (�� ��������& H!�� � ���*� �� ��!� � �����
������� �*��� �������� � ��������� ���������� ��������!W

δN(εn) = − 2
π

∫
ddp

(2π)d
δG(εnp) �J&�L� 

��� � ������������ � .��& J&�I �[ � �������� �W

δN(εn) =
2
π

∫
ddq

(2π)d
T
∑

n

V (q)T 2(qωm)
∫

ddp

(2π)d
G2(εnp)G(εn + ωmp + q) �J&�L, 

��4������� ��� ���	 � ����� � %��� ����� ������
� E ����
����� �#� 
� %
���� <����� �
%
���� �	�
�	����� �� %
����� <����� :
����� <���� ����
�����	� ����� ��� EF �
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������! ������ �������� �� p� � ������! ��� vF q � γ !���� ���"�� �����"��#
������!���#) �� qW∫

ddp

(2π)d
G2(εnp)G(εn + ωmp + q) ≈

∫
ddp

(2π)d
G2(εnp)G(εn + ωmp) ≈

≈ ν(EF )
∫ ∞

−∞
dξ

1
(iεn − ξ + iγsignεn)2

1
iεn + iωm − ξ + iγsign(εn + ωm)

=

= 2πiν(EF )
{
θ(εn)θ(−εn − ωm)

(2iγ − iωm)2
− θ(εn + ωm)θ(−εn)

(2iγ + iωm)2

}
≈

≈ −iν(EF )2πτ2{θ(εn)θ(−εn − ωm) − θ(εn + ωm)θ(−εn)} �J&�L� 

��� �������� �� ξ ���������� �"���! ����*���! ��������������! ��� ������ ��
�*�� ���#�� ��� ��������������
 �����
 εn � εn+ωm � � ��� ����
��� � ��������!*
��������* �����#������ |ωmτ | � 1&

G*��# �����#� ��� ��������������� εn > 0& 5���� 1��"�����2 ������ ���� θ $
%*����� � �J&�L� W εn > 0� εn + ωm < 0� �� ���� ωm < −εn& � ���*�#���� �J&�L, 
�������� �W

δN(εn) = −2iTN(EF )τ2
−εn∑

ωm=−∞

∫
ddq

(2π)d
V (q)T 2(qωm) =

= −2iTN(EF )
−εn∑

ωm=−∞

∫
ddq

(2π)d

V (q)
(−ωm +D0q2)2

�J&�LI 

G�� T → 0 ����# iωm → ω+ iδ� �&�& ωm → −i(ω+ iδ)� iεn → E+ iδ �� ���������������
iT
∑

m · · · →
∫

dω
2π · · ·� ��� �� � (��! ������� ���*��!W

δN(E)
N(EF )

= −2Im
∫ −E

−∞

dω

2π

∫
ddq

(2π)d
V (q)

1
(iω +D0q2)2

=

= −2Im
∫ ∞

E

dω

2π

∫
ddq

(2π)d
V (q)

1
(−iω +D0q2)2

�J&�LJ 

��� ������������ ��������� � �J&�QO � ���*����! � ��
���� T = 0&
6��#������ ������ ������ (��!�������& H!��!W

δN(E)
N(EF )

= −2Im
∫ ∞

E

dω

2π

∫
ddq

(2π)d
V (q)

(iω +D0q
2)2

[ω2 + (D0q2)2]2
=

= −2
∫ ∞

E

dω

2π

∫
ddq

(2π)d
V (q)

2D0q
2ω

[ω2 + (D0q2)2]2
=

= 2
∫ ∞

E

dω

2π

∫
ddq

(2π)d
V (q)

d

dω

Doq
2

ω2 + (D0q2)2
�J&�L� 

��� �� ��������#�� ���*��!W

δN(E)
N(EF )

= − 1
π

∫
ddq

(2π)d
V (q)

D0q
2

E2 + (D0q2)2
�J&�L� 

S����! (�* �������* � ��������� ��������� ��� ��*�� ������� !��(�������	
���� ����!��������� V (q) = V0& 5���� �!��!W

δN(E)
N(EF )

= −V0

π
Sd

∫ p0

0

dqqd−1 D0q
2

E2 + (D0q2)2
=
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C�������
2� ,J,

.��& J&�JW U���������� ��� �������� �� ����!��������� � ��������� ���������
�"���� *����� N��!� � ��*����������! !������&

= −V0

π
Sd

1

D
d/2
0

∫ Ẽ1/2

0

dx
xd+1

E2 + x4
≈ −V0

π
Sd

1

D
d/2
0

∫ Ẽ1/2

E1/2
dxxd−3 �J&�LQ 

��� ����� �"������� �� ���
��! ������� p0 ∼ l−1� �� ����������*�� Ẽ = D0p
2
0� �

Sd = Ωd/(2π)d = 2−(d−1)π− d
2 /Γ

(
d
2

)
& G�������� ��������� ���� ��������*) �����*

�������� ����# ���������& .��*!����� ��� !���� �������# � ����� �� (�� ������
���� ������#��� ������ � ������#) �� ���*���������
 �������� ������� �����	
��& � ���*�#���� !� ���*��! ����*)�*) �������* � ��������� ��������� �"����
*����� N��!� �:&8&:������ T&R&:�#��*���� ,OQO W

δN(E)
N(EF )

=
V0

π

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

1

D
d/2
0
Sd

1
d−2

{
|E| d−2

2 − Ẽ
d−2
2

}
(d > 2)

1
D0
S2 ln |E|

Ẽ
(d = 2)

1

D
1/2
0

{
1

Ẽ1/2 − 1
|E|1/2

}
(d = 1)

�J&�LL 

� ��������� ��� d = 3 ���)�� ��������� ���!������ 1�����2 :������ $ :�#��*	
���� � (������������ ������!���� ��������� ��������� �"���� *����� N��!�W

δN(E)
N(EF )

∼
√
|E|

D
3/2
0

�J&�LO 

���������� �� .��& J&�J& /�!�����#��� �� �!���� ����� ���"������# ��"�)������
� �*����#��
 (������!����
 �� !����
 ��*����������
 !������
 +,Q-& ' �����!
"��������� �����
���� *!��#����� ��(%%������� ��%%*��� D0� ��� �� ���!�	
��� � ��������� ��������� *�����������& Z�� �����
���� �"���� ����
��� !�����
$ ��(������� ���� pF l ∼ 1 � � ��������� ���!�� �� ������ ����� ������������#	
��� ������ (���� ����
��� � *���! !��(����������� ����!��������� �� ���������
+,Q� ,O-& G� !����) "��#������� �������������� ���"������# :������ $ :�#��*��	
�� ������ ����
���� � (��� �"����� � ��� �������!*) 1�*�������*)2 ���# P%����
$ V��������� � ��������� ���������� ������� ��������� � �"����� �������������

��������� +�I-& � ��������� ��������� ������ ���� ���*����� ��� ������
 �"�"��	
���
 ����!�������!�� ������ � �*
� ��!�������������� ������ ����������� +,�-� ��
!� �� "*��! ������������#�� �� �"�*������ (��
 ������
 ����������
 ���"��!&

�!���� (����� ���!����! ��� !���� �������� ���� ����!������� ��� "���� ��	
������������ ��*�� �*���������� ����#��������*)���� ����!��������� !���*
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(��������!�� ����� �*��� *������# (%%���� ����!������� (������������& /�	
���� *��! � (%%���� ������� ��!�����*��� ������� ������ � !��*"��������
��
����& 5����# ��������� ����� �� ���%��� .��& J&�I �[ �"������� �!���� (��
����!���������& ����������# � �J&�L, � ��������! (�� ��������� ���!������#��
� ����!�������!�� ����� ��������� �J&�LI W

δN(εn) =

= −2iN(EF )τ2T
∑
m

∫
ddq

(2π)d
V(qωm)T 2(qωm){θ(εn)θ(−εn − ωm) − θ(−εn)θ(εn + ωm)} =

= −2iN(EF )T
∑
m

∫
ddq

(2π)d
V(qωm)

{
θ(εn)θ(−εn − ωm)

[−ωm +D0q2]2
− θ(−εn)θ(εn + ωm)

[ωm +D0q2]2

}
�J&�O� 

�� ��� εn > 0 �������� � ��������)� ���������!* �J&�LI W

δN(εn) = −2iTN(EF )
−εn∑

ωm=−∞

∫
ddq

(2π)d

V(qωm)
(−ωm +D0q2)2

�J&�O, 

/���# ���& ��&Q � ��&L  W

V(qωm) =
4πe2

q2ε(qωm)
�J&�O� 

ε(qωm) = 1 − 4πe2

q2
Π(qωm) �J&�OI 

��� ��������������� ��������� *�����)��� ��������� �� ���!���
� ������������
���%���!� .��& J&,� �[ � ���������! �J&LO W

Π(qωm) = 2T
∑

n

∫
ddp

(2π)d
G(pεn)G(p + qεn + ωm)T (qωm) �J&�OJ 

G��#�*��# ����# �J&�L� � �J&�QJ � �������� ��� ���!���� ωm < 0� ���*��!W

ΠRA(qωm) = T
∑

0<εn<−ωm

2πN(EF )
−ωm +D0q2

= N(EF )
−ωm

−ωm +D0q2
�J&�O� 

'�*�� ωm > 0 �������� ���������� � !� �!��!W

ΠRA(qωm) = N(EF )
{
ωmθ(ωm)
ωm +D0q2

+
−ωmθ(−ωm)
−ωm +D0q2

}
�J&�O� 

5����# �*��� ����� ��� ����� �� RR � AA $ �������� ������ �������� �J&�QJ W

T (qωmεn) = θ(εn)θ(εn + ωm) + θ(−εn)θ(−εn − ωm) �J&�OQ 

����* ���*������ ����# ����*�������� ���%%*�������� ���)�� !���! ������ ��	
�����# ωm = 0, q = 0 � �������#W

ΠRR(00) + ΠAA(00) = 2T
∑

n

∑
p

G2(εn) = −N(EF ) �J&�OL 
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C�������
2� ,JI

}�� ������
��=

ΠRR(00) + ΠAA(00) = 2T
�
n

�
ddp

(2π)d

1

(iεn − ξ(p) + iγsignεn)2
=

= T
�
n

N(EF )

� ∞

−∞
dξ

∂

∂ξ

1

iεn − ξ + iγsignεn
≈

≈ N(EF )
�
n

� ∞

−∞
dξ

∂

∂ξ

1

iεn − ξ
= N(EF )

� ∞

−∞
dξ

�
−∂n(ξ)

∂ξ

�
= −N(EF ) ($�7,,+

��� n(ξ) 3 '�
�1�� ��	�������
�� <�����

� ���*�#����� � �J&�O� �*��� ��� ��"����# −N(EF ){θ(ωm) + θ(−ωm)} � !�
���*��! ��������#�� ��������������� �������� !������ � ���!���!� � ����W

Π(qωm) = −N(EF )D0q
2

{
θ(ωm)

ωm +D0q2
+

θ(−ωm)
−ωm +D0q2

}
�J&I�� 

S��)��� �����#�*� �J&�OI � ����* �� ���*��!W

ε(qωm) = 1 +
D0κ

2
D

ωm +D0q2
θ(ωm) +

D0κ
2
D

−ωm +D0q2
θ(−ωm) �J&I�, 

��� κ2
D = 4πe2N(EF ) $ �"������ ������� ����*�� ��"�������� (������������& G��

ωm = 0 �� �J&I�, ���*��! �"���� ���*�#����	W

ε(q0) = 1 +
κ2

D

q2
�J&I�� 

$ ���������� (������������ �*���������� ����!���������& � �"��! ��*��� ����	
����� �J&I�, ���������� ��(���������*) ��������!���# !������ � ���!���!� �
�������� |ωmτ | � 1 � ql � 1&

� ���*�#����� ��� !���
 �� *�������! �!����] ωm � q ���*��! (%%��������
!��(���������� ����!��������� �J&�O� � ����W

V(qωm) =
4πe2

q2 − 4πe2Π(qωm)
≈

≈ 4πe2(−ωm +D0q
2)

4πe2N(EF )D0q2
=

−ωm +D0q
2

N(EF )D0q2
�J&I�I 

���� ��� ��������������� ������� ��*�� ωm < 0& H�������� ��!����#� �� � (��!
���"������� ������!���# �� (������������ ������ e2 ���"�� �����������]

� ���*�#����� ��� ����!����� (�������������� �*���������� ����!���������
�J&�O, �������� �W

δN(εn > 0) ≈ −2iT
−εn∑

ωm=−∞

1
D0

∫
ddq

(2π)d

q−2

−ωm +D0q2
�J&I�J 

6�� ������� ����!��������� ���������� ���������� ����*)��� �� �J&�LI � �!���
���W

δN(εn > 0) ≈ −2iN(EF )T
−εn∑

ωm=−∞

∫
ddq

(2π)d

V0

[−ωm +D0q2]2
�J&I�� 

�	2 ������ ����������
��= θ(ωm) =

�
1 m ≥ 0
0 m < 0

�
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K��������� ������ �������! ��� d = 3& H!��!W

δN(εn > 0) = − iT
π2

−εn∑
ωm=−∞

1
D0

∫ p0

0

dq

D0q2 − ωm
�K*��� �J&I�� 

δN(εn > 0) = − iT
π2
g

−εn∑
ωm=−∞

∫ p0

0

dqq2

[D0q2 − ωm]2
���������������� �J&I�Q 

��� g = N(EF )V0 $ "�����!����� ��������� ����!��������� ��� ��*�� �������
����������& G���� ��!��� ����!����� x2 = D0q

2� (�� ��������� ����������)���
� ����W

δN(εn > 0) = − iT

π2D
3/2
0

−εn∑
ωm=−∞

Φ(ωm) �J&I�L 

���

Φ(ωm) =

{ ∫ x0

0
dx

x2−ωm
�K*��� 

g
∫ x0

0
x2dx

(x2−ωm)2 ���������������� 
�J&I�O 

5����# ��! ���� ��*��#�� �����# �
����*) �)�� �*!!* �� "�������! !��*"�	
������! ������!

∑−εn

ωm=−∞ Φ(ωm) =
∑−n

m=−∞ Φ(ωm)& G��#�*��# ωm = 2πmT �
εn = (2n + 1)πT � ������! �� � ���� ����*)���� ��������� �� ����*�*� �������	
��!* �� .��& J&��W

T

−n∑
m=−∞

Φ(iωm) =
∮

dz

2πi
nB(z)Φ(z) =

∫ −iεn−∞

−iεn+∞

dz

2πi
nB(z)Φ(z) =

= −
∫ ∞

−∞

dz

2πi
nB(z − iεn)Φ(z − iεn) =

∫ ∞

−∞

dz

2πi
n(z)Φ(z − iεn) �J&I,� 

��� nB(z) = 1

e
z
T −1

$ "��������� � n(z) = 1

e
z
T +1

$ %��!������� %*����� ������	

�������� ��� (�� 1��"�����2� ���� Φ(z) �� �!��� ���"�������� ��� Im z < −εn �
��������� "����� ������� ��� |z| → ∞& 5����� ��� �*���������� ��*�� ������!W

Φ(z) =
∫ ∞

0

dx

x2 + iz
�J&I,, 

� ��� ��*�� ���������������W

Φ(z) = g

∫ ∞

0

dxx2

(x2 + iz)2
�J&I,� 

M"������ ��� |z| → ∞ ����# ����������� "������� �� (�� ����� ��� "*��� ���	
�� ����� ���*��������*) ��� ����
 ����� "�������*) ��������* �� ������ ��
�J&I�O ����# �������� ��������� "�� �"������� �� ���
��! �������] & 6���� �
�J&I,� ��!��* iεn → E + iδ ���� εn > 0 � ������� !��!*) ���# � *���!
ImΦ(z) = −ImΦ(−z)� ���*��!W∫ ∞

−∞
dzn(z)ImΦ(z) =

1
2

∫ ∞

−∞
dz[n(z + E) − n(−z + E)]ImΦ(z) =

=
∫ ∞

0

dz[n(z + E) − n(−z + E)]ImΦ(z) �J&I,I 
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2� ,J�

.��& J&��W K���*� ��������������� �����#�*�!�� ��� ��������� �*!!� �� !��*	
"�������! ������!&

5���� �������� � ��������� ��������� �������������� � ����W

δN(E) = − 1

2π3D
3/2
0

∫ ∞

0

dz[n(z + E) + n(z − E) − 1]ImΦ(z) �J&I,J 

��� *��� �� −n(−z) = 1 + n(z)� �� ��������� �������# ��������� ��� � ����	
�����
 ���"��
� ������� � ���� ����������� �"������)] ���
�������� ������
����������� �� E� � ����!* ����� �� ����!�������!��&

6�� �*���������� ��*�� �!��!W

ImΦ(z) = −Im
∫ ∞

0

dx
x2 − iz

(x2 + iz)(x2 − iz)
= z

∫ ∞

0

dx

x4 + z2
=

=
1√
z

∫ ∞

0

dx

x4 + 1
=

π

2
√

2z
�J&I,� 

5����� �����#�*� �J&I,� � �J&I,J ���*���� ���*���������� ����� ��� ��� �����
���������� ������!���� ��������� �� ����!���� �"������� � ���*��!W

δN(E) = − 1

25/2π2D
3/2
0

∫ ∞

0

dω
1√
ω

[n(ω + E) + n(ω − E)] �J&I,� 

��� ��������*� �� ����!W

δN(E) =
T 1/2

23/2π2D
3/2
0

ϕ

(
E

2T

)
�J&I,Q 

���

ϕ(x) =
1√
2

∫ ∞

0

dyy1/2

{
1

ch2(x− y)
+

1
ch2(x + y)

}
�J&I,L 
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P�� ��������� �������)� ��������� 1�����2 � ��������� ��������� ��� ������

��!�����*��
& S�!���! ���!�������W

ϕ(x) =
{ √

π(1 −
√

2)ζ(1/2) ≈ 1.07 ��� x→ 0√
2x ��� x
 1

�J&I,O 

5���! �"����!� � ��� �*���������� ��*�� ���� T → 0 ���*��!W

δN(E) ∼
√
|E|

D
3/2
0

�J&I�� 

�� ������ ��������� ���*����!* ���� ���*�#���* �J&�LO ��� ��*�� �������	
��������&

I����

�� ���� �������� � ����
�	�� 	�	���
�� ��#
� 
�����
� �
������������� �� 	����8
 !�" %���	����	��" 	�����#�
��� A�		������ ���������	���� %������
�� 
�"���!���	� � 
���8
����� ���
����� 	�	���
�� n 	 %
������ E 	 ������ %������
��� 
�"���!��	� 
� �����"
�	��
<����� &�
�	����
�� �������� � ��� ���
���� '�
�1�� � ������ ������� ������ �����!�
��=

δϕn

ϕn
∼

� ∞

0
dtHint(t) ($��7)+

��� t = 0 3 ����
� ��� ��
�� ���������	����� � Hint(t) 3 �������
��
 ���������	���� (������
� ����	�����
�� ���������	����+� 4� ����� t %������
 � 
����������

�� ������� ��''�
������
� �������" ������ ∼ (D0t)d/2� 6���� ������
� ������
��� %����
�� ���������	���� ��� 
������
����������	��� !��� ���������
�� ��#
� �1�
�� ��� V0(D0t)−d/2� 2������	���

� �����=

δϕn

ϕn
∼ V0

� tmax

tmin

dt(D0t)
−d/2 ∼ V0

D
d/2
0

�
t
1− d

2
min − t

1− d
2

max

�
($��77+

4��	 tmin �	��	���

� ��������� �� �	����� �����
���	�� ��''����

��� ������#�
��= (D0tmin)1/2 ∼
l� ��� � ���� tmin ∼ (D0l−2)−1 ∼ Ẽ−1� >���� tmax ����������	� ���� ��� 
� �����
�" t > |E|−1 ��8
�� (�����

�"+ �	1����1�� ���
���" '�
�1�� ������
�� %����
� ���������	���� %''�����
�

��
�����	�� 6����� �������
δN(E)
N(EF )

∼ δϕn
ϕn

�� ($��77+ �������� ($�7HH+�

��� (�� �� ������ � ���# ����� ����������� ������� � ���� !��(�����������
����!��������� � ��*����������
 �����!�
& ���� !� ����������# ����!������	
�! ���# ������ ���� �������!��� 1%���������2 ���%��� .��& J&�I� *�����)����
�������* ������� �������& '*�����*)� � !����� ��*��� ���%���� ���# ������

������ "��# ���������������� ���� � ������� ���"��� "��������� pF l 
 1& ���	
��� �������� ����������� �� %��!� ����!�������! ���� ��������! ��������! 
�������)� �� ���#�� � ��������� ���������� �� � � �������!����& /���������������
������# !���� ����� �����"��� �"�*������ ���
 (��
 ���"��! � ��������#��
 �"	
����
 +,Q� ,L� ,O-&



����� �

��	�������
������

(�� ������� ������

.���!����! ���������� ������� ��������� ��*
 (��������� ��*� �� ��*�� �� ���
�"!��� %�����!� ���������� ������!!�� �� .��& �&,& G*�������� ����� �� (��!
���%���� �� �"��! �������!� ����������*�� ���������W

g2D(ε3 − ε1;p3 − p1) = g2
ω2

p3−p1

(ε3 − ε1)2 − ω2
p3−p1

��&, 

X��� ����!�������*)� (�������� � !���! /��*	�5� �!�*�#��!� ��� �� p3 +
p1 ∼ 0 ����� ��������������� �!�*�#��] � �� ���������!�� �!�*�#� p3 − p1

�� !�� � ��� !��*�) ∼ 2pF & � ���� ���!� ��� (���������� ��
�����
�� �"����
�����
����� N��!�� �!��! ε3 ∼ ε1 ∼ 0& G�(��!*� %��������� ��������� ��&, 
�������� �W

g2D(ε3 − ε1;p3 − p1) = −g2 < 0 ��&� 

�� ������� ������ (%%��������� ���������� ����
 (��������� ��*� � ��*�*&
5���! �"����! ��������� ���� ���������� (��������� � ��������������!� �!	
�*�#��!� ��� � ���* �������� G�*��� ��������������!� �����!� � ������� � ��	
���� ������ TKV +,� �,-& � ���������! �������� !����#���� ��!��#������� TKV
+,� ,,- ����#��� ����!��������� �� ��� �"!��� %�����!� ��!������� (%%�������!
�����! ����������!� ������� ������ �� �*�� � ���� ������� ∼ 2ωD �"����
�����
����� N��!�&

K*�������*) ��*���������#� �������)�*) �� ��� ������ ����������� !����
��������# ����!������� 1���������2 ������!!�� �������)��� ����!���������
��*
 ���������� �"���� �����
����� N��!�� ���������� �� .��& �&� �[ � ��� �����	
���� ����� �������������� (��!* ���������)��!* ����!��������)�& '*!!� (����
���� �"�� ������
 1
������2 ������ �������� Γ� ������� ������������ ��������#	
��! *��������!� ���������! �� .��& �&� �e � �!�)��! ����*)��� ������������
���W

Γ(p3p4; p1p2) =< p3p4|Γ|p1p2 >=< p′ + q,−p′|Γ|p+ q,−p >=

= V (p− p′) + i

∫
d4p′′

(2π)4
V (p′ − p′′)G0(p′′ + q)G0(−p′′) < p′′ + q,−p′′|Γ|p+ q,−p >��&I 

��������������	� 	���� !�� ����� �
��
�" $8�����	��= p1 = p+q; p2 = −p; p3 = p′+q; p4 =
−p′� ��� ��� q �	� ����� 	�����
�� $8�����	�

,JQ
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.��& �&,W P��!�������� ������� ����!��������� ��*
 (��������� ����������! �"	
!��� %�����!&

.��& �&�W 1R�������2 � �*��������! ������ �[ � ��������#��� *�������� ��� ����	
������*)��� ������� �e &
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� �������������� *�������� ��&I ����� *"����#�� ��������!� ^ ���������� ���
���� 1���������2 ���& � !����� TKV ����!��������� V (p− p′) !������*���� ���	
�*)��! �"����!W

V (p− p′) → V (p, p′) = λwpwp′ ��&J 

���

wp =
{

1 |ξp| < ωD

0 |ξp| > ωD
��&� 

� ����!�������� ���� ���������� !����� (������� $ %�������� �"!��� λ = −g2&
5����# *�������� ��&I ����� ��������W

Γ(p3p4; p1p2) =< p′ + q,−p′|Γ|p+ q,−p >=
λwp′+qwp+q

1 − iλ
∫

d4p
(2π)4w

2
p+qG0(p+ q)G0(−p)

��&� 

�� ����������� ���������������� ������������ � ��&I & .���!����! �
������ �)��
��������W

iλ

∫
d4p

(2π)4
w2

p+qG0(p+ q)G0(−p) = iλ

∫
d4p

(2π)4
w2

pG0(p)G0(q − p) =

= iλ

∫
d3p

(2π)3

∫
dε

2π
w2

p

1
ε− ξ(p) + iδsignξ(p)

1
ω0 − ε− ξ(q − p) + iδsignξ(q− p)

��&Q 

��� q = [ω0,q] = [ε1+ε2;p1+p2]& �������� (��!�������� ����*���� ���������������
���*��!W∫

dε

2π
1

ε− ξ(p) + iδsignξ(p)
1

ω0 − ε− ξ(q − p) + iδsignξ(q− p)
=

=

{
−i 1

ω0−ξ(p)−ξ(q−p)+iδ ��� ξ(p) > 0; ξ(q − p) > 0
i 1

ω0−ξ(p)−ξ(q−p)−iδ ��� ξ(p) < 0; ξ(q − p) < 0 ��&L 

G��������� (��� ���*�#��� � ��&Q � ����
��� � �������������) �� (������������
����!����� ξ = ξ(p)� � *���! ����� �� %����� w2

p �"������ (�� �������������� ��
��"������� ������ ωD� ���*��!W

iλ

∫
d4p

(2π)4
w2

pG0(p)G0(q − p) ≈

≈ −λmpF

2π2

∫ ωD

0

dξ

∫ 1

0

dx

{
1

ω0 + 2ξ + vF qx− iδ
+

1
2ξ + vF qx− ω0 − iδ

}
��&O 

��� ������#�������# ξ(q − p) ≈ ξ(p)− vF q cos θ � ����� ����!���*) x = cos θ& 6��#	
������ �������������� (��!�������� � !� ���*��!W

iλ

∫
d4p

(2π)4
w2

pG0(p)G0(q − p) ≈

≈ −λmpF

2π2

{
1 +

1
2

ln
2ωD − iδ

ω0 + vF q − iδ
+

1
2

ln
2ωD − iδ

−ω0 + vF q − iδ
+

+
ω0

2vF q

(
ln

ω0 − iδ

ω0 + vF q − iδ
+ ln

vF q − ω0 − iδ

−ω0 − iδ

)}
��&,� 
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8������ ���!����*)��� ����� � (�� ��������� ��� !���
 ��� ��������) � ωD 
ω0 � vF q �!��� ���W

−λmpF

2π2
ln

ωD

Max[2ω0; vF q]
��&,, 

��� ��������� "��#��� ������%! �� ������� ^ ������%!������ ���
���!���# & �
���*�#����� ��� �������*)��� ��� ������� ��&� ���*��!W

Γ(p3p4; p1p2) =< p′ + q,−p′|Γ|p+ q,−p >≡ Γ(q)wp′+qwp+q ��&,� 

��� ���� ω0 > vF q 
�

Γ(q) = λ

{
1 + λ

mpF

2π2

[
ln e

∣∣∣∣2ωD

ω0

∣∣∣∣+ iπ

2
+

1
2

ln
∣∣∣∣ ω2

0

ω2
0 − vF q2

∣∣∣∣+ ω0

2vF q
ln
∣∣∣∣ω0 − vF q

ω0 + vF q

∣∣∣∣
]}−1

��&,� 
G����������*�! �����# �������� ��������� ���� ��&,� & 6�� �������� ����!����!
������ ��*�� q = 0& G�� �����������
 � ���������#��
 ω0 �!��!W

Γ(ω0) =
λ

1 + λmpF

2π2

[
ln
∣∣∣ 2ωD

ω0

∣∣∣+ iπ
2

] ��&,� 

T*��! ����!�������# �����# Γ(ω0) ��� %*����) ��!�������� ����!����� ω0� ����	
����� �� ��� ������������ ����������� ��&,� � ���
�)) ���*��������# Imω0 > 0&
5����� ������� � ��&,� ω0 = |ω0|eiϕ� ���*��!W

Γ(ω0) =
λ

1 + λmpF

2π2

[
ln
∣∣∣2ωD

ω0

∣∣∣+ iπ
2 − iϕ

] ��&,Q 

X��� ����!��������� (��������� ����� 
������� ����������� �� λ < 0 � ��&,Q 
�!��� ���)�� ���������!�� *��������!�W

1 + λ
mpF

2π2

[
ln
∣∣∣∣2ωD

ω0

∣∣∣∣− i
(π

2
− ϕ

)]
= 0 ��&,L 

�&�& ��� ϕ = π
2 � 1 + λmpF

2π2

[
ln
∣∣∣2ωD

ω0

∣∣∣] = 0& H��� ������� ���)� �!����� �� �����-

������� ω0 = iω̃� ���W

ω̃ = 2ωD exp
(
− 2π2

mpF |λ|

)
��&,O 

� ����������� (���� ���)�� Γ(ω0) �!��� ���W

Γ(ω0) ≈ − 2π2

mpF

iω̃

ω0 − iω̃
��&�� 

�4��	 
��� ��	��������	� ����	�
�� 	���
���
���=

ln z = ln |z| + i arg z (?�)�+

���

arg z = arg(x+ iy) =

"$
%

arctg y
x

��� x > 0
π + arctg y

x
��� x < 0; y > 0

−π + arctg y
x

��� x < 0; y < 0
(?�)$+

�> 	����� ���������
�� (λ > 0) 
����� �	���

��� 
� ����	"����� >���#�
�� (?�)B+ ���� ���
%��� 	���� �	�" -��	�
��
�"0 �������� � -��������
��0 λ� 5����� ������'� ����� ����� ���	��
� %''�����
��� ���
��
� ���������	����� I������ -���������0 � %��� 	����� 
� ���
������
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P�� ������� ������������� �/��	����- ��/��-4����� ^ ���)� ��������� �	
��� � ���
��� ���*��������� ������ ������� ������������� � �����!� ��*����	
���� ������������ !��� � (�����������#�� ����*��� ��� ���!���! �!����*���W
e−iω0t ∼ e−iiω̃t ∼ eω̃t] P�� ����� � ��*���������� �����!� � ���"
���!���� ����	
������� �� ��������� ��������� � ������� ���"*������&

G�� ������
 �� �*�� vF q ��������� ��&,� !���� ���������# � ����*)��!
���� ���� ω0 > vF q W

Γ(q, ω0) = λ

{
1 + λ

mpF

2π2

[
ln e

∣∣∣∣2ωD

ω0

∣∣∣∣+ iπ

2
− iϕ− 1

2
ln
(

1 − v2
F q

2

ω2
0

)
+

ω0

2vF q
ln
(
ω0 − vF q

ω0 + vF q

)]}−1

��&�, 
��� �� ����� ����������� � ���*��������# Imω0 > 0 � �����#������� �����������
ω̃ �� ��&,O � ��
���!W

Γ(q, ω0) = − 2π2

mpF

{
ln
ω0

iω̃
− 1 +

1
2

ln
(

1 − v2
F q

2

ω2
0

)
− ω0

2vF q
ln
(
ω0 − vF q

ω0 + vF q

)}−1

��&�� 

G�� !���
 vF q � ω̃ �!��!W

Γ(q, ω0) ≈ − 2π2

mpF

iω̃

ω0 − iω̃ + i
v2

F q2

6ω̃

��&�I 

S��)�� ��
���! ��������� ���)�� ��� %*����) qW

ω0 = iω̃

(
1 − v2

F q
2

6ω̃2

)
��&�J 

��� �� �"���)���� ������� ω0 *!��#������ � �����! q& G�� ��������! vF qmax

���� ���)�� ω0 ���������� ������ �*�)� ����� ���� ��� "��#��
 vF q ���)� �
Γ ���*����*��& G�����#�* ������� q ������������ ��"�� �!�*�#� �����!� ��*

(��������� ��� ������� (��� ���*�#��� �������� �� ��������) � �"��������) ���
�������)� (��������� ����*����� ���� �������* ��*� ��*�*&

K*��������� 1��������2 ���� ����� � ��"������� $ (����������*) ���# (���	
������ ���������� ���%����� �� .��& �&I �[ & X����������� �� �*����������� ��	
�)���� ���"������� � 1��������2 �������� � � ����������*)��� ����*�������� �
Σ(p) � � ��������)��� �� �������� ���������� �� .��& �&I �e &

G�������! ��� ���� �� ���������� ���"������� ��������#���*)� � ��*����	
������ �"����� ��������� ��������� %��!� $ ���� � ����������! ��� T = 0&
P�� ��*���������# ������� � �����"����� ������ ����� ������� ������
 ����
��������� �"���������# ��������� ����� �&�& ������ ���� "��� $ ������� �������
!��*� 1�������������#��2 �� �������� *�����#& 5�!�����*��� ��� ������� �������
��������� ����� ��*���������# � �������� ��!�����*��� ����
��� � ����
�������	
��� ���������& G��!����!� ��(��!*� �* �� ����* � ��!�����*���� �!��*"�������� 
��
����&

� ���"�������� � ������! !� �����"�����! ���������! ��������
 ��� ��*� ��
��*��� ��� �"���*)� �����#��� "��� $ ���� � ��!�����*���� %*����� 8���� ���
���� �!��� ���W

G(q, ωm) =
1

iωm − q2

2m∗ + µ
��&�� 

��� ωm = 2πmT � q $ �!�*�#� ��������� ����� � m∗ $ �� !����� ������ *��������
!���� (��������& G�� ωm = 0 ��&�� �������� � [µ−q2/2m∗]−1& G�� ��������� ��!��	
���*�� T = T0� �������!�� ��!�����*��� "��� $ ������������ (�� ������� �������
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.��& �&IW G������� � ��"������� $ (������������ ���� (�������� �� ��� ���������
� �*��������! ������ �[ � ���%��� ��� ����������*)��� ������� �e &

�"�������� � "����������# ��� q = 0& P�� ��!�����*��� �������� ����������*��
µ = 0� � �������� �� ����������! ����!�������! "��� $ ����������� +,,-&

G�� *��� ��*������� ���*��*�� �*��������� ����� �������! ��&�� ��������
��*
������� %��!������ %*����� 8����& � ���� ����
��� ��� ������ �"��	
���# ���������!� ��������!� � �!���� ����� ������!���� �� ����!����
 ω0m =
(ε1 +ε2)n � q = p1 +p2� ����������*)��
 �����* ������� ����& N��!������ %*��	
��� 8���� ���"�������!� �� (��! ����!����! �� �"����)� ^ �*��� ����!�����#
����������*)�*) �������*) ���# Γ(qω0)� ������� ������ ��!� �� ��������!�
������!!�!�� �� � ����� �� � !��*"�������� ��
����& ��� ������� � ��!� ��
�!���� ��&Q �*��� �����# ����!�����#W

I = −λT
∑

n

∫
d3p

(2π)3
wp

2 1
iεn − ξ(p)

1
iω0m − iεn − ξ(q − p)

��&�� 

��� ω0m = 2πm0T �m0 $ ����� ���� & 3� �� "*��! �������# ��&�� ��� �����	
���#��
 �������
 ω0m � q� �&�& �� �"��
 ���"������� ����� �� ��� � � "��� $
����� ���)� � Γ(qω0) ������� ���������� ��� ������� ω0 = q = 0& G�(��!* ��!
��������� ����!�����# ���#�� (��� ��*��& 5���� ��! ���� �������# ���#��W

I =
λ

(2π)3
T
∑

n

∫
d3pw2

p

1
iεn − ξ(p)

1
iεn + ξ(p)

≈

≈ −λmpF

2π2

∫ ωD

−ωD

dξT ∗
∑

n

1
ε2n + ξ2

= −λmpF

2π2

∫ ωD

0

dξ

ξ
th

ξ

2T
��&�Q 

��� �*!!� �� ������! ���������# � ��!��#) ��&OO & H�������*� ����# �� ����!�
���*��!W

I = −λmpF

2π2

(
ln
ωD

2T
−
∫ ∞

0

dx
lnx
ch2x

)
��&�L 

��� � �������!�� ��������� ��!����� ���
��� ������ x = ωD

2T �� "����������#� �
*���! ��� "������ �
���!���� � �������*)��
 ��� T � ωD& P��� �������� �����
ln π

4γ � ��� ln γ = C = 0.577... ����������� P����� � ��� �� γ ≈ 1.78� � 2γ
π ≈ 1.14& �



���� E������
2 .���	���� ,�I

����� ���*��!W

Γ(0, 0) =
λ

1 + λmpF

2π2 ln 2γωD

πT

��&�O 

G�� λ < 0 ����# ����# ��������� ���)�� �"���� ��������W

Γ(0, 0) = − 2π2

mpF

Tc

T − Tc
��&I� 

��� �����	*�/	* ��	��	����13�+� ��	����* Tc ������������ %��!*��� TKV �g&v[=?CCD�
h&n<<�C=� g&@Aa=BC�C=� ,O�Q W

Tc =
2γ
π
ωD exp

(
− 2π2

|λ|mpF

)
=

2γ
π
ωD exp

(
− 1
|λ|νF

)
��&I, 

S"������ ���!����� �� ����# �
���� ��������# ��������� �� *����� N��!� νF �
������ �� ���/ �������) �����& ������� |λ|νF ������ ���# "�����!����� �������	
�� ����������#���� ����!���������& ����� �������*�#� �� ������!���# �� (���
��������� � ��&I, ��*�*
���4��*1 ^ (�� ��������� ���#�� ��������# � ��� ��
�������! λ ��� λ→ 0]

��������� ���� � ��&,O ������ ω̃� 
���������*)��� ��*���������# �����!�
��� T = 0� �����

ω̃ =
π

γ
Tc ��&I� 

(�� ��������� ���'�����

H� ������*���� ����� �� � �"����� ��!�����*� T < Tc ���"*���� �������#���
����!������� +,� �-& H�
���! �� *��������� !����� %��!� $ ���� � �����! ���	
�������!� ��!��#������ ������� �!��� ���W

H = H0 +Hint =

=
∑
α

∫
drψ+

α (r)
[
− 1

2m
∇2 − µ

]
ψα(r) +

λ

2

∑
αβ

∫
drψ+

α (r)ψ+
β (r)ψβ(r)ψα(r) ��&II 

N��!��#�� (�� ����������*�� ���������* ����!��������� V (r − r′) = λδ(r − r′)� ��
� ���#�����! ��� ��������� ���������� � �*!! !� "*��! ������*!����# ������	
���� ���� ��&J � ��&� � ��"� *���# ����#�*) ������* ���������� � ����
������	
����
&

� ������"��������! ������������� !���� �������# ����������� *�������� ���	
����� ��� (���������
 ����������W

i
∂

∂t
ψα(x) = [ψα, H ] ��&IJ 

K�!!*����� � ������ ���� ���������� ���������������� � �����#�������! �����	
��
 ��!!*��������
 ����������� ��� ���������� ψα(x)W

ψα(r, t)ψ+
β (r′, t) + ψ+

β (r′, t)ψα(r, t) = δαβδ(r − r′) ��&I� 

ψα(r, t)ψβ(r′, t) + ψβ(r′, t)ψα(r, t) = 0
ψ+

α (r, t)ψ+
β (r′, t) + ψ+

β (r′, t)ψ+
α (r, t) = 0 ��&I� 
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G��!�� ���������� ��������� � ������������#��� ��!!*������ ���������� � ��	
���#��!� ������!�!� � ��!��#������� ��&II � ��)�W

[ψα(x), H0] = −
(
∇2

2m
+ µ

)
ψα(x) ��&IQ 

[ψα(x), Hint] = −λ
∑

β

ψ+
β (x)ψβ(x)ψα(x) ��&IL 

[ψ+
α (x), H0] =

(
∇2

2m
+ µ

)
ψ+

α (x) ��&IO 

[ψ+
α (x), Hint] = λ

∑
β

ψ+
α (x)ψ+

β (x)ψβ(x) ��&J� 

��� �� � ����! ���� *�������� �������� �������� ����*)��! �"����!W

i
∂ψα

∂t
= −

(
∇2

2m
+ µ

)
ψα − λψ+

γ ψγψα ��&J, 

i
∂ψ+

α

∂t
=
(
∇2

2m
+ µ

)
ψ+

α + λψ+
αψ

+
γ ψγ ��&J� 

��� �� �������)��!�� �������! ��������! �������! ������*!������� �*!!���	
�����&

'������� �����������!�� ��!� ����������� ������� ��������� ��������� ����
	
����������� ��� T = 0 � �����!� �!����� ������*� �*��������
 ���� ����������
����!��� �!�������������� ���� �����& S������� �� ��������� ����� �����!��
%��������� �� !������� ��� ��!������ �� ������* ���� ��� � �����������& 3�	
��!������� (�� ���������� ������! ������
 �� �*�� �� ������� ���� �����
N → ∞ ������� !������
 (��!�����W

lim
N→∞

< m,N |ψβ(x2)ψα(x1)|m,N + 2 >= lim
N→∞

< m,N + 2|ψ+
α (x1)ψ+

β (x2)|m,N >∗ �= 0

��&JI 
/���# ψβ(x2)ψα(x1) ������������ ��"�� �������� *��������� ��*
 (���������� �
ψ+

α (x1)ψ+
β (x2) $ ���������� �������� �������� ����& � ���#�����! !� "*��!�

��� ���������� ��*����# ���� ������ �������� � ����� ��*���! � ��������#���
!������� ������� �*!��*)��� 1����������2 ��������� �����! � �������! ��	
��! �����&

5���! �"����!� ��� ����
��� �����!� � ����
���������� ��������� �����
����
����*���� �*	/����� �*
��	���4��- �����	���� ����������*)��� �����* ��
��	
����� ���� ����� ^ (�������� !��*� ������� 1*
����#2 � ��������� ���� ���"�	
���� 1��������#2 �� ����������& 3������������� �����!� ��� (��! �� ��!�������
���� N → ∞] &

G�(��!*� �����* � �"���� ����!��#��� %*������ 8����W

iGαβ(x1, x2) =< N |Tψα(x1)ψ+
β (x2)|N > ��&JJ 

�&������ ������
� �
����� %���� ��������#�
�� 	 �
������
�� ���������� ���
������� �
������ ���� 3 ���� 	� 	����� ���������	����� �� 5���� ���� �))��

�L�
1��1�� 	��
��

��� 
�����
�� 	�������� ������ 1�
����
� ��� � 	������

�� ������
'�����" ����"���� xx ���� �7$�� &	
��
�� 	�	���
�� -��
��
	�����

��0 '���� ���
��� !�� ���
�����������" 
�#� ����� ����"��� Tc� �	���� ����� 	������� ���� 	�������� �������
��
��
���	��� !��� ��

�� '������ ����"�� �))�
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���"
���!� ������ ����� � ��� �������!�� *���*
��5� %*����� 8�����W

iFαβ(x1, x2) =< N |Tψα(x1)ψβ(x2)|N + 2 > ��&J� 

iF+
αβ(x1, x2) =< N + 2|Tψ+

α (x1)ψ+
β (x2)|N > ��&J� 

:��!��#��� %*����� 8���� Fαβ � F+
αβ *����������)� ����*)��! �"��! ��������!

��!!������ ����*)��! �� ��!!*��������
 ������� �
�����
 � ��
 ����������W

Fαβ(x1, x2) = −Fβα(x2, x1) F+
αβ(x1, x2) = −F+

βα(x2, x1) ��&JQ 

> ���
����� �� �	 �� ��		��������� ����� 	�
����
�� (�� 	��
�+ �������	��� 	������
���
������� !��	� � ������� !�� �����
	��� ���������	��" 	���"������
����� � &������ 	��
�8
�� ����	���	� ����	��=

Fαβ = AαβF F+
αβ = BαβF

+ (?�$H+

I�� � 	������	���� 	 ���
1���� ������ ����� < ψα(x)ψα(x) >= 0� ��� ��� Fαα = F+
αα = 0�

2������	���

� Aαα = Bαα = 0� � �����1� A � B ����� ��� ����	�����
� � ����=

A =

�
0 a1
a2 0

�
B =

�
0 b1
b2 0

�
(?�$,+

/�� 	�
����
��� 	������
�� F (r − r′) = F (r′ − r)� ����� �� (?�$B+ 	������ Aαβ = −Aβα � Bαβ =
−Bβα� ��� ���

�=

A =

�
0 a
−a 0

�
B =

�
0 b
−b 0

�
(?�?*+

� �� (F+
αβ)∗ = −Fαβ �������� B∗ = −A� ��� ��� � b∗ = −a� 2������	���

�=

A = a

�
0 1
−1 0

�
B = −a∗

�
0 1
−1 0

�
(?�?)+

5���� �������� ������!���# ���!��#��
 %*����� 8���� �������� � �������!*
������!!������!* ������* � $ �����W

gαβ =
(

0 1
−1 0

)
= iσy

αβ (ĝ2)αβ = −δαβ ��&�� 

��� σy =
(

0 −i
i 0

)
& G�(��!* !� !���! �������# ���!��#��� %*����� � ����W

Fαβ(x1, x2) = gαβF (x1, x2) F+
αβ(x1, x2) = gαβF

+(x1, x2) ��&�I 

��� ������ ����� %*����� ��!!������� �� x1 � x2& '������� ������!���# ���	
!��#��� %*����� 8���� Gαβ ���� ��!�������� �����!� �������� � Gαβ = δαβG&
K��!� ����� � ���������� �����!� ���������� %*����� G� F � F+ ������� ���#�� ��
��������� ��������� ���� � �������� !�!����� ���!���&

�����! ���!��#��� %*����� � �������)��
 ����
W

Ξ(x) = iF (x, x) Ξ∗(x) = −iF+(x, x) ��&�J 

������� ������ ������)� �������!� %*�����!� �*��������
 ���� ��
�����
�� �
����������& � ������������ !������������� ���������� �����!� Ξ(x) �������� �

�&������ ��	
� 	��� ������
�� � ������ �
����
�" '�
�1�� .��
� 	 ���������� �����8
	���
�" 5���� ���� �))� 7$� 7?�

�6������
�� 	������
�� ����� ��	�� � 	���"������" '���" He3 � � 
�������" ���������	��"
	����
�
��"� 
������� � Sr2RuO4�

�/�� �������
��� 	������
�� ������
��
�� ��	� �
����
�� '�
�1�� .��
� �
��	��������8

�� � 	��
����� 
�������� 	��������
��
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����������� ����! ���������! ��"���! %�� ψ $ ���������� !���� ������# (�*
��������*) ����������#���&

/��!�!�� �����# ������ ��������� ����!�������!�
 %*����� 8���� � !���	
�� %��!� $ ���� � ����������!� ���������!�� ��!��#�������! ��&II & M��������
�������� ��� ���������� ψ � ψ+ �������� ���� � ��&J, � ��&J� & H!��!�W

∂

∂t1
Gαβ = −i

〈
T
∂ψα(x1)
∂t1

ψ+
β (x2)

〉
− iδαβδ(r1 − r2)δ(t1 − t2) ��&�� 

��� �� ���������� �)�� ��&J, � ���*��! *�������� �������� ��� ���!��#���
%*����� 8���� � ����W(
i
∂

∂t
+

∇2

2m
+ µ

)
Gαβ(x− x′) − iλ < N |Tψ+

γ (x)ψγ(x)ψα(x)ψ+
β (x′)|N >= δαβδ(x− x′)

��&�Q 
N��*���*)��� ����# ��������#��� !������� (��!��� ������������ �����
 ψ $
���������� !���� ��������# �1�� ���*2 � ������� ��� ���!����� ���������� ��*!	
!� ������������ !������
 (��!����� ��� ���������� W

< N |Tψ+
γ (x)ψγ(x)ψα(x)ψ+

β (x′)|N >≈ Gγγ(0)Gαβ(x− x′) −Gαγ(0)Gγβ(x− x′) +

+ < N |Tψγ(x)ψα(x)|N + 2 >< N + 2|Tψ+
γ (x)ψ+

β (x′)|N >

��&�L 

Z���� ���� GG ��� ��� ����� ���*���������� ������#�* ��� ������*� ���#�� �
��������� �������!������ (������ ���"*������ � ���!��#��! ���������& G�(��!*
� ���#�����! !� ��
����! ���#�� ����� ��������� ������ � ��&�L � ��� ����������
!������� (��!���� ��� ����
���� � ��!������! ���� ����� N ↔ N + 2� ���
���	W

< N |Tψ+
γ (x)ψγ(x)ψα(x)ψ+

β (x′)|N >→
→< N |Tψγ(x)ψα(x)|N + 2 >< N + 2|Tψ+

γ (x)ψ+
β (x′)|N >=

= −Fγα(x, x)F+
γβ(x, x′) = −δαβF (0)F+(x− x′) ��&�O 

��� *�� ��&J� � ��&J� � ��&�� � ��&�I & ' *���! ��&�O *�������� ��&�Q �������� �W(
i
∂

∂t
+

∇2

2m
+ µ

)
G(x) + λΞF+(x) = δ(x) ��&�� 

��� ��!����� ���*!��� x− x′ �� x� � ��������*) iF (0) �"������� ��� Ξ&
4� !� ������ �����# �������# ��� � *�������� �������� ��� ���!��#���

%*����� 8���� F+(x)] 6�� (���� ������! ���������*)W

i
∂

∂t1
F+

αβ(x− x′) =
〈
N + 2

∣∣∣∣T ∂ψ+
α (x)
∂t1

ψ+
β (x′)

∣∣∣∣N
〉

��&�, 

�/�� ������
�� ������� 	��������� � (?�?@+ 
�#
� �	���
�� ��� ������
�	� Gαβ ��� t1 = t2=

Gαβ |t1=t2+0 −Gαβ |t1=t2−0 = −i < ψα(t1, r1)ψ+(t1, r2) + ψ+
β (t1, r2)ψα(t1, r1) >= −iδαβδ(r1 − r2)

(?�??+

�	> 
�����
�� '���� 3 	�	���� (��� ��
��
	���+ �
�� �	��	���

�� ���
� 
�� � I� ���	 %��
�
����
�� ������ ����� � ����	���

� 
���� ��������
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/�!���!� �� ��� � δ $ %*������� ���� ������� ������!��� � ��&�� � ����# �� �����	
����� ������#�* Fαβ(x−x′) �� ������ �� Gαβ(x−x′) ���������� ��� t = t′ �� ���*
������!!*���������� ψ+

α (t, r) � ψ+
β (t, r′) & G��������� ��&J, � ��&�, � ����� ���	

���� ��������� ������������� ������� ��������� ��!*� ��� (�� �������# � ��&�O �
���*��! *��������W (

i
∂

∂t
− ∇2

2m
− µ

)
F+(x) + λΞ∗G(x) = 0 ��&�� 

5���! �"����! !� ���*��! ��!��*�*) �����!* *�������� ��&�� � ��&�� � ������	
��)�*) %*����� 8���� ����
���������� �R&G&8��#���� ,O�L &

G���
��� � �!�*�#���!* ������������)� *�������� 8��#���� !���� �������# �

����
(
p = (ε,p), ξ(p) = p2

2m − µ
)
W

(ε− ξ(p))G(p) + λΞF+(p) = 1 ��&�I 

(ε+ ξ(p))F+(p) + λΞ∗G(p) = 0 ��&�J 

H���)�� �� (��� �����!� F+ (��� �����!� *�������� ����* �� ��
���!W

(ε2 − ξ2(p) − |∆|2)G(p) = ε+ ξ(p) ��&�� 

��� ����� �"��������W

∆ = λΞ ��&�� 

P�� �������� ��� !� *����! ����� "*��� �����# ���# 8��	+���4���- 3�
� � ����	
��� ���"*������ ����
���������� �� �������!����� �*	*���	* ��	1��* ����
���	
�������� ����
���&

N��!��#��� ������� ��&�� �!��� ���W

G(p) =
ε+ ξ(p)
ε2 − ε2(p)

=
u2

p

ε− ε(p)
+

v2
p

ε+ ε(p)
��&�Q 

���

ε(p) =
√
ξ2(p) + |∆|2 ��&�L 

������ (��!�������
 ���"*������ ������ TKV �� ���#) 2|∆| � � up � vp ���#
��������� ��(%%������� T����)"��� +,,-W

u2
p

v2
p

}
=

1
2

(
1 ± ξ(p)√

ξ2(p) + |∆|2

)
��&�O 

��������� ��&�Q ��� �������������� ^ �*��� ��� �����# �����" �"
��� ���)����
���� �������� �������������� !��!�� ���# %*����� G& 6��� � ��!� �� ���� ��	
������ �������� δ(ε ± ε(p)) � ����!* �������� ��� *!������� �� (ε2 − ε2(p)) �
��&�� & G� �"��! �����������! ��������! +,- ���� !��!�� ���� %*����� 8����
�������������� ����* ����!����� ε� ��(��!* � ����
 � ���������#��!� � ����	
�����#��!� ���)��!� (�* ����!���*) �*��� ��!����# �� ε± iδ� �����

G(εp) =
u2

p

ε− ε(p) + iδ
+

v2
p

ε+ ε(p) − iδ
=

ε+ ξ(p)
(ε− ε(p) + iδ)(ε+ ε(p) − iδ)

��&Q� 
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5����# ��
���! � F+ �� *�������� ��&�J W

F+(εp) = − λΞ∗

(ε− ε(p) + iδ)(ε+ ε(p) − iδ)
= − ∆∗

(ε− ε(p) + iδ)(ε+ ε(p) − iδ)
��&Q, 

� ���� ���!� �!��!� �� ����������)W

iΞ∗ = F+(x = 0) =
∫ ∞

−∞

dε

2π

∫
d3p

(2π)3
F+(εp) ��&Q� 

G��������� �)�� ��&Q, � ��������! �������������� �� ε �*��! ��!������ ����*�� �
���
��� ���*���������� ��� �� �������� ���������� ���� ���� � ���)�� ε = ε(p)&
� ���*�#����� ����� ���������� �� Ξ∗ ���*��!W

1 = − λ

2(2π)3

∫
d3p

1√
ξ2(p) + ∆2

��&QI 

^ *�������� ��� ���� ������ TKV& 4���!��!� �� * ��� λ < 0� ���!� ���� !�
����! ∆ *�� "�� ����� !��*��� ������#�*� ��� ��!���� ����� � �����! ��*�� !�
!���! �����# ���# ������������& .��
���!���# ��������� � ��&QI � ��� ���������
�"�������� ��
��� �� *������� �� � !����� TKV ����!�������*)� ����������)��� 
���#�� (�������� � (������!�� ������!� � ���� �������� 2ωD ����� �����
�����
N��!� ���& ��&J � ��&�  & 5���� �!��!W

|λ|
2(2π)3

∫
dp

4πp2√
ξ2(p) + ∆2

→ |λ|p2
F

4π2vF

∫ ωD

−ωD

dξ√
ξ2 + ∆2

=
|λ|mpF

2π2
ln

2ωD

∆
��&QJ 

��� �� ��&QI �������� �W

1 = |λ|mpF

2π2
ln

2ωD

∆
��&Q� 

�� ���� ����������� ���*�#��� TKVW

∆0 = 2ωDe
− 2π2

|λ|mpF = 2ωDe
− 1

|λ|νF ��&Q� 

'�������� � ��&I, � �!��!W

∆0 =
π

γ
Tc ��&QQ 

G������ ��������# ��������# ��������� (��������� � !����� TKV& H�
��� ��
�"���� ����������� �J&OO � ��&�Q � ��&Q� � �!��!W

N(ε) = − 2
π
νF

∫ ∞

−∞
dξImGR(ε, ξ) =

= − 2
π
νF signεIm

∫ ∞

−∞
dξ

ε+ ξ

ε2 − ξ2 − ∆2
=

2
π
|ε|Im

∫ ∞

−∞
dξ

1
ξ2 + ∆2 − ε2

=

= 2νF |ε|Im
1√

∆2 − ε2
��&QL 

��� *��� �� ��� T = 0 ����������� ����������� ImGR(εp) = signεImG(εp) +,-&
5����� ����� ��������# ��������� ���"����
 (��������� �� *����� N��!� ��� �"��

�������� ����� N(EF ) = 2νF � �!��!W

N(ε)
N(EF )

=

{ |ε|√
ε2−∆2 ��� |ε| > ∆

0 ��� |ε| < ∆
��&QO 



���� E������
2 .���	���� ,�O

.��& �&JW 6�����!!��� ������������� *�������� 8��#����&

P�� $ ���!������ ���*�#��� ������ TKV& G�������# ��������� ����� �*�) ��*���
����� �&�& � �"����� (������ ������� 2∆ ����*� *����� N��!�& G�� ε = ±∆ �
��� �!�)��� �������� ���"�������� � ��� |ε| → ∞� ������� ��������� ���������
��
���� �� ���!������* !����� ���"����
 (��������� N(EF )&

M�������� 8��#���� !���� ����������# � ������!!��! ����� ��� (�� ��������
�� .��& �&J� ��� ��������"������ ����� �"������� 1�����������2 ����������] ����
����!���� ������� ∆� � ��� ���!��#��� %*����� 8���� �����#�*���� �����������
�"�������� � �������������� �����������!� �������!���& � �����������! ����
(��! ���%���! ����������*�� �����!� *����������W

G(p) =
1

ε− ξ(p)
− 1
ε− ξ(p)

∆F+(p) ��&L� 

F+(p) = − 1
ε+ ξ(p)

∆∗G(p) ��&L, 

(������������ ��&�I � ��&�J &
H����#�*� ��&�� � *��������� ����������� ��&Q� � ������!W

∆ = λΞ = iλ

∫ ∞

−∞

dε

2π

∫
d3p

(2π)3
F (εp) ��&L� 

�� !���� ���"�����# ������!!�� .��& �&� �[ � ����� ��� �� ���%���� .��& �&J
��������� ���%������ �����# *�������� 8��#����� ���������� �� .��& �&� �e ��&

}�	�� �	�������	� ������
�� ����	 ����
�
�� .������� ������#�

�� ������� I����� ���
%���� 
����� 	 G� F+ � F (���� (?�$$+� (?�$?+ � 	����#�

�� � (?�$?++ ������ �!�=

iG̃αβ(x1, x2) =< N |Tψ+
α (x1)ψβ(x2)|N > (?�H�+

������� �"���� � 	�	���� ����
�
�� ���� (?�H*+� (?�H)+=

G̃(p) =
1

ε+ ξ(p)
− 1

ε+ ξ(p)
∆∗F (p) (?�H$+

��9�����#�

�� 
� %��" ���'���" ���1�		� ���������	���� 	 ∆ ��#
� �
������������� ���
-�"��0 %������
�� � ��
��
	�� ��� ��� �" -���
��
���
��0 �� ��
��
	����

��/�� ������	�� �� ���	���� ���	 ��	��
��
� ����� �
���	�� � '�
�1��" .��
� 	�����
�"
��	��1�

��4������� ��� ���	� ��� � ����� �� ���	�� ���
�������� ������� 	���������
��� ���������8
	���� � 	��	���

� 3 %
��������	�� ��	� 
�����
�� '�
�1�� .��
��
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.��& �&�W '�"������� $ (������������ ���# �� ����������#���� ����!���������
�� ���!��#��� %*����� 8���� �[ � ��� ���� %��!� ���%������� �������������
*�������� 8��#���� �e &

F (p) = − 1

ε− ξ(p)
∆G̃(p) (?�H?+

6���� ��#
� ���	�� ������
� '�
�1� .��
� ����=

Ĝ(p) =

�
G(p) F (p)

F+(p) G̃(p)

�
(?�H@+

� ����	�� ��� ���� ����
�
�� .������ ((?�H*+� (?�H)+ � (?�H$+� (?�H?++ ���
�� ������� ���=�
ε1̂ − σ̂zξ(p) +

1

2

)
∆σ̂+ + ∆∗σ̂−

*�
Ĝ(p) = 1̂ (?�HB+

��� �����
� 	��
����
�� �����1� ����� σ̂x, σ̂y, σ̂z � �" ��
��
�� �����
�1�� σ̂± = σ̂x ± iσ̂y �
;���� ��������� ���

iĜ(x1, x2) =< Tψ̂(x1)ψ̂+(x2) > (?�HH+

���

ψ̂(x1) =

�
ψα(x1)

ψ+
β (x1)

�
ψ̂+(x2) = (ψ+

α (x2), ψβ(x2)) (?�H,+

J 	��
��� I�����

X��� ����
��������� ��
������ �� ������! (������!�������! ����� �� %*��	
��� 8���� *�� �� "*�*� �������# ���#�� �� �������� ���������& �������� (������	
!��������� ���� ����� �������� � *��������
 8��#���� � %��!� ��&�� � ��&�� & P��
�������� �"���� ��!����W

∇ψ → (∇− ieA)ψ ∇ψ+ → (∇ + ieA)ψ+ ��&O� 

��� A ^ ������� ������ $ �����������& 5���� *�������� ��� G � F+ �����!�)�
���W {

i
∂

∂t
+

1
2m

(∇− ieA)2 + µ

}
G(x, x′) + iλF (x, x)F+(x, x′) = δ(x− x′) ��&O, 

���������������	� ����� ����������� � ������� 	�����
�� ����
1��� φ = 0�



���� E������
2 .���	���� ,�,

{
i
∂

∂t
− 1

2m
(∇ + ieA)2 − µ

}
F+(x, x′) + iλF−(x, x)G(x, x′) = 0 ��&O� 

G�� ����������! ����"���������W

A → A + ∇ϕ ��&OI 

%*����� 8���� G� F � F+ ����"���*)��� ���W

G(x, x′) → G(x, x′)eie[ϕ(r)−ϕ(r′)] ��&OJ 

F (x, x′) → F (x, x′)e+ie[ϕ(r)+ϕ(r′)] ��&O� 

F+(x, x′) → F+(x, x′)e−ie[ϕ(r)+ϕ(r′)] ��&O� 

������#�* �*	1;���5� ���� (��������� ����"���*)���� ��� (��!� ���W

ψ(x) → ψeieϕ(r) ψ+(x) → ψ+e−ieϕ(r) ��&OQ 

5���� 1����2 ∆(x) ∼ |λ|F (x, x) ��� ∆∗(x) ∼ |λ|F+(x, x)� ������� �� ������! ����
����)���� ���"�� ������� %*�����!� x� ����"���*)��� �� �����*W

F (x, x) → F (x, x)e2ieϕ(r) F+(x, x) → F+(x, x)e−2ieϕ(r) ��&OL 

��� � ������������ � �"��� ���������� ������ ����"������
 ����� +��-� ��������
�� ����!��� ������� ������ ����
�������!���� �1���#2 ∆ �������� �*	1;���5�

����! � ������! 2e� �����! *�������!* �����* (�������� ���������� �*��������

��� ]

G������! � ����!������) ��*�� ������
 ��!�����*�& � !��*"�������� ��
��	
��� �����*� � 1���!��#���2 %*������ 8���� (��������� ��� ����
���������� �*���
������ � 1���!��#�*)2W

Fαβ(τ1, r1; τ2, r2) = Sp
{
e

Ω+µN−H
T Tτ (ψα(τ1r1)ψβ(τ2r2))

}
��&OO 

F+
αβ(τ1, r1; τ2, r2) = Sp

{
e

Ω+µN−H
T Tτ (ψ̄α(τ1r1)ψ̄β(τ2r2))

}
��&,�� 

���

ψα(τr) = eτ(H−µN)ψα(r)e−τ(H−µN) ψ̄β(τr) = eτ(H−µN)ψ+
β (r)e−τ(H−µN) ��&,�, 

� *��������� � ��&OO � ��&,�� ������� �� "��#��!* ����������!* ����!"�) 8�""��
�Ω $ ����������*)��� ���!�����!������ ��������� � Tτ $ �������� *����������
�� !��!�!* �!��*"�������!* ���!�����&

'������� ������!���# (��
 %*����� ���������� � ���� ���������� ��&�I  ��W

Fαβ = gαβF F+
αβ = −gαβF

+ ��&,�I 

��/�� 
�����
�� '�
�1�� .��
� �������������	� 	��
����
�� ��������
�� �)�=

Gαβ(τ1, r1; τ2, r2) = −Sp
�
e

Ω+µN−H
T Tτ (ψα(τ1r1)ψ̄β(τ2r2))

�
(?�)*7+

��&������ � �
���� �� 	���
�
� 	 (?�?�+� 	����
� ���	 ��	��	����� � ��������
��" (?�,,+� (?�)**+
�
�#����� i� ������� ��� � ��"
��� T = 0�
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K�� � G� %*����� F � F+ ������� �� �������� τ = τ1−τ2 � *����������)� *������!
1����������������2W

F (τ) = −F
(
τ +

1
T

)
F+(τ) = −F+

(
τ +

1
T

)
��&,�J 

��� �� ���� N*�#� �� τ ��� (��
 %*����� �������� ���#�� ������� ������ εn =
πT (2n+1)& 3��*"�������� ψ $ ��������� ��� τ = 0 �������)� � ������"��������!�
��� t = 0� ��(��!* �� ��������� ����������� ��&OO � ��&,�� � ��&J� � ��&J� � ��&�J �
��
���!W

F (0, r; 0, r) = Ξ(r) F+(0, r; 0, r) = Ξ∗(r) ��&,�� 

� ��� ������������ Ξ !���� ����!�������#�� ��� ������������ �������� %*������
*���������� �� 8�""�*&

M�������� 1��������2 ��� !��*"�������
 %*����� 8���� ����
���������� G�
F � F+ ��������� ������ ��������� �����* ��&�� � ��&�� � ����! �!���� ��%%�	
������������ �� t ��%%�������*�! �� τ � �!���� ��&IJ ���#�*�!�� �!� ��� �� �
��!���� it→ τ & � ���*�#���� ���*��! *��������W(

− ∂

∂τ
+

∇2

2m
+ µ

)
G(τ, r; τ ′, r′) + λΞF+(τ, r; τ ′, r′) = δ(τ − τ ′)δ(r − r′) ��&,�� 

(
∂

∂τ
+

∇2

2m
+ µ

)
F+(τ, r; τ ′, r′) − λΞ∗G(τ, r; τ ′, r′) = 0 ��&,�Q 

G���� ����
��� � %*�#� $ ��!�������! (�� *�������� �����!�)� ���W

(iεn − ξ(p))G(εnp) + ∆F+(εnp) = 1 ��&,�L 

−(iεn + ξ(p))F+(εnp) − ∆∗G(εnp) = 0 ��&,�O 

��� �����W

∆ = λΞ = λF (0r; 0r) ∆∗ = λΞ∗ = λF+(0r; 0r) ��&,,� 

.������ �����!� *�������� ��&,�L � ��&,�O �!��� ���W

G(εnp) = − iεn + ξ(p)
ε2n + ξ2(p) + |∆|2 = − iεn + ξ(p)

ε2n + ε2(p)
��&,,, 

F+(εnp) =
∆∗

ε2n + ξ2(p) + |∆|2 =
∆∗

ε2n + ε2(p)
��&,,� 

��� ε(p) ������ ����� ���������! ��&�L W

ε(p) =
√
ξ2(p) + |∆|2 ��&,,I 

� ������ �� ��*�� T = 0 ����# ��� ��������� � �������� ������������� (��

%*����� 8���� �� ���"*����&

M��������� ��������)��� (����������*) ���#� ��
���! ��W

Ξ∗ = F+(τ = 0, r = 0) = T

∞∑
n=−∞

∫
d3p

(2π)3
F+(εnp) ��&,,J 



���� E������
2 .���	���� ,�I

�� ����� ����������� ��&,,� ����W

1 =
|λ|T
(2π)3

∞∑
n=−∞

∫
d3p

ε2n + ξ2(p) + |∆|2 =
|λ|T
(2π)3

∞∑
n=−∞

∫
d3p

ε2n + ε2(p)
��&,,� 

'*!!�������� �� ������! ����# !���� ��������# � ��!��#) ��&OO � �� ����
*�������� ��� ���� ������ TKV ��� ��*�� ������
 ��!�����*�W

1 =
|λ|
2

∫
d3p

(2π)3
1√

ξ2(p) + ∆2(T )
th

√
ξ2(p) + ∆2(T )

2T
��&,,� 

'������� (���� *�������� 
����� �������� +�� �� ,,� �,-� ��(��!* !� �� "*��! ��	
��!��#�� �����"��! �������! ��&,,� � � ������ ��!���!� �� ��� ���� �������*)
��!�����*��*) ������!���# ���� ∆(T ) ������ TKV& � ��������� ���# �"����	
���� � �*�# ��� T = Tc� ���������!�� ��&I, & P�� ����*�� �� ����� �� ��� ∆ = 0
*�������� ��&,,� �������� �W

1 =
|λ|mpF

2π2

∫ ωD

0

dξ

ξ
th

ξ

2T
��&,,Q 

�������� %��������� ��������� � *��������!� ��������)��! ��������� ���)�� �
�*��������� 1��������2 ��&I� & G�� T = 0 ��&,,� �������� � ��&QI � ��� �� �����
���*��! ��&Q� � ��&QQ ∆0 = π

γ Tc&

M�������� 8��#���� ��&,�L � ��&,�O !���� ���������# � ����W

G(εnp) =
1

iεn − ξ(p)
− 1
iεn − ξ(p)

∆F+(εnp) ��&,,L 

F+(εnp) =
1

−iεn − ξ(−p)
∆∗G(εnp) = − 1

iεn + ξ(p)
∆∗G(εnp) ��&,,O 

���������! ��&L� � ��&L, � �������������! � ������!!��! ���� �� .��& �&J� ���
�����# ����*�� ����!��# p = (εn,p)& H�����*� ����������� !���������� ��&,,O �
��&,,L  ���*��! ��� ���!��#��� %*����� 8���� ���������� � ��� ������ ���!*	
����� �� ∆W

G(εnp) =
1

iεn − ξ(p)
+

1
iεn − ξ(p)

|∆|2
(iε+ ξ(p))(iε− ξ(p))

+

+
1

iεn − ξ(p)
|∆|4

(iεn + ξ(p))2(iεn − ξ(p))2
+ · · · =

=
iεn + ξ(p)

(iεn)2 − ξ2(p) − |∆|2 ��&,�� 

���������� ���%����� �� .��& �&� �[ & .��*�#��� �*!!��������� (���� ����� ����	
�������� ��������� � ��&,,, & :��������! �"����!� !���� *�������� ��&,,L ���	
�������# � ��&,,O 1�����������#2 ������!!��� ��� ��� F+(εnp)� ���������� ��
.��& �&� �e � � �����! ���� �������� %��*���*�� ������� ���� ����� ����!�	
�������� � 1����!2 ∆� � ������� �*!!��*���� � ��&,,� & S"����! ���!����� ��
� ���������� ���!��#��� %*����� 8���� ���*����*�� ��� �*������ ������� ��
����!��������) ^ 1���"�����2 ���!��#��� %*����� �� �*�����*����& /�!���! ���	
��� �� ���!��#��� %*����� 8���� F+ ���� ������� �� .*�5 1����2 �����!����
������� ∆&

��&
� ���
����� ��� �����
�� ��	��
��
� ������ -����� ���	����0 �	���
��� �������	��" ���
� �����" ��������� �����	���
�" �))� 7?�� ������� ���	����� ��� ��	��
��
� 	����� -����0 ∆�
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.��& �&�W 6�����!!��� ���������� ���!��#��� �[ � ���!��#��� �e %*����� 8����
� ��� �� �������! ∆&



���� E������
2 .���	���� ,��

.��& �&QW 6�����!!��� ������������� *�������� P����"����& G*�������� �����
�"������� %*����) 8���� %�����&

:�������� ��&L� ��������� ��� ���� ��&,,� � ��&,,J !���� �������# ���W

∆ = λΞ = λT

∞∑
n=−∞

∫
d3p

(2π)3
F (εnp) ��&,�, 

� ���"�����# ���%���!� ���������! �� .��& �&� �[ � ��� �� *�������� 8��#����
���!*� ���� ���������� ���%����� �� .��& �&� �e &

o�#
�� ��������	� ��	����� � ����� 	������

� ����� 	���"���������	��� �	
���

� 
�

� �����
�
�� �����
��� 	���������
��� ���������	���� 5Lp 3 .������ (?���+� � 
� ����� -��8
���	����	���0 ������ %������
 3 '�
�

��� ���������	���� (�������
��
 <����"�+� :�� ������
	�����	� 
� �	
��� 	�	���� ����
�
�� ��� 
�����
�� � �
����
�� '�
�1�� .��
� 	���"������8

���� ������

�� ���'���	�� 
� A�	� ?�B� 2�������� %��" ����
�
�� (.�o�:��������� ),@*+ �	
�
��� ���
����" ���	
�
��� A�������	�� ����
�� %��" ��	�������� ����
�
��� 	 ������ �	���
8

�	��� ����
��� 	������ '�
�
��� ����	������� 	���� ��	�� ����
� ������� 6�� 
� ��
��� ���	
��� ��	���
�� 	�!�	���

�� ������		 (u�i�WcW\hhCU� ),@H+ � ������ �����1��

�" 	���"������8

����� �	
���

�� 
� �����
� 	������
�� �� 	��� %������
 3 '�
�

��� ���������	���� ������	�
�������� ��	�� �	���
��� �����
�
�� ������ '�
�1�� .��
�� ������	
�� ����#�
�� �������
�
����� ����
�
�� :��������� � ���������� �" �����
�
�� ��#
� 
���� � �7@��

> ����������
�� ��"
��� ���#� ����
� �	�������� ������
�� '�������� I����� ����� �
�����
�
�� � (?�,,+� (?�)**+ � (?�)*7+ ������	� �!�=

G̃αβ(τ1, r1; τ2, r2) = −Sp
�
e

Ω+µN−H
T Tτ (ψ̄α(τ1r1)ψβ(τ2r2))

�
(?�)77+

� �����1� '�
�1�� .��
�=

Ĝ(εnp) =

�
G(εnp) −F (εnp)

−F+(εnp) G̃(εnp)

�
(?�)7�+

������� ������������� ���
��� ������
��� ����
�
� ����=�
iεn1̂ − σ̂zξ(p) − 1

2

)
∆σ̂+ + ∆∗σ̂−

*�
Ĝ(p) = 1̂ (?�)7$+

������� 	����#�� � 	��� (?�)*H+ � (?�)*,+ � �
������
�� ����
�
�� ��� G̃ � F

(iεn − ξ(p))F (εnp) + ∆G̃(εnp) = 0 (?�)7?+

(iεn + ξ(p))G̃(εnp) + ∆∗F (εnp) = 1 (?�)7@+

o�����
�� '�
�1�� .��
� (?�)7�+ ��#�� ��� ����	�
� ��� (x = (τ, r)+=

Ĝ(x1, x2) =

� − < Tψα(x1)ψ̄β(x2) > − < Tψα(x1)ψβ(x2) >
− < Tψ̄α(x1)ψ̄β(x2) > − < Tψ̄α(x1)ψβ(x2) >

�
= − < Tψ̂(x1)ψ̂+(x2) > (?�)7B+

��� ������� 	����� ����
��� � �	���
�
�� �� .���	�� � 	��
��� I���� ��� � ���=

ψ̂(x1) =

�
ψα(x1)
ψ̄β(x1)

�
ψ̂+(x2) = (ψ̄α(x2), ψβ(x2)) (?�)7H+

>��
��
���
�� ������
�" '�
�1�� .��
� ���� I����� ��� �� !�" � 	��� -�
����
��0 '�
�8
1��� ������	� �����
�� � 	�	����" 	� 	��
��

�� 
�����
��� 	�������� (���������� !�" '�8
����� ����"��� xx ����+ �7$�� q���	���� ������ ����	�����
�� ������	� �� ��	������	���� ��� �	�
��������� ��#
� ������#�� ��� � ������ -
�����
���0 	�	���
��� 
� ��� %��� ���'���	���
%����
��� 	������ 	���	������ ������
�� '�
�1�� .��
�� ��� ��� ����
� ���
��� � 	�	����
	����

�" ����
�
�� ��� -
�����
�"0 � -�
����
�"0 '�
�1���
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.��& �&LW M�������� 8��#���� ��� ����
���������� � ���!���!�&

(�� )���������!����	' � ������!������� ��	� #

 ��

.���!����! ����
���������� � ������! �!�)��� ��*���� �������������� � ���	
��������� �� ������������� ρ ���!���� ��������� ������
 ������ ��� %*�#� $
�"��� ���# v(p)& � ��������� (�* ����* ����*�� ����!�������# ������ ��� ����
����!���������# ���!��� � ���!��#��! !������& S����� ����
���������� � ��!�
�� � ��! �!����� 1���!��#���2 � 1���!��#���2 %*����� 8����& '��������������
�*��� �����# �����!* *�������� ��� �"��
 (��
 %*������ *���������
 �� 
�����	
���! ���%��*�����! ���!����& 1G��!�����2 ������!!��� ��
���� �!��� �"����
���� ���#�� �����# � ���%���
 %��*���*)� 1�*�����2 �� �!���� ������ ���!*��	
��� �� ���!����!* ��������) %*����� 8���� G � F+& 5*�� ������� ���# ���� ���	
����# ^ �������� ���!����� ���"�� ������� �������� � ��!�����) ��&�& ���!�����
������!���� (������������ ���� �����!���� ������� ∆(r)� ∆∗(r)& P�� �"����	
���#���� !���� ���#�� *�������# ������!!�*) ��
���*� ������#�* ����������*)	
��� �������� � ∆ "*�*� ���������#�� �� ��������#���� *��������� ����* ����� ��
∆(r) = λF (x, x)& G�(��!* �"��� �������������� *��/	���1����� �����*��	
����# ����
����������� ����!���� �������W < ∆(r) >= ∆(0) ���� *������ ���"��
�"�����)� *��������� �� ���!���! � < ∆2(r) > − < ∆(r) >2= 0� ��� �� ��� ��	
������ �� ���!������ ��������� ���*��)���& P�� ��������������� � ���#�����!
������������ ����! ������! ���*�#����!� �� �������� "*��� ������ �� ��� ����	
��� ���� F (x, x) �� !���)��� ��� ��"������� ���!�������
 ���!����& G�(��!*
������!!��� ��
���� ��� ��������� �� ���!���
 ��
������ ��������� ��! ��� ^
�*�������� ����� � ��������!� �� $ ������!*� �������������� !�������# ρv2(q)�
� ������ (���������� ����� � ���!����� ������� �� !�������& ��� ������� �����	
��)��� �����"�����# ����������! �*�������
 ����� ����)��� � ����& M��������
��� *���������
 G(p) � F+(p) �!�)� ���%������ ���� ���������� �� .��& �&L
� �������� "�� ���#�����
 ���������& P�* �����!* *��������� ���#�*��# ����!
����! %*����� 8���� 1������2 ����
���������� G(0) � F+(0)� ������� !� �����

��<������	��� �
� ��#�� ��� �������
� � ������� 	������ ��	������� pF l � 1, EF τ � 1�
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����� ����*��� �������� � ����*)��!* ����������#�� ������!* ���* +,-��W

(iεn − ξ(p) − Ḡε)G(p) − (∆ + F̄ε)F+(p) = 1 ��&,I� 

−(iεn + ξ(p) − Ḡ−ε)F+(p) + (∆∗ + F̄+
ε )G(p) = 0 ��&,I, 

���W

Ḡε = ρ

∫
d3p′

(2π)3
|v(p − p′)|2G(p′) ��&,I� 

F̄+
ε = ρ

∫
d3p′

(2π)3
|v(p − p′)|2F+(p′) ��&,II 

��� ����� ������*!������� �"�������� p = (p, εn)&
.������ (��� �����!� *�������� �!��� ��� ����� !� *����!� �� Ḡε = −Ḡ−ε W

G(p) = − iεn − Ḡε + ξ(p)
−(iεn − Ḡε)2 + ξ2(p) + |∆ + F+

ε |2
��&,IJ 

F+(p) = − ∆ + F̄+
ε

−(iεn − Ḡε)2 + ξ2(p) + |∆ + F+
ε |2

��&,I� 

G���������� (��
 ��������� � ��&,I� � ��&,II ���� ��� *�������� ��� ��������	
��� Ḡε � F̄+

ε & K�� � ���#�� ���� ����!������� ���!���� � ���!��#��! !������ �
��"������� $ (������������ ���# Ḡε �������� �������*) ��������*� �����*) !��	
�� ����!�������# � ������� ���������� ��"���� � 
�!���������*& P��� ����� ��
������� �� ��!�����*�� � �����
����� � �������!� �� $ �� �������������� �� d3p′

����� �� �����
����� N��!�& G�(��!* (��� ���� %��������� ��� �� ��!��� �� �
� ���!��#��! !������W

δµ ≈ ρ

∫
d3p′

(2π)3
|v(p − p′)|2 1

ξ(p′)
��&,I� 

G�(��!*� %��������� � ��&,I� � ��&,II ��������� ���������������# �� ���������	
�����!* ������* ��"���� �����
����� N��!� � ��� �� ��&,I� � ��&,I, �������*���
���W

(iε̃n − ξ(p))G(p) − ∆̃F+(p) = 1 ��&,IQ 

(iε̃n + ξ(p))F+(p) − ∆̃∗G(p) = 0 ��&,IL 

���

iε̃n = iεn − Ḡε = iεn + ρv2νF

∫ ∞

−∞
dξ

iε̃n + ξ

−(iε̃n)2 + ξ2 + ∆̃2
��&,IO 

∆̃ = ∆ + F̄ε = ∆ + ρv2νF

∫ ∞

−∞
dξ

∆̃
−(iε̃n)2 + ξ2 + ∆̃2

��&,J� 

��� !� *�� ������� � !����� �����
 ���!����& /�!���!� �� ����� �������
������!��� ��� ���������! � ��&,IO ����� �*�) ��� $ �� ��������� � ��� ��W

− Ḡε

iεn
=
F̄ε

∆
��&,J, 

����� ρv(p)2 → 0 ����
�
�� (?�)�*+� (?�)�)+� �	��	���

�� ����"���� � (?�)*H+ � (?�)*,+� I�#
�
����� ���	�� ��� � 	������	���� 	 ����
���
���� �)�� ���	�� (?�))*+ � (?�)7)+ �� ����������
���	=

∆ = |λ|F (x,x) ∆∗ = |λ|F+(x, x) (?�)7,+

��� �������� � 
��������� ������� � �
���" (�� 	���
�
� 	 (?�)*H+ � (?�)*,++�
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5����# !���� �������#W
∆̃ = ∆ + F̄ε = ∆ηε ��&,J� 

iε̃n = iεn − Ḡε = iεnηε ��&,JI 

��� ηε ������������ ���& ��&,IO � ��&,J�  *��������!W

ηε = 1 +
ηε

2πτ

∫ ∞

−∞

dξ

ξ2 + (ε2n + ∆2)η2
ε

= 1 +
ηε

2πτ
π

ηε

√
ε2n + ∆2

��&,JJ 

��� *��� �� ρv2νF = 1
2πτ & S�������#��� �!��!W

ηε = 1 +
1

2τ
√
ε2n + ∆2

��&,J� 

5���! �"����!� *���������� �� ���������! ���!���� %*����� 8���� ����
������	
���� G(p) � F+(p) ���*�)��� �� ����������*)��
 ���#������
 %*����� 1������2
����
���������� ��&,,, � ��&,,� ������� ��!����W

{εn, ∆} → {εnηε, ∆ηε} ��&,J� 

5���� �������� ���������� ���*��� � ��&,,J � ��&,,� � ��&,,� � !���� *"����#���
�� ������� ηε ������ �������� �� *�������� ��� ����
���������� ���� ∆(T )�
������#�* ����� ����
��� � ����!����� �������������� ξ !���� ������# ��!��* ��	
��!����� ξ → ξ/η� ������� �� �� �! �� �����������& G��!����! ��� (�� ���*�����
�����"���& /�!��� ��&,J� � ��&,,J � ��&,,� ���� *�������� ��� ���� ����*)����
����W

1 =
|λ|T
(2π)3

∞∑
n=−∞

∫
d3p

ηε

ε2nη
2
ε + ξ2(p) + |∆|2η2

ε

≈ |λ|νFT

∞∑
n=−∞

∫ ωD

−ωD

dξ
ηε

ε2nη
2
ε + ξ2 + |∆|2η2

ε

��&,JQ 
M�������� ��� Tc ���*��!� ������� � ��&,JQ ∆ = 0W

1 =
|λ|T
(2π)3

∞∑
n=−∞

∫
d3p

ηε

ε2nη
2
ε + ξ2

≈ |λ|νFT

∞∑
n=−∞

∫ ωD

−ωD

dξ
ηε

ε2nη
2
ε + ξ2

��&,JL 

���

ηε = 1 +
1

2|εn|τ
��&,JO 

5����# ��"���! � ����! � �����������#��! ��������� 1
ε2

n+ξ2 � ������ �����#�*�

����� ��&OO � �����������! *�������� ��� Tc ���W

1 = |λ|νF

∫ ωD

−ωD

dξ

2ξ
th

ξ

2Tc
+

+|λ|νF

∞∑
n=−∞

∫ ωD

−ωD

dξ

{
ηε

ε2nη
2
ε + ξ2

− 1
ε2n + ξ2

}
��&,�� 

�� �����! ��������� �����* ��� "������ �
���!���� !���� *����!��# ωD → ∞&
5����� ����� ��!��� ����!����� �������������� ξ → ξ/ηε � �����! ������!�!� ���
����������� �����! �����!*� ��� �� ��� � ������� ��!������*)� ��*� ��*��]
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� ���*�#���� ��&,�� �������� � *�������) ��&,,Q � ��������)��!* Tc 1������2
����
���������� ��&I, &

:��������! �"����! !���� ����!�����# � 1������2 *�������� ��&,JQ � ����	
����)��� ∆(T ) � ���!����! ����
����������& � ���*�#���� ��� �������� � ��&,,� 
��� 1������2 ��*��&

5���! �"����! Tc � ∆(T ) ����
���������� � 1���!��#��!�2 ���!�������!� 
���!���!� ���"�� �� ������� �� ������ (��
 ���!���� � !������ �:&:&:"��������
R&G&8��#���� ,O�O �	& 3� ���*��� (��� ���*�#��� � ������� ���"��� "���������
pF l 
 1, EF τ 
 1� ����� !���� �����"��# 1�����������!�2 ���%���!� ���!��	
���� ���������& N��������� (�� *���������� �!��� ���� "���� �����*) �"����#
���!���!���� +,�-� ���� !� �����������! ��!�*�������!���# ����
����������� ��	
��!���� ������� ����� & ��� (�� ��������� 
����� ����������*�� (������!�����#	
�� ��������� �������
���- *���������� ����
����������� ��������� � "��#���	
���� !������� � �������) �� ������! "��#���� ��������� ��!�������
 ���!����
����*���������� &

A�������	�� ����� ���������
�� ����!�

�	�� ������ 5Lp� ������

�� ����� ������	� ��8
	�����
� ����
���

��� I�������� ������������
�� ����� � ��	�� %''�����
��� ���������
��
(�� 	��� ��	�� ����
��	���� �	��������
1���� �))� 7)�+ %������
��� 	�	����� !�" �������	�� 
����� � 	������	��� !��� 	
�#�
� Tc �)@�� :�� ����� 
�	��������� � � �����" ������ 5Lp�
����� ��� ���� � 	���"������
���" 	 �
���������� %
��������	��� !��� 
� �����"
�	�� <����
(
������� ��� 	�	���� � ������" ������ �	� �������	��� ���� � 	�	���
��" 	 ��	���� ����8
���
��� ����
����� ���� 	����� d 3 	������
�� � ��	�������������
�" 	���"������
���" 
�
�	
��� ��	���� ����+� > %��� 	������ �����
�� �����	��� ��� �������� 	��
� ��������� 	���"���8
������	� �)@�� &	���

� ����� �������� ������ ���� ������	� �������
�� 	���"���������	��
���
��
��� (�������
��
���+ �����	��� (���� �����	���� ������ !��� 	�����
�� 
�	�����
8
	�����

�� 	��
�� S+ (����������	��� ;���.������ ),@*+� A�		������ ������ 	�� �����

M	�� � 	���"������
��� ��� �	� �������
��
�� �����	�� �� � ����
1���� ���������	����
%������
� 	 �����	
�� ������ �	� ���
 ����

��� ���������	����=

V (r) = v(r) + J(r)(S · s) (?�)?)+

��� J(r) 3 	������	��� !�� ����

�� �
������� S 3 	��
 �����	�� s = 1
2
σ 3 	��
 %������
�� > %���

	������ ��� ��		�����
�� �������� �����	
��� ��		��
�� � ����
�
��" .������� ������

�" 
�
A�	� ?�H� 
�#
� �������
� ���	� 	��
��� 	�������� G � F+� >��� �� ������� ��� Gαβ = Gδαβ �

Fαβ = gαβF � F
+
αβ = −gαβF

+� ��� gαβ = iσy
αβ (	�� (?�?7++� > ��������� ���������	�� ��� ������

�� ������� 	��������� � (?�)?)+ � �����	
�� 	��	���

� 3 %
��������	��� ��	�� � ����
�
��" A�	�
?�H� ��	����

�� 
� 
�����
�" � �
����
�" '�
�1��" .������� �	��
��	�� ��������� 6����
���	�� ���������� ����
��������� iεn � ∆ ���� (?�)$7+� (?�)$�+ � (?�)$?+ ���
��� � ���������=

iε̃n = iεn +
iε̃n

2τ1


ε̃2n + ∆̃2

(?�)?7+

∆̃ = ∆ +
∆̃

2τ2


ε̃2n + ∆̃2

(?�)?�+

���
1

τ1
= 2πρνF

�
v2 +

1

4
S(S + 1)J2

�
(?�)?$+

1

τ2
= 2πρνF

�
v2 − 1

4
S(S + 1)J2

�
(?�)??+

��� �� ���
��� ����� �����
��� ����
1���
��� � ����

��� ��		��
��� � ���#� �	���
���
�� ����
��1��� �����	
�" 	��
��� ����	�� < S2 >= 1

3
S(S + 1)� L���� ����� �� ����� ��� ���

%������

��� 	��
� s2 = 1
4
σ2 = 3

4
� A��
�	� ����#�
��� 	���!�" � (?�)?$+ � (?�)??+=

1

τ1
− 1

τ2
=

2

τs
����

1

τs
=
π

2
πρJ2νFS(S + 1) (?�)?@+

�	9
���� %�� �����#��
�� 
����� � �������� �
���	�
�� ������� 
�����	��� ������� �����
#� �������� 
�	����� �
�� ������� �7)�

��:�� 	������ �� σαγδγδσδβ = σαδσδβ = σ2δαβ � σαγgγδσδβ = −σ2gαβ � ��� σ
2 = 3�
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.��& �&OW /�����!���# ��!�����*�� ����
����������� ����
��� �� ������ ������	
��� �� !�������
 ���!���
 � �"����# �*����������� 1"���������2 ����
�������	
!����&

���������� �����
�� ����� ��		��
�� (� ��� ��	��� 	 ����������� 	��
�+ 
� ����

�� ����
1�8
���� v���� '������	��� �	���� �����
���	� 
�����
	��� 1

τs
� 1

τ
� ��� τ 3 ����� ����
1���
���

��		��
��� ���

� τs ������	� 	�!�	���

�� ���������� ��� 	���"���������	��� ��	���������8

�� �
������ ����
�
�� ��� 	���"�������!�� !���� ���
��� !��� �� (?�)�$+� (?�)�?+ ��� (?�)�B+�
(?�)�H+� 	 �	�������
��� (?�)?7+� (?�)?�+� �������� � 	���� !�� �������� A�		��
�� 
� ���
��8

�" �����	�" �������� � 	��
��� �������
� ����������� 	���"�������!��� ����"���� �������
���	�����	� ����
�
��� ������	��� 3 .������=

ln
Tc0

Tc
= ψ

�
1

2
+

1

2πTcτs

�
− ψ

�
1

2

�
(?�)?B+

��� Tc0 3 ����������� 	���"�������!��� ����"��� � ��	��	���� �����	���

ψ(z) =
Γ′(z)
Γ(z)

= − ln γ − 1

z
+

∞�
n=1

�
1

n
− 1

n+ z

�
(?�)?H+

3 ������'����	��� ��������
�� Γ 3 '�
�1�� (������� '�
�1��+� ln γ = C = 0.577... 3 ��	��8
�

�� :������ v�������
�� ��� ���
��� !�� ����	���	�� ����������� ����"��� Tc �� ��	����
����

��� ��		��
�� ������
 
� A�	� ?�,� 2�!�	����� �������	��� �
���
�� ��	���� ��		��
��
(�������� !�� �������	�� ��
1�
���1� ���
��
�" �����	��+=

1

τc
s

=
πTc0

2γ
=

∆0

2
��� ∆0 =

π

γ
Tc0 (?�)?,+

��� ��	��#�
�� �������� (	 ��	��� ��
1�
���1�� ���
��
�" �����	��+ 	���"���������	� �	��8
���� (Tc ����!���	� � 
��+� ��� 	����� ��		��
�� (����� ��
1�
���1�� �����	��+ τs → ∞ � ��
(?�)?B+ �����=

Tc ≈ Tc0 − π

4τs
(?�)@*+

��� ��� ����	"���� 
������� 	
�#�
�� Tc� &������� ��� ����	���	� Tc �� ��
1�
���1�� ���8

��
�" �����	��� ������������ (?�)?B+� 
���	���	���

� �������#����	� 
� %�	������
���

/����� ���������
�� �	���

�	� ������ 	 ���
��
��� �����	��� ������	� 	�!�	�����
��

� -'������ ���������0 A�	� ?�, ����� ����	�� ���� ��� �������� � �����
�� ��	���� 
� �	
���
����
�
�� (?�)�B+� (?�)�H+ � (?�)?7+� (?�)?�+� 	�!�	����� ��� 
��������� ���������� 	���"�������8
��	�� > %��� 	�	���
�� Tc � �������� ������� ∆ �	�� �	� ��
��
��� (∆ ����!���	� � 
�� ���
T = Tc+� ����� ��� %
��������	��� !�� � 	������ %����
���
�" �����#��
�� (���
�� � ����
�	��

��������
�	�� ��	����� ��� �
������
�� ������ ����� �������
� � 	���� !�� .�����
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.��& �&,�W G�������# (���������
 ��������� � "��������! ����
����������&

%������

�" 	�	���
��+ ��	��	������ /��� ���	 � ���� ��� ��� 
������ �����	�� �������� ��8
����� ∆ �#� 
� ������� ����!� ������� ��� !��� � 	������� � ��		��
�� 
� ���
��
�" �����	�"
%�� !�� -��������0� ��� �������� � "�������
��� ���� ����
�	�� 	�	���
�� 	 -�	����!�� 0�
����	���

� �����
��� �� ��������� 5Lp (?�B,+ � ������

��� 
� A�	� ?�)*� 2���"�������!��
������ 	�	���� ��� %��� 	�"��
���	��

G��!* ����
���������� ��������� *������� � �������) ���!��#��
 ���!�	
���� �� ��*������� �� ��������) � ���!���! !�������!\ 6��� ����# � ��!� ��
�"���� ���������#��� ��������� ������*�� �� �"� (��������� ��������)��� �*��	
�����*) ���* ���������� ����!* ���� � 1��������2& � ���� ���!�� !�������� ���	
������ �� �����!* ������*�� �� (�������� ����� ������#�* ���� ����!�������!���
��!� ����������� ���������� �
 ����� ���������� �������������� ^ �����
����
1������������2� �&�& ����*����� �*��������
 ���&

(�& -�� �2���� ����$��� * /��!��

U����� �������� �������� ������� �!��� � ������ ����
�������!���� �!��� %���	
!������������ ���
��� ������������ 8���"*���! � R����* �,O�� � ����������
�� ���������� ���"����� (������ �� �������! ����!���� �������� � �������)���
������# �������� �������� ����
����������� �"���� ��!�����*�� ����
�������	
���� ����
��� +�� ,,� �,-& G�����!� ��� (�� ���������� !���� "��# �������� ��
!�������������� ������ TKV& ������� (�� "��� ������� 8��#����! �,O�O � ��
���� !� �����#�*�! ������#�� ���� !���� +,�-&

N�������� ��! ��������� ����!�����# (�������� � ���!��#��! !������ �T >
Tc � ������������)����� � ��*����! 1����2 ���!�����!�����
 %�*��*������ ����
	
����������� ����!���� ������� ∆q� 
���������*�!�
 %�����������! �!���! 
�������! �������! q& 5���� !���� �������# ����*)��� ��!��#������ ����!����	
����� (��������� � (��!� %�*��*����!���W

Hint =
∑
p

{
∆qa

+
p+
a+
−p− + ∆∗

qa−p−ap+

}
��&,�, 

���� ��� �"���� �����#�*���� �"�������� p+ = p± 1
2q&

��:�� '������1�� 	������ 	������	���� � ��	�����
� -����
���0 � ���	���
	����
��:��� �������
��
 ��#
� ��		�������� ���#� ��� ���	��� !�� ���������	���� 	 	�����8


�� -�	���
����0 �������	��" ����
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.�������! �����# �������* � ���!�����!�����!* ���������* ����"����� (���	
��� �����!�� �������*) � ��&,�, & '������� +,- �������� � ���!�����!�����!*
���������* �� �)"��� ����!��������� ���������� ���� ������� ������� !��*"�	
������� S 	 !������W

∆F = −T ln < S > ��&,�� 

��� *������ ���"�� �"�����)� ��""������� �������� �

S = Tτ exp

{
−
∫ 1

T

0

dτHint(τ)

}
��&,�I 

� ������������ ���
��5� ����������! �� ������! ������!!�!W

∆F = −T {< S >c −1} ��&,�J 

6�����!!� ��� < S >c −1 �!�)� ��� ��!��*��
 �����# � �������� �� �"���!
�������! ������!!��� ��
���� ���� ������� ���� ����!��������� � � ��! �����	
�!� �� � n	! ������� ������ ���!*����� ����� ������ ������!!�� ����� �����#
������!� ���#�� ������������ ��(������������ ������!!� ���������� !����	
���# 1

n +,-&
� ���*������ �������� !��������� ������ ���������� 8���"*��� $ R����* �8R 

��� �������� ���"����
 (������ ����
����������� � ���!��#���� ��������� �"���
������������ ��� +�,-W

Fs − Fn = A|∆(r)|2 +
B

2
|∆(r)|4 + C|∇∆(r)|2 ��&,�� 

X��� �������# %*�#� $ ����������W

∆(r) =
∑
q

∆qe
iqr ��&,�Q 

� �������# ���#�� ���* %*�#� $ ��!������*� �� ��&,�� �������� �W

Fs − Fn = A|∆q|2 +
B

2
|∆q|4 + Cq2|∆q|2 ��&,�L 

� ����� !�������������� ������ �������� � ��������) ��(%%�������� A� B �
C& H� �"��
 ���"������� �������� ���#��� �� A ∼ T − Tc +�� ,,� �,-&

/����� ��(%%�������� ���������� 8R ���������� ��� ��������� ����� ��������

������������� ����
���������� �"���� Tc +�� ,,� �,-& � ��������� ����� ��������	
����� ξ(T ) ���������� 
���������� !�����" ��������������� ����!���� �������
∆� �&�& %�������� ������ 1���!��2 �*��������� ����W

ξ2(T ) = −C
A

��&,�O 

8�*"��� ������������� !��������� ���� ���������� ���� ��(%%������� 8R ���W

λ2
L(T ) = − c2

32πe2
B

AC
��&,Q� 

��2 ������ ����� ��� -����0 ∆ ������	� ����#�

�� � ����� ��� ����
 2e (?�,H+� ���������	����
	 �
��
�� ���
��
�� ����� ��#�� ��� �����
� 	 ����! 	��
����
�� ����
�=

∇ → ∇∓ 2ieA (?�)@?+

	������	���

� ��� ∆ � ∆∗� ��� A J ������ 3 ����
1��� �
��
��� �����
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��� !� 1������������2 �������# ����� c& 5�� �������!�� ����!��� 8���"*��� $
R����* �����W

κ =
λL(T )
ξ(T )

=
c

4eC

√
B

2π
��&,Q, 

�"���� Tc ���
��� ���������� !�������� ���� Hc2 ������������ ���W

Hc2 =
φ0

2πξ2(T )
= −φ0

2π
A

C
��&,Q� 

��� φ0 = π�c/|e| $ ����� !��������� ������ +�� ,,-& 4������� ����� ������!����� �
���� ����
����������� ����
��� � ������ �� ������* �"7�!� ���#W

cs − cn =
Tc

B

(
A

T − Tc

)2

��&,QI 

' ������#) �� ����� ��������� ������� �!��!W

< S >c −1 =
1
2!

∫ 1/T

0

dτ1

∫ 1/T

0

dτ2 < Tτ (Hint(τ1)Hint(τ2)) >c +

+
1
4!

∫ 1/T

0

dτ1...

∫ 1/T

0

dτ4 < Tτ (Hint(τ1)...Hint(τ4)) >c ��&,QJ 

.���!����! �������* ������� ������� � ���"����� (������ ��&,�J W

∆F2 = −T
2

∫ 1/T

0

dτ1

∫ 1/T

0

dτ2 < Tτ (Hint(τ1)Hint(τ2)) >c ��&,Q� 

G�� ��������� (��� �������� ����*�� �����#�����# �����!* ����� �������)�*)
������ ������� �� �
�����
 � ��� ������������ %��!������
 ���������� � �����	
�������! ������
 �� �����
 ������������� ���������
�� ���� �������� a � ����
�������� a+& 5���� �� ��&,Q� � ����� ����������*)��
 ��������� ���*��!W

∆F2 = −T
2

∫ 1/T

0

dτ1

∫ 1/T

0

dτ2∆∗
q∆q

{∑
p

G(p+, τ1 − τ2)G(−p−, τ1 − τ2)+

+
∑
p

G(p+, τ2 − τ1)G(−p−, τ2 − τ1)

}
=

= −T
∫ 1/T

0

dτ1

∫ 1/T

0

dτ2|∆q|2
∑
p

G(p+, τ1 − τ2)G(−p−, τ1 − τ2) ��&,Q� 

���
G(p, τ1 − τ2) = − < Tτap(τ1)a+

p (τ2) > ��&,QQ 

$ %*����� 8���� ���"������ (�������� � (p, τ) $ �������������& .������� (�* %*��	
��) 8���� � ��� N*�#� �� τ � ������� ���������� ���*��!W

∆F2 = −|∆q|2T
∑
p

∑
n

G(p+, εn)G(−p−,−εn) ��&,QL 

��I�����" �
����
�" 	������
�� ���	 ��		�������� 
� 
��� 3 �� ��		��������� 
�����8

�� ������� 
�"���!��	� ��� T > Tc� � ������� -��������0 '������1��

�� �	���
�� �������8
	��" ��� (?�)@)+�
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���

G(pεn) =
1

iεn − ξ(p)
, εn = (2n+ 1)πT ��&,QO 

$ ����������� ��� ���"����� !��*"�������� %*����� 8���� (��������&
:��������! �"����!� ��� �������� ��������� �������� �!��!W

∆F4 = −T 1
4!

12|∆q|4
∫ 1/T

0

dτ1...

∫ 1/T

0

dτ4G(p, τ1 − τ3)G(−p, τ1 − τ4) ×

×G(p, τ2 − τ4)G(−p, τ2 − τ3) ��&,L� 

��� � %*�����
 8���� �������� q = 0� �� ����������*�� �����"������) ��������	
�������!� ��������������!� ��� ��������� ��(%%������� ��� ���� ���������
������� � ���������� 8R& '�������������� ����� ��
 �� ������*�� �� � �����
���*��!W

∆F4 =
T

2
|∆q|4

∑
p

∑
n

G(p, εn)G(−p,−εn)G(p, εn)G(−p,−εn) ��&,L, 

� ������ � ������#) �� ����� ��������� ������� �� ∆q� �������� � ���"�����
(������ (���������� ��
�����
�� � ���� %�*��*��*)��
 �*��������
 ���� �!���
���W

∆F ≈ −|∆q|2T
∑
p

∑
n

G(p+, εn)G(−p−,−εn) +
T

2
|∆q|4

∑
p

∑
n

G(p, εn)2G(−p,−εn)2

��&,L� 
.��������� 8R ��� �������� ���"����
 (������ ����
���������� � ���!��#����
!������ ���*���� �� ��&,L� � ���� !� ��������! ��� ���� ��"� ��(%%������ �����
|∆q|2 ��� q = 0 �"������� � �*�# ��� T = Tc � "�� ����������� ��� T < Tc& 5����
��������� ����� �"������#� ���� �����# �� ������ ���� ��&,L� ���������� ������
�������� ∆F2 ��&,QL � ������ � ��(%%�������! ��� |∆q|2 ���������! ��� T = Tc

� q = 0& � ���*�#����� ���������� 8R ������������ � ����W

Fs − Fn = −|∆q|2T
∑
p

∑
n

G(p+, εn)G(−p−,−εn) +

+|∆q|2Tc

∑
p

∑
n

G(p, εn)G(−p,−εn)|T=Tc +

+
Tc

2
|∆q|4

∑
p

∑
n

G(p, εn)2G(−p,−εn)2|T=Tc ��&,LI 

��� !� ��� *��� �� ��(%%������ B ��� |∆q|4 ������ ��� T = Tc� ��� �� �
��! ���!�!� �����"������� q $ ������!���#) !���� ����* �������# T = Tc& '
*���! *�������� TKV ��� Tc� ������� � ���� ��&,,� � ∆ = 0� ����!� �� ������
��� � ��&,LI �������� ������ � 1

|λ| |∆q|2� ��� �� (�� ���������� !���� ���������#

� ����*)��! "���� ��!������! ����W

Fs − Fn =
1
|λ| |∆q|2 − |∆q|2T

∑
p

∑
n

G(p+, εn)G(−p−,−εn) +

+
Tc

2
|∆q|4

∑
p

∑
n

G(p, εn)2G(−p,−εn)2|T=Tc ��&,LJ 
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.��& �&,,W 6�����!!��� ������������� ���������� 8���"*��� $ R����*&

8��%����� ��&,LI � ��&,LJ !���� ����������# ������!!�!�� ���������!� �� .��&
�&,,& �������� ������ ������!!� �� (��! ���*��� ��� ��� � �"��������� ���	
���#��� ��������� ��(%%������� ���������� A� �&�& �"������� ��� � �*�# � �!��*
����� ��� T = Tc&

G������! �����# ��������������� � ������! ��(%%�������� ���������� 8R&
H� ��&,LI �!��! ��� ��(%%������� AW

A = −T
∑
p

∑
n

G(pεn)G(−p,−εn) + Tc

∑
p

∑
n

G(pεn)G(−p,−εn)|T=Tc =

= −TνF

∫ ∞

−∞
dξ
∑

n

1
ε2n + ξ2

+ TcνF

∫ ∞

−∞
dξ
∑

n

1
ε2n + ξ2

∣∣∣∣∣
T=Tc

=

= −νF

∫ ∞

−∞

dξ

ξ

[
th

ξ

2T
− th

ξ

2Tc

]
��&,L� 
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G�� T ≈ Tc �!��! 1
ξ th

ξ
2T ≈ 1

ξ th
ξ

2Tc
+ Tc−T

2T 2
c

1
ch2 ξ

2Tc

� ��� ��W

A = −νF
Tc − T

4T 2
c

∫ ∞

−∞
dξ

1
ch2 ξ

2Tc

= νF
T − Tc

Tc
��&,L� 

G�� ������ ��(%%������� C �*��� ��������# ������������ %*����� 8���� �
�����! ������!�! ��&,LI � ��� �� �������! qW

G(p+, εn)G(−p−,−εn) ≈ 1
ε2n + ξ2(p)

− (qp)2

4m2(ε2n + ξ2(p))2
− iεn(qp)
m(ε2n + ξ2(p))2

−

− ξ(p)q2

4m2(ε2n + ξ2(p))2
− ε2n − ξ2(p)

2m2(ε2n + ξ2(p))3
(qp)2

��&,LQ 

��� ��

−Tc

∑
p

∑
n

G(p+εn)G(−p−,−εn) ≈ −Tc

∑
p

∑
n

{
1

ε2n + ξ2(p)
− (qp)2

3ε2n − ξ2(p)
4m2(ε2n + ξ2(p))3

}
��&,LL 

� !� ���*��! ��������� ��� ��(%%������� C � ����W

C = TcνF
1
d

∑
n

∫ ∞

−∞
dξ
( p

2m

)2 3εn − ξ2

(ε2n + ξ2(p))3
��&,LO 

��� d $ ���!������# ������������& ����* "������ �
���!���� ��������� � ��&,LO 
�������� ����� ���� ���������������� ����������# *����� N��!� � !� !���! ��	
�����# p ≈ pF = mvF & 5���� ��������#��W

C = TcνF
v2

F

4d

∑
n

π

|εn|3
= νF

7ζ(3)
16π2d

v2
F

T 2
c

≡ νF ξ
2
0 ��&,O� 

��� !� ���������� ����* ������������� ����
���������� ξ0 +�,- ���W

ξ20 =
7ζ(3)
16π2d

v2
F

T 2
c

��&,O, 

��� ζ(3) ≈ 1.202... �ζ(x) $ ζ 	 %*����� .�!��� & � (��
 %��!*��
� ��� � �����
�������W

νF =
{

mpF

2π2 ��� d = 3
m
2π ��� d = 2 ��&,O� 

$ ��������# ��������� ���"����
 (��������� �� �����
����� N��!� ��� ������
����������� �����&

4������� ������� ��(%%������� B ����* �� ���*����� �� ������!!� � �	
���#!� 1
�����!�2 ∆� ���������� �� .��& �&,,W

B = Tc

∑
p

∑
n

G2(εnp)G2(−εn,−p) = νFTc

∑
n

∫ ∞

−∞
dξ

1
(ε2n + ξ2(p))2

=

= νFTc

∑
n

π

2|εn|3
= νF

7ζ(3)
8π2T 2

c

��&,OI 
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.��*�#���� ��&,L� � ��&,O� � ��&,OI ��)� ����������� ��������� ��� ��(%%�����	
��� ���������� 8R� ���*����� 8��#����! �,O�O ��� 1����
2 ����
�����������&
H
 �����#������� � ��&,�O ^ ��&,QI ���� ��������� ��������� ��� (��
 �������
���*�)����� �"���� Tc �� ������ TKV& 5���! �"����!� !���� ������#� �� ���	
��� 8���"*��� $ R����* ���*��� ������ !�������������� �"��������� � ��!��

!����� TKV& � ���� ���!�� (�� ������ ������� *��"��� � ����� ��� ������� ��	
������ ��"��� ������� ����
������������ ������ ������ !�������������� ������&

G��*����� ���*�#���� ���*���)� ���#������ �"�"�����& .���!����!� �����	
!��� ��� �������!�� 1�������2 ����
���������� � ��!�������!� ���!���!�& .��	
������� 8R ��� (���� ��*�� ���*����� ���!�! �"�"�����! ����������
 ����
����*������& 4*��� ���#�� *���# � ������!!�
 �������� ��������� �� ���!���
�
�� ��!� *�� �� ��� �������#& 4���*��� �����#� �� ����������*)��� �"�"�����
���������� 8R ����������� ���%���!�� ���������!� �� .��& �&,�� ��� �������
�����!�������� � ������*��� ����� 1���*���#���2 �������� *�����)��� ���	
!����� ��������� � �!����� � ���*� �� ����� ���������
 %*����� 1�����2 ���!�	
��!���W

G(εnp) =
1

iεn − ξ(p) + iγ εn

|εn|
, γ =

1
2τ

= πρv2νF ��&,OJ 

� �!����� � ���* ���������� !����# �����
 ���!����&
4�������� ������ �� ����!�������� �������������� � ������*��� ������ �����	

�� � ��!� �� ����# ����!���������� 1�*���������2 ����� � ����� �� .��& �&,� �[ 
��������)��� �� �"��������
� ���������
 �����#�������! � ������*��� ������
� � !��*"�������� ��
���� ���W

Ψ(qωmεn) = − 1
2πi

∑
pp′

< G(p+p′
+,−εn + ωm)G(−p′

−,−p−,−εn) > ��&,O� 

�� �������� �� .��& �&,I ���� �������*)���� ��� ��*�� ωm = 2εn & 5���� ��
����������� ����������� �� .��& �&,� ����*��� ���*��# ��� ��(%%�������� 8R A
� C ����*)��� �����#�� �"��� �����������W

A =
1
|λ| + 2πiT

∑
n

Ψ(q = 0, ωm = 2εn) ��&,O� 

C = iπT
∑

n

∂2

∂q2
Ψ(q, ωm = 2εn)|q=0,T=Tc ��&,OQ 

6��� ������#�� *��������� � ��! ���������� �� ��� ������ ��������������
�� ��������) � �"������) ���!��� ��&�& � ���*������ �������� !��������� ����
��� !�������
 ���!���� !� !���! ���� (�� �"�*������# � ������*��� ����� 
1�"�����#2 ���* �� ����� � �����
 �� .��& �&,�� �&,I � *"����#��� ��

Ψ(qωmεn) = Φ(qωmεn) ��&,OL 

��� Φ(qωmεn) $ �������� !��*"�������� �"�"����� ��*
������� %*����� 8����
������ � ����# �����"�� ����!������������ ��!� � ������*��� ����� ���& �J&LL �

��> �	�����������	� 
��� ������#�
�� -
��������!��� !�"	�0 ��������� 	����������� �
������� ��	�����
� 	������ ��	�������� ����� pF l � 1� EF τ � 1�

��I� �	��
�������	 
� ������
�	��" ����	��
��� ���#��� ��� ��� ��%''�1��
�� B � ���
	���"������
��� 	 �����	���� �� ���'��� A�	� ?�)7 (D+ �� ���#
��� 	������ ����#�
�� (?�),�+�
������

�� ���� ��� -��	����0 	����� �)@�� ��%���� 
�#� �� ����
����	� ��		�����
��� ��%'8
'�1��
��� A � C�
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.��& �&,�W 6�����!!��� ������������� ���������� 8���"*��� $ R����* ��� ����
	
���������� � ���!���!�&

.��& �&,IW 6�����!!��� ������������� ��� Ψ(qωm = 2εn) � �����!� � ���!���!�&
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�J&�QJ  & G�(��!* ������ ��! ������ ����������� ������� � �� �*���& K�(%%�	
������ 8R ��������)��� �� Φ(qωm = 2εn)� ��� ������� ����� 1*�����#2� ����!����
����������*)��� ���*�#���� ������*��� �����W

Φ(qωm) = − νF

i|ωm| + iD0q2
��&,OO 

��� D0 = 1
dv

2
F τ = 1

d
EF

mγ $ ��*������� ��(%%������ ��%%*���� ���# ����� ��# ����

� �����!� � ��"��#��! "���������! (pF l 
 1, EF τ 
 1) � !���� ���#�����#��
1��������!2 ���"�������! ��� ������� Γ ���!������ �����������&

H����#�*� ��&,OO � ��&,OL � ��&,O� � ��
���!W

A =
1
|λ| − 2νF

n∗∑
n≥0

1
2n+ 1

=
1
|λ| − νF ln

2γ
π

ωD

T
=

= νF ln
T

Tc
≈ νF

T − Tc

Tc
��&��� 

��� ����� �"������� �������%!����� ���
�������� �*!!� �� n �� n∗ = ωD

2πT & G��

(��! * ��� �������� ����������� ��������� Tc = 2γ
π ωD exp

(
− 1

|λ|νF

)
������ TKV�

��� �� ��!�����*�� ����
��� ����������� �� ��������� �� ������ ���!����� �
�����! ������������ � ����!�������!� ����������! � ������*��! ������� �1���	
��!�2 :�������� & N��!��#��� ����� ���!���� 1�����2 �!���� � D0 ��	�� ����� ��
� ��&,O� �*��� �������# q = 0&

6�� ��(%%������� C� ��������� �!��! �� ��&,OQ W

C = −iπTνF

∑
n

∂2

∂q2
1

2i|εn| + iD0q2

∣∣∣∣
q=0

=

= πTνFD0

∑
n

1
2ε2n

=
νFD0

πT

∑
n≥0

1
(2n+ 1)2

=
π

8T
νFD0 ��&��, 

X��� �������# ��&��, ���W

C ≡ νF ξ
2 =

π

8Tc
D0 =

π

8Tc

1
3
v2

F τ =
π

24
vF

Tc
vF τ =

π

24
vF

Tc
l = 0.13

vF

Tc
l ��&��� 

��� l = vF τ $ ����� ���"������ ���"���� ��� � *���! ����*)���� �� ��&,O, ����
d = 3 ���*�#���� TKV ξ0 = 0.18 vF

Tc
� ��!������� ���*��! �������� ���*�#���

������ 1������
2 ����
����������� ��� ����� ������������� �R&G&8��#���� ,O�O W

ξ2 ≈ ξ0l ��� ξ ≈
√
ξ0l ��&��I 

5���! �"����! (%%�������� ���!�� �*��������
 ��� � 1������! �������2� �����
l � ξ0� *!��#������ �� ��������) � 1����!2 ��*��!& '������� ��&,Q� (��� �����	
!��� �������� �� ���*���������� ��������� ���!���� � ��� ����!����! �������
Tc� !���� �������� � ��!����!* ����* ���
���� ����������� ���� Hc2� ��� ��
����
���������� ��������	 ������� ���*����������#]

��I� 	���� ����� ����#�
�� (?�),,+ -��������0 � � �����" 	���	����	���

�� ������ ������8
��1�� �)@�� ����� D0 → D(|ωm|)� ���� ����
���	� 
� 	������	��� !�� ����!�

�� ��%''�1��
�
��''�����

�	L�
��
�� �� 	��
� ����!��� ����
� 	����1� � I�������� ��� �#� ��������	 ����� Tc

��#�� 	�!�	���

� ����	�� �� ��	������� �)@��
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H����#������� ��&��� � ��&��I � ��&,Q� ��������� ���*��# ��!�����#��� ��	
��������� 8��#����� �������)��� ���������*) ������� ������ ��!�����*���� ��	
����!���� ���
���� ����������� ���� Hc2 ��"���� Tc � �������!���#) �����!�

σ = ne2

m τ = 2e2νFD0 � ��������#) ��������� νF W

− σ

νF

(
dHc2

dT

)
Tc

=
8e2

π2�
φ0 ��&��J 

��� φ0 = πc�

e $ ����� ������& '����� � ��&��J ����� %*���!�����#��� ���������� �
����� ^ ��"�)���!�� �������& � ��������� ���� "��������� ������������� ���	
!���� � � �����! ���"�������� �� ���# ���#�� !����� νF � ����� ��� �������!���#
������� ������ � �����! ������������ ���!���� �� ������������� ������] ��& 5����
�� ��&��J ����*�� �������� ���� ������� ������ ��!�����*���� ������!���� Hc2

��"���� Tc � �����! "���������& P�� �����#�� 
����� ����������*�� (������!���*
�� �����������
 ����
����������
&

�������

�� ���� ��		�����
�� -����
�"0 	���"������
���� ��
�	��	� � 
� ���
 	��
�
������������

�� 	�	������ > 	��� ����� ��� �����
�� �
���
�� ���
� ������
�
�	�� ξ0 ∼ vF

Tc

� ����
�" 	���"������
���" 
� 
�	����� �������� ������� � ��#����
�� ��		���
�� a� � 
�"

� 	�	������� ����� ������������ �	����� -����
���0 ������� l � ξ0 ��� ��
�	����
� �����"
���
�" ������� l � a (	������	��� !�" 	������ ��	������� � 	��	�� �	������������	� ����
�������� pF l � 1+� >��
����� �
����	
�� �����	 � ���� ��� ����
��	� %�� ��������� ��� ���8

����� ���
��
�� ���
� 	�����
��� ������� (��	�� ��	�������+� ����� �� l ∼ a� ������ ���
�� ������ � �������!�� ������ � 	�	���� ��#�� ��������� �
���	�
��	��� ����"�� ������ 3 ��8
%������� �)@�� <������	��� �� ��
������ ��� ����#�
�� ��� ���"��	���
�� '�
�1�� .��
� ����
(?�),,+ 	�"��
��� 	��� ���� ����� ������	��� ��%''�1��
� ��''���� ����
���	� 
� ����!�

��
D0 → D(|ωm|)� ������� ����������	� ����!�

�� (��� 	����� ��1������	��" ��	���+ ����
�
���
	���	����	���

�� ������ ��������1�� ���� ($�7??+� ������� (��� d = 3+ ����� ��� �)@�=

DE(ωm)

D0
= 1 − λ

λc
+
π

2

λ

λc

'
D0

DE(ωm)

ωm

2γ

(1/2

(?�7*?+

��� �	� ����
���
�� �� #�� ��� � ��� 
���� ��	�#��
�� %��� ������ � �������!�� ������� � �
�8
�����
� ($�7@7+ � 	 ��	�����
�� ��� 
���" 1���� ���
�	� � ����
�� (?�7*?+ ��#
� ����	�� �
����=

DE(ωm) ≈Max

	
DE

ωm

ωm + 3DEω
2
0(E)/v2F

; D0

�
ωm

2γ

�1/3



(?�7*@+

��� DE = D0
pF ξloc(E)

3 ����
��������

�� ��%''�1��
� ��''���� (����!� !��	� � 
�� 
�

������ �����#
�	��+� � ω0 3 "�������
�� ��	����� ��������

�� � ($�7),+�
6���� ���������	�� ��� ��%''�1��
�� �����#�
�� .; A � B� �� ���#
���� 	�"��
� � ���

(?�7**+ � (?�),�+� � ��%''�1��
� C 	�!�	���

� ��
���	�� ��� ��� ����	��
�� � ����	�
�	��
�
���	�
��	���� ����"��� ���� !� ��� ����������� ��	���
�� ��	���	�� ����!�

��� ��%'8
'�1��
�� ��''���� ($�7@�+� ������������ (� ��1������	��� '���������+ ������ ����#�
��� �
'����
�" 	�����" (?�7*@+�

> ���������	��� ����	��� 
� 	������ ������ � ������ �����#
�	�� DE(ωm) = DE � � ��%'8
'�1��
� C ����������	� ���=

C = −iπTνF

�
εn

∂2

∂q2
1

2i|εn| + iDEq2

!!!!
q=0

=

= πTνFDE

�
εn

1

2ε2n
=
νFDE

πT

�
n≥0

1

(2n + 1)2
=

π

8T
νFDE

(?�7*B+

> ��%��������	��� ����	��� 
� ��#� 
� 	������ ������ � ������ �����#
�	��� 	����	
� (?�7*@++=

DE(ωm) = DE
ωm

ωm + 3DEω2
0/v

2
F

(?�7*H+

����� �
����	� !�" 
�	 ��	�����
� 
����" �����������"� ��#
� ����
����	� ��		�����
���
����� �	�����
��� 	���������
���

��> ��	�
�	��� ��� ������	��� ���	�� EF �	������� ����
���
�� E�
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� �� �������� (Rloc 3 �����	 ��������1��� ������������ �� ($�7),++=

C =
π

2
TνF

�
εn

1

ε2n
DE(2|εn|)

=
νFDE

2πT

�
n

1

(2n+ 1)2 + (2n+ 1)3DEω2
0/2πTv

2
F

=
νF v

2
F

3ω2
0

+
ψ

,
1

2
+

3DEω
2
0

4πTv2F

-
− ψ

�
1

2

�.

= νFR
2
loc

+
ψ

,
1

2
+

DE

4πTR2
loc

-
− ψ

�
1

2

�.

≈ νFR
2
loc ln

1.78DE

πTR2
loc

(?�7*,+

��� ������#�

�� ����
	��� 	����������� ������ DER
−2
loc � 4πT �

> 
���	���	���

�� ����	�
�	�� ������ �����#
�	��� ��� � ���������	���� ��� � � ��%���8
�����	��� ����	��� ��#�� 
���	�� (	�� (?�7*@++=

DE(ωm) ≈ D0(ωmτ)
1/3 ≈ (D0l)

2/3ω
1/3
m (?�7)*+

��� ���

C =
π

2
TνF

�
εn

1

ε2n
DE(2|εn|) ∼ (D0l)

2/3TνF

�
εn

1

|εn|5/3
∼

∼
�
D0l

T

�2/3

νF

�
n≥0

1

(2n + 1)5/3
∼

∼ ζ

�
5

3

�
νF

�
D0l

T

�2/3

(?�7))+

>���#�
�� (?�7))+ ����
������ �� 	���
�
� 	 (?�7*B+� � ����	�� ����������� ����� �����
���	�

�����
	���=

DE/Tc ≈ D0l/ξlocTc ≤ D
2/3
0 (l/Tc)

2/3 (?�7)7+

> ��������� �������� 	���� !�� ������
�� ��%''�1��
�� C �� �	�� ����	�� ����
�
�� �������8
��� �� ������� � �
���	�
��	���� ��%�������� (;�I�5�����	���� o�>�2����	���� ),H$+=

C ≡ νF ξ
2 ≈ νF

"##$
##%

π
8Tc

DE ��� ξloc(E) < (ξ0l2)1/3 ��� E > Ec�
D0l
Tc

�2/3 ≈ (ξ0l2)2/3 ��� ξloc(E) > (ξ0l2)1/3 ��� E ∼ Ec

R2
loc(E)ln 1.78DE

πTcR2
loc

(E)
��� Rloc(E) < (ξ0l2)1/3 ��� E < Ec

(?�7)�+

���� ��� � ����� ξ0 = 0.18vF /Tc� l 3 ������	��� ���
� ��������
> ���������	��� '���� �� ���� ����� ��� %
����� <���� ������#���	� � ������ �����#
�8

	�� Ec� �������1��

�� ���
� ������ ��������1�� ($�7$H+ ξloc �����������	� � ��%''�1��
� C
	
����� ���
����	� ���	�� 	 ����!�

�� ��%''�1��
��� ��''���� DE � ���� 	 ���
��
���
���������	�� 	�	���� � 
�����
�� 	�	���
��� &�
���� � ����	�
�	�� ����"��� �
���	�
�� � ��
����� ��� σ → 0� ����
�� ��%''�1��
�� C ������!���	� � �
 �	����	� ��
��
�� ��#� � ����	��
E < Ec� ���� � �
���	�
��	��� ��%��������� 2 ���
����� ��
�#�
��� E � ����	� ��������8
��

�" 	�	���
�� (��� ��	��� Ec 	 ��	��� ��	�������+ ��%''�1��
� C ����������	� �����	��
��������1�� Rloc� ������� ���
����	� 	 ���
����� ���#�
��� E ����� ����	�� ��������1���

L�
��
�	� .; ��%''�1��
�� C � ����	�
�	�� ����"��� �
���	�
� ��
������ ��� � %��� ����8
	�� 	�"��
���	� 	���"�������!�� (���		
����	���+ ������ 	�	����� 2������	���

�� � ���
1����
��� T < Tc 	�	���� ��#�� ������� �� 	�	���
�� �
���	�
��	���� ��%�������� � 	���"�������!��
	�	���
�� (;�I�5�����	���� o�>�2����	���� ),H$+� A�������	�� ��		�����
�� 
� �	
��� �����#�8

�� .; � ���	������ ������ 	���������
��� ���������	���� ���� 5Lp 
���	�����
� ��� �����
����� ������	� ��#� � ���
1�����
�� �����#
�	�� 	��� %�������	���� ������
�� 	�	����
� �	�����" 	��
��� ������������
��� > ��	�
�	��� �	� ��		�����
�� �	
�������	 
� �����
�

�����	���	�� Tc �� 	����
� ������������
�� (-�������0 �
���	�
�+� >��� �#� ��������	� ���
����� �����#��
�� 	�"��
��� 	��� � ��� ��	�����
� 	��
� ������������

�� 	�	����� �����
�� ����"��� �
���	�
�� � ���
����#�
�� ����
�� ������������
�� 
� 	��� 	���������
�� ����8
�����	����� > ���	������
�	��� ��� ��	�� ��	������� 
�����#
� ����	"���� ��	� %''�����
���
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��	���� ���������
�� %������
��� ������ !�" �������	�� ���� �)@�� ��%����� ��� �����
��� ��
�� �����
�" ���������" 	���"������
����� ����������� ����"��� Tc ���������	� ��	��8
������ ������� �� ����"��� �
���	�
�� 6�� 
� ��
��� ��� 	��� ��
�� ��	�����
� #�	���" �	�����
(
������� ��	�����
� ��	���� �	"��
�� Tc � 	�	���� ��� ��	�������+ ��#
� 
�����	� 
� 	�"��8

�
�� ��
��
�" Tc ����� �� 
���	���	���

�� ����	�
�	�� �
���	�
��	���� ����"��� (��� ��#� �
��%��������	��� '���+ �)@�� 9��

� ��� ����" 	�	��� � ����	����� � �
����	 �������

�� ����
'������ � �1�
��� L 	�#���
� � � �����" ��

�" ���1�� � 
�	 
�� �����
� � ��	�� ��� �����
������
��� ��	�#��
�� %��" �
����	
�" �����#
�	���� /��
����� ������
�	��� ���#� ��� �
��	�#��
�� ���� %�	������
���
� ��������"	� 	�	��� ������ ���� ��#
� 
���� � �)@��

q���
� ������	�� (?�7)�+� �	������ 	��� ��#�� ���������	� � ����!�

�� ��%''�1�8
�
�� ��''���� (���� ($�)B@++ � ������

�� ���� '������ ($�7�$+ � ($�7�B+� 6���� ������	
��������
��� "�������
�� ���
� ξ �� (?�7)�+ ��#
� ����� ������� 	���� !�� ����#�
�� ���
����������
� ����	�!�� ���
� ������
�
�	�� ξ(T ) �7)� 
����������

��� 	���"������
���=

ξ2(T ) =
Tc

Tc − T

�
ξ0l

σ
σ+σc

σ > σ� (E > Ec)

(ξ0l2)2/3 σ < σ� (E ∼ Ec)
(?�7)$+

���� � 	������	���� 	 ($�7�$+ σc = e2pF /(π
3�2)� � "�������
�� ��	���� ���������	�� σ� ������8

����	� ���=

σ� ≈ σc(pF ξ0)−1/3 ≈ σc

�
Tc

E

�1/3

(?�7)?+

6���� �������� � ����	�� ���
 ����" ���������	��� σ < σ� ��	���� ���
� ������
�
�	��
ξ(T ) ����������	� 
� ξ ∼ √

ξ0l� ��� � ����
�� ������ -����
�"0 	���"������
����� ��		�����

��
����� � 
���� "�������
�� ���
�� ξ ∼ (ξ0l2)1/3 ∼ (ξ0/p2F )1/3� ������� ���������� "�������8

�� ������ �������	��" ��� � 	���"������
���� 
�"���!��	� � ����	�
�	�� ����"��� �
���	�
�
(;�I�5�����	���� o�>�2����	���� ),H$+�

����
�	� 	���"�������!�" %������
�� ns � ������ .; ��#�� ��� ��������
� ��� �7)�=

ns(T ) = 8mC∆2(T ) = 8mC(−A)/B (?�7)@+

>����� ����"��� �
���	�
� %�� ������
� ��#
� �1�
�� ���=

ns ∼ mN(E)ξ2∆2 ∼ mpF (ξ0/p
2
F )2/3∆2 ∼ n(T

1/2
c /E2

F )2/3(Tc − T ) (?�7)B+

��� n ∼ p3F 3 ���
�� ����
�	� %������
��� M	�� ���� ���	 T ∼ 0.5 Tc� �� ������� ���	�� 
�1�
��=

ns ∼ n

�
Tc

EF

�4/3

(?�7)H+

���� �� ������� ������
�� 	���������� ����� �� T = 0� &�	 �� ���
�� ��� ����� 
�������
��	� %������
�� � 	��
� 
����������

�� 	���"������
��� �	����	� 	���"�������!��� 6�� 
�
��
��� %�� �������#���� 	��� �����#
�	� 	���"���������	�� � ����	�
�	�� �
���	�
��	���� ��8
��"��� ������ 3 ��%��������

>�����
� ���������	�� σ�� ��������

�� � (?�7)?+� ������ "�������
�� ��	���� ���������8
	��� 
���
�� 	 �������� ������� �	� %''���� ����
�� ��������1�� 
� 	���"�������!�� 	���8
	���� M	�� σc ������� -��
����
�� ���������	��� ���������	��0 �� o���� �77�� �� ������
� σ�

�!� ��
��� &�
���� ��� 	���"������
��� 	 ��	�����
� 
�������� �������	���� ������ (���
"�������
� ��� 	���"������
���� 	 	��
�� 	��� � ��	�������������
�" 	���"������
����+
σ� ����� ��� ��
�� ������� σc� :�	������
���
� %�� ���������	� ��#
� ��������� ��� ���
��	���� ���������	��� ��� ������� (	 ���
����� ��	��� ��	�������+ 
���
� � ��������	�
	�!�	���

�� �����
�
�� �� ����	����
�� 	��
����
�� ������ -����
�"0 	���"������
�����

����� �
'����1� � ������
� ���
� ������
�
�	�� ξ2(T ) ��#
� ������� �� ������
��
���"
��� �������	���� ���� (?�)B7+� > ��	�
�	��� 
�����
� ������	�� ��� �	�������
�� (?�7)�+
� (?�7)$+ �������� � 	���� !��� ����!�
� 	���
���
�� .������ (?�7*$+ (;�I�5�����	����
o�>�2����	���� ),H$+=

− σ

νF

�
dHc2

dT

�
Tc

≈
	

8e2

π2�
φ0 σ > σ�

φ0
σ

νF (ξ0l2)2/3Tc
≈ φ0

σ
[νF Tc]1/3 σ < σ� (?�7),+

>����� ��� ��� σ < σ�� ���� ������ �
���	�
��	���� ����"��� ������ 3 ��%�������� 	��
����
�� 	�8
��
���
�� (?�7*$+ 	��
����	� 
�	����������� � (� ��������#�
�� ��	�����
� 	������ ����
�
��
νF � Tc 	 ��	��� ��	�������+ ����
�� ��	� ��������
�� (dHc2/dT )Tc (
����
� ������ Hc2(T )+
	 ��	��� ��	������� ��"���� 
� -
�	�!�
��0� ��� ��� %��� 
����
 	��
����	� 
� ����	�!�� ��
������
� %������	���������
�� 	�	���� � 
�����
�� 	�	���
��� L���	���

�� ����� ������
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��� �������	���� ���� 
��� ����	� � 1���� ���� 	��
� ������������

�" 	���"8
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���� �)@��
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(�( " ��	�������	��� �����	�� ����������!������

� (��! ������� !� ����!����! !������������*) �����) ������� ����
��������	
��� �� ������� (������!�������� ����� � ���#) �����# �
 ����������#��� ������
�� ���!��#��
 !�������&

4���! � �"��� ���������� ����� +�-& .���!���� ����������� !�������� ����
	
��������� ��������� �"7�!� � ���"�! ������! (������!�������! ����� �������	
�!�! ��������! � ��������! ����������!� A(rt) � ϕ(rt)� �!���� �"���*)��!�
J	������ (x = (r, t))W

Aµ(x) =
{
Ai(x) ��� µ = i = 1, 2, 3
cϕ(x) ��� µ = 0 ��&��� 

��� !� ����� 1������������2 �������# ����� c& � �����! ������� �� Aµ ����!����	
����� (��������� � (������!�������! ����! ������ ����*)��! ���������!W

Hp = −1
c

∫
d3rjp

µ(x)Aµ(x) = −1
c

∫
d3r[jp(x)A(x) − ρe(x)cϕ(x)] ��&��, 

P�� ��!��#������ ����!��������� � 1����!�������!2 J	�������! ���������� �����
�!�)��! ���W

jp
µ(x) =

{
jp(x) = e

2m i{ψ+(x)∇ψ(x) − [∇ψ+(x)]ψ(x)}, µ = i = 1, 2, 3
ρe(x) = −eψ+(x)ψ(x) = −ρ(x), µ = 0 ��&��� 

G����� ��������# ���� jµ(x) � ����*������ ������ $ ���������� A (������!�����	
���� ���� ��������� ��� !� *�� ��!���� ����� �*!!�� ����!�������� � 1���!��	
������2 �����W

jµ(x) = jp
µ(x) + jd

µ(x) ��&��I 

��� ��������# ���!��������� ���� ������ ���������!W

jd
µ(x) =

{
e

mcρe(x)A(x) ��� µ = i = 1, 2, 3
0 ��� µ = 0 ��&��J 

'�������������� ������ ����!��������� (��������� � ������! (������!�������!
����! �!��� ���W

Hint = Hp +Hd ��&��� 

��� ���!�������� ���# ����!��������� ������������ ���������!W

Hd = − e

2mc2

∫
d3rρe(x)A2(x) ��&��� 

5����# !� !���! ������#�����#�� �������������! ����!��������� �� Hint �����	
�������� �� Aµ → 0 ��� t → −∞ � �� ��������� ����*)��� ��!������ ���������
��������� �����!� �� ���!���! +,-W

|Φ(t) >= T exp
{
−i
∫ t

−∞
dt′Hint(t′)

}
|0 >≡ U(t,−∞)|0 > ��&��Q 

5���� ������� ��������� ���� � ��������� |Φ(t) > ������ ���������!W

Jµ(x) =< Φ(t)|jµ(rt)|Φ(t) >=< 0|U+(t,−∞)jµ(rt)U(t,−∞)|0 > ��&��L 
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4�� �������*)� � Jµ(x) ���� ������� ������� �� Aµ� � ����� ���!�
 ���������
!� ���*��!W

Jµ(x) =
e

mc
< 0|ρe(x)|0 > Aµ(x)[1 − δµ0] − i < 0|[jp

µ(rt),
∫ ∞

−∞
dt′Hint(t′)]|0 > ��&��O 

��� ���� �*������ ������� � Jµ(x) ����� �*�)� ���!� < j0(x) > $ ������� ������	
��� ������� �� ��� ��� �� �������*�� � ����!* ��*����& H����#�*� ��&��, ^ ��&��� �
��
���!� �� �������� ������ �����!� Jµ � ������� ��������� Aµ ������� ���	
�*)��! �������#��! �����������! � ��!��#) ��������#���� ���� Kµν W

Jµ(x) = − c

4π

∫
Kµν(rt; r′t′)Aν(r′t′)d3r′dt′ ��&�I� 

��� �������� �� ���!��� "������ � "��������
 �������
� � ����W

Kµν(x, x′) = −4πi
c2

< 0|[jp
µ(x), jp

ν (x′)]|0 > θ(t−t′)− 4πe
mc2

< 0|ρe(x)|0 > δ(x−x′)δµν [1−δν0]

��&�I, 
X��� �����!� ������������� ������������ �� Kµν ������� ���# �� �������� ����	
����� � *��"�� ������� � %*�#� $ ������������)W

Kµν(q, t− t′) =
∫
Kµν(x, x′)e−iq(r−r′)d3rd3r′ =

= −4πi
c2

< 0|[jp
µ(qt), jp

ν (−qt′)]|0 > θ(t− t′) +
4πne2

mc2
δ(t− t′)δµν(1 − δν0) ��&�I� 

��� n $ ������ ��������# (���������& G�����#�* ������ ��� � ��&�I� ����!�����	
��� ������ �������� ����� �� %�������� �*��� �������# ���#�� ����!�����	
��� ����� ������� ������!�� W

Rµν(qt) = −i < 0|[jp
µ(qt), jp

ν (−q0)]|0 > θ(t) ��&�II 

P�* ������* !���� ����� � ��!��#) T $ *����������� %*����� 8���� ������W

Pµν(qt) = −i < 0|T jp
µ(qt)jp

ν (−q0)|0 > ��&�IJ 

'�������� ��������#��� ������������� ��� ���!����
 %*�#� $ �"����� ��&�II �
��&�IJ +,-� ����*��� *"����#��� �� ����������#��� ���� Rµν � Pµν �������)�� �
!��!�� ���� �����)��� �����! ��� ω < 0W

RePµν(qω) = ReRµν(qω) ��&�I� 

ImPµν(qω) = signωImRµν(qω) ��&�I� 

�� � ���� �*���� ��! ��������� Rµν ���� Pµν & G�����#�* ���� Kµν ���)���
���#�� 
������������� �����!� � ���*������ ������ $ ���������� Aµ� ���������
jµ � jp

µ �������)�� � !� ��*����! ����� ������ p&
� ������ ������ �����!� �� ����������� ���"�� ������� ������ $ ���������

Aµ(q) = [A(q), cϕ(q)] ���� q = [q, ω] �!��� ���W

Jµ(q) = − c

4π
Kµν(q)Aν(q) = − c

4π

[
3∑

i=1

Kµi(q)Ai(q) −Kµ0(q)cϕ(q)

]
��&�IQ 

���
������
�� '�
�1�� .��
� ��		���������	 
��� (� ��1������	���+ ��"
��� � ($�)*H+�
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���W

Kµν(q) =
4π
c2
Rµν(q) +

1
λ2

L

δµν [1 − δν0] ��&�IL 

����! ����# λ2
L = mc2

4πne2 $ ������� ������������ ��*"��� ������������� ��� ��!	
�����*�� T = 0& 6�� ������!�
 � ��&�IL ������)� ����� ����!��������� � ���	
!��������� �����&

� ���#�����! !� "*��! �����#�����# ����*)��� ����������� �"��������W

Qαβ(q) = − c

4π
Kαβ(q) ��&�IO 

.���!����! ������ �����#��� %��!� $ ��� ����!��#��� !����� +I-& 4����! ��	
���� ���� j � �������)��� � ���*�#���� �������� ��������������� $ ��������������
�� ������������ ������ $ ������������ A& � �!�*�#���! �������������� ��������
����������� !���* j � A ������������ ���W

jq = Q̂(q)Aq ��&�J� 

� ������*��� ����� !� *�� ��!����� �� ���������� ������ $ ��������� �� ���	
����� � ������������) (������������ ���� � ���!��#��! !������ ���� �����#��!
%��!� $ ���� � �������������! �������& P�� �������� �� Q̂(q = 0) = 0� ��� ��
��� q = 0 �����
���� ������ ���������� ���!�������� � ����!�������� ��������	
)��
 � ��&�IL & � ���� ���!�� ��� q → 0� �� ω = 0� � ������� ��� �� �������� !����
������ �������)��� ���"�� ���!�������! R����*& .���!����! (�* ���*���) ��	
���"���& ��������� �������! ����* ��� ��*�� ������
 ��!�����*�� ���#�*��#
!��*"�������� ��
�����& H� ����!�������� ������������ � ������*��� ������ � ���	
�� � �J&,�L ^ �J&,�� � � �������!� �����"��������!� ����� �� ��� �����#����
%��!� $ ���� ����!�������� ������W

Qp
αβ(q = 0) = − lim

τ→0
2
e2

m2c
T
∑

n

eiεnτ

∫
pαpβ

(iεn − ξ(p))(iεn − ξ(p))
d3p

(2π)3
��&�J, 

������#�*�!�� �������! �����������!� �����������! ��� ���"����� %*�����
8����W

pG2
0(εnp) = m∇pG0(εnp) ��&�J� 

� ���������! ��&�J, � ����W

Qp
αβ(0) = − e2

mc
2T
∑

n

∫
pα∇pβ

G0(εnp)
d3p

(2π3)
��&�JI 

H������� �� d3p !���� �������# �� ����!� �������� �������� ∇pβ
�� pα� ��� ��W

Qp
αβ(0) =

e2

mc
δαβ2T

∑
n

∫
G0(εnp)

d3p

(2π)3
=
ne2

mc
δαβ ��&�JJ 

�� �������#) ��������� ���!������*) ���# ��&�IL &

���������������	� ����������= divA = 0, ϕ = 0
��/�� ������� 	 �����	��� �	� ������	� ���
� ��� #�� ����� 
�#
� �������� ��
��
�� ��8

��"�
�� � �
���
�����" '�
�1�� .��
� �� 	��� ��		��
�� 
� �����	�"� >����

�� �������� ��
�����	
��� ��		��
�� � ������� �����
�� � ������ �����
�" �����	�� ����!� �	� � 
�� ���
�
���������
�� �� ������
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G��!����! �����# ��*�� q �= 0& .��������� Q̂(q) � ��� �� q ��������� �
���� ������ �������W Q(q) = aq2 +O(q4)� � �! !���� *"����#�� ����������������
������� ����� ���������� � ������!!�� ���������� �� .��& �&,J& 5���� �!��!W

j = Q̂A = −a∇2A ��&�J� 

' ��*��� �������� ��� �������� �� (����������!���� ��� !���� "��# ������ � ��	
!����������#) �����!� �����������!W

j = c rotM = c rotχ0B = χ0c rot rotA ��&�J� 

��� ��� ���#�*��# rot rotA = grad divA−∇2A � ����"������! *������! divA = 0�
!���� �������#W

j = −χ0c∇2A ��&�JQ 

��� χ0 $ !�������� �������!�����# (����������� ����& 5����� ��������� ��&�J� �
��&�JQ � ��
���!W χ0 = a

c � � ������* a !���� ��������# �� ������!!� .��& �&,J&
� ��!�! ����� �� (��� ������!!� �!��!W

Qxx = − lim
τ→0

2
e2

c
T
∑

n

eiεnτ

∫
vx(p + q)vx(p)

(iεn − ξ(p + q))(iεn − ξ(p))
d3p

(2π)3
��&�JL 

��� vx(p + q) = ∂ξ(p + q)/∂px � vx(p) = ∂ξ(p)/∂px $ ����������*)��� ��������
�������� (��������& G���������! ������ ��� ������������� �� �������� ������
q ��������� �� ��� z& � ������ �� �������� �������!������� ��"����#��� ���	
����!�����# ������������ �� ���#�� ����������#) �����
����� N��!�� �� � ���!�
���������!� ��� ���� ������#�* ����������� R����* ����������� ��� ��������� �
E < EF � ��� �� ������� ������� �������!������ χ0 ��������� �� $ �� ����	
�� �*!!� �����������
 (������ �� �"����� ��������� �� ����������!* ������*&

S������!�� ��*��! ���"����
 (���������� ����� ξ(p) = p2

2m −EF & .������! Qxx

� ��� �� q = qz �� � *���! vx(p + q) = vx(p) = px/m� ������!W

Qxx = − lim
τ→0

e2q2

c
T
∑

n

eiεnτ

∫
v2

x

iεn − ξ(p)
∂2

∂p2
z

1
iεn − ξ(p)

d3p

(2π)3
��&�JO 

H!��! �����#W

∂2

∂p2
z

1
iεn − ξ(p)

=
1
m

1
(iεn − ξ(p))2

+ 2
p2

z

m2

1
(iεn − ξ(p))3

��&��� 

� ��!������� ���*��!W

χ0 = − lim
τ→0

e2

c2
T
∑

n

eiεnτ

∫ {
1
m

v2
x

(iεn − ξ(p))3
+ 2

v2
xv

2
z

(iεn − ξ(p))4

}
d3p

(2π)3
��&��, 

5����# �*��� �������� *��������� �� *���!� ���������� � < v2
x >= v2/3 � <

v2
xv

2
z >= v4/15� � ����! �������# ��*������! ��������������! �� ����! ��	

������� �������)��� � �����! ������!�! ��&��, W∫ ∞

0

p4

(iεn + EF − p2/2m)3
dp =

3m2

2

∫ ∞

0

dp

iεn + EF − p2/2m
��&��� 
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	��� ,LQ

.��& �&,JW 6�����!!�� ��������)��� ������ �����#���� %��!� $ ���� �� �������
������ $ ���������&

� ����������! ��������������! �� ����! �������� �� ������� ������!����∫ ∞

0

dp
p6

(iεn + EF − p2/2m)4
= −5m3

2

∫ ∞

0

dp

iεn + EF − p2/2m
��&��I 

5���� �*!!�������� �� n � ��&��, ���� ������ %*����) ������������� N��!� +,-�

� !� ���*��! − e2pF

4π2mc2 �� ������� ������!��� � ��&��, � + e2pF

6π2mc2 �� ������� ���	
���!���� �� � �*!!� ���� ��������#��� �����W

χ0 = − e2

12π2mc2

∫ ∞

0

dpn(ξ(p)) = − e2pF

12π2mc2
��&��J 

^ �"���� ���*�#��� ��� ���!�������� �������!������ ���� (��������� +,,-& X���
����!���# ���������� ���*�#��� ��� ��*�������� ��������� �������!������W

χp = 2µ2
BνF =

e2

4m2c2
mpF

π2
��&��� 

�� ���*��! 
����� ��������� ���*�#��� ��� ������ �������!������ +,,-W

χ0 = −1
3
χp ��&��� 

�����!�� �����# � ����!������) ����
�����������& .�������! ������ �� ���	
������� ������ $ ��������� ��� (���� ��*��& � ������ �� ���!��#���� !������
����"������ %��!� $ ���� � ��� !� *����!� ����# ���*����*�� ������ ���������� ��	
��!��������� � ���!��������� ������� � %*����� �������& G�(��!*� ���� �������
q = 0 � ����������� ��&�J� � !� ���*�! ������� ������ ����W

j(r) = −nse
2

mc
A(r) ��&��Q 

�&�& *�������� R������� ^ �������� *�������� (����������!��� ����
�����������&
������� ns ���������� ��� ����������) ��������#) ����
���������
 �����
��	
�*�
 (���������& M�������� ��&��Q � 1� ���������#)2� ���*���� ����"�����*)
�������������# ������& 6��� � ��!� �� %�������� ������ ���*������ �������	
��� ���!��������� � ����!��������� ������� � ���� Q(0) ��� ��� � ����)����� �
��!� �� ����"������� �������������# �� ����� ��
������� ������ � ��� *�� ��!�	
����# ����� � ����
����������
 ����*��� �*	/���*& H!���� � (��! �����������
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��������� ��!!����� �����!�� ��� ����
��� �� ���!��#���� � ����
���������	
!* �������!* ��������)& � ���!��#��! !������� ���*����� Q(0) �"������������
%��������� ���������! M����� ��������! ��������������� � ������! ��
�������
������ � ����"������� �������������#) (����������!��� +��-& � ����
��������	
��
 (�� �� ��� ������ � ��� 1��������������2 ����"������ $ ������������ %��!�
������� ����*����*)��� � ��!��
 �������� ���
��� TKV ���"*���� �������#���
����!�������&

G������! � ���������������!* �����* Q(0) ��� ����
����������& 6��!�����	
��� ������ � ���������#)� ��
������ ������� ��� � !���� "��# ������� ���W

Q
(2)
αβ(0) = −ne

2

mc
δαβ ��&��L 

: ��� ��� ������ ����!��������� ������� � ������ �� ���!��#���� !������� �*�	
�� *���# ����� � Q(0) ��� �� ���!��#��
� ��� � �� ���!��#��
 %*����� 8����& �

��!�! ����� ����!�������� ����� Q
(1)
αβ(ω,q)� ��������� ����������!* ���� ���	

�!������)� ���*����� ���� ������
 ��!�����*�� !��*"�������� ��
���� *����	
�����! ������������ ��*
 ����� � ������ ����*)��! ���������! �σ, σ′ $ ��������
������� W

Q
(1)
αβ(ωm,q) =

1
2c

∑
σσ′

∫ β

−β

eiωmτ

∫
d3reiqr < Tτψ

+
σ (rτ)ĵαψσ(rτ)ψ+

σ′ (00)ĵβψσ′ (00) >

��&��O 
��� ĵ = −i e

m∇r& 5����# �*��� ��������# ��� ���������� ψ $ ����������� *������
��� ���!��#���� ��� � ���!��#��� �������& 5���! �"����!� ���*��!W

< Tτψ
+
σ (rτ)ĵαψσ(rτ)ψ+

σ′ (00)ĵβψσ′(00) >= −ĵαGσσ′ (rτ)ĵβGσ′σ(−r,−τ) −
−ĵαF+

σσ′ (rτ)ĵβFσ′σ(−r,−τ) ��&��� 

5���� Qαβ(ωmq) �����!��� ���W

Q
(1)
αβ(ωm,q) =

1
2c

∑
σσ′

∫ β

−β

eiωmτ

∫
d3reiqr{2ĵαG(rτ)ĵβG(−r,−τ) +

+2ĵαF (rτ)ĵβF ∗(−r,−τ)} ��&��, 

/�!���!� �� ����� �����#� ���������
 %*����� G � F � ��������# ���������!���&
G���������� ��&��, � �!�*�#���! �������������� �!��!W

Qαβ(ωm,q) = −2
e2

c
T
∑

n

∫
d3p

(2π)3
vα

(
p− q

2

)
vβ

(
p +

q
2

)
×

×
{
G
(
εnp− q

2

)
G
(
εn + ωmp +

q
2

)
+ F

(
εnp− q

2

)
F ∗
(
εn + ωmp +

q
2

)}
��&��� 

5���� ��� ωm = 0� q = 0 �!��!W

Q(1)
αα(0) = − 2e2

3m2c
T
∑

n

∫
d3p

(2π)3
p2{G2(εnp) + |F (εnp)|2} ��&��I 

��> 	���� !�� ����� �� ������� ��� %�� 
� ��� ��� ����� 	� 	�����
���� � 
� -��������0
�����
����
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S"7������ �!���� ��&��L � ��&��I � *������ ����������� ns� ����*)��� �� ��&��Q �
� ����� ����� ��� %*����� 8��#���� ��&,,, � ��&,,� � ���*��!W

n− ns = −2νFp
2
F

3m
T
∑

n

∫ ∞

−∞
dξ

∆2 + ξ2 − ε2n
(ε2n + ξ2 + ∆2)2

��&��J 

P�� ��������� �� ������ ���������� ������#�* ������ ��������# (��������� ����	
��������� � ��! ����� � ���������!� ������!� �� �����
����� N��!�& G�(��	
!* ����
�� � �������������) �� ��������������!* ������* ξ� ������� ������ �
��&��J � �� ��������� ���"�� ������� ����������!& � ���� ���!� ��������# ����
��	
�*�
 (��������� ns� ����!������ ������������ ����������#) �����
����� N��!��
������#�* ���#�� ��! � �����
���� ����������� (����������� �������� ���������
� �������������! ����
����������� ���������& � ��*"��� �� �%��� N��!� ��&�&
��� ξ ∼ EF  ����� �� �����
����& G�(��!*� ���������� �����" �������� ������� �
����*)��!& ����! �� ��&��J (�� �� ��������� ��� ���!��#���� !������� �&�& �
∆ = 0& 5���� ����� ��*"���
 ��������� ������ �������& G�� (��! "*��� �"�������
� �������� ���"������ ns = 0 ��� ∆ → 0& � ���*�#����� ���*��!W

ns = −2νFp
2
F

3m
T
∑

n

∫ ∞

−∞
dξ

[
ξ2 − ε2n

(ξ2 + ε2n)2
− ∆2 + ξ2 − ε2n

(ε2n + ξ2 + ∆2)2

]
��&��� 

�������! �������������� �� ξ� ���#�*��# ����������!� ���������!�W∫ ∞

−∞

dx

(x2 + a2)2
=

π

2a3
,

∫ ∞

−∞

dxx2

(x2 + a2)2
=

π

2a
��&��� 

5���� ���*��!W

ns =
2νF p

2
F

3m
T
∑

n

π∆2

(ε2n + ∆2)3/2
��&��Q 

5����# !���� ���������������# �������� ������#��� ��*��&

• '�*�� T → 0& /�!����! �*!!* ���������! � ���*��!W

ns =
2νF p

2
F

3m
π∆2

2π

∫ ∞

−∞

dε

(ε2 + ∆2)3/2
=

2νF p
2
F

3m
=

p2
F

3π2
= n ��&��L 

����!� �� ��� T = 0 ����
���*�� ��������# ����� ������ ��������� (���	
������� ��� � ������ "��# � ������������� ������������ �����!�&

• '�*�� T → Tc& � (��! ��*�� !���� �����"��# ∆2 � ���!������� ��&��Q &
S���)����� �*!!� �� ������!� %��������� ��! *�� ���������#� ��� ����	
������ ���� ζ $ %*����)� �� ����W

ns

n
=

7ζ(3)∆2

4π2T 2
c

= 2
(

1 − T

Tc

)
��&��O 

��� �� ��� T → Tc ����
���*�� ��������# ����!���� � �*�)&

.�������� �� ���!���
 *!��#���� ����
���**) ��������# ns� ������ ��� ��������
�������& Z��"� �����#� �� ��� (��! �����
����� �������! ����� Q(0) � *�	
��! ���!����& G�� (��! ��������� �������# ������ ������ ����!����� ��������
���%���� ����������� �� ����!�������
 ���� *���������
 �� ���!���! %*�����
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8��#����� ������� ���*�)��� �� ����������*)��
 %*����� 1������2 ����
������	
���� ��&,,, � ��&,,� � ��!��#) ��!��� ��&,J� & ��������� �������� �������!!�
� ���!����� ������� �������)��� ������ %*����� 8���� � ����� !���� �� *���	
���#� ������#�* ��� �"����)��� � �*�# �� $ �� �������������� �� *���! �����������

�������� ������ ����!��������� � ������! (������!�������! ����! & G�(��!*�
%��!*�* ��� ns !���� ����* �������# � ���� ���& ��&��J  W

n− ns

n
= −T

∫ ∞

−∞

ξ2 + ∆̃2 − ε̃2n
(ξ2 + ∆̃2 + ε̃2n)2

��&�Q� 

��� ε̃n � ∆̃ "��� ���������� � ��&,J� � ��&,J� & '���� ����! �� (���� ���������
��� ������� ��� ∆ = 0 � � ���*������ ���!����� ��"� ����)��# ����� ��*"���

*������ ��*��� �%��� N��!�& 5����� ����� �������������� �� ξ� ���*��! �"�"��	
��� ��&��Q W

ns

n
= πT

∑
n

∆̃2

(ε̃2n + ∆̃2)3/2
��&�Q, 

���� � *���! ��&,J� � ��&,J� W

ns

n
= πT

∑
n

∆2

(ε2n + ∆2)3/2

(
1 + 1

2τ
√

ε2
n+∆2

) ��&�Q� 

G�� !���� ������������ ���!����� � �!���� ����������� ∆0τ 
 1� (�� ���������
�������� � ��&��Q � � � 1������!2 ������� ∆0τ � 1 ��� ����W

ns

n
= 2πτT

∑
n

∆2

(ε2n + ∆2)2
= πτ∆th

∆
2T

��&�QI 

5���! �"����!� � 1������!2 ����
���������� *�� ��� T → 0 �!��!W

ns(T → 0)
n

= πτ∆0 � 1 ��&�QJ 

�&�& ����
���������� �������� ���������#��� ���# �� ������� ���� (���������&
G�������! �"�*) ����*���)� ����*����# � ��
����! �"��������! ��&�I� ^

��&�IL � ������� ����� c = 1& � ���������� �����!�� ���!� ����� ��� ����� ���	
����)���� (������!�������� ������� �!��! Kµν = Kδµν & H��� ������*���� ���	
�!�������� %��������� �������� � ��!*� �� ���"
���!�! � ���������! *������!
������ ����
����������� ������� �����!� �������� ���������� ���"��������W

lim
q→0

lim
ω→0

K(qω) = lim
ω→0

lim
q→0

K(qω) = K(0, 0) �= 0 ��&�QQ 

��9����	� ��� ������ � Kµν(qω)= �������
��
�� Kp
µν � ������
��
�� Kd

µν � /�����
��
��
����� ������1��
���
 ���
�� ����
�	�� %������
�� � 
� ��������	� �� �������� � 
�����
��
	�	���
��� > 
�����
�� 	�	���
��� ���
�� ���� ���������� 	������	��� ������ 3 ����
1�����
���
����#��� ��� (� ���������� ����� ������
����� ;�
���+� ��%����� 	 ��	���� ���
�	� 
�����= Kn

µν(q0) = Knp
µν (q0) + Kd

µν ≈ 0� ��� ��� Knp
µν (q0) ≈ −Kd

µν (���
�� ����
	��� �����
���	�
���	 ��� q → 0+� ����
�	� ���� � 	���"������
��� ����� ���
�=

Jµ(qω) = − 1

4π
{Ksp

µν(qω) −Knp
µν (q0)}Aν

qω (?�7B?+

��%����� ��� �#� ��������	 ����� 	����� ����
� 
��� ����� �������
��
�� ������� A��
�	�
����� � 	���"������
��� � 
�����
�� ������� ��#
� ����	�� � 	���� !�� ����=

Js
µ(qω) − Jn

µ (qω) = {Ks
µν(qω) −Kn

µν(q0)}Aν
qω =

= {Ksp
µν(qω) −Knp

µν (qω)}Aν
qω (?�7B@+
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����!� �������� ��&��Q � �!��!W

K(0, 0) =
1
λ2

L

ns

n
=

4πnse
2

m
=

1
λ2

L

2πT
∑

n

∆2

(ε2n + ∆2)3/2
��&�QL 

���� ��� � ����� λ2
L = mc2

4πne2 $ ������� ������������ ��*"��� ������������� ���
��!�����*�� T = 0&

H� ��&�I� �!��!W

Jµ(qω) = − 1
4π
Kµν(qω)Aν

qω ��&�QO 

��� ��� � *���! ����������� (������������ ����W

E = −∂A
∂t

��� Eqω = iωAqω ��&�L� 

!���� ������ �������!���# �����!� ���W

σµν(qω) = − 1
4πiω

Kµν(qω) ��� σ(qω) = − 1
4πiω

K(qω) ��&�L, 

��� ������ ��������� ����������� ��� ����������� ��*��& � "��#������� ��*���
������� ������������ ������ (��
 ��������� ��� q → 0 ������� �� ����������
���� � ��(��!* ����� ����� �!����� � ���* ���#�� (��� ������&

M��"�� ������ ����*)�*) �����#W

σ(ω) = σs(ω) + σexc(ω) ��&�L� 

���

σs(ω) = −K(0)
4πiω

��&�LI 

$ �������!���# ����
����������� ����������� �

σexc(ω) = − 1
4π

K(ω) −K(0)
iω

��&�LJ 

$ �������!���# ����������
 ���"*������& ����!� �� ��&�LI � � *���! ��&�QL �
�������� �W

σs(ω) =
nse

2

m

i

ω + iδ
, δ → +0 ��&�L� 

��� ��W

Reσs(ω) =
nse

2

m
πδ(ω) ��&�L� 

�� ����������*�� "��������������!* �����* ���������� � �������!���# ��&�& ��"	
������� ����
�������!���� &

G������! �����# � �����"��!* ����!������) σexc(ω) $ �������!���� �� �����	
�����
 ���"*������ ����
����������� ������� ����������� � ��������� �������	
��� (������!�������� (������ � ����
���������� �� ������
 ������
 ����������
�������� ����
���������� & N��������� !� ������ ����*�#�� � ��&��, � ��&��� �
�������� ��� ������ ��� ������� ������ �������� ���� iωm → ω + iδ � q → 0&
H!��!W

Qαα(ωm,q) = −2
e2

3m2
T
∑

n

∫
d3p

(2π)3
(
p +

q
2

)2

×

×
{
G
(
εnp − q

2

)
G
(
εn + ωmp +

q
2

)
+ F

(
εnp − q

2

)
F ∗
(
εn + ωmp +

q
2

)}
��&�LQ 
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')�� ���� ���������# ����� ��������� ��� ���#������
 %*������ �������# �*!	
!� �� ������! � ������� � �������������) �� ��������������!* ������* ξp ≡ ξ(p)
� ����������� �����
����� N��!�� ��� p ≈ pF � ��� !���� ������� �� ��� �����
���������& P�� ��������� �����#�� ���!������ � !� ��*����! ����������*)���
��������& � ������ ����� �"����� ����������� iωm → ω + iδ� !� ���*�!W

Qαα(ωm,q) = − 2e2

3m2
νF p

2
F

∫ ∞

−∞
dξp

{
εpεp+q + ξpξp+q + ∆2

εpεp+q

}
{n(εp) − n(εp+q)} ×

×
{

1
εp − εp+q + ω + iδ

+
1

εp − εp+q − ω − iδ

}
+

+
2e2

3m2
νF p

2
F

∫ ∞

−∞
dξp

{
εpεp+q − ξpξp+q − ∆2

εpεp+q

}
{1 − n(εp) − n(εp+q)} ×

×
{

1
εp + εp+q + ω + iδ

+
1

εp + εp+q − ω − iδ

}
��&�LL 

��� ������� �"�������� εp =
√
ξ2p + ∆2 $ ��� ������� (�������� � !����� TKV

��&�L � n(εp) $ %*����� N��!� � (��! �������!& � ������� T → 0 ����# ��������
���#�� ����� ������� ������!���� ������#�* n(εp) → 0 ��� T → 0 �� $ �� ������
���� � ������� TKV& � ���� ���!�� ��� �������*�� ������ q → 0� � ������ ��� �����
*"����#��� �"�������� � �*�# %����� ��&�& %����� ������������� � ������� � ��	
������ � �����
 %��*���
 ���"��
 (���� ������!���& 5���! �"����!� !� ���*��!
�*�#� � ��� �������!���# ������������ ������! ��&�LI � ��&�L� & � ��������� ���	
�������#��� ���# �������!���� ������������ � δ $ %*����� �� �*����� ������
��&�L� � ����! ns = n� �&�& � ��� ��)� ����� ��� (��������&

}���� ��������	�� ��� ���������� �	���
��� ��� �� ��		��������� ������ 
� ��
��
�"
��	����" � 	���"������
��� ��� �����	
��� (� ������ 3 ���� �������+ ��		������
��� ��		��
���
2����	� i8�� %������
� �� �
��
�� ���� ����������	� ��= mvi = pi − e

c
A(ri)� 6���� ���
�� ���

� 	�	���� ����
=

J = e
�

i

< vi >=
e

m

�
i

< pi > − e2

mc

�
i

A(ri) (?�7H,+

������ 	�������� ���	 ������1��
��
� �����#�

��� %��������	���� ��� E(rt) = Eeiqr−iωt�
��� ���=

J(rt) = σ(ω)E(rt) − e2

mc
nA(rt) (?�7,*+

��� ��� ����	� ������� 	��������� �� ��������#��� ��
����
�	� 	�	����� 2 ������E = − 1
c

∂A(rt)
∂t

�

����� A = ic
ω

E� 6���� ����
�
�� ;�
��
�� (?�7?B+ 	 ns = n (��� T = 0+ ��������	� �� (?�7,*+�
�	�� σ(ω) = 0� 9��

� %�� �� � �������� �� (?�7HH+�

G�(��!*� ������������#��� ����!������� �������!���� � ����
���������� �*�	
�� ��������# � *���!� �����!��� ���!������ ��������� �@&v&p[w� ,O�Q & '���	
������*)��� ������ ����� ���#!� ���!�����& 3� ������#�*�!�� *��������!�
����*������!�� ������� ��)� ������#��� ����� � 1������!2 ������� +J-& ������#	
�*�!�� ���& ��&�L, � ��&�IO  �����������! �������!���� � ����W

σ(ω) = lim
q→0

Q(qω)
iω

, Reσ(ω) =
1
ω
ImQ(0ω) ��&�O, 

� ������! !��!*) ���# ��&�LL ��� ��*�� ω > 0& K��!� ����� *��!� �� � 1����	
��!2 ����
���������� �!�*�#�� p � p + q �� ����)��� 1
�����!�2 ��������!�

��> 	���� !�� ����� �
������
�� ����	��
�� ����� �������
� (��� ������ ������+ �� �	�"
������"�
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����!� (��������& 5���� !���� �����������#� �� � (��! ������� ξp � ξp+q �
��&�LL ����*�� �����# ���*����5�� ����!����!� � �������#W

Reσ(ω) =
C0

ω

∫ ∞

−∞
dξp

∫ ∞

−∞
dξ′pδ(ω − εp − εp′)

εpεp′ − ξpξp′ − ∆2

εpεp′
=

=
C0

ω

∫ ∞

∆

dε

∫ ∞

∆

dε′N(ε)N(ε′)δ(ω − ε− ε′)
(

1 − ∆2

εε′

)
��&�O� 

��� � ��������� ������ ������� �� �������������� �� ξ � �������������) �� ����	
��* ��&�L ε �� ��������������� ����� ��������# ��������� TKV� ����������*) �
��&QO & � ��&�O� ������� ����� ��������� C0� �����*) "*��! ���������# �� *������
1������2 � �������!���#) � ���!��#��! !������ ���� ∆ → 0 & H� ��&�O� � ���!��
���� �������������� � ��!��#) δ $ %*������ ���*��!W

Reσ(ω) =
C0

ω
θ(ω − 2∆)

∫ ω−∆

∆

dεN(ε)N(ω − ε)
{

1 − ∆2

ε(ω − ε)

}
=

=
C0

ω
θ(ω − 2∆)

∫ ω−∆

∆

dε
ε(ω − ε) − ∆2

(ε2 − ∆2)1/2[(ω − ε)2 − ∆2]1/2
��&�OI 

G���
��� � ����!����� �������������� x � ��!��#) ����������� 2ε = ω + x(ω −
2∆)� �!��!W

Reσ(ω) =
1
2
C0

ω
θ(ω − 2∆)(ω − 2∆)

∫ 1

−1

dx
1 − αx2

[(1 − x2)(1 − α2x2)]1/2
��&�OJ 

��� α = ω−2∆
ω+2∆ & H������� � ��&�OJ ���������� ���� (����������� %*����� ���W

Reσ(ω) =
C0

ω
[(ω + 2∆)E(α) − 4∆K(α)]θ(ω − 2∆) ��&�O� 

� ���!��#��! !������ �∆ = 0 ���������� ������������ �������� C0 ��� �����
�� ��&�O� � ���������� ��� ∆ = 0 & '�������������� ��������� ��������
 �����	
��!����� � ����
���������� � ���!��#��! !������ ������������ ���������!W

Reσs(ω)
Reσn(ω)

≡ σ1s(ω)
σ1n(ω)

=
1
ω

[(ω + 2∆)E(α) − 4∆K(α)]θ(ω − 2∆) ��&�O� 

P�� ��� �������!�� %��!*�� 3������ $ T������ �s&l[EEBr� g&v[=?CCD� ,O�L � ����	
��� ���� ���������� �������� � (������!����!� � �! !���� *"����#��� ���!�����
�� .��& �&,�&

> ������� �
������� ��	��� �
��
��� %���������
��
��� ���� ����	���

�� ������
�� ���8
	������
�� ��	�� ���������	�� (������	���� �����!�
��+ � 	���"������
���" �������� ��� ��8
����
� 
� A�	� ?�)@� ��� �������
� ��������� ����� ������
�" ��	����� ������	��� ���������	��
� ������ 5Lp� 	 ������ �����	
��� ��		��
�� 	 ��
����
�� �
���
��� γ = 1

2τ
= ∆� > 
�����8


�� '��� (��� T ≥ Tc+ ���������	�� ����	�!�� �� ��	����� ����������	� ����
�� '�������
/���� ($�)B,+� 	 �����
�� 	�����
��� �������� ������������� 
������� ��� ��	�����
� 
����"
����������� ��		��
��� 
� �����	�"� :�� ���� "�������
�� ������
�� ���	������
�� ��	�� ���8
������	��� ������

�� 
� A�	� ?�)@ 	����
�� ������� ��	�� ����"��� � 	���"�������!�� 	�	���
���
� ���������	�� ���
����� δ(ω) 3 ����� (?�7H@+� 	����

�� 	� 	���"������� �������� ��
��
	���
�������	��" ���� � ��
��
�� �����!�
�� ���
����� � ����	�� ω > 2∆� ��� 	������	����� �����#8
��
� ���
��
�" %������
�� ����� !�� 5Lp� ��� T = 0 %�� %������
� ���
��� � � ���������
-�������0 �������	��" ��� �
��
�� ����� (��� 	������	����� '�����	���� 	��	�� ������
� ∆�
��� %
����� 	���� %������
� � ����+� ���������	� � ��� 	�	���� ������������� 	���� !���
���
��� ������� ���� �)*�= � ∞

0
dωReσ(ω) =

πne2

2m
=
ω2

p

8
(?�7,B+
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.��& �&,�W 6���������#��� ���# ��������� �������!���� ������ � ����
�������	
��! ��������� ��� T = 2K �h&c[>wC=� l&xBD�a[w� ,O�L &

��� ω2
p = 4πe2

m
3 ������� ������

�� ��	����� /�� 	���"������
���� %�� ������� 	��� ��
������

��� �
������ �� �	�� ����	��� ������"���

�� 
� A�	� ?�)@� ���� ������"���

�� ���!�� ��� ���8
���� ���	��� !�� ������	��� ������
�� � 
�����
�� �������� ��	�� ����"��� � 	���"�������!��
	�	���
�� -�"����0 � ��������� δ 3 '�
�1��

��� ������ (?�7H@+� � �	�� !��	� 
�������"���

��
����	� ��� ������ �����!�
�� � ����	�� ω > 2∆ ���	�������� �����
�
�� (?�7,B+ ���	�� 	 %���
������� 	���"�������� ��
��
	����

S��������#�� ������� ����!�������� ����������� ���� � ���������� �� !�����
TKV� ���� ������#��� ����� ��� ������� �����!� �� ������� ����	�4�5� (������	
!�������� ����� �� � �"��! ��*��� ��� �� ���� ������#���� ���*�#���� ��� �������
�� �	���
���� ������& P�� ������� � ����"������ �� ������������ %��!�� �������
� !����� TKV& N�������� ������� (��� ��*������ �"*�������� ��!� �� ������#	
��� ����������� ��������� ������ ��������������� � �����������!� ���"*���	
���!� �%�*��*����!� (���������� ���������& � !����� "�� ���#��������*)����
�*���������� ����!��������� ����� ���"*������ � ����
����������
 ����������*	
)� ��� �������!�!* "����)"�����!* ��*�*� ����������)��!* ��"�� �������*���	
��*) !��*� �������*) �� ���������! ���*�����! ����"������� ��������������&
M�� ���#��������*)��
 �*��������
 ��� �������� � ��!*� �� "����)"������
��*� ����
���� � �"���� ����!��� � !������& 8��������� ������������ ������
��� (������!��������� ������� ����
����������� !���� "��# ���*���� ���� �"�"	
���# �
�!* TKV ����! �"����!� ��"� ���)��# � ��� ����"��� ���"*������ +�-&

��o� �	���� ������������� ����� ���������� divA = 0, φ = 0�



���� I��	���C���
��A� �������� ����DH������
	��� ,O�

.��& �&,�W 6���������#��� ���# ��������� �������!���� !������ � ���!��#��!
� ����
���������! ���������� � *���! ������� ������ ��������� �� ���!���

Γ = 1

τ = 2∆&
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����� 	

�	�������	
�	������������ �
������	 �	�	��
�

,�� 6��	�������	' ��������� ����	���

G������! ����� �������!������ %�������� ������� �� ��� (������� $ %��������
����!��������� � ������	��� !������& G�� (��! !� "*��! ��
����# �� �"��� %��	
!*������� ������ ��������!�� *��������!� �I&,� � �I&,L � �I&QJ & K�� !� *����!�
(�� �������!������ ����� � ��*���������� %�������� �������� ������ *�� *��	
!��������� ���� � ����� �" (������� $ %������! ����!���������& 5����# ����
����� ������� � ��!� ��"� �����"��� ����"���#�� � (��! �������&

6�� d = 1 ��������������� �������� ���� ���"����
 (��������� ��� T = 0
������������ ����*)��! ���������!W

Π(kω) = −2i
∫

dp

2π

∫
dε

2π
G0(εp)G0(ε+ ωp+ k) ��&, 

��� !�������# 2 *������� ����& �������� ��� (�� �������# ���#��� �������� ��
ε� ���*��!W

Π(kω) =
1
π

∫
dp

n(ξp) − n(ξp+k)
ω − ξp+k + ξp + iδ(signξp+k − signξp)

��&� 

��� ����� �"�������� ξp ≡ ξ(p) = p2

2m − µ ��� (������ (���������� ���������� ��
*����� N��!�& S������ �� �*�� ����� � �������� � ��&� ��)� ��� �"�����W

,& ξp > 0, ξp+k < 0

�& ξp < 0, ξp+k > 0

���� n(ξp) − n(ξp+k) = 0& 6�� ������������� �*��# k > 0& 5���� (�� �"����� ����	
������*)�W

,& −pF − k < p < −pF

�& pF − k < p < pF

,OQ
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'������������� (��! �����������! ������������ � ���� ±iδ � ���!������� ��&� &
G�(��!* ��&� !���� ���������# ���W

Π(kω) = − 1
π

∫ −pF

−pF −k

dp

ω − k2

2m − pk
m − iδ

+
1
π

∫ pF

pF −k

dp

ω − k2

2m − pk
m + iδ

=

=
m

πk
ln

⎡
⎣
(

k2

2m − kpF

m − ω + iδ
)

(
k2

2m + kpF

m + ω − iδ
)
(

k2

2m − kpF

m + ω + iδ
)

(
k2

2m + kpF

m − ω − iδ
)
⎤
⎦ ��&I 

.���!����! ��������� Π(kω) ��� ω = 0 � �"���� k = 2pF � ������� k = 2pF + q ��&�&
q = k − 2pF , |q| � 2pF  & 5����W

Π(k = 2pF + q, ω = 0) = − m

πpF
ln

4pF

|q| = − m

πpF
ln

4pF

|k − 2pF |
��&J 

N�������� (��� ���*�#��� *�� *��!������ ��!� ���� � �I&Q� � � ����� � ������	
�����#��! �"�*������! 1����������2 ��������� ���!����&

5����# �������! ��������������� � �"�*�����) �������!������ %�������� ����	
���& /�����! %�����*) %*����) 8���� � ���� ���& �I&,L � �I&QJ  W

D−1(kω) = D−1
0 (ωk) − g2Π(kω) ��&� 

�"���� k = 2pF � �����#�*� ��&J �� �!��!W

ω2 − ω2
2pF

ω2
2pF

+
mg2

πpF
ln

4pF

|k − 2pF |
= 0 ��&� 

���

ω2 = ω2
2pF

{
1 − mg2

πpF
ln

4pF

|k − 2pF |

}
��&Q 

S��)�� ������ �� ��� k� ��������� "�����
 � 2pF � ������ ��� ������
���� ���	
���� ��� �� ������ %����� ���������� !��!�� �ω2 < 0 & M!��#����� ����� %���	
��� � k ∼ 2pF ������)� �������������! 1!�����2 !��� �1�!������!2 ������� � ��
�������� �� .��& �&,� � ������������� ����������*)��� ��*���������� %��������
������� �������� � ��!*� �� ������� ����!���� ��������� ��%��!������#��& S��	
�������� ���� !� *����! ���� ���!�����!����� �������! ������������� !��*	
����� ��������� ���!�� ������� � �������! 2π

2pF
= π

pF
� �&�& ������������� �*��4�6

��- ��%��!���� ∼ Reei2pF x ∼ cos(2pFx+φ)& � �����!� �����
���� ��� �������!��
�*-�	
����- ���*��*���� ����
��& '������������� ����! �!������! ���!�� ���	
������ � !��*����� ��������� (����������� ������W ρ(x) = ρ0 + ρ1 cos(2pFx + φ)�
���� ��� �������� ��������� ��
�* �*	1����- �
������ �ns; & ��� (�� ���)����	
�*���� .��& �&�&

.���#��� ����!�������!�� ��*���������# ������� ��������� ��� ��������� ��	
����� ��!�����*�� T = Tp0� ����� ������� ������ ω2(k = 2pF ) ������� �"����	
���� � �*�#& Z��"� �����# ��� (�� �����
����� ����!����! �����"��� ���*���) ���
T �= 0& .�"����!� ��� ������� � !��*"�������� ��
����& 6�� %*����� 8���� %������
����# ����! *�������� 6������W

D−1(kωm) = D−1
0 (ωmk) − g2Π(ωmk) ��&L 

�2����� ������ ���	 	�������� �� �	�������� Π(ω, k ≈ 2pF ) ��� ω = 0� 
� ���
����#�
��
%��� ��	���
�� ����	���	� 
� ��
��� ����	���

�" ��������
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����� B�������� �H�	���� ,OO

.��& �&,W ������������� ��*�������� �1!�����2 %������� !��� �� ��� ����������
��������� ���!����&

.��& �&�W '!������ ���!�� ������ ��� ��!������ ������� � �"��������� �����
��������� ��������� �ns; ��� ������������! ����
���& G������ ��*�� *�������
������� ��
����� �������&
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.��& �&IW R�������������� ��"���� *����� N��!� ������ (��������� � ����!��	
��! !������& 1G����
����#2 N��!� ������������ ��"�� ���!*) ����)� ���������
(���������� ��������� � �"����� (−pF , pF )� ������� ������
�����&

���

D0(kωm) =
ω2

k

(iωm)2 − ω2
k

, ωm = 2πmT ��&O 

G�������������� ��������W

Π(kωm) = 2T
∑

n

∫
dp

2π
G0(εnp)G0(εn − ωm, p− k) ��&,� 

4�� �������*�� �"����# k ∼ 2pF � ��� �� ������!W

k = 2pF + q, |q| � 2pF ��&,, 

G�����#�* �������*)��� ��� (%%���� ��������)��� (��������!� �� ���������#��
*���� ����������� *����� N��!�� � ���#�����! �����#�*�! !����# ������������	
���� �������� ��������*) �� .��& �&I& 5���� �!��!W

ξp−k = −ξp + vF q ��� p ∼ +pF

ξp+k = −ξp + vF q ��� p ∼ −pF ��&,� 

N��������� (�� ����������� ��� �)"��� ���� (����������� ������� � ����!��	
��! !������ �"���� ��*
 1������2 ����� N��!� �1����2 N��!� & '��������������
���������! ��������������� �������� ��!�� � ���* ����# k > 0 � ����W

Π(qωm) = TN(EF )
∑

n

∫ ∞

−∞

dξp
2πi

2πi
1

iεn − ξp

1
i(εn − ωm) + ξp − vF q

=

= −2πTN(EF )
∑

n

θ[εn(εn − ωm)]
signεn

2εn − ωm + ivF q
��&,I 



P�9� =������?
����� B�������� �H�	���� ��,

��� �������� 1������2 ���)��� � N(EF )& /���# %����� θ[εn(εn−ωm)] �"���������
signεn = sign(εn −ωm)� ��� � ���) �����#� ��!����� ���)�� �� ξp � ������ ���*	
��������� ����������*)��� ��!�������� ����!������ �� � �"��������� ������
�� �*�� ��������� �� ξp� ������� �������#�� �������� �� �����!� K���&

M!����� �������# � ���!������# �� signεn = sign(εn − ωm)� ���*�!W

Π(qωm) = −2πTN(EF )
∑

n

θ[εn(εn − ωm)]
|εn| + |εn − ωm| + ivF q signεn

=

= −2πTN(EF )
∑

n

θ[εn(εn − ωm)]
|2εn − ωm| + ivF q signεn

��&,J 

��� *�� |εn| = εnsignεn; |εn − ωm| = (εn − ωm)signεn; |2εn − ωm| > 0& 5����W

Π(qωm) = −2πTN(EF )
∑
n≥0

1
2εn + ωm + ivF q

−

−2πTN(EF )
∑
n≥0

1
2εn + ωm − ivF q

��&,� 

�
������ �)�� �*!!� ���
������� ���� �� *������#� �� ��!� �� ��"�� (�������
$ %������� ����!��������� �1���������2 ����!��������� g (%%������� �"��������
�� ������
 ∼ EF � �&�& ������� ������ ���� �������!�����& G�(��!* �*!!������#

����# ���� �� εn ∼ EF ] 5����� ��"����� � ������ � �*!!�
 ��&,� 2πTN(EF )
∑N∗

n≥0
1

2εn
�

��� N∗ =
[

EF

2πT

]
� !���! �������#W

Π(ωmq) = −4πTN(EF )
N∗∑
n≥0

1
2εn

−2πTN(EF )
∞∑

n=0

[
1

2εn + ωm + ivF q
− 1

2εn

]
−

−2πTN(EF )
∞∑

n=0

[
1

2εn + ωm − ivF q
− 1

2εn

]
��&,� 

��� � �
�����
�� �*!!�
 ���
��� ������ *�� !���� ����# �����! "�����������&
G��#�*��# �����# ��!� ���W

4πTN(EF )
N∗∑
n≥0

1
2εn

= N(EF ) ln
2γEF

πT
, ��&,Q 

���*��!W

Π(qωm) = −N(EF ) ln
2γEF

πT
−

−1
2
N(EF )

∞∑
n=0

[
1

n+ 1
2 + ωm

4πT + ivF q
4πT

− 1
n+ 1

2

]
−

−1
2
N(EF )

∞∑
n=0

[
1

n+ 1
2 + ωm

4πT − ivF q
4πT

− 1
n+ 1

2

]
��&,L 

�I� ����� 	� �������	����� ���������	����� � 	���"������
���"� �������� ��� �� ������
��������	� 
� ��	����" ∼ ωD �

�4��	 �	�������
 ����	�
�� ��������= 2
/N

n=0
1

2n+1
= ln(4γN)�
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G��#�*��# �����# �����������! ψ(x) $ %*����� � ����W

ψ(x) = −C −
∞∑

n=0

[
1

n+ x
− 1
n+ 1

]
��&,O 

��� C = ln γ = 0.577...� ������! ��������������� �������� ����!������ (�������	
���� ���� � ����*)��! ��������#��! ����W

Π(qωm) = −N(EF ) ln
2γEF

πT
+

1
2
N(EF )

[
ψ

(
1
2

+
ωm

4πT
+
ivF q

4πT

)
+

+ ψ

(
1
2

+
ωm

4πT
− ivF q

4πT

)
− 2ψ

(
1
2

)]
=

= −N(EF ) ln
EF

2πT
+

1
2
N(EF )

[
ψ

(
1
2

+
ωm

4πT
+
ivF q

4πT

)
+

+ ψ

(
1
2

+
ωm

4πT
− ivF q

4πT

)]
��&�� 

��� *��� �� ψ
(

1
2

)
= − ln 4γ&

S�������! "�����!���*) ��������* (������� $ %�������� ����!��������� ����W

λ = g2N(EF ) ��&�, 

5���� �������*)��� ��� *�������� ��� %������� %*����� 8���� ��&L ��������	
������ � ����W

ω2
2pF

D−1(qωm) = (iωm)2 − ω2
2pF

{
1 − λ ln

EF

2πT
+

+
λ

2

[
ψ

(
1
2

+
ωm

4πT
+
ivF q

4πT

)
+ ψ

(
1
2

+
ωm

4πT
− ivF q

4πT

)]}
=

= (iωm)2 − ω2
2pF

{
1 − λ ln

2γEF

πT
+

+
λ

2

[
ψ

(
1
2

+
ωm

4πT
+
ivF q

4πT

)
+ ψ

(
1
2

+
ωm

4πT
− ivF q

4πT

)
− 2ψ

(
1
2

)]}
��&�� 

S��)�� ����� ���������# ��!�����*�* ����
��� Tp0� ��� ��!�����*�*� ��� �������
�"�������� � �*�# ������ %������ � k = 2pF ��&�& q = 0 & G������ � ��&�� q = 0 �
ωm = 0� ���*��! *������W

D−1(0, 0) = 1 − λ ln
2γEF

πTp0
= 0 ��&�I 

�� ���� %��!*�* ���� TKV ��� ��!�����*�� ����
��� ���*���������� ������� W

Tp0 =
2γ
π
EF e

− 1
λ ��&�J 

/�������� ��&�I ���W

1 − λ ln
EF

2πTp0
+ λψ

(
1
2

)
= 0 ��&�� 

�I� ����� 	 ������
�� ��
	��
��� λ 	���������
��� ���������	����� �	�����������	� �
�������!�� �����K
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� ������ (�� ��������� �� ������ ���� ��&�� � ���*�!W

ω2
2pF

D−1(ωmq) = (iωm)2 − ω2
2pF

λ

{
ln

T

Tp0
+

+
1
2

[
ψ

(
1
2

+
ωm

4πT
+
ivF q

4πT

)
+ ψ

(
1
2

+
ωm

4πT
− ivF q

4πT

)
− 2ψ

(
1
2

)]}
��&�� 

/�� 
�"�#��
�� ��	���	��

��� ����
�
�� ������ ���� 
�#
� 	����� ���	 ����
�� ���8
���#�
�� iωm → ω � ��	��������	� �����#�
��� ψ 3 '�
�1�� (������� 
�	��#
� ������� ��
(@�),++=

ψ

�
1

2
− iω

4πT
± ivF q

4πT

�
≈ −C −

∞�
n=0

'
1

n+ 1/2
− 1

n+ 1

(
+

+
∞�

n=0

1

(n+ 1/2)2

'
− iω

4πT
± i

vF q

4πT

(
−

−
∞�

n=0

1

(n+ 1/2)3

'
− iω

4πT
± i

vF q

4πT

(2

=

= ψ(1/2) +
π

8

�
− iω
T

± ivF q

�
+ 7ζ(3)

+
ω2

16π2T 2
+

v2F q
2

16π2T 2
∓ ωvF q

8π2T 2

.
(@�7B+

5���� ���*��! *��������� ��������)��� ������ !����� !��� � ����W

ω2
2pF

D−1(qω) = ω2 − ω2
2pF

λ

{
ln

T

Tp0
− iπ

8T
ω +

7ζ(3)
16π2

v2
F

T 2
q2 +

7ζ(3)
16π2T 2

ω2

}
= 0 ��&�L 

.���!������� T ∼ Tp0 � ����� 
��������*) ����* 1�������������2 ξ0(T ) ���W

ξ20(T ) =
7ζ(3)
16π2

v2
F

T 2
��&�O 

��������! ��&�L � ���� �s&d>>CD?C=� g&v=[�� g&v[=?CCD� ,OQJf v&c[EE<D� h&@a[w� ,OQJ W

ω2 − ω2
2pF

λ

{
T − Tp0

Tp0
− iπ

8T
ω + ξ20(T )q2 +

7ζ(3)ω2

16π2T 2

}
= 0 ��&I� 

G����"������ � �����! ���"�������� ���*
����!� ���*��! ������ !����� !��� �
����W

ω2 ≈ λω2
2pF

{
T − Tp0

Tp0
+ ξ20(T )q2

}
��&I, 

S��)�� � ����*�� ��������� ���� ����������� �������W ��� T → Tp0 �� �"�����
T > Tp0 �����
���� *!��#����� ������ %������ � k ∼ 2pF � ��� �� ��� T = Tp0

������� ������ ����"���� � k = 2pF �"�������� � �*�#� ��������# ���������#��!
� �"����� T < Tp0 ��� � ����������*�� ��*���������� ������� &

����������# � ��&�� � ������! �����#W

D(qωm = 0) = − 1
λ

1
T−Tp0

Tp0
+ 7ζ(3)

16π2
v2

F

T 2
p0
q2

= − 1
λ

1
T−Tp0

Tp0
+ ξ20(Tp0)q2

��&I� 

K�� ��!�����# ����� � ����� � �I&,�, � �I&,�� � �������������� %*����� ���!	
��
 �!������ ��������� �� %*����� 8���� %����� ���#�� �����! � !��������!
(ρω2

2pF
)−1 ���� ρ $ ��������# ����� � ��� ��W

C(q) =
∫
dxeiqx < u(x)u(0) >=

Tp0

λρω2
2pF

1
T−Tp0

Tp0
+ ξ20(Tp0)q2

��&II 
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��� !�������# T = Tp0 ������ �� 1�*!!��������2 �� !��*"�������! ������! ���&
�I&,��  � � ������! !� �������� ���#�� ��� � ωm = 0� �� ����������*�� ������!
��!�����*��! ����"���� ���#�� %�*��*��*)��� ������ ����������*)��� ����
��*
� ����������� ���!�����!��� & K���� ������� ������!W

C(q) =
A

(T − Tp0) +Bq2
��� A =

T 2
p0

λρω2
2pF

, B = Tp0ξ
2
0(Tp0) ��&IJ 

5���� � �����������! ������������� �!��!W

C(x) =
∫ ∞

−∞

dq

2π
C(q)e−iqx =

A

π

∫ ∞

0

dq
cos qx

T − Tp0 +Bq2
=

=
A

2
√
B(T − Tp0)

exp
{
− |x|
ξ(T )

}
��&I� 

���

ξ2(T ) = ξ20(Tp0)
Tp0

T − Tp0
��&I� 

4���*��� ���"�����#� �� !� ���*���� ����! �"����!� �"���� 1�������������2
�������� %������� ����
��� 99 ���� ��� T = Tp0� � ��&IJ � ��&I� � ��&I� �������	
���*)� ������� ������!�������*)��
 %�*��*���� �!������ ��� T ∼ Tp0� � �����	
������! S�������� $ 0������ +,,-&

>	� ��� �� 	����	 ��������� ��� 	������� ��!�� �����	������	��� ����� �		������
�� '�8
����" ����"���� xx ���� 	 ����! ��������� 2
����� 
�#
� �		������� '������1�� ���������
������� � ���������
�� (-���		����0+ ������#�
��� > ��

�� 	������ ���������� �������� '��8
����	��� ������	� '��� 3 �����
�
�� 	��!�
�� ������ ������� 	 ���
���� �������� k = 2pF �
M	�� '������ ����"�� ���	������
� ����� ��	��� �� ���#
� 	�!�	������ ������������ ��� ��8
����� 	�	���� -	�������	�0 
�	������ ��� 	������	��� (ωm = 0+ �������1��

�� '�
�1�� (�
�����	
�� ����	�����
��+ ����!���	� � ��	��
��
�	�� :�� �	����� � ���������� �����������
����"��� � �����
� -	���
��� ����0� /���� 
�#
� ������ ���

����
���� '������1�� ���������
������� � �" ���������	���� � ����	�
�	�� ����� '������� ����"���� /�� %���� 
�#
� ����� ��
������� ���������
��� (���		���+ ������#�
��� > ��		�����

�� ������ 
�#
� ���	� -�
�����8

����0� ���	�����

�� %������
 3 '�
�

�� ���������	����� (
������� ��������� ��� 	�����8

�� %
����� 	 ������� �
��
��� -"��	����0 �� '������1�� ��������� �������� ������� �����
��		�����
� 
��� � ���
�����+� > ���������� '������	��� ��������	� 	������	��� !�� �����8
#�
�� ���� .�
������ 3 ;�
���� 	 ����! �������� � ��������	� �		������
�� �������
�����
	�	���� � ����	�
�	�� ����������� ����"���� 6���� 	"��� ��		�����
�� �#� ���� ���������
�
���� ��� ��		�����
�� 	���"���������	���

<������	��� ��� ��
����
�" 	�	��� �������

�� ���� ��		�����
�� ������	� �������
� ����8
!�

��� o� �#� ������ (cR� ��		�#��
�� � 	���� 	 (��)))+ � (��))?++� ��� ��� d = 1 '������
����"�� -	���
���������0 ���� ����!� 
������#�
� > ���
����� �� �!� ���
��	� � ��	�#��
� 
%���� �����	� � ������� ��� � ����	�� ���������� T ∼ Tp0 � 	�	���� ���
��� � �������� '�����8
�1�� ���#
��� �������� � 	��������1�� �	��

��� ���
��� ������� ���
����� ����� ��� �����
���"���
�" ���������	���� � 	�	���� ��
����
�" 1������ ������ (���� � ���"���
�� �
�������8

�� ���	�����+�

G*��# �����# � �����!� ���# ��� � 
�������� �������������� ���!���& � (��!
��*�� ��������������� �������� ������������ ���%���!�� ���������!� �� .��&
�&J � ������������ ���W

Π(ωmk) = 2T
∑

n

∫
dp

2π
G(εnp)G(εn − ωmp− k)T (εn, ωm, k) ��&IQ 

���

G(εnξp) =
1

iε̃n − ξp
, ε̃n = εn

[
1 +

1
2τ |εn|

]
,

1
2τ

= πρv2νF ��&IL 
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����� B�������� �H�	���� ���

.��& �&JW G�������������� �������� ��� �����!� � ���!���!� �[ � ����������*)	
��� 1���*���#���2 ������� �e &

� 1���*���#���2 ������� � 1��������!2 ���"������� .��& �&J �e ������������
*��������!W

T (εn, εn−m, q) = 1 − 1
2πτ

∫ ∞

−∞
dξp

T (εn, εn−m, q)
(ξp − iε̃n)(ξp − vF q + iε̃n−m)

��&IO 

��� �������� ��� �"���� �� �������������� �� dp � �������������) �� dξp� �����
�"�������� εn−m = εn − ωm � *��� �� ρv2νF = 1

2πτ & S��)�� ����* �� ���*��!W

T −1(εn, εn−m, q) = 1 +
1
τ
θ(εnεn−m)

εn

|εn|
1

ε̃n + ε̃n−m + ivF q
��&J� 

6�� *�������� �������� !� �����������!� �� ���!����� ����� � 1��������2 ��
.��& �&J �e �� ����"������)� (������� � ������ ����� ����� N��!� �� ��*���& �
��������! ��*�� � ��&J� ��������� ��!!������������ �*!!� ����� � ±q&

� ���*�#����� ��������������� �������� ������������ ����W

Π(qωm) = TN(EF )
∑

n

∫
dξp

T (εn, εn−m, q)
(iε̃n − ξp)(iε̃n−m + ξp − vF q)

=

= −2πTN(EF )
∑

n

θ(εnεn−m)
εn

|εn|
1

ε̃n + ε̃n−m + ivF q
×

×
{

1 +
1
τ
θ(εnεn−m)

εn

|εn|
1

ε̃n + ε̃n−m + ivF q

}−1

��&J, 

�> ������� �� �
������
�" ��	������ ����������"	� � �������!�" �����"� ���	 
�� ����
��
	
����� ����	��� �
������ �� ξp�
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�� �������� �W

Π(qωm) = −2πTN(EF )
∑

n

θ[εn(εn − ωm)]
signεn

2εn − ωm + ivF q + 2
τ signεn

��&J� 

6���� ��� ����"��������� !���� �������� ��������� ��!� ������� �������# ����
��� ����
��� �� ��&,I � ��&�� � ��� �� ���*�!W

Π(qωm) = −2πTN(EF )
∑

n

1
|2εn − ωm| + 2

τ − ivF qsignεn

=

= −2πTN(EF )
∑
n>0

1
2εn + ωm + 2

τ − ivF q
−

−2πTN(EF )
∑
n>0

1
2εn + ωm + 2

τ + ivF q
=

= N(EF ) ln
2γEF

πT
+

1
2
N(EF )

{
ψ

(
1
2

+
ωm

4πT
+

1
2πTτ

+
ivF q

4πT

)
+

+ ψ

(
1
2

+
ωm

4πT
+

1
2πTτ

− ivF q

4πT

)
− 2ψ

(
1
2

)}
��&JI 

S��)�� �!��! *�������� ��� %������� %*����� 8����W

ω2
2pF

D−1(qωm) = (iωm)2 − ω2
2pF

{
1 − λ ln

2γEF

πT
+

+
λ

2

[
ψ

(
1
2

+
ωm

4πT
+

1
2πTτ

+
ivF q

4πT

)
+

+ ψ

(
1
2

+
ωm

4πT
+

1
2πTτ

− ivF q

4πT

)
− 2ψ

(
1
2

)]}
=

= (iωm)2 − ω2
2pF

λ

{
ln

T

Tp0
+

+
1
2

[
ψ

(
1
2

+
ωm

4πT
+

1
2πTτ

+
ivF q

4πT

)
+

+ ψ

(
1
2

+
ωm

4πT
+

1
2πTτ

− ivF q

4πT

)
− 2ψ

(
1
2

)]}
��&JJ 

S��)��� ��������� ��&�I � �&�& �� *������D−1(0, 0) = 0� ��
���! *��������� ������	
��)��� ��!�����*�* Tp �������������� ����
��� � �����!� � ���!���!� �R&4&T*���������
3&�&'��������� ,OQJ W

ln
Tp

Tp0
+ ψ

(
1
2

+
1

2πTpτ

)
− ψ

(
1
2

)
= 0 ��&J� 

������� �� %��!� �������� � �"�*������!�� ���� *��������! ��&,�Q � ��������	
)��! ��������*) ��!�����*�* ����
����������� ����
��� � �����!� � !�������	
!� ���!���!�& 5���! �"����!� �"���� ���!�������� ���!��� ����*���������� 
���#�� �������)� ��!�����*�* �������������� ���*��*����� ����
���&

,�� ����� ������� !�% ��	����

K�� *�� ��!�����# ����� ������������� ��*���������# %�������� ������� ���	
����� � ������������) ���������� ��%��!���� ������� ������� � �������! ���	



P��� ����������	
� �
���	��
	� ��Q

����! Q = 2pF & G��!����!� ��� ����������� 1����������������2 %���� �*�����*	
)��� ��� ��!�����*��
 T < Tp0& /�����! ��!��#������ �����!� � ����W

H =
∑

p

ξpa
+
p ap +

∑
l

ωkb
+
k bk +

∑
pk

gka
+
p+kap(bk + b+−k) ��&J� 

��� ���������� ��������* ����� ���W

gk = g

√
ωk

2
��&JQ 

������#�* !� ����# �����#�*�! �"�������� +,-&
������������� ������������� ����
���*��*�� ����������� ��������! ����*)	

���� ���!��#���� �������� +��-� ���*��)���� ������������*) ��!!����) ��
��	
��� �������W

∆ = g2pF < b2pF + b+−2pF
> �= 0 ��&JL 

��� *������ ���"�� �"�����)� ������������� �������& ������������� ������ ���	
!��#���� �������� !���� ���������# ��� "��� $ ����������) %������ � ���������
� ������!�*�#��! Q = 2pF & � �����������! ������������� ��&JL ��������� �����	
����#��� ���� ����� ������������� ��%��!����W

V (x) = ∆ei2pF x + ∆∗e−i2pF x = 2|∆| cos(2pFx+ φ) ��&JO 

��� |∆| ������������ ��"�� !��*�#� � φ $ %��* ����������*)���� ����!���� �������W
∆ = |∆|eiφ&

Z��"� ����� ������ (��������� ����*������ � ���� ��&JO �*���� %���������
�����# ����* � �������� (�������� � ����!����! �����������! ����& K�� (��
�������� 
����� �������� �� �)"��� �*��� ������ �������� ����& 4� ���!����!�
��� (�� !���� ������# � ��!��
 !����� %*����� 8����& 6�� ��������� �"������
����!����! �������� (�������� � �����������! ���� � ��������#��! �������!
�������! QW

V (x) = ∆eiQx + ∆∗e−iQx = 2|∆| cos(Qx+ φ) ��&�� 

5����� �����������# �����! �������! �� V � ��� !���� ������# �����!�� *�����	
��� ��� %*����� 8���� ���� *�������� 8��#����� ���������� ���%����� �� .��&
�&�& � ��������� � ��
���� T = 0 !� !���! �������# (�* �����!* � ����*)��!
����W

G(εp) = G0(εp) +G0(εp)∆F (εp) ��&�, 

F (εp) = G0(εp−Q)∆∗G(εp) ��&�� 

��� ���!��#��� � ���!��#��� %*����� 8���� �� �!�*�#��� $ ���!����! ��������	
����� ��������)��� ���W

G(tp) = −i < Tap(t)a+
p (0) > ��&�I 

F (tp) = −i < Tap(t)a+
p−Q(0) > ��&�J 

:��!��#��� %*����� 8���� F ��&�J ��������� ����# (��!�������� ������� ����	
"���� p−Q→ p� ������� ��������� � �����������! ���� ��&�� & '����!� *��������
��&�, � ��&�� ����� �������������� � ����W

(ε− ξp)G(εp) − ∆F (εp) = 1 ��&�� 
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.��& �&�W 6�����!!��� ������������� 1*�������� 8��#����2 ��� (��������� ����*	
������ � �����������! ����&

(ε− ξp−Q)F (εp) − ∆∗G(εp) = 0 ��&�� 

������� ������� ����W

G(εp) =
ε− ξp−Q

(ε− ξp)(ε− ξp−Q) − |∆|2 ��&�Q 

F (εp) =
∆∗

(ε− ξp)(ε− ξp−Q) − |∆|2 ��&�L 

4*�# ���!�������� ����)� ������������ ����# *��������!W

(ε− ξp)(ε− ξp−Q) − |∆|2 = 0 ��&�O 

������� ���������� ����������� ����� ��� ������� 1����
2 ����������W

ε1,2(p) =
1
2
(ξp + ξp−Q) ±

√
1
4
(ξp − ξp−Q)2 + |∆|2, ξp =

p2

2m
− µ ��&�� 

�&�& 1������2 ������ � 1��*
�������!2 ���"������� +�Q-� ������� ������� �� .��&
�&�& X����������� �� ��� ����!������� ��!!������ ���������#�� Q→ −Q&

6�� Q = 2pF *�����# N��!� µ ����������� � ������� � ������ �����������
���� ����� ������� 2∆� ��� �� �����!� ���������� ��8
���	����& G�� (��! � ��	
��!����
 �����!�
 ��� ������� ���"����
 (��������� ������ ����������� *������
1��������2W

ξp−Q = ξp−2pF = −ξp ��&�, 

� �! ����� *"����#��� ������*� �� .��& �&Q& 5���� ������ ��&�� �������� � ���*
TKVW

ε1,2(p) = ±
√
ξ2p + |∆|2 ��&�� 

� ��� ξp !� !���!� ��� �"���� ����!��# ������� ��������������� �"���� *�����
N��!�&

}�	�� ����	������� �
����	 ��		�����
�� %������

��� 	������ � ������#�
�� 	��
�� 	����
�7B�� I������� � ������ 	 �
�������� ����
�	� J � �����
�� �� 
��� ����� ��� ���#����" 	�	����
(� 1������+� ����� 	����� ����=

εp = −2J cos pa, ξp = εp − µ = −2J cos pa (@�@�+
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	� ��O

.��& �&�W '����� (��������� ����*������ � �����������! ���� � �������! �����	
��! Q �1��*
��������2 ���"������� &

.��& �&QW 8��%������ ���)������� ���������� *������ 1��������2 ��� ����!��	
���� ������� ���"����
 (���������W K = Q = 2pF &
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.��& �&LW '����� (��������� � ������������! ��(�������� � ��*�� ��
������ ����	
��� !����� ���#��� ������ ��� ��*�� *������� �������&

��� a 3 ��	���

�� ������� (��		���
�� ��#�� ������� � 1������+� � ������ ����
	��� 	����������
��� 
�������
� �����
�

�� ��
� (���
 %������
 ���������	�� 
� ����+� ����� pF = π

2a
� � �����


<���� ���"���� � ���
�	�� � 1�
��� ��
� (EF = 2J � �	�� ��	������� %
����� �� �
� ��
�� 
�
EF = µ = 0� �	�� ��	������� %
����� �� ����
� <����+� > %��� 	����� Q = 2pF = π

a
� ���

	������	����� ������	��	���� ����"��� 	 �����
��� ������� �	"��
�� 1������� ��� %��� ����
�����
���	� �	����� -
�	��
��0 � ����=

ξp−Q = −ξp, εp− π
a

= −εp (@�@$+

>�� 	������ ��	�� ������	��	���� ����"��� ��� %���� 	����� ������
 
� A�	� @�H� /�

�� ������
������
 ��� 	����� ������������ ����"��� ������	�� ����� ������ ���
��� !�� 	���"	������8
�� 	�	������� ��1��
��
�� ��
���
�� 	 �������� �	"��
�� 1������ (� ��	�
�	��� ����
 1�����
��	�� �	"��
�" ��������+� 2������ ����� �	"��
�� 	����� %������
�� � 1������ �����	�� ��� %��
������	 ����� � ������#�
�� 	�����
�" %������
�� (A�	� @�B+� ������	� "������ ����� ���
�������������� ����"��� ������	�� ����� ������ 
���� 	���"	�������� 
���� 
� 	����
 	 �����8
��� �	"��
�� 1������ (
�	�������� 	 
��+� > ��	�
�	��� %�� 	����
� 	 ���� ��� � ������ 	�����
�"
%������
�� �����
 <���� ����������	� ����� ��
1�
���1��� %������
�� ���������	�� � 
����

� 	����
 	 �������� �	"��
�� �������� > ���
����� �� �	���� ����� ��		�������� ���

�
%��� ��	���
�� 	������

G�������! �����!* *�������� ��&�, � ��&�� � !��*"�������� ��
����W

G(εnp) = G0(εnp) +G0(εnp)∆F (εnp) ��&�� 

F (εnp) = G0(εnp−Q)∆∗G(εnp) ��&�� 

��� ���� ���������� *������ 1��������2 W

G(εnp) =
1

iεn − ξp
+

1
iεn − ξp

∆F (εnp) ��&�Q 

F (εnp) =
1

iεn + ξp
∆∗G(εnp) ��&�L 

�� ��� !���� ���������# � ���W

(iεn − ξp)G(εnp) − ∆F (εnp) = 1 ��&�O 

(iεn + ξp)F (εn) − ∆∗G(εnp) = 0 ��&Q� 



P��� ����������	
� �
���	��
	� �,,

�� �� %��!� �����] ��������� � ��&,�L � ��&,�O & .������ (��� �����!� ����W

G(εnp) =
iεn + ξp

(iεn)2 − ξ2p − |∆|2 ��&Q, 

F (εnp) =
∆∗

(iεn)2 − ξ2p − |∆|2 ��&Q� 

��� ����# $ ����� ���� ��������� � ��&,,, � ��&,,� & S����� ���#�� � �����

��&,,� � ��&Q� &

L�� � � ������ 	���"���������	��� ��� ������	��	���� ��%�������� ��#
� ���	�� ������
� 
'�
�1� .��
� ����=

Ĝ−1(εnp) =

�
iεn + ξp −∆∗

−∆ iεn − ξp

�
(@�B�+

��� (F− ≡ F +

Ĝ(εnp) =

�
G F−

F+ G̃

�
=

�
G++ G+−
G−+ G−−

�
(@�B$+

��� ����
���
�� ± 	������	��� � -��
1��0 �����"
�	�� (��
��+ <���� (±pF ) � ������
�� ����"�8
��� %������
� � ��		����������� 	�	����� }�	�� ������� � ± (-�����"0 ��� -����"0+ %������
�"�
> �����
�
�� � (@�@,+ � (@�B*+ ���	 �!� ���
��� � ������
�� ����
�
��=

(iεn + ξp)G̃(εnp) − ∆∗F (εnp) = 1 (@�B?+

(iεn − ξp)F+(εn) − ∆G̃(εnp) = 0 (@�B@+

H� ��&Q, � ����� ������������� ����������� iεn → ε+iδ� ����*��� ����������
��&QL  �������# ��������# (���������
 ��������� �"���� *����� N��!�� �������
�!��� ��� �� ���� �� � ��&QO ������ TKVW

N(ε)
N(EF )

=

{ |ε|√
ε2−|∆2| ��� |ε| > |∆|

0 ��� |ε| < |∆|
��&QQ 

U���������� ��� ��������� ��������� ������� �� .��& �&O& 4��!���� �� ���� ���	
��� ���������� ���*����
 ����# ��������� � ������� TKV� �� ����� ������*����
����!������� ����� �� �������)��� ����# (������������ ���# |∆| �!��� ��8
��6

�	�4��/2 ������*&
G��� !� ��� ������� 1�������2 ^ �*��� ��� �������# *�������� ��� ��!������	

��������� ����������� ������� ∆� ������� ���� �� ������� 1�*��!�2& G�����#�*
∆ ������������ ���!��#��! ������! ��&JL � !� ������ �������# �!��*"�������� 
*�������� �������� ��� ���������� bQ � b+Q � *�������# �
 �� 8�""�*& ' ��!��#)
��!��#������� ��&J� � ����������! �"����! ���*��!W(

− ∂

∂τ
− ωQ

)
< b±Q(τ) >= −gQ

∑
p

< a+
p∓Qap >= −gQ

∑
p

F∓(pτ = −0) ��&QL 

(
− ∂

∂τ
+ ωQ

)
< b+±Q(τ) >= gQ

∑
p

< a+
p±Qap >= −gQ

∑
p

F±(pτ = −0) ��&QO 

S��)��� ������� ����* �� ������ �� 1%�������2 ���!��#��� ������� ��&JL ������	
������#�� 1(���������!2 ���!��#��! ������! ���� < a+

p±Qap >
�& � ����� � (��!

������ �������� �� ����# !� �!��! ���� � 8
���	�� 7 �5	�4�5� ����������!&

�&�	 �� #� �	
�� ��� � 	�	���� ���
����� Pgu J �� �������� ������� �	� < a+p±Qap >� /��

'��� 3 �����
�
�� ����
�	�� ������ ����� (Q = 2pF +=

< ρq >= ρ0δ(q) + ρ1δ(q ±Q), ρ1 ∼
�

p

< a+p±Qap > (@�H*+

��� � ���� < ρ(x) >= ρ0 + ρ1 cos(2pF x+ φ)�
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.��& �&OW G�������# (���������
 ��������� TKV $ ���� � ������������! ��(���	
�����&

G���� ����
��� � %*�#� $ ��!�������! �� !��*"�������!* 1���!���2� �����!�
��&QL � ��&QO �������� �W

(iωm − ωQ) < b±Q >ωm= −gQ

∑
p

∑
n

F∓(pεn) ��&L, 

(iωm + ωQ) < b+±Q >ωm= gQ

∑
p

∑
n

F±(pεn) ��&L� 

S��)�� �!��!W

< bQ + b+−Q >ωm= − gQ

ω2
m + ω2

Q

2ωQT
∑

p

∑
n

F−(εnp) ��&LI 

6�� ωm = 0 �"��� $ ���������] ���)�� �!��!W

< bQ + b+−Q >ωm=0= −λωQ

gQ

∫
dξpT

∑
n

F−(εnp) ��&LJ 

��� �������� ��� �"���� �� �*!!�������� �� p � �������������) �� ξp � *��
����������� ��&�, & 5���� �� ��&JL � ��&LJ ���*��!W

∆ = gQ < bQ + b+−Q >ωm=0= − λ

ωQ

∫ EF

−EF

dξpT
∑

n

F−(εnp) ��&L� 

��� ��� ����� �"������� ���
��������� ��������� �� (������
 ������� ±EF � ���	
������� �"�*������!*�� ���� �"������) �� ������!& G��������� �)�� ��&Q� �
������� �"���� ���������� ���������� ����������!�� ���� � ������ ����
	
�������!����� ���*��! *�������� ��� ���� ∆ ���� TKVW

1 = λ

∫ EF

0

dξ
1√

ξ2 + ∆2(T )
th

√
ξ2 + ∆2(T )

2T
��&L� 
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.��& �&,�W M�������� 8��#���� ��� �������������� ��(�������� � *���! ���!������
���������&

�� �������� ��!������� ����*��� �� ��!�����*�� �������������� ����
��� � ����	
��� ���� ��� T = 0 ��������)��� ����������!� ���������!�W

Tp0 =
2γ
π
EF e

− 1
λ , ∆0 =

π

γ
Tp0 ��&LQ 

� ��������� ������� ��!�����*�� ����
��� Tp0� ������������ ��������� � ��&�J �
���*����� �� ����!������� ��*���������� 1���!��#���2 %���&

G�*����#�� ����!�����# ��������������*) %��* �������������� ��(��������
� *���! ��������� �� ��!�������
 ���!���
�& 6�����*�! ����������! �"����!
� ���������! �����!* *�������� 8��#���� � *���! ���!������ ��������� ����
��*�� ���"��� "��������� pF l 
 1 � ��������*) ���%����� �� .��& �&,� ���& .��&
�&L � ������*)��� ����!������� ��� ����
����������� W

G(εnp) = G0(εnp) +G0(εnp)Σ(εnpp)G(εnp) +G0(εnp)∆F (εnp) +
+G0(εnp)Σ(εnpp−Q)F (εnp) ��&LL 

F (εnp) = G0(εnp−Q)Σ(εnp−Qp−Q)F (εnp) +G0(εnp−Q)∆∗G(εnp) +
+G0(εnp−Q)Σ(εnp−Qp)G(εnp) ��&LO 

��� �"�������� ����# ��!��������& .������ (��� �����!� *��������� � *���!
*������ 1��������2 ξp−Q = −ξp ���� Q = 2pF  �!��� ����*)��� ��� ���& ��&,IQ �
��&,IL � ��&,IO � ��&,J�  W

G(εnp) = [iε̃n + ξp]Det−1 ��&O� 

F (εnp) = ∆̃∗Det−1 ��&O, 

���

iε̃n = iεn − Σ(εnpp) ≡ iεn − Σn(εn) ��&O� 

∆̃n = ∆ + Σ(εnp−Qp) ≡ ∆ + Σa(εn) ��&OI 

Det = (iε̃n)2 − ξ2p − |∆̃n|2 ��&OJ 

�4���
� �� ��	�����
� ������
� �������� �	� ����	��
��� ��������	�� ��#��	���

�� ����
������� ���� ���!�
� ���� ��� ��		�����
�� 	���"������
���� 	 ���
��
��� �����	����
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����!� ��������� ��!*� �� ���*����# � ����� � ���!���
 � ����
�����������
� ����# �!��!W

Σn(εn) = ρv2νF

∫ ∞

−∞
dξpG(εnξp) = −Γ

2
iε̃n√

ε̃2n + |∆̃n|2
��&O� 

Σa(εn) = ρv2νF

∫ ∞

−∞
dξpF (εnξp) = −Γ

2
∆̃n√

ε̃2n + |∆̃n|2
��&O� 

��� Γ = 1
τ = 2πρv2νF & 5���� �� ��&O� $ ��&O� �!��!W

iε̃n = iεn +
Γ
2

iε̃n√
ε̃2n + |∆̃n|2

��&OQ 

∆̃n = ∆n − Γ
2

∆̃n√
ε̃2n + |∆̃n|2

��&OL 

S"������ ���!���� �� ������ ����� � ��&OQ � ��&OL � �� ������� (��� ���*�#���
�� ��&,J� � ��&,JI � ��&,J� � ������ ��� ���������! ��&,�� � ��&,�I �!��������
���!��� � ����
����������
 & P�� ���# ���!�� ��������� ��!������� ���� ������
��&Q, � ��&Q� �� ��&,,, � ��&,,� &

�����

un =
ε̃n

∆̃n

��&OO 

�� ��&OQ � ��&OL ��
���!W

εn

∆
= un

{
1 − Γ

∆
1√

u2
n + 1

}
��&,�� 

P�� *�������� ���������� un ��� %*����) ��������� εn/∆ � Γ/∆& /��� un� !����
�����W

ε̃n = εn +
1
2
Γ

un√
u2

n + 1
��&,�, 

∆̃n = ∆ +
1
2
Γ

1√
u2

n + 1
��&,�� 

:�������� ��&L� � ����!��� ������� ����# ∆ ������������ �����# *��������!W

∆ = −λT
∑

n

∫
dξpF

+(εnξp) ��&,�I 

���

1 = −λT
∑

n

∫
dξp

∆̃n

∆

(iεn)2 − ξ2p − |∆̃n|2
��&,�J 

G������ �������������� ���� �� ����! *!�������] ����! �����# ������ � �����
���������� ������� � ������ ���� ��� ∆ → 0 � � ���*������ ���!����& 5����



P��� ����������	
� �
���	��
	� �,�

���*�!W

1 + λT
∑

n

∫ ∞

−∞
dξp

1
(iεn)2 − ξ2p

=

= −λT
∑

n

∫ ∞

−∞
dξp

{
∆̃n

∆

(iεn)2 − ξ2p − |∆̃n|2
− 1

(iεn)2 − ξ2p

}
��&,�� 

G������ �*� *�� !���� ����# "��������!� ����* "������ �
���!���� ����������&
������� (��!�������� ���������� ���*��!W

1 − λT
∑

n

π

|εn|
= 1 − λ ln

2γEF

πT
= λ ln

Tp0

T
=

= −λT
∑

n

⎧⎨
⎩

∆̃n

∆√
ε̃2n + |∆̃n|2

− 1
|εn|

⎫⎬
⎭ ��&,�� 

��� ��� ��������� �*!!� �� n � ����� ���� ����� �"������� �� |εn| ∼ EF � ��� (��
"��� ������� ���� � ��&,� � � � ������ ���� !���� ����� �*!!�������� �� ���! n
�� "�����������& � ���*�#����� �����#�*� ��&OO � ����* �� ���*��!W

ln
Tp0

T
= πT

∑
n

{
1

|εn|
− ∆−1√

1 + u2
n

}
��&,�Q 

��� un ������������ *��������! ��&,�� & G�� ∆ → 0 �� ��&,�� �!��!W

un∆ → εn + Γ
εn

|εn|
��&,�L 

��� ��
un = ∆−1(εn + Γsignεn) ��&,�O 

5���� √
1 + u2

n → |un| =
1
∆

[|εn| + Γ] ��&,,� 

� �� ��&,�Q ���*��! ����*)��� *�������� ��� ��!�����*�� ����
���W

ln
Tp0

Tp
= 2πTp

∑
n≥0

{
1
εn

− 1
εn + Γ

}
��&,,, 

��� � �����#�������! ��&,O � �������� ����# � *�� �����!�!* ��! *�������) ��&,�Q �
��&J� W

ln
Tp0

Tp
= ψ

(
1
2

+
Γ

2πTp

)
− ψ

(
1
2

)
��&,,� 

G�� !���
 Γ ���)��� ��������� ��&,�� � �!��!W

Tp ≈ Tp0 −
π

4
Γ = Tp0 −

π

4τ
��&,,I 

6�� ����������� ������� Γc� ��� ���������� �������� Tp �"�������� � �*�#�
���*��!W

Γc =
1
τc

=
π

2γ
Tp0 =

∆00

2
��&,,J 
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��� ∆00 �"������� ����# ���# ��� T = 0 � � ���*������ ���!���� ��&LQ &
.���!����! �����# ��*�� T = 0& �����! �"��������W

∆0 = ∆(T = 0; Γ), ∆00 = ∆(T = 0; Γ = 0) ��&,,� 

� ����!�������
 ���� *��������
� ��� T → 0� �*��� �������� ��!��*W T
∑

n ...→∫
dε
2π ...& � ��������� ��&,�J �������� ��� (��! �W

1 = −λ
∫

dε

2π

∫
dξp

∆̃ε

∆

ε̃2ε − ξ2p − |∆̃ε|2
��&,,� 

��� ε̃ε � ∆̃ε ��������)��� �����������! �����������! ��&OQ $ ��&,�Q W

ε̃ε = ε+
Γ
2

u√
1 − u2

��&,,Q 

∆̃ε = ∆0 −
Γ
2

1√
1 − u2

��&,,L 

ε

∆0
= u

{
1 − Γ

∆
1√

1 − u2

}
��&,,O 

������ �� ������ � ����� ����� ��&,,� ���������� ������� � ������ ���� ���
��� ������ ��� ∆̃ε → ∆0 � ε̃ → ε� ���*�! �*����!��� � "����������� �������
�������������� � "����� �
�����
�� ���������
 W

1 + λ

∫ ∞

0

dξp√
ξ2p + ∆2

0

= 1 + λ ln
2EF

∆0
= −λ ln

∆00

∆0
=

= −λ
∫ ∞

−∞

dε

2π

∫ ∞

−∞

{
∆̃ε

∆0

ε̃2 − ξ2p − ∆̃2
ε

− 1
ε2 − ξ2p − ∆2

0

}
=

=
λ

2

∫ ∞

−∞
dε

⎧⎨
⎩

∆̃ε

∆0√
∆̃2

ε − ε̃2
− 1√

∆2
0 − ε2

⎫⎬
⎭ ��&,�� 

��� �� ��� ���� ��� T = 0 �!��! ����*)��� *��������W

ln
∆0

∆00
=
∫ ∞

0

dε

{
∆−1

0√
1 − u2

− 1√
∆2

0 − ε2

}
=
∫ ∞

0

dx

{
1√

1 − u2(x)
− 1√

1 − x2

}
��&,�, 

� �����! ��������� � ��&,�, ����
���! �� �������������� �� x � �������������)
�� u� ���������!�!* *��������! ��&,,O � ��� � *���! x = ∞ ↔ u∞ = ∞� x =
0 ↔ u0 = 0 ��� Γ

∆0
≤ 1� � x = 0 ↔ u0 =

√
Γ2

∆2
0
− 1 ��� Γ

∆0
> 1� �������� ������

��������� (��!�������
 ���������� �W

ln
∆0

∆00
=

⎧⎨
⎩

−π
4

Γ
∆0

��� Γ
∆0

≤ 1

− 1
2arctg

(
Γ2

∆2
0

)−1/2

+ ∆0
Γ

(
Γ2

∆2
0

)1/2

− ln
[

Γ
∆0

+
(

Γ2

∆2
0

)1/2
]

��� Γ
∆0

≥ 1

��&,�� 
S��)��� �����!��� ����*��� �� ∆ = 0 ��� Γ > Γc = ∆00/2 = πTp0/2γ ���& ��&,,J  &



P��� ����������	
� �
���	��
	� �,Q

G�������# (���������
 ��������� ������������ ���W

N(ε)
N(EF )

= − 1
π

∫ ∞

−∞
dξpIm

ε̃ε + ξp

ε̃2ε − ξ2p − ∆̃2
ε

=

= Im
ε̃ε√

∆̃2
ε − ε̃2ε

= Im
u√

1 − u2
��&,�I 

��� u = u
(

ε
∆0
, Γ

∆0

)
������������ �� ��&,,O & _���� �� ������� ��&,�I �� �����

�*�) ��� |u| > 1& ������� �� ���� � ������� ������������ �"����#) ε� � �������
��&,�I ����� �*�)& 5���� �� ��&,�I ����*��� �����#� �� ���*������ ���� ����	
�������� ��� Maxε = εg� ��� ������! ��&,,O ��� �!��� ����������#��� �������

��� u
(

ε
∆0

)
� ����! ������ �� |u| < 1& S������� �� ��� ������������ �������

εg ������� �� ��������� Γ
∆0

& G�� Γ = 0� �������� �!��! εg = ∆00& 3����!����*�

����*) ���# ��&,,O ��
���! ug

(
Γ

∆0

)
= u

(
Γ

∆0
,

εg

∆0

)
W

Max u

[
1 − Γ

∆0

1√
1 − u2

]
≡MaxF(u) = Max

ε

∆0
=

εg

∆0
��&,�J 

H� *������ F ′(ug) = 0 �!��!W

1 − Γ
∆0

1√
1 − u2

g

−
u2

g

(1 − ug)3/2

Γ
∆0

= 0 ��&,�� 

��� ��

(1 − u2
g)

3/2 =
Γ

∆0
, u2

g < 1 ��&,�� 

���*�� ����*��W

ug =

√
1 −

(
Γ
∆0

)2/3

��&,�Q 

G��������� ��&,�Q � ��&,,O � ���*��! ��������#��W

εg = ∆0

{
1 −

(
Γ
∆0

)2/3
}3/2

��&,�L 

5���! �"����!� �!��! εg = 0 ��� Γ
∆0

≥ 1� ����� ��������# ��������� ����������
1"���������2� ���!���� �� ��� �� �����!��� ������� ∆0 �= 0& '���������*)���
�"����# ������������ ���� T = 0 �����������!W

∆0 ≤ Γ ≤ ∆00

2
��&,�O 

G�� Γ = ∆0 �� ��&,�� ����*�� ∆0 = exp
(
−π

4

)
∆00� ��� �� ����������*)��� Γ =

2 exp
(
−π

4

)
Γc ≈ 0.91Γc� �� � ���������� *����# "��������� �"����� �� %������

������!!��&

�>	� %�� ��������� � ����� �" ������
�� 
���	���	���

� ����
�	��	� 
� ������ � ���
��8

�" �����	�" � 	���"������
���"� ��	�#����� 	� � �������!�� ������ <������	�� �������
�
� ���
���� ��� ��		�����
�� ���

� %��� ������ ������ 	���"���������	�� (����������	���
;���.������ ),@*+



�,L .���� P� I->JK<==S =E�J<NU0�<�J0 0 G/M<�S �KV<1S

,�� -�� �2���� ����$��� * /��!� ! � ����� ���#

����� ������!��

6�� �"����� ��!�����*� T > Tp0� ��������� ��!*� ��� (�� "��� ������� ��� ����
	
������������ !���� �������� ���������� ���"����� (������ �����!�� ��������)	
��� ������������� ���*��*���� ����
��� � ��� �� �������! ����!���� �������W

∆Q = gQ < bQ + b+Q >, Q ∼ 2pF ��&,I� 

'���* "*��! ��"����# � ���������! ���"������� ωm = 0&
4���� ���#) �������� ���*���� !�������������
 ������� ��(%%��������

� ���������� ��� �������� ���"����
 (������ 1����������������2 � 1���!��#���2
%�� ����*)���� ����W

F (∆Q; T ) − F (0; T ) = a(Q)|∆Q|2 + b|∆Q|4 + · · · ��&,I, 

'�! ��� ���������� ��&,I, ����*�� �� �"��� ������ R����* %�����
 ����
���� 99
���� +,,-&

������ �� ��&,I� �������)� �� %������� ���� ��!��#������� ��&J� W

Hph =
∑
Q

ωQb
+
QbQ ��&,I� 

� ���� (������� $ %�������� ����!���������W

Hint =
∑
pQ

∆Qa
+
p+Qap ��&,II 

S������� ����� ���#�� �� ����� !��� � %�����������! Q� �!��!W

< Hph >= ωQ < b+QbQ + b+−Qb−Q >= ωQ
|∆Q|2
2g2

Q

=
N(EF )
λ

|∆Q|2 ��&,IJ 

5����� ���#�*��# ����������! �������! ����������! ���"����� (������ +,- � ���
�� �������! Hint� ��!������� ���*�! ����������� ���������� �� .��& �&,,& _����
�� ����� .��& �&,, �[ ��������)� ����� a(Q)|∆Q|2� � ���%�� .��& �&,, �e ��	
�� b|∆Q|4& G�� ���������
 ����*�� ��!���# +,-� �� ����� ���%��� .��& �&,, �[ 
�*��� *!�����# �� ����������#��� %����� 1/2� ����� .��& �&,, �e �� 1/4 ��	
������������& K��!� ����� ��� ��������� �����# �*��� *���# ������ �� �"��

1������2 �����
����� ������ N��!�� �� ���� ����������#��� %����� 2&

N��������� ��� ������� ��������� � ���������! a(Q) *�� "��� ��������� �
����� � ��&,� $ ��&I� & G�(��!* ����* !���! �������# �� *���! Q = 2pF +q� ωm = 0
� ξp−2pF = −ξp W

1
2
[.��& �&,, �[ ] = −T

∑
n

∫
dp

2π
G0(εnξp)G0(εn, −ξp + vF q) =

= N(EF )
{
− ln

2γEF

πT
+

1
2

[
ψ

(
1
2

+
ivF q

4πT

)
+ ψ

(
1
2
− ivF q

4πT

)
− 2ψ

(
1
2

)]}
��&,I� 

5���� �!��!W

a(q) = N(EF )
{

1
λ
− ln

2γEF

πT
+

1
2

[
ψ

(
1
2

+
ivF q

4πT

)
+ ψ

(
1
2
− ivF q

4πT

)
− 2ψ

(
1
2

)]}
��&,I� 



P�F� K����R��
� .
������� L -����� ��2 H���������	��� H���D���� �,O

.��& �&,,W 8��%������ ������������� ���������� 8���"*��� $ R����* ��� ���	
����������� ����
���&

G�� ��������� ��(%%������� b ����* �����"�����! ��� ������!���#) �� q� ���
�� �!��!W

b =
1
4
[.��& �&,, �e ] =

1
2
T
∑

n

∫
dp

2π
G2

0(εnξp)G2
0(εn, −ξp) ��&,IQ 

���

b =
1
2
TN(EF )

∫
dξp
2πi

2πi
∑

n

1
(iεn − ξp)2

1
(iεn + ξp)2

= −TN(EF )2πi
∑

n

signεn

(2iεn)3
=

=
N(EF )
16π2T 2

∞∑
n=0

1
(n+ 1/2)3

=
7ζ(3)

16π2T 2
N(EF )

��&,IL 

�����!�� � ������* a(q)� �������!�!* ��&,I� & G������ ���������� �� �������! q
���� ��� ������ ��&�L  � ���*��!W

a(q) = N(EF )
{

ln
T

Tp0
+

1
2
ψ

(
1
2

+
ivF q

4πT

)
+

1
2
ψ

(
1
2
− ivF q

4πT

)
− ψ

(
1
2

)}
≈

≈ N(EF )
{
T − Tp0

Tp0
+

7ζ(3)
16π2T 2

v2
F q

2

}
=

= N(EF )
{
T − Tp0

Tp0
+ ξ20(T )q2

}
��&,IO 

��� ������#�������# ����� �"��������! ��&�O ��� ����� 1�������������2&
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� ������ ���������� 8���"*��� $ R����* ��� �������������� ����
��� �!���
���W

F (∆Q; T ) − F (0; T ) = N(EF )
T − Tp0

Tp0
|∆Q|2 +N(EF )ξ20(Tp0)|∆Q|2(Q− 2pF )2 +

+
7ζ(3)

16π2T 2
N(EF )|∆Q|4

��&,J� 

S��)��� ������� ����� �� ��������� ���� �������������� ����� ��&I� � �������	
���#�� �������� �������������� ������ %�*��*���� ����!���� ������� ��� T ∼
Tp0 � ��*�����! ���"�������&

��� 
������ �����	�� �	� ����	��
�� ��� a(q) ����
� �
������
� �������

�� ���� ���
������ (@�$�+ (��	�����
� ���� ��	�
�� 	����� ωm = 0+� > ��������� ��������=

a(q) = N(EF )

�
ln

T

Tp0
+

1

2
ψ

�
1

2
+

1

2πTτ
+
ivF q

4πT

�
+

1

2
ψ

�
1

2
+

1

2πTτ
− ivF q

4πT

�
− ψ

�
1

2

��
(@�)$)+

2������	���

�� ��� vF q � 4πT �����=

a(q) ≈ N(EF )

�
T − Tp

Tp
+

B

16π2T 2
v2F q

2

�
(@�)$7+

��� Tp ����������	� �#� "����� ����	�
�� 
�� ����
�
��� (@�$?+

ln
Tp

Tp0
+ ψ

�
1

2
+

1

2πTpτ

�
− ψ

�
1

2

�
= 0 (@�)$�+

��� %��� ��
	��
�� B � (@�)$7+ ����������	� ���=

B =
∞�

n=0

1)
n+ 1

2
+ 1

2πTτ

*3 = −1

2
ψ(2)

�
1

2
+

1

2πTτ

�
(@�)$$+

2������	���

�� 	 ������ �����	��� ��#
� ������� 	���� !�� �	��������� ��� -���
� ����8
��
�
�	��0=

ξ20(T ) = − v2F
32π2T 2

ψ(2)

�
1

2
+

1

2πTτ

�
≈

≈
	

7ζ(3)v2
F

16π2T2 ��� 1
τ
� 4πT

v2F τ
2 ��� 1

τ
� 4πT

(@�)$?+

M	��	���

�� ��� ����� ������������	�� ��� τ > τc = γ
πTp0

= 2∆−1
00 � }�� ��	���	� .; ��%''�1��
��

b � 	�	���� 	 �����	���� �� ��� ����	��
�� ������	� ��	�����
� ���������� � �� ��� ���	�����

,�& 4� �� ����!���� � �������� � �	���	� � ���#

�������� ���	����+ %���	����� ��� �	���

3���� �������*�# ������ ^ ���! !� ����# �����"�� ����!�������� ����* �
������������! ����
���\ /���� ����!���������# ����!������ � � ����!����
 ��	
���!�
� ��� !� *"������# ����� %������ ����
�� �*���������� � ������ �������
�����!����& � (��! �!����� ����!������������ ���� ���
��� ���������� �� ���	
����� %������� ����
��� � ���"������� ��!��������������� ���� �� �����"�������
%�*��*����!� ����!���� ������� � ������� ���������� ���"���������!& 6���� ��	
����� � ��!� �� � 1����#��� �����2 ������������� ����
�� (������!�����#�� ��	
"�)������ � ����! ���� ��*��������	�5� �����!� ��� ���� ���"�� ����!���������
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���2������,

(��������� ���� ����!���� ������� �� �������
 1������
2 ���!�� �(%%���� ���
	
!������� �������� � ���"�������� (���� ����
����&

T���� ����� ����� ��� ��� ��*��� ^ ������������ �
�!�� ����# �����"�� ���	
������ ����� ���� ������! ���� � ��"��#��!� ��!������!� ����������� �� ���	
����� ���*��*���
 � !�������
 %�����
 ����
���� � ��*!����
 � ���
!����

�����!�
� �"����)��
 ��������! 1��������2 �����
������ N��!� ���� �
 ������

*������ +�-& :��������! �"����! ����������� � %������ ����
�� � !����� ���
�������!��� 1(���������� ���������2 ^ ����� �� "�����
 !������ � ������ ����	

���� !����� $ ��(�������& 6��� � ��!� �� � *������
� ����� (���������� ������
ε(p) *������������ *�����) 1��������2 ����W

ε(p + Q) = −ε(p) ��&,J� 

��� Q $ ��������� ������ ��������� � �"�����! ������������� %*����� ������� �
����������*)��� �!����!����� �����!� ���������������� ��������� ����� �&�&�& 
�������)��� ���������� ��!� �� %��!*��!�� �� � � ����!����! ��*��& '������	
�������� ����� �����!� �������)��� ��*�������!� � �"��������) ���� ���������
�ns; ��������� ���%��!���� ������� � �������! �������! Q� ���� ��!����*)	
�*) ���# ������ (������� $ %������� ����!���������& X��� ��!����*�� (�������
$ (���������� ����!��������� ������������� � ��� ��� �������� � ����
 �����!�

���������� ��*���������#� ��� !� *����! ����� ��������� � 1�������! ������2
� � �����!� ��������� ����� �������� ��������� �@s; &

M������ ��&,J� ����������� �� ���� �����
����� N��!�� �����!��� � �������	
��� !����� (����������� ������� � ���"������� ���#��� ����� � ���������! ����	
���� J � ������! �� �*��� ���#�� ��� "�������
 ������� � ���������� �������W

ε(p) = −2J(cospxa+ cos pya) ��&,JQ 

M������ ��&,J� � (��! ��*�� ����������� ��� Q = (π/a, π/a) �a $ ���������� ��	
����� � � �����
����# N��!�� ��� ��*�� ���*����������� ���� ����� (�������
�������!���� �� ���! � ������������ ��"�� �������� ���������� �� .��& �&,� �[ &
����!� �� ��� 1��������2 �� ������ Q ��������������� *����� �����
����� N��	
!� �������#) ���!���)���� �� � �������� � ��������) ������%!�����
 ���"��	
������ 1����!������2 ���� � %*�����
 �������� � ��� �����
����# N��!� �������	
���� 1��������2 ��(����������� ���#)&

3���� ��������#�� ���*����� ����� ��� �������� �� ������ Q ���!���)��� ���#	
�� ��������� *����� �����
����� N��!�� ��� (�� �������� �� .��& �&,� �e & 5����
��*���������# ������� ��� ����� ���������� �� (������������ ���# � ������� 1��	
���������2 ���#�� �� (��
 *�����
 �����
����� N��!�� � �����#��� �� ���� ���	
����)��� ��������*��!�& G���"��� ������� ��"�)��)��� � ��������
 1�������
2
����������
 ����
����
 !������� �NbSe2, T aS2 � ��& +�L-& � ��������
 �� ��

������!�� ��� T −TaS2 �����
���� ���������� ������ ����
�� !����� $ ��(���	
���� ��� $ �� ���#���� 1��������2 � ��� �� ���# 1���������2 ���� ��) �����
����#
N��!�& � ��*��
 �H −NbSe2 �����
����# N��!� 1�����������2 ���#�� �������
��� �� �����!� �������� !������! �� ��� 1�������
2 *������ �����
����� N��!�&
S������ ����
�� � �"���������! ns; ����������� � ���"�������
 ��!�����*�����
��������� (�������������������� ����� ��� � � ���!�����!�����
 
�����������	
��
 ������!�� � ������!����� &

�2 �	
��
��� ����������� ��

�" %�	������
���
�" � ���������	��" �		������
�� ����"
	�	��� ��#
� ��
������	� �� ������= ;�I�5�����	���� q<I ���� 7@� (),B?+�
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.��& �&,�W 14������2 �����
������ N��!� � ��*!����� �����!�W �[ $ ���*��������	
��� ���� ���"������� ���#��� ����� A Q = (π/a, π/a)� �e $ �"��� ��*��&

:��������� ������� �����
���� � � ��!�����#��� !����� 1(���������� �����	
����2 �R&�&K������ t&�&K������ ,O�J & P�� !����# �������� �� ������� (�������	
���� �������� ���������� �� .��& �&,I& '*�# ���� ����# � ������ ���������)��
��
��� (��������� � �����& 5���� ������ ���*��*�� ���� ��������� !���! �������	
��� ��� 
��������� ��� ��� �������!�
 ���*!�������& H� .��& �&,I ������ �� �
�"��
 ��*��
 �[ � �e �*�����*)� (���������� � ������� 1���!���2 �� �����
	
����� N��!� � ����������� *������ 1��������2 ����W

ε1(p) = −ε2(p) ��� ������� �[ ��&,JL 

ε1(p) = −ε2(p + Q) ��� ������� �e ��&,JO 

5���� � �����!� ��������� ��*���������# �� �*����! �������! ������� ��� ��*��
�[ ��� �� ������! ������� Q ��� ��*�� �e � ��������� � �"���������! 8
���	��

7 �5	�4�5� ���� �������)��
 �� ��� ������ �*�����*)���� ���������� �����	
��������� ���������
 (��������� � ����� ���� ��� �"���
 (�������� ���#� $
3���� � � ������*)��� �
 1"��� $ ������������2������� ������� � "��� $ ��������	
��� 1(��������2 & K���������� ���*���� ���# ��
��� �� �"��������� �*��������

��� � ����
����������
� ���#�� (������� $ ������� ����� ������������ (������	
�������#�� ����������� � �� � ������� ����# �"���*���� (������������ ���# ��
*����� N��!�� ��������� � ����! %�����! ����
���!� ��� (�� �������� ���� ��*	
�� �[  �� .��& �&,J&� ���*�#����� �����!� ���������� (��������! ��(��������!&
� ��*�� ��*���������� �� ������! �������! ������� Q� ���������!�! ������
���*��*��� ���� .��& �&,I �e � � �����!� �"���*���� � ����� ��������� �ns; ���
�������� ��������� �@s; &

3���!�������� ������ (��� !����� ������ ��������� ����� TKV ���� ��� �
"��#��� �������� ����������!* ���� ����!������) �������������� ����
���& G�	
(��!* ����# !� �������!�� ���#�� �
�!�������! ����!�������!�	& 6�� �������	
����� �"�*��! ��*�� ������� .��& �&,I �[ � ����� ������ (��������� � ����� �!���

�	/����
�� ��		�����
�� %�	���

�� 
��	�������	�� � ������
�" �� 	���	���� ��#
� 
���� �
������= ~�>�L������ 6���� <9�I ��� � (),B?+ � � �
��� �)$�
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.��& �&,IW P���������� ������ ��
������ ���*!������ � !����� (���������� ���	
������W �[ $ ���!�� ���������� ���� �e $ �"��� ��*��� (�����!*!� ���������	
)��
�� ��� �������*�� �� ������ Q&

.��& �&,JW P���������� ������ (���������� ��������� � !����� � ���!�! �������	
���! (���������� � ������� ���&
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.��& �&,�W ��������� ���#� �������)��� 1(�������*)2 ��*���������#W �[ $ ����	
����� ���"������� ��� ����!��������� ������ � ������ �e $ ��������#��� *���	
����� ��� �������&

���������� ���W

ε1,2(p) = ±
(

p2

2m1,2
− p2

F

2m1,2

)
��&,�� 

P��������� ��*���������# ������������ ���������� �*��������� ��*���������� 
�*!!�� ��������
 ������!! � ������ ������ $ ������ ���������� �� .��& �&,�
�[ & ��� ��������� ������ ��������� ����������! ���� � ����� � ������! ��&,� 
$ ��&,Q � � !� ���*��! ��� �������� ���������!�� ��������#��! *��������! .��&
�&,� �e � ��������� ���� ��&,Q W

Γ(q = 0, ω) =
λ

1 + λ
(
ln
∣∣ 2ωc

ω

∣∣− iπ
2

) ��&,�, 

/���# ωc $ ������ �"������� ������%!������ ���
���!���� ∼ EF � q � ω $ �*!	
!����� �!�*�#� � (������ � �����!� e − h& T�����!����� ��������� ����� λ < 0
�����������] & 6�� !����� (�������������� �*���������� e− h $ ����!����������
!���� �������#� ��W

λ =
me2

2πpF
ln

κ2
D

2p2
F

��&,�� 

G��������� � ������ ������ $ ����� �������� � ������������) � ��&,�, ���)��
�� !��!�� ������ ω = iΩ� ��� ���& ��&,O  W

Ω = 2ωce
− 1

|λ| ��&,�I 

�� � *�������� �� ��*���������# �����!� � �"��������) e− h ��� �1(��������2 
�� (��������� � ����� �����
 ��� �"���� �
 ����������)��
�� ��*� �� ��*��] 
�����
������ N��!�&

Z��"� ����� ������ ���"*������ �����!� � 1����������������2 %���� �*���
����������# ��������� ������ TKV ��� �������������� ��(��������& /�����!
����!��������� ����� �� �����
 ��� ���W

Hint =
∑
ppq′

V (q)a+
1σ(p + q)a+

2σ′ (p′ − q)a2σ′ (p′)a1σ(p) ��&,�J 
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��� ���� �������� �������� � ������ �������& ������� 1���"���� ���
������	
��2 ������ � �!����*�* ��������� ��������*) ���# � ����������*)��� ��������)
(��������� �� ���� 1 �� �����
 �� ���� 2� !���� �������� (��� ��!��#������ �
����������!* ���*� ����� ����������*)��� ���!��#��� �������W

Hint ∼ a+
1σ(p′)a+

2σ′ (p)a2σ′(p′)a1σ(p) →< a+
2σ′ (p)a1σ(p) > a+

1σ(p′)a2σ′ (p′) ��&,�� 

5���� ��� !���� ��������������# u − v ����"���������! T����)"���� ���������
��!*� ��� (�� �������� � ������ TKV +,,-& 4� !���� �������# � ����������*)���
*�������� 8��#���� ��� ���������
 %*����� �"��
 ��� G1(εp) � G2(εp)� �����
����� ���!��#��� %*����� 8���� F � F+� 1����!�����)���2 ����W

F (r1t1; r2t2) = −i < Tψ2(r2t2)ψ+
1 (r1t1) > ��&,�� 

F+(r1t1; r2t2) = −i < Tψ1(r1t1)ψ+
2 (r2t2) > ��&,�Q 

6���� !���� �������# *�������� ��������� �����!�� ��� G1� � �������# � 1������
����2 ���#�� ������ ���� ��&,�� & :�������� �*��� ����*���# � � F & � �����
�������)� *�������� 8��#���� ����W

(ε− ε1(p))G1(εp) − ∆F (εp) = 1 ��&,�L 

(ε− ε2(p))F (εp) − ∆∗G1(εp) = 0 ��&,�O 

���

∆(p) = i

∫
dp′dε
(2π)4

V (p− p′)F (p′ε) ��&,�� 

.������ �����!� *�������� ��&,�L � ��&,�O �!��� ���W

G1(εp) =
ε− ε2(p)

ε2 − (ε1(p) + ε2(p))ε+ ε1(p)ε2(p) − |∆(p)|2 ��&,�, 

F (εp) =
∆∗(p)

ε2 − (ε1(p) + ε2(p))ε+ ε1(p)ε2(p) − |∆(p)|2 ��&,�� 

���*�� ��������� ������ (��!�������
 ���"*������W

E1,2(p) =
1
2
[ε1(p) + ε2(p)] ±

√
1
4
[ε1(p) − ε2(p)]2 + |∆(p)|2 ��&,�I 

.������ *�������� ��� ���� ����� ��� � ���� � ������ TKV� ∆ = Ω� ��� Ω ����	
������ � ��&,�I &

5���! �"����! !� ���*��! ��8
���	�4���- ������� ���������� �� .��& �&,J�
� ����!�������� !�
����! ��� �"���������� ��� *�� ��!�����# ����� ����!��	
�������� � ������� ������ �� 1"�����
2 � ������ ����
���� !����� $ ��(�������&
K����� �������� %�������� �������� (���������� ���������\ 4� ������ ������
����# �*�����*�� ���!�� �������� � TKV ����
����������! ^ � �����!� �������	
)� �������#��� (������� $ ������� ����� ������� �"���*)� "��� $ ���������&
G�(��!* ������#�� �������#� �� ����� ��(������� !���� �"�����# ���!��#��	
!� ��������!�� ��������!� � ���!����� ����
���*���#) e−h ��� ��� !���� $ "�
�������#��� �����!��� � ������� 1����
����������������2 & S������ �������#���
������������ ��������� �� ������
 1����
�������2 � ������ !����� �� ����������
� !� �!��! ���� � "���� ��� !���� �"���! ��(��������!& K ��������)� � 1����!
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����2 ��������� (���������� ��(�������� ��"�)������ �����#�� �����& G�����!�	
!*� (�� ������� � ��!� �� ����� �������� 1��������2 ���� ��&,JL � ��&,JO � �����!
1���������!2 (���������� � ������� �����
������ N��!�� ��*��� �������!��
� ���������� �� ������ ���������� (��
 *������ �������� � ���������) (���	
������ ��*����������& K��!� ����� ��������� ��*�) �������������� ����
����
���!��#��� ���!��� �"��������� ����� �������� � ���������) (��� ��*�����	
�����& � ���� ���!�� � ����
���!� � ��������� ���� (���������� ��������� � ����
��"�� ����������� ������������� �������
 ����� ����������� � !��������� *��	
�������� � ��������
 ����#��
 �����!�
&

6� ��
 ��� ����!���������# ����!��������� ���� ����������& S����������� ��
���� � ��*�� ������������#���� ����!���������� � �����!�
 � 1��������!2 �����
	
������ N��!� �������)� ��*����������� �� � 1�������! ������2� ���*��� �� �
ns;� �� � ����
��* � ��������� � @s; �d&;&�yC=a[jrC=� ,O�� & 6�� ����� ��	
"� �����# (�� �������� �����!�� � ���*����! ���� %��!*��! ��&,I � ��&,J ���
!�������� �������!������ � �����!� � 1
�""��������!2 ����!���������!W

χ(qω) =
χ0(qω)

1 + UΠ0(qω)
=

χ0(qω)
1 − 4U

g2µ2
B
χ0(qω)

��&,�J 

4���!��!� �� � ������������ � �������!� ��!� �����������!� Π0(q0) < 0� � �
*���! g = 2� !���� �������# χ0 = −µ2

BΠ0&
� ����!����
� � ����� � ��*!����
 � ���
!����
 �����!�
 � 1��������!2�

!�������� �������!�����# χ0 ∼ Π0(q) �!��� ������%!����*) ���"������# ���
q = Q� ��� Q $ ������ ��������& '�������������� � ��*�� ������������ (U > 0)�
������ �������!�����# ��&,�J �!��� ���)� ����
���!���# � ���� �� ����� ��
�!����� � ��������� %*����� ������� ���(����������� ��������!���� � ��*��
���������� �(��������� �������� & /���# (�� ���"������# *�������� �� ��������)
� !�������!* *���������) ^ �"��������) @s; � �������! �������! Q& 4�*����	
�����# ����# ��������� ���� ��� ����# *����� ���"��� ������������ U & K������
��� �������! 1��������2 ���� ���� � ��� ���*������ !���� ������#��� �� ��� ���	
���������� ����� ��*���������� ���"*���� ��������� ���#��� ����!����������
��� ��"� ����������# *������W

U |Π0(Q, 0)| > 1 ��&,�� 

P�� *������ ���!���!� � � ������ ��������������������� %����!�������!�� �����
Q = 0& 5���� �!��! Π0(q → 0, 0) = −N(EF )� ��� �� ��&,�� �������� �W

UN(EF ) > 1 ��&,�� 

�� ���� ��������� �������� '������ ��� ������������� %����!��������� *����	
������&

N��!��#��� ������� ���� ����# ����� ��������� ����!�������!* ���� ��*�)
�������������� ����
���& 6�� �������� ����!����! ����# ����!����� ��*�� �

�""��������� ����!��������� Uni↑ni↓& � �!�*�#���! ������������� ��!��#������
U�""���� !���� �������# ��� �L $ ����� �����!� W

H =
∑
kσ

(εk − µ)a+
kσakσ +

U

L

∑
kk′q

a+
k↑ak+q↑a+

k′↓ak′−q↓ ��&,�Q 

'������� ��������# � ���� x ������������ ���W

Sz(x) =
1
2
[c+↑ (x)c↑(x) − c+↓ (x)c↓(x)] =



P�O� ����A ���2����� 
 �H
����� H�������
 � C����C���AD �
���C�D� �	�
����A� 
���2������Q

.��& �&,�W 18���������#���2 ����� �������� ���������&

=
1

2L

∑
kk′

[c+k↑ck′↑ − c+k↓ck′↓]e−i(k−k′)x ��&,�L 

G�����#�* �������!�����# ��&,�J ���
������� � �����! ��*��� ��� q = 2pF � ����	
��! � ��&,�L ���#�� k − k′ = ±2pF & 5���� �!��!��W

Sz(x) =
1

2L

∑
k

[< c+k↑ck+2pF ↑ > − < c+k↓ck+2pF ↓ >]ei2pF x + c.c. ��&,�O 

�����! �"��������W

< S >= |S|eiφ =
1
L

∑
k

[< c+k↑ck+2pF ↑ > − < c+k↓ck+2pF ↓ >] ��&,Q� 

� ������� ����������*)��� ���!��#��� ������� � ��!��#������� ��&,�Q ���������
���#�� ���� � q = ±2pF  � ���*�!W

H =
∑
kσ

{εka
+
kσakσ + (∆a+

k+2pF σakσ + h.c.)} ��&,Q, 

��� �N $ ���� ���!�� � ������ 

∆ =
U

N
< Sz >=

U

N

1
2
Re(< S > ei2pF x) =

U

N
|S| cos(2pFx+ φ) ��&,Q� 

��� (�� ����������� ����)��� ���!�! �������! ��&J� $ ��&�� � ��� �� � ���*��*��
������� ���������� ����& � �������� ������ (��������� � ����� �����!� �!���
���W

Ek = µ±
√

(εk − µ)2 + |∆|2 ��&,QI 

� ���"�������� ��! �� .��& �&�&
�������)�*) ����# !������*) ���*��*�* �@s; !���� ����������# ��"� ���

�"��������*) ��*!� �����!� ��������� (��������� �� �����!� ↑ � ↓� ��
�����	
!��� � �������%���� ��� �� ��������# ������ �������� ����������� � ��������
��������# ��������*�� � �������! 2π/2pF �����!��� ������� ��&,Q�  & 5���� ���*	
���� ���������� ���*������#��� @s;& � ��������� ���!���� � ��*��� ������� $
�����!��� ��� �������!�� ����������#��� @s;� � ������� ������� ����� ������	
�� ����!������ �� ��� ����������� ��������� � ��������� xy� ��� (�� �������� ��
.��& �&,�W

< Sx >= |S| cos(2pFx+ φ), < Sy >= |S| sin(2pFx+ φ) ��&,QJ 

S"��� ����� ���*��*�� ������#�� "���� ������� �� (������&

��}��
 	 k′ = k − 2pF ���������	� �������	
� 	����#�

�� ������� ���
� � (@�)@,+ ��	��
����
� �
���	� 	��������
�� k → k + 2pF �
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.��*!������ ����������! �"����! !���� ����������# � ���!�����!��* ����

����
����& � ���"������� ��!��������������� ���� ��������� ���������� ��!��	
���*��� ��� ������� @s; ������� � ��������� ���# � (���������! �������& '�	
��������*)��� %��!*�� ���# ��
��� �� ���������� ��������� � ������ TKV
��� �������������� ����
���& � ��������� ��� ��!�����*�� ����
��� ���*����
���� ���� ��&�J � � "�����!����� ���������� ����� λ = UN(EF )&

:��������� ����!������� !���� "��# ��������� � ��� !����!����
 ���*!��	
��
 ��� ���
!����
 �����! � 1��������!2& P������!�����#�� @s; ������ ����
��"�)�����# � ���� ���������!����
 ����������
 ����������& S������ ���"����
��������! ���!���! ����� !�������� ���*��*�� �������� @s; � Cr& 3�������!
Cr ���*��� ���� �"7������� � ����"��� !����� ������ � �� ��*
�����! ������� $
���� !����� (���������� ��������� � ������#�* � Cr �!����� �����
����# N��!��
��������� �� (���������
 � ������
 1���!����2� �"����)��
 ��������! ����
������� 1��������2&

� ������� ��*���� ��*����#���� ���!��� !���� ����!�����# ��*!���*) �����	
!* � 1��������!2 ^ ��������*) ������* � (��������!�� ��������!�!� ���"����	
���! ���#��� ����� ��&,JQ & 3� *�� ��!����� �� � ��*�� ���*����������� ����
�����
����# N��!� � ����� �����!� ������������ ��"�� �������� ���������� �� .��&
�&,� �[ � ��� �� �!����� ������ 1�������2 � �������! Q = (π/a, π/a)& '�����������	
��� � ��*�� !��(����������� ������������ ����# �������� @s; A Q = (π/a, π/a)�
������� 1�������2 ��) �����
����# N��!� (������������ ���#) ∆� � �����!� ���	
��� ��(��������!& � ���� ���!�� ����*��� ���"�����#� �� @s; � ����! �������!
�������! ����������*�� 1�"���!*2 ��*
�����������!* ����%����!�������* ��
1��
!����!2 ������������! �������������� �����������
 ������ �� �������	
��� ������� & S��� ���!�� ����� �����!� 
����� �������� $ (�� ��(�����������
��������� La2CuO4� ��� �!���� ����! �"����! ����������� ����� � ���������
CuO2& P�� �����!� ���"���� ���������� ������#�* ��� ���������#��! ������!
����������� ��� ������������ � ������� ��������!�����*���� ����
���������&
G�(��!* !����� ����!��������� ���� !��*� �����# �*��������*) ���# � �������	
��� ������ ����
 �����!&

,�( ����!�>� '�

���� ���	����

 ����������	���  �
!���� �����	��

�����!�� � ����!������) ����!����� �����!� � ������������� ns;& M�� �� ���
��!�����#� �� � ���� ����!����! ��*�� *����������� ���#���� ������� �����	
!����& S"�*��! �� ����������! *����� ������ � ��!� �� �� �����
���� � �"�����
��!�����*� T < Tp0� ��� *��� %�*��*����� ����*��)��
 ���#��� �������& /���	
��! ����� ����!����� ���������� 8R ��&,J� � ����W

F (∆Q; T ) − F (0; T ) = a(T )|∆Q|2 + c(T )(Q− 2pF )2|∆Q|2 + b(T )|∆Q|4 ��&,Q� 

��� ��(%%������� a(T ), c(T ) �!�)� ���W

a(T ) = N(EF )
T − Tp0

Tp0
, Tp0 =

2γ
π
EF e

− 1
λ ��&,Q� 

c(T ) = N(EF )ξ20(T ), ξ20(T ) =
7ζ(3)v2

F

16π2T 2
��&,QQ 



P��� ������[���� ��O

� ��� ��(%%������� b(T ) ������! ����*)�*) ��������������*) %��!*�* �c&d&hCC�
x&l&bBAC� c&;&dD?C=r<D� ,OQI W

b(T ) =
{
b0 + (b1 − b0)

T

Tp0

}
N(EF )
T 2

p0

, b0 =
γ2

2π2
, b1 =

7ζ(3)
16π2

��&,QL 

5���� ���������� 8R ��&,Q� � %��!��#�� ���*����� ���� ��� �"����� T ∼ Tp0�
!���� ���!����# ��� ������������ ������� ��� �)"�
 ��!�����*��
& � �����	
���� ��� T → 0 ���*��!W

F (∆ ∼ ∆0) ≈ −1
2
N(EF )∆2

0 + 2N(EF )(|∆| − ∆0)2 + · · · ��&,QO 

��� ∆0 = π
γ Tp0 = 2EF e

− 1
λ ^ ���# ��� T = 0� ���*����� � ���"������� ��!������	

��������� ����& 6�� ��!�����*���� ������!���� ����!���� �������� ����������!
�"����! +,,- ���*��!W

∆(T ) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

0 ��� T > Tp0(
− a

2b

)1/2 =
(

N(EF )
2b

)1/2 (
Tp0−T

Tp0

)1/2

��� T ≤ Tp0

∆0 = π
γ Tp0 ��� T � Tp0

��&,L� 

5���! �"����!� ���������� ��&,Q� $ ��&,QL ���������� ������������� ���*�#����
���"������� ��!��������������� ���� �!�������������� ������ �� ���! �����	
���� ��!�����*�& 4� (�� ���"�������� ��� ��������� �� *������� %�*��*�����
������� ����)� ����)�*) ���# � ����*����� ���#���� ������� � ����!����

�����!�
&

� ��������� � �����!� !��*� ��������# !�������� ��������#��
 %�*��*����
����!���� {∆Q}& ����������# ���������� %�*��*���� ∆Q ������������ ��� +,,-W

P(∆Q) ∼ exp
{
− 1
T

[F (∆Q, T ) − F (0, T )]
}

��&,L, 

5���� �����*!!� �����!� %�*��*���� ����������� %*��������#��! ���������!
+��- ����W

Z =
∫
{δ∆Q} exp

{
− 1
T

[F (∆Q, T ) − F (0, T )]
}

��&,L� 

'�������������� ������ ���"����� (������ �����!� ���# F = −T lnZ&
6�� ����!����� !����� 8R ���� ��&,Q� !���� �������� ���������� �����

����!������� �s&g&@A[>[�BD<� l&@C[=r� b&d&kC==C>>� ,OQ� & 3� (��! ����!��#�� �� "*	
��!� � �������! ���#�� ���"���� ���������� ��� ��� ����������� ���*�#����& S�	
�*������ ���#���� ������� ������� ��������� �*�) ���!�����!������� ��������W

< ∆Q >=
1
Z

∫
{δ∆Q}∆Q exp

{
− 1
T

[F (∆Q, T )− F (0, T )]
}

= 0 ��&,LI 

� ���� ���!� ����������������� %�*��*���� ����!���� �������� �������� �*�)
�� �����W < |∆Q|2 > �= 0& '�������������� �������������� %*����� %�*��*����
����!���� �������� � ����!�������!�� !������ �����W

< ∆(x)∆(x′) >= 2 < |∆|2 > exp
{
−|x− x′|

ξ(T )

}
cos 2pF (x − x′) ��&,LJ 
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.��& �&,QW 5�!�����*���� ��������� ����������������� %�*��*���� ����!���� ��	
����� � ����!����� !����� 8R& G������� ��*�� ����������#���� � ��!���������
����!����� �������& G*����� ^ ���*�#��� ���"������� ��!��������������� ����
��� �������� ����!���� �������&

G�������� ����!������ ��������)��
 ��&,LJ � ���������� �� .��& �&,Q� �&,L� ���
t = T

Tp0
� � ������� ∆t ���������� �����* 1����"*��������2 ���������� �"�����

+,,-� ������� � ������ !����� �����W

∆t =
∆T
Tp0

= 2
(
bTp0

a′2ξ0

)2/3

∼ 2

(
N(EF )
T 2

p0

Tp0

vF

1
N(EF )

)2/3

∼
(

1
N(EF )vF

)2/3

∼ 1

��&,L� 
��� a′ ���������� �����������! a(T ) = a′(t − 1)� � � ��������� ������ *����� ��
N(EF ) = 1

πvF
& K������ �� �"�������#����� �� ������ ����"*�������� �"����� ��	

����� ������� � ����������*��� %��������� ���*�����) � �����!� %������� ����	

��� ����#���� ������� &

S������� ����������� ������ �� �������� �������������� �� .��& �&,Q� �&,L
����*)���& 8�*"� !���� ������#� �� < |∆|2 >∼ ∆(T ) ∼ Tp0 � ���#!� �������

�"����� ��!�����*�& K������������� ����� ξ(T ) ∼ ξ0

√
Tp0

T−Tp0
��� T 
 Tp0� ��

ξ(T ) → ∞ ���#�� ��� T → 0& � ���� ���!�� ��� ��!�����*��
 T < Tp0� ���������	
����� ����� ���������� ���#!� "��#��� ^ � �����!� �������)� "��#��� �"�����
�
�;��+� ��	1��*� � ������
 !���� �������# � �*����������� �%�*��*�������� 
������������� ns; � �������! �������! Q ∼ 2pF &

.���#��� �����!�� � ������
 ��"�)��)� ������������� ����
��� ����������
������ ����)��� ��*��������	�5��� � ����!����� ������ ���!�� � ��
 �������
��������� ���"�!� !���������!� ����!���������!�� ������� �������� � ���	
"�������� �������������� ���#���� ������� ��� ��������� ������� ��!�����*��
� � ������ ����#��!* %�����!* ����
��*& 3���������� ����!��������� !����
"��# �"*�������� �*������������! (��������� � ������ �� �����*� �&�& ��! �"���	

��������	��	���� ����"��� 	 Pgu 	 �������� 
�	���������� 	 �������� �	"��
�� 1������
	������	����� �������	
�� �������� �������� 	����������� 	���� 3 ���	������
���
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.��& �&,LW 5�!�����*���� ��������� �"������ �������������� ����� � ����!�����
!����� 8R& G������� ��*�� ����������#���� � ��!��������� ����!����� �������&
G*����� ^ ���*�#��� ���"������� ��!��������������� ���� ��� �������� ����	
!���� �������&

����#����!� �� (���������� ������ ��� �� ���
!���� �
��� � ���#�� ����������� &
3���� �����# ���# � 1���!��2 ����!��������� ����!����� ������� �� �������
 ��	
����
& 4����!�� *��!� �� ������������� ns; ������� ����#�*) !��*����)
��������� (������������ ������ ����# ������W

ρ(x) = ne
∆
λEF

cos(Qx+ φ) ��&,L� 

�������� � ���) �����#� ������� ����*� ������ (���������������� ���������
����W

ϕ(r⊥, x) = 2ne
∆
λEF

cos(Qx+ φ)K0(Qr⊥) ��&,LQ 

��� K0(r) $ %*����� T������ �� !��!��� ���*!���� �� ���!������� �����)���
�� (��������� & 5���! �"����!� ��������� (������ (����������������� ����!����	
����� ns; ��� ������* ����� ������ ����*)���� ����W

U = U0

∑
n

∑
<m>

cos(φn − φm) ��&,LL 

��� ������ �*!!� "������ �� ��!���! ������ $ "�������
 ������� ������ n& ��	
��!� �� ns; �������
 ������ (����������� ������� ��������#�� � �������%����
��� (�� �������� �� .��& �&,O& � ���*�#���� ��������� ���
!����� *���������� �
� �����!� �����
���� ����#��� %������ ����
��& K���������� ��!�����*�� ������
����
��� ������������ �������! *������! U0ξ(T ) ∼ T � �� ���� *�������� ���
����������� ����������*)��� ���������� ��!�����*�� ����W

1 ∼ 1
Tc
U0ξ(Tc) ��&,LO 

' ���������! T ������� ξ(T )� ��� !� ������ � ����!����� !������ ������ �ξ(T ) →
∞ ��� T → 0 � ��� �� ������� ��&,LO �*�����*�� ���� ��� ����# *����� !���
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.��& �&,OW M���������� ns; �� �������
 ������
 � �������%���� �"*����������
�
 (���������������! ����!���������!&

U0& 4* � � ����#����� ��� ������� �� ���������
 ������� ����!�����& ������ !�	
��� "��# Tc ∼ Tp0� � !���� "��# � Tc � Tp0& G�(��!*� � ���������!����
 �����!�

!���� �*���������# ��������� ������� �"����# ��!�����*� Tc � T � Tp0� � ����	
��� ���#��� ������� ���*����*��� �� �*�����*)� �������� %�*��*���� "�������
�������� 
���������*�!�� �������������� %*������ ��&,LJ & G�� ��������� ��	
����
 ��!�����*��
 T ∼ Tp0 (�� %�*��*���� !���� ����!�������# ��� ��*������
��� T � Tp0 (�� ������!� �� ���& K������������� ����� %�*��*���� "�������
������� ξ(T ) !���� �*��������� ��������# !�����!��� ����������&

A�		������ �����	 � ���
��
���
�� ���"���
��� ���������
�� � 	�	���� 	���� ���������	���8
 !�" ���������� ������� 	�	��
�" 1������ 
�	����� ������
��� /�� 	�	���� ���������	��� 8
!�" ���������� ������� 
� 1������" (
��������" �
���	��� i, j+� �� ��	�� '�
���
�������	��"
	�����#�
��� ��#
� 
���	�� �����#�
�� .; 	���� !��� ����=

F{∆i} =

�
dx

ξ0

"$
%�

i

+
a|∆i(x)|2 + b|∆i(x)|4 + c

!!!!d∆i

dx

!!!!2
.

+
1

2

�
<ij>

λij∆i(x)∆j(x)

01
2 (@�),*+

��� �������������	� ���� ���������	���� ����� ���#����" 	�	�����
4������ 	���
�� �
���
�� ��������� ������� � ����=

< ∆i >= Z−1
�

{δ∆}∆i(x) exp

"$
%− 1

T

�
dx′

ξ0

�
��

i

Fi(∆i(x
′)) +

1

2

�
ij

λij∆i(x
′)∆j(x

′)

�
�
01
2 →

→ Z−1

�
{δ∆}∆i(x) exp

"$
%− 1

T

�
dx′

ξ0

�
��

i

Fi(∆i(x
′)) +

�
ij

λij∆i(x
′) < ∆j >

�
�
01
2
(@�),)+

��� �� ������ 	����� 	����
� ������#�
�� -���������
���0 (	���	����	���

���+ ���� �� ��#1�8
�����
��� ���������	��� � ��� T → Tc ����� < ∆i >→ 0� ����� ��#
� 
���	��=

< ∆i >≈ Z−1

�
{δ∆}∆i(x) exp

	
− 1

T

�
dx′

ξ0

�
i

Fi


"$
%1 +

1

T

�
dx′

ξ0

�
ij

∆i(x
′) < ∆j >

01
2 =

=
1

T

�
dx′

ξ0

�
j

λij < ∆i(x)∆i(x
′) >< ∆j >

(@�),7+

��� ��� �������	��� ����������� Tc ����������	� ����
�
���=

1 =
λ

T

�
dx′

ξ0
< ∆i(x)∆i(x

′) >, λ =
�
<j>

λij (@�),�+

���� �	������
< ∆i(x)∆i(x

′) >=< ∆2 > exp
�−|x− x′|ξ−1(T )

�
(@�),$+

�������� ������ �
���� (@�)H,+=

1 =
λ

T
< ∆2 >

ξ(T )

ξ0
(@�),?+

	 ���� #� ��������� ��� � �����
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.��& �&��W G��������� ���%�� ��� ��"������� $ (������������ ���� (��������&
��������� ����� ���"������ ���������� S(Q)&

���� "��	���� � ���#����� ���� $��	����
��

.���!����! (�������� ������������)����� � ��*����! ���� %�*��*���� ∆(x)�
������� "*��! �����# ��*�����!�& 5���� ����* !���� �����#� ���#�*��# �"�	
��� 1���!�����2 ������!!��� ��
������ ����! ����� ����!��������� ���������� 
�������������� ���������� ��&,LJ & � �!�*�#���! ������������� ����� ����!����	
����� ����*�� ����������# %*�#� $ �"��� ��&,LJ W

S(Q) = 2∆2

{
κ

(Q− 2pF )2 + κ2
+

κ

(Q+ 2pF )2 + κ2

}
��&,O� 

��� κ = ξ−1(T )� � < |∆|2 > ��� ��������� �"������� ��� ∆2& � ���#�����! !�
����!����! ��������� *���������� �� ���#!� ��*����#���� ������� ����� !�	
����� ����������*)��� ������* ξ → ∞ �κ → 0 � �&�& � ���!������� ���# "��#��

�������������
 ���� %�*��*���� "������� ���������& S����������� �� �����
����� ���*����� ����� �������� !� !���! ����*!!������# �� %���!��������
���%��� ������ ���!*����� A 1����!���������!2 ���� ��&,O� � ������� ����
���� �
����!�������!�! ������� ���W

S(Q) = 2π∆2{δ(Q− 2pF ) + δ(Q+ 2pF )} ��&,OQ 

.���!����! ���������� ����� � ��"������� $ (����������*) ���# (���������
���"�����!�� ������!!�� .��& �&��� ������� ����! � !��*"�������� ��
����W

Σ(εnp) =
∫
dQ

2π
S(Q)

1
iεn − ξp−Q

≈ 2∆2

∫ ∞

−∞

dx

2π
κ

x2 + κ2

1
iεn + ξp − vFx

=

= 2∆2

∫ ∞

−∞

dx

2π
κ

(x− iκ)(x+ iκ)
1

iεn + ξp − vFx
=

=
∆2

iεn + ξp + ivFκ
��&,OL 

���� ��� ��������������� �������� p ∼ +pF � εn > 0 � � ���������� ���*) ����!��	
�*) �������������� x � ��!��#) Q = 2pF + x �������� ��� ��� ������*�# �� .��&
�&I] &

��>� ����#�
�� 
���������
��� 	���� �������� ��� � ��

�� 	������ ����"�� � ������ �������

� ��
����� ���
��
���
�� ���
��� �������K :������
 ���#��	� � ���		���� 	�����
�� ���� 	�
	��1�'���	��� ���
�� ������������� � 
� � ���������	��� 	�	����� > ������" %�� ����� ���
�
�� ��	���� !��� ��		�����
���

��&������ ������
� �
����� %��� ������ 	 ��		�����

�� ���� ����� L�������
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.��& �&�,W 8��%�� ��������#���� ������� ��� ����(���������� %*����� 8����&

H������*)��� ��� ������ ξ(T ) → ∞ �κ→ 0 ����*�� ����!��# � �!����W

vFκ = vF ξ
−1 �Max{2πT, ξp} ��&,OO 

���

vFκ = vF ξ
−1 � 2πT, ξ(T ) 
 |p− pF |−1 ��&��� 

5���� ��&,OL ����
���� �W

Σ(εnp) ≈
∆2

iεn + ξp
��&��, 

5����# ��� 1����!���������2 ��&,OQ ��� ���"��! �������# ����� ���%��� �)"���
������� ��� %*����� 8����� ���� ����������� �� .��& �&�,& � ����! ���%��� n $ ��
������� �� S(Q) �!����� ����� 2n ������� ����������
 !���* ��"�� �����!� ����	
!��������� ���!� ���!����!� �����"�!�& G�� (��! (�� ����� ��������� 1*�����2
� 1��������2 �!�*�#�� Q = 2pF

��& � ���*�#����� � ����������*)��! �����������!
��������� ��� ������ ���%��� ��������� ������������#����# ����*)��
�� %*��	
��� 8���� ���� 1

iεn−ξp
�n ��*� � 1

iεn+ξp
����� n ��*� � ��)� ��� ���� �����#��� 

1
iεn−ξp

��& K��!� ����� ���# ��� !�������# ∆2n& � ������ ������ ���
 ���%���� �
�����! ������� ������ �������)�� � �
 �*!!����� ����� ������������ �
 �����!
����!� ������� ����� ��������# �� ��!"��������
 ���"������� $ ��� ����� n!&
� ��!�! ����� �!����� 2n ���� ������� � �*�� 1�
����2 ��� 1��
����2 ����� ���	
�!���������& H� ��
 n ���� �!�)� 1��
����*)2 ����)� ������� �)"�! �� n!
�����"�� !���� 1�����2 � ���������� 1���"����!�2 n ������& H����#�*�! �����#
�����������W

∞∑
n=0

n!zn =
∞∑

n=0

∫ ∞

0

dζe−ζ(ζz)n =
∫ ∞

0

dζe−ζ 1
1 − ζz

��&��� 

5���� ����� �*!!��*�! ��� ��� ��� %*����� 8���� � ���*��! ����� �������

��:�� ��������
�	� ��#
�� ����� %������
 -
� �"����0 ������ �� ����
� <���� (����� ±pF +

� A�	� @�� ��� A�	� @�B (��� ������� 3 �� � ������
� �����" %
����� � �
���
�����" 	������8
	��� !�" ������� ������ �����!�
��+� :�� 
� ��� ��� 	����� 	���������" '������1��� ����
�����
�� �������� ����� �������� 	� 	�������� ������

�� 
� A�	� @�H � -���"��0 ��� -�"��0 � ��8
�� ��	�� �����	�� Q = (π/a, π/a) �	������� %������
 ������ ����
� <����� 2������	���

�� ���
%���� ��	�
��� 	����� ���
����� 
�	����� �
�� �����
������� ��������� ������ �� 
� �����
��		�������� �� 	�����#�
�� %��
���� �����
� � ��	���

��A�������	� ���
� ���#� ������	� ������ � 	 ��������
�� '��	�����

�� �������� ��		��8

�� Q� ����� ���	�� ������ �	� 1

iεn−ξp
� 1

iεn−ξp−Q
� o� ����� Q = 2pF ��� �������
�	�� ����	�

� � 	���� 	 '������ ������	��	���� ����"����
��L�� �#� ��������	� � ���������� %�� 
�������	� 	��������
��� �� 5���� �
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����!�������!�� ����� �3&�&'��������� ,OQJ ��W

G(εlp) =
∞∑

n=0

∆2nn!
(iεl − ξp)n(iεl + ξp)n(iεl − ξp)

≡
∞∑

n=0

n!zn(εl, ξp)G0(εlξp) =

=
∫ ∞

0

dζe−ζ iεl + ξp
(iεl)2 − ξ2p − ζ∆2

≡< Gζ∆2(εlξp) >, εl = (2l+ 1)πT ��&��I 

��� �����#������ �"��������W

z(εl, ξp) = ∆2G0(εl, ξp)G0(εl,−ξp) ��&��J 

� * ��� �������� 1���!��#���2 %*����� 8���� �������������� ��(��������W

G∆2(εlp) =
iεl + ξp

(iεl)2 − ξ2p − ∆2
��&��� 

��� �����! 1*���������2W

< ... >ζ=
∫ ∞

0

dζe−ζ ... ��&��� 

4���*��� ���"�����# �%��!��#��� ���������#���� ��������� � G��������� T � ��
��&��I ������������ ��"�� %*����) 8���� (��������� ����*������ �� ������!
���� ���� 2W cos(2pFx+ φ)� �!����*�� �������� 1%�*��*��*��2 � ��� �������!�!
�������������! .(�����W

P(W ) =
2W
∆2

e−
W2

∆2 ��&��Q 

� %��� φ ������������ ��������� �� ��������� �� 0 �� 2π&
�������� ������������ ����������� iεl → ε±iδ �� ��&��I ���*��! ��� ε > 0W

ImGR,A(εξp) = ∓π(ε+ ξp)
∫ ∞

0

dζe−ζδ(ε2 − ξ2p − ζ∆2) =

= ∓ π

∆2
(ε+ ξp)θ(ε2 − ξ2p)e−

ε2−ξ2
p

∆2 ��&��L 

��� �� ��������#��� ��������#

A(εξp) = − 1
π
ImGR(εξp) ��&��O 

�!��� 1��%��!�����������2 ���� ���������� �� .��& �&��&
�������� ��� ���
��� ���#� � �
�������	��� ����#�
�� ��� ReGR,A(εξp)=

ReGR,A(εξp) =

"###$
###%

ε+ξp

∆2 e
− ε2−ξ2

p

∆2 Ei

�
ε2−ξ2

p

∆2

�
��� ε2 − ξ2p ≥ 0

ε+ξp

∆2 e
|ε2−ξ2

p|
∆2 Ei

�
− |ε2−ξ2

p|
∆2

�
��� ε2 − ξ2p < 0

(@�7)*+
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N(ε)
N0(EF )

=
∣∣∣ ε
∆

∣∣∣ ∫ ε2

∆2

0

dζ
e−ζ√
ε2

∆2 − ζ
= 2

∣∣∣ ε
∆

∣∣∣ exp
(
− ε2

∆2

)
Erfi

( ε
∆

)
=

=
{

1 ��� |ε| → ∞
2ε2

∆2 ��� |ε| → 0
��&�,, 

���N0(EF ) $ ��������# ��������� ���"����
 (��������� �� *����� N��!�� �Erfi(x) =∫ x

0
dxex2

$ �������� ������������ �� !��!��� ���*!����& U���������� ��� (���
��������� ��������� ������� �� .��& �&�I � ��!�������*�� ������ ���!���� �1!��	
���2 �����3�
� � ����������� *����� N��!�& G� �*�� ����� (�� ���# ��������#
��������� �������������� ��(�������� ��&QQ � ���������� ���� �� .��& �&O� *����	
������ �� %�*��*����! ����� ���������!�! �������������! ��&��Q &

&���!�
�� %��" ���������� 
� 	����� ��
��
�" �������1��

�" ���
 ξ(T ) (��� ��
��
�"
κ+ 	�!�	���

� 	��#
�� (o�>�2����	���� ),B,+� ���#�� �	���� ��������� ��������	� ��� ����	8
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���� ����� ���
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���������
�� 	��
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���
���������	�� ��� ��#
� 	'����������� 
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�� ��������� ������� �������� ��������#��� ��� �� ����� ����
	 ��
��������

�� 	������� 	�����
�" %������
��� ������

�� 
� A�	� @��� � ��		������ 	��8
���� ����� ������ ��		��
�� Q < pF � ��� ��� ��		��
�� %������
�� ����	"���� ����� 
� ��
��
(-������0 ��� -�����0+ ����� 	������� > %��� 	����� �� ����� ��		����� ����� �����������

���������� ���� ������

�" 
� A�	� @�7$� ��	����� � %��� 	����� �� ��#�� ����
������� ���

�
������ ����� � �
������� ���
����� ����� �� ��� 	�� ����
�1��
�� S(Q)� ��� � (@�),H+� :��
	����
� 	 ���� ��� ��� %������
�� ��		���� !���	� � �������" ��
�� ����� 	������� 	����	� 
�
��
��� �
��� I�������� %����
���
�� ����	��
�� �������� �� ��� ����� ��������� A�	� @�7$
(Z+ ����� ���=

∆6 1

iεn − ξp

1

iεn − ξp−Q + ivF κ

1

iεn − ξp + 2ivF κ

1

iεn − ξp−Q + 3ivF κ
×

× 1

iεn − ξp + 2ivF κ

1

iεn − ξp−Q + ivF κ

1

iεn − ξp

(@�7)7+

��������#�� ������ ��� ξp � ξp−Q � (@�7)7+ ����	����� � 	���� -����
��0 	����� %������
��
�������� ��
��
�� ������	� 
�������
�� '�
�1��� �����	� p� 6���� �� ��#�� ���	�� �������
��	 (@�7)7+ 
� ����� �
���
�� Q� ��� ��� Q = 2pF � > %��� 	������ ���	�� (@�7)7+ �� 
����8
��

� �������� (�	����
�� �	����� -
�	��
��0 (@�@)+K+=

∆6 1

iεn − ξp

1

iεn + ξp + ivF κ

1

iεn − ξp + 2ivF κ

1

iεn + ξp + 3ivF κ
×

× 1

iεn − ξp + 2ivF κ

1

iεn + ξp + ivF κ

1

iεn − ξp

(@�7)�+
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�� Q = 2pF �
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�" ��������� �� 
�" �	� 
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� 3 %
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� A�	� @�7?� 2������	��� !�� ������
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� �� '���� ������� ������� �������� ������ 1�'�� 
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8

��� ��
���� ���	 ��� � ��� #� 	��	�� ��� � 
� A�	� @�7$� 5���� ����� 	
��� ������ 1�����
���� �������� ���
� ��#�� 	����= (C+�(D+�(c+�(Z+� ([+�(m+�(a+�(]+� (\+�(�+� (r+�(h+�

6���� 	��
����	� �	
�� ��!�� �������� ������	 ������� ��#
� ����	�� ����� �����8
���
�� ���������� <������	��� �
 ����������	� ��		��
����� -
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(
� A�	� @�7? �
� ����
���
� ������� i � f+� L�#��� %������

�� ��
��� 	���� !�� �� �����8

�� ���� i ����������� �����
����
�� ����� ivF κ � �
���
����� � � �
���
����� %������

��
��
��� 	���� !�� �� �����
�� ���� f � ����� ����� ��������	��

5���� ����� � ��� ��������� 	 �������!��� !���	� ��
���� ���������	���� ��#�� ��� ��8
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��
� ����	�����
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�������� ���������� ��� ����	���
��� A�1��� ��	����
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�
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v(k) =

� k+1
2
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�" k
k
2

��� ���
�" k.
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G−1(εn, ξp) = G−1
0 (εn, ξp) − Σ1(εn, ξp) (@�7)?+
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Σ1(εn, ξp) =
∆2

(iεn + ξp − ivF κ)2
Ξ1(εn, ξp) = ∆2G2

0(εn,−ξp − ivF κ)Ξ1(εn, ξp), (@�7)@+
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Ξ1(εn, ξp) = G−2
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Σ2(εn, ξp) = ∆2v(2)G2
0(εn, ξp − 2ivF κ)Ξ2(εn, ξp) (@�7)H+
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Ξk(εn, ξp) = G−2
0 (εn, (−1)ξp − ikvFκ){G−1

0 (εn, (−1)kξp − ikvFκ) − Σk+1(εn, ξp)}−1 (@�77)+
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Σk(εn, ξp) =
∆2v(k)

G−1
0 (εn, (−1)kξp − ikvF κ) − Σk+1(εn, ξp)

(@�777+
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Gk(εn, ξp) = {iεn − (−1)kξp + ikvF κ− ∆2v(k + 1)Gk+1(εn, ξp)}−1, (@�77�+
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��� �������
�
�� ����
�
�� ��#�� ��� ����	�����
� � ���� -����
�
�� /��	�8

�0� ������

��� ���'���	�� 
� A�	� @�7B�

��� κ = 0 �� ��#�� ��	��������	� ����	�
�� ����	�����
��� 
����
�� Γ 3 '�
�1�� � ����
1��
�� �����=

Γ(α, x) =

� ∞

x
dte−ttα−1 =

xα

x+ 1−α
1+ 1

x+ 2−α
1+...

(@�77?+

� 	���
���
��� Γ(0, x) = −Ei(−x)� ����� ������	�� ��� (@�77$+� ��	�� ����
��� �
�������	����
������#�
�� iεn → ε + iδ� 	�����	� � (@�7)*+� (@�7*H+� ��	��������� ������

�� ���� ���
��
�������� (@�7*�+�

������	 '�
����
���
�� �������
�
�� 	���
���
��� (@�777+� ��	�� �
�������	���� ���8
���#�
�� iεn → ε+iδ� �������� 	�	���� �������
�
�" 	���
���
�� ��� ���	������
�� � �
����
��	��� 	��	���

� 3 %
��������	��� ��	��=

ReΣk(ε, ξp) =
∆2v(k)[ε− (−1)kξp −ReΣk+1(ε, ξp)]

[ε− (−1)kξp − ReΣk+1(ε, ξp)]2 + [kvFκ− ImΣk+1(ε, ξp)]2
(@�77@+

ImΣk(ε, ξp) =
−∆2v(k)[kvF κ− ImΣk+1(ε, ξp)]

[ε− (−1)kξp − ReΣk+1(ε, ξp)]2 + [kvFκ− ImΣk+1(ε, ξp)]2
(@�77B+

:�� 	���
���
�� ����
� ��� ��	��

��� 	���� J 
���
��� 	 ������ 3 ���� ��	�����
� �������
(����� ���	����� 	"�����	�K+ �
���
�� k (���� ��	�����
� �������� -%��#�0 1��
�� �����+� ��8
������ 
������� ReΣk+1 = ImΣk+1 = 0� � -���
�����	� ����" �� %��#��0 �� k = 1� <������	���
	"�����	� ���	 ���
 "������ � ��	���� ��
��� � 	���
�� 
� � ��� 	������

�� ���� ����
(FP+�

&�	�#��
�� 
��
�� 	� 	�������
�� ����
�	��=

A(ε, ξp) = − 1

π
ImGR(ε, ξp) =

ImΣ1(ε, ξp)

[ε− ξp −ReΣ1(ε, ξp)]2 + [ImΣ1(ε, ξp)]2
(@�77H+
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.��& �&�LW 6�*!����� �����
����� ��������#��� ��������� A(ε, ξp) ���W �[ ^ Γ =
0.1f �e ^ Γ = 0.5f �A ^ Γ = 1.0f �? ^ Γ = 5.0& ��� (������ ��������� � �������

∆&
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A�������� ��	����� ������
� 
� A�	� @�7H ��� ������
�" �
���
�� ���������
��� ���������
Γ = vF κ/∆ = vF ξ

−1/∆� L�� �� �
���� � 	����� "����� ��������

�" �������	��1 	�������8

�� ����
�	� ����	� δ(ε− ξp) ��� �
������
�� ����� ������ 	����� �������� ������ �
���
��
%
����� �������	��1� ξp� &�
��� � ��

�� ������� ��� ����" �
���
��" Γ� ���� ��� ��	�����8

� �����" �������1��

�" ���
�" ξ � vF /∆� 
��� ����
�� ��� 	�������
�� ����
�	�� 
�
����� �������	���
��� ����� I�������� 	�������
�� ����
�	� ����� "�������
� ���"������ 
(�	����!����� + 	��������� ���	�����

� 	��
�� ����
���������� '������1���� ���#
���
������� (� ������� ξ → ∞ (κ → 0+ �
� 	�����	� � A�	� @�77+� � 
�������
� ����"���� � ���

��� �� ���� ����� ��� �� �������	� �� ����
� <���� (��� �����" ε, ξp � ∆+� >����� ��� �
	�������
�� ����
�	�� ����
� 	��������	� 	 ��� 
��������� -��
���� ��
��0� �
������
�� ��8
������ ��� ��	�����
� �����" �
���
��" Γ (����" �������1��

�" ���
�" ξ � vF /∆+� �� 	
���
�������� �����	�����
�� ��
�������� ������
�� ��� ε ∼ ξp� 	������	��� !�� 	���� ����"� !��
�������	��1���

<�����	��� �����
� ��� �����	�����
��� ������
�� ��� ����" ξ (�����" κ+ ����
� �	
��
> ������� ξ = κ−1 → 0 %''�����
�� ���������	���� 	 '������1���� (@�),@+ 	��
����	� �����8
�����	��� !��� 
� 
� 	�����	� � ����
��� ������� ���� -������ ����0� v��� � %��� ������� �
�
�������" �� Q (� 	��	���

� 3 %
��������	��� ��	��+ 	��
����	� 	�!�	���

��� �	� �����	��
��������� ��		��
�� 	��
����	� ������� ∆2/κ� ��� ��� ��	���� ��		��
��� �1�
�

�� �� -������8
�� �������0 <����� 2πN0(EF )∆2/κ = ∆2/vF κ = ∆/Γ → 0� ��� κ → ∞ (���	 �� �	���������
N0(EF ) = 1/2πvF ��� ����
�	�� 	�	���
�� 
� ����
� <���� � ��
����
�� 	�����+� 2������8
	���

�� � ������� κ → ∞ %������
� 	��
����	� %''�����
� -	�����
���0 (���#�� ��� � ���
	�!�	���

�� �����
�� �� ����
� <����+�

&�	���� ����� ����
�	� 	�	���
��=

N(ε)

N0(EF )
=

� ∞

−∞
dξpA(ε, ξp) (@�77,+

A�������� ��	����� ��� ������
�" �
���
�� Γ = vF κ/∆ = vF ξ
−1/∆ ������
� 
� A�	� @�7, 	����8


��� �������� >����� ��� ��� ��
��
�" �
���
��" κ = ξ−1 ����
�	� 	�	���
�� 
� ����
� <��8
�� 	��
����	� ��
��
�� (	�� A�	� @�7�+� �	����!�� ��	����

� -��������	�0(��� -�����
���	�0+
��3�� �����
����
��� ��		��
��� �����

��� ��
��
�	� �������1��

�� ���
��� � ���
�	� 
�	������ ��� vF κ� ∆�

��
����
�� ������ 
� A�	� @�7, �������� � ��������� ��������	�� 	�
���� ��	��

��� ��8
��������
�� ����
�	�� 	�	���
�� � 
���� (��
����
��+ ������� ������

�� -������ 	����0� ����
������ ��	��

�� ����
��� ����
�
�� p����
���� ��� �
�#�	��� ��
'�����1�� ���		��� 	��8
���
��� ���� (	 ������������ (@�),@++ 	 ��	���� !�� �	���
�
��� (i��CY^V_c]� F��VR\[^T� ),,,+�
N	
� ���
�� ��� 
��� ������#�
�� (�	
���

�� 
� � !"#$�� (@�7)�+ ��� ������� �������� ��	��"
��������+� '������	��� ���� ���
 "������ ��������� � ����
��	������ 	����	�� 	 ��	��

��
����������
���� ������ ��#�� ���� 
���	���	���

�� ����	�
�	�� ����
� <���� (1�
��� �	����8
!���+�� (	�� (@�),,+� (@�7**++� > ��#� ����� ������
�� ��� 
�� ����� ����� �
��� ������!�	��� ��
	���
�
� 	 -������0 ��	��

�� ����������
���� �	������ �
 ������� ����� %��
���
 	 �����
���
�� ����

��� �����
�� � ���#� ����	���� ���!�
�� 
� ����� 	��#
�� 	����1��� I��������
�
 
���	���	���

� ����!���	� 
� ������
�� 	����� (��	�� ��#
��� 	 ����� ���
�� ���	�
��
�	����!������� ������
�� � ��	�������������
�" 	���"������
���" 
� �	
��� ��	���� ����+�� �

���% "��	�������
���� ��	�
	�

/�!�����#��� ���"������#) ����!�������!�� !����� �������� ����� ���!������#
���*��# ����� ������� �����*!!������# �� ������!!� � ��� %*����� �������
�� ������� (������!�������� ���� ����������������� ��������� �3&�&'���������
,OQJ &

��<�����	��� �� ����� ���	 ���� 	 %������
��� ��	���	���
� !��	� � 	�	���� 	�����
�"
��
����
�" -���	�����0 	 ��������� ������� ξ� 	 -���������	���0 ����� 2W cos(Qx+φ) � Q ∼ 2pF

�
���� ��#���� ������ -���	����0� ��������� �������� W 	�����
� � ��	�������
� -�����0 ��
A%�� (@�7*B+�

��> 	����� 	���������" '������1�� �
������
�� 	���
�
�� ����������� ��� 
�� � !"#$ ��8

�� ����
 J �
 
� ���	����� ������
�� ��� 
��������� ���	�
��	��� 	�
�����
�	�� ����
�	��
	�	���
�� � 1�
��� �	����!��� (i��CY^V_c]� F��VR\[^T� ),,,+�

��/��
����� ������
�	�� ��#
� 
���� � ������ ������= o�>�2����	���� q<I ���� ?�, (7**)+�



P��� ������[���� �J�

.��& �&�OW G�������# ��������� � ���������#) ��� �������
 ������� Γ = vFκ/∆&
'������� ����� ^ ���� ���"�������& G*�������� ����� $ ���*�#���� ������
��������� !������������ �h&v[=E<rAa� c&u<�BCEq� ,OOO &
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.��& �&I�W H�!������ %*����� 8���� �� ������! (������!�������! ����&

������! ������ ��������� ����������� �"���� 
�������� � ��
���� T = 0&
G��������! �����!* ����������) ���"��� �������� ������ $ ����������W

δHint = − e

mc

∫
d3rψ+(r)p · δA(rt)ψ(r) ��&�I� 

��� δA(rt) = δAqωe
iqr−iωt& '���������*)��� �������� ����(���������� %*�����

8���� ������������ � ���� +,-W

δG(εp) = −G(εp)
e

mc
(p · δAqω)G(ε+ ωp + q) +

+iG(εp)G(ε+ ωp + q)
∫

d3p′

(2π)3

∫
dε′

2π
Γ(εp, ε′p′;qω)G(ε′p′)

e

mc
(p′ · δAqω)G(ε′ + ωp′ + q)

��&�I, 

���
δG(εp) = G(εp)J(εp; ε+ ωp + q)G(ε+ ωp + q)δAqω ��&�I� 

�� �������� ���%����� �� .��& �&I�& S��)��� ������� ���� �� ��� ���"�����
%*����� 8����W

δG0(εp) = −G0(εp)
e

mc
pG0(ε+ωp + q)δAqω ≡ G0(εp)J0(p;p + q)G0(ε+ωp + q)δAqω

��&�II 
���

J0(p;p + q) = − e

mc
p ��&�IJ 

$ ���"����� 1�������2 �������& G����� ������� ������������ �� ��&�I� ���W

J(p;p + q) = −δG
−1(εp)
δAqω

��&�I� 

'��������� ���������� %��!*�� �������)� � ��� �������� ������� �����!� ��
��������� ���������W

δHint = e

∫
d3rψ+(r)δϕ(rt)ψ(r) ��&�I� 

��� δϕ(rt) = δϕqωe
iqr−iωt& � ��������� ��������� ��&�I, �!��!W

δG(εp) = G(εp)eδϕqωG(ε+ ωp + q) +

−iG(εp)G(ε+ ωp + q)
∫

d3p′

(2π)3

∫
dε′

2π
Γ(εp, ε′p′;qω)G(ε′p′)eδϕqωG(ε′ + ωp′ + q)

��&�IQ 
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.��& �&I,W 8��%�� ��������#���� ������� ��� ��������� ���� ����!��������� �
������! (������!�������! ����!&

���

δG(εp) = G(εp)J0(εp; ε+ ωp + q)G(ε+ ωp + q)δϕqω ��&�IL 

��� �������� �� ����������)� 1���������2 ������� J0(p; p+ q)W

J0(p; p+ q) = −δG
−1(εp)
δϕqω

��&�IO 

8��%����� ��&�IL ���"�������� ����# .��& �&I�& :�������� ��&�II W

δG0(εp) = G0(εp)G0(ε+ ωp + q)eδϕqω ≡ G0(εp)J0
0 (p;p + q)G0(ε+ ωp + q)δϕqω

��&�J� 
��� J0

0 (p; p+ q) = e $ 1���"�����2 �������&

���"�� *��"�� ������ �"��� ����������� �������W

Jµ(p; p+ q) = −δG
−1(εp)

δAµ(qω)
��&�J, 

��� Aµ(qω) = {ϕqω,Aqω}� ��� �� 1���"�����2 ������� �����W

Jµ
0 (p; p+ q) =

{
− e

mcp µ = 1, 2, 3
e µ = 0 ��&�J� 

���
δG0(εp)
δAµ(qω)

= G0(εp)Jµ
0 (p; p+ q)G0(ε+ ωp + q) ��&�JI 

����� ��� ��� 1������2 %*����� 8����W

δG(εp)
δAµ(qω)

= G(εp)Jµ(p; p+ q)G(ε+ ωp + q) ��&�JJ 

5����# ���� ������� � ���*] H� ������*���� �"�*������ ����� �� ��������#���
������!!�� �������)��� ������ �� ������� ����� !���� "��# ���*��� �� ���	
�����#��� ������!!� ��� %*����� 8���� ����� .��& �&�, 1��������2 � �)"*) ��
(���������
 ����� ����� �������� ����� ��� (�� �������� �� .��& �&I, �����!
�*��� ����"���# ��� ���!����� 1�������2 & G������ ����! �"����! 1��%%������	
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.��& �&I�W 8��%��� ��� %*��������#��� ����������� 1"����2 z(εp)&

�������2 ���� ��&��I ��� ���*�! �m $ ��!�� 1"����2 z� � ������� ����������� �����
Aµ(qω) W

δG(εp)
δAµ(qω)

=

〈 ∞∑
n=1

n∑
m=1

(ζz(εp))m−1ζ
δz

δAµ(qω)
(ζz(ε+ ωp + q))n−mG0(ε+ ωp + q)+

+
∞∑

n=0

(ζz(εp))n δG0(εp)
δAµ(qω)

〉
ζ

��&�J� 

/���# δG0(εp)
δAµ(qω) ������������ �� ��&�JI � � ����������� 1"����2 z(εp) ������������

.��& �&I� � �����W

δz(εp)

δAµ(qω)
= ∆2G0(εp)Jµ

0 (p;p + q)G0(ε+ ωp + q)G0(ε+ ωp − Q + q) +

+∆2G0(εp)G0(εp − Q)Jµ
0 (p − Q;p − Q + q)G0(ε+ ωp − Q + q) =

= G0(εp)Jµ
0 (p;p + q)z(ε+ ωp + q) + z(εp)Jµ

0 (p − q;p− Q + q)G0(ε+ ωp − Q + q)

(@�7$@+

G��������� ��&�J� � ��&�J� � � *������ ��&�JI � ���*�!W

δG(εp)

δAµ(qω)
=

� ∞�
n=1

n�
m=1

(ζz(εp))m−1(ζz(ε+ ωp + q))n−m+1G0(εp)Jµ
0 (p;p + q)G0(ε+ ωp + q)

� �� �
I

+

+
∞�

n=1

n�
m=1

(ζz(εp))m(ζz(ε+ ωp + q))n−mG0(ε+ ωp − Q + q)Jµ
0 (p − Q;p − Q + q)G0(ε+ ωp + q)

� �� �
II

+
∞�

n=0

(ζz(εp))nG0(εp)Jµ
0 (p;p + q)G0(ε+ ωp + q)

� �� �
III

�

ζ

(@�7$B+

G����� � ������ ������ � (��! ��������� �"7�����)��� � ��)�W

< I + III >ζ=

�
Jµ
0 (p;p + q)G0(εp)G0(ε+ ωp + q)

	 ∞�
n=0

ζnz(εp)+

���� 	��� ���� �� ���	 � ��
�� ���� �������� '�
�1��
��
�� ��''���
1�����
�� ���
���
���� ������ �����!�
�� ��� ��
�%������

�� '�
�1�� .��
� � -��
�������0 �	� ���'��� ���
	������	��� !�� �����

�� ��	���
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+
∞�

n=1

n�
m=1

ζm−1zm−1(εp)ζn−m+1zn−m+1(ε+ ωp + q)


�
ζ

= (m − 1 → m)

= Jµ
0 (p;p + q)G0(εp)G0(ε+ ωp + q)

� ∞�
n=0

n�
m=0

ζmzm(εp)ζn−mzn−m(ε+ ωp + q)

�
ζ

=

=

�
Jµ
0 (p;p + q)G0(εp)G0(ε+ ωp + q)

∞�
n=0

ζnzn(εp)
∞�

m=0

ζmzm(ε+ ωp + q)

�
ζ

(@�7$H+

��� ����� �����#������ ������� *!������� �����W (
∑∞

n=0 an) (
∑∞

m=0 bm) =
∑∞

n=0

∑n
m=0 anbn−m&

5����� �����#�*� ��&��I � ���*��!W

< I + III >ζ= Jµ
0 (p;p + q) < Gζ∆2(εp)Gζ∆2(ε+ ωp + q) >ζ ��&�JO 

���

G∆2(εp) =
ε+ ξp

ε2 − ξ2p − ∆2
(ε→ ε± iδ) ��&��� 

$ ���!��#��� %*����� 8���� �������������� ��(��������&
:��������� ��� ��� ������� ������!��� � ��&�JQ ����W

< II >ζ= Jµ
0 (p − Q;p − Q + q)G0(ε+ ωp − Q + q)G0(ε+ ωp + q) ×

×
� ∞�

n=1

n�
m=1

ζmzm(εp)ζn−mzn−m(ε+ ωp + q)

�
ζ

=

= Jµ
0 (p − Q;p − Q + q)

� ∞�
n=1

n�
m=1

ζmzm(εp)ζn−mzn−m+1(ε+ ωp + q)
1

ζ∆2

�
ζ

=

= Jµ
0 (p − Q;p − Q + q)

�
1

ζ∆2

∞�
n=1

ζnzn(εp)

∞�
m=1

ζmzm(ε+ ωp + q)

�
ζ

=

= Jµ
0 (p − Q;p − Q + q) < Fζ∆2(εp)F+

ζ∆2 (ε+ ωp + q) >ζ

(@�7?)+

��� �������� 1ζ $ �������2 �� ������������ ��*
 *���*
��5� %*����� 8���� ���	
����������� ��(��������W

F+
∆2(ε) =

∆
ε2 − ξ2p − ∆2

(ε→ ε± iδ) ��&��� 

���!���� �� �������� ���*������ � �����!� �������������� ���#���� �������] G��
(��! !� �����#������ (

∑∞
n=1 an) (

∑∞
m=0 bm) =

∑∞
n=1

∑n
m=1 anbn−m+1 � ����*!!�	

������ ���������� � ������������! ���� ��&��, &
5���! �"����!� ��������#�� ���*��!W

δG(εp)
δAµ(qω)

= G(εp)JµG(ε+ ωp + q) =

=
∫ ∞

0

dζe−ζ
{
Gζ∆2(εp)Jµ

0 (p;p + q)Gζ∆2(ε+ ωp + q) +

+Fζ∆2(εp)Jµ
0 (p − Q;p− Q + q)F+

ζ∆2(ε+ ωp + q)
}

��&��I 

�� ���"�������� ���%���!�� ���������!� �� .��& �&II& G�������!� �� (��� ��	
�*�#��� ���*����� �*!!��������! ��� ������!! ������ ���!*����� ��� ������	
��� ����& P��� ����� 1���� �������2� ���� ����!���# 
������� ��*������ ��	
��� � ������! �������� (������� � ����!�������!�� !����� ���& ��!����� �����
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.��& �&IIW 8��%������ ������������� %*��������#��� ����������� G(εp)&

.��& �&IJW G�������������� �������� � !����� �������������� ���������&

��&���  ^ * ��� � ������ "�� �������*�# 1��(�����������2 ������� *����������
�� %�*��*����! ����&

5����# !���� ����* �������# � ����������*)��� ��������������� ��������
�������� ����! *�� � !��*"�������� ��
���� W

Π(qωm) =
∫ ∞

0

dζe−ζ2T
∑

n

∫ ∞

−∞

dp

2π
{
Gζ∆2(εnp)Gζ∆2(εn + ωmp + q) +

+Fζ∆2(εnp)F+
ζ∆2(εn + ωmp + q)

}
=< Πζ∆2(qωm) >ζ ��&��J 

�� �������������� ������!!�!�� ���������!� �� .��& �&IJ& ����!� �� ��� �����!
*��������� �� %�*��*����! ���� �*� ����� ������ ��������������� �������� ���	
����������� ��(��������& '�������������� ���*��*�� �������] ������� ��� (���	
���!��������� ������� � ����!�������!�� !����� ���������� ���� ^ �*��� ���	
�����# ������ �������������� ��(�������� �� %������������ ���#) � ������� �
� ����! *�������# ���*�#��� �� %�*��*����! ����& 5���! �"����!� � 
��� ���#	
�����
 ���������� !� ��������*�! ����* ��� ����� ^ ������ ��������������
��(�������� � ������ � ���� �����!�� !����� �������������� ���������&

G������! �����"��� ����� Π∆2(qωm) ^ ���������������� ��������� ���������	
����� ��(�������� � %������������ ���#)& G��������� � ����������*)��� ����	
������ ����*)��� �� ��&��J � ���!��#�*) � ���!��#�*) %*����� 8���� ���������	
����� ��(�������� � ������W

G∆2(εnp) =
u2

p

iεn − Ep
+

v2
p

iεn + Ep
��&��� 

F+
∆2(εnp) =

∆
(iεn − Ep)(iεn + Ep)

��&��� 

��> ���
����� ∆ ��#
� 	����� ��!�	���

���



P��� ������[���� ��,

.��& �&I�W K���*�� ��������������� �����#�*�!�� ��� ��������� �*!!� �� %��	
!������! ������! � ��������������! ���������&

���

u2
p =

1
2

{
1 +

ξp
Ep

}
, v2

p =
1
2

{
1 − ξp

Ep

}
��&��Q 

��� Ep =
√
ξ2p + ∆2� ���������! �*!!* �� %��!������! ������! � ���� ����*�����

��������� �I&IL � ���*��!W

Π∆2(qωm) = −2
∫ ∞

−∞

dp

2πi

∫
C

dε

2π
n(ε)

{
u2

pu
2
p+q

(ε− Ep)(ε+ iωm − Ep+q)
+

+
v2

pv
2
p+q

(ε+ Ep)(ε+ iωm + Ep+q)
+

u2
pv

2
p+q

(ε− Ep)(ε+ iωm + Ep+q)
+

+
v2

pu
2
p+q

(ε+ Ep)(ε+ iωm − Ep+q)
+

∆2

(ε+ Ep)(ε− Ep)(ε+ iωm − Ep+q)(ε+ iωm + Ep+q)

}

��&��L 

��� ����*� �������������� C ������� �� .��& �&I� �[ & P��� ����*� !���� ��%��!�	
�����#� ��� �������� �� .��& �&I� �e � � ����! 1������*�#2 �� "����������#& 5����
�������� ������������ ������! �����
 ���)��� ε = ±Ep � ε = ±Ep+q& �������
����������*)��� ������ �����#�*� �������� %��!������� %*�����W n(ε+ iωm) =
n(ε)� ��� ωm = 2πmT � � n(−ε) = 1 − n(ε)� ������� ����"��� ���� � ����
��� ��
�������������� �� dp � �������������) �� dξp �*������ ��� (��! ����� �� �"��

1������2 �����
����� N��!�� �� ���� ����������#��� %����� 2 � ���*��!W

Π∆2(qωm) = 2N0(EF )

� ∞

−∞
dξp

1

Ep −Ep+q + iωm
[n(Ep) − n(Ep+q)]

�
u2

pu
2
p+q +

∆2

4EpEp+q

�
+

+2N0(EF )

� ∞

−∞
dξp

1

Ep −Ep+q − iωm
[n(Ep) − n(Ep+q)]

�
v2pv

2
p+q +

∆2

4EpEp+q

�
+

+2N0(EF )

� ∞

−∞
dξp

1

Ep +Ep+q + iωm
[n(Ep) + n(Ep+q) − 1]

�
u2

pv
2
p+q − ∆2

4EpEp+q

�
+
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+2N0(EF )

� ∞

−∞
dξp

1

Ep +Ep+q − iωm
[n(Ep) + n(Ep+q) − 1]

�
v2pu

2
p+q − ∆2

4EpEp+q

�
(@�7?,+

��� N0(EF ) 3 ����
�	� 	�	���
�� 	�����
�" %������
�� 
� ����
� <���� ��� ����" �����1��
	��
�� /����� 	 �� 
��� ���	�����=

u2
pu

2
p+q =

1

4

�
1 +

ξpξp+q

EpEp+q
+
ξp

Ep
+
ξp+q

Ep+q

�
, v2pv

2
p+q =

1

4

�
1 +

ξpξp+q

EpEp+q
− ξp

Ep
− ξp+q

Ep+q

�

u2
pv

2
p+q =

1

4

�
1 − ξpξp+q

EpEp+q
+
ξp

Ep
− ξp+q

Ep+q

�
, v2pu

2
p+q =

1

4

�
1 − ξpξp+q

EpEp+q
− ξp

Ep
+
ξp+q

Ep+q

�
(@�7@*+

}��
� ��
��
�� �� ξp � ξp+q ������ � ��� �
���������
�� ��8�� 
����
�	���

G���� ������������� ����������� iωm → ω + iδ ��������#�� ���*��!��W

Π∆2(qω) =
1
2
N0(EF )

∫ ∞

−∞
dξp

{
EpEp+q + ξpξp+q + ∆2

EpEp+q

}
[n(Ep) − n(Ep+q)] ×

×
{

1
Ep − Ep+q + ω + iδ

+
1

Ep − Ep+q − ω − iδ

}
−

−1
2
N0(EF )

∫ ∞

−∞

{
EpEp+q − ξpξp+q − ∆2

EpEp+q

}
[1 − n(Ep) − n(Ep+q)] ×

×
{

1
Ep + Ep+q + ω + iδ

+
1

Ep + Ep+q − ω − iδ

}
��&��, 

P�� � ���# �"��� ��������� ��� ���������������� ��������� �������������� ��	
(�������� � %������������ ���#) ∆2& G�� ∆2 → 0 ������ ������!�� � ��&��, 
����!���� � �*�)� � ������ ���� �"���� ����������)��� ��������������� ���	
����� (����������� ����& ' ��*��� �������� ��� T → 0� �� ∆2 �= 0� ������ ������!��
� ��&��, �"�������� � �*�#� ��� �� ��� ���������������� ��������� ��� T = 0
�!��!W

Π∆2(qω) = −1
2
N0(EF )

∫ ∞

−∞
dξp

{
EpEp+q − ξpξp+q − ∆2

EpEp+q

}{
1

Ep + Ep+q + ω + iδ
+

+
1

Ep + Ep+q − ω − iδ

}
��&��� 

G������ ������� ������������ � ��� �� �������! q � ������� vF q � ∆ ���*��!W

Π∆2(qω) = −1
2
N0(EF )v2

F q
2

∫ ∞

0

dξp

{
1

2Ep + ω + iδ
+

1
2Ep − ω − iδ

}
∆2

E4
p

��&��I 

���
������
�� ����	��
�� ��� 	���"������
��� �� � ��������� ������ !��	� �
���� �����
∆2 � ��	������ ����
������
��� ����#�
��� ��� 	����
� 	 �
��	��������� ������	��� '�
�1��
.��
� Fαβ �� 	��
���� �
���	�� (?�?�+� 2������	���

�� � ����#�
�� ��� ��������1��

��� ���8
������ 	���"������
��� Π∆2(qω)� �� 	���
�
� 	 	������	��� !�� ����#�
��� �� (@�7?$+� ���8
�	"���� ����
� FF+ → −FF+� 6���� ����#�
�� ����������� 
�������� �����!�
�� ����������
� 	���"������
��� �$�� ��
��� �
� 
�������
� ��� ����	��
�� ���������	�� σ(ω) 	���"������8

��� 	 ����! '������ ���� (7�))*+� L������
�� ����#�
�� ��� ��������1��

��� ���������
(��%��������	��� ���
�1����	��+ 	���"������
��� ���#
� �������� ����� ���������
�" ����8
��
�� (E�FYCUa[� ),@�+� ��� ����	��
�� FF+ ����� 	 -��������0 �����
��� ��� 	���"������
���
������

�� ����
�
�� �
��� �����
	�����	� 	��
�� ��
�	����
��� �
��� %��" �����
� ��	�����
F 3 '�
�1�� .������ ���	��� � ����"��� ���� ±p → ∓p� > ��������� �������� �����
�1� 
�
����� ����	�

� ���� � (?�7@7+�

��� ���

�� ��� p ∼ +pF � q > 0� �����= ξp+q ≈ ξp + vF q�

Ep+q =

ξ2p+q + ∆2 ≈ Ep + vF q

ξp

Ep
+ 1

2
v2F q

2 ∆2

E3
p

2������	���

�=



P��� ������[���� ��I

S��)��W

ReΠ∆2(qω) = −1
2
N0(EF )v2

F q
2

∫ ∞

0

dξp

{
1

2Ep + ω
+

1
2Ep − ω

}
∆2

E4
p

��&��J 

ImΠ∆2(qω) =
π

2
N0(EF )v2

F q
2

∫ ∞

0

dξp
∆2

E4
p

{δ(2Ep + ω) − δ(2Ep − ω)} ��&��� 

G������! �����# � ��������) ��(����������� ��������!���� � �������!����&
H����#�*� ����������� ����������� ��&L � �!��!W

Reε∆2(qω) = 1 − 4πe2

q2
ReΠ∆2(qω) ��&��� 

Imε∆2(qω) = −4πe2

q2
ImΠ∆2(qω) ��&��Q 

5���� �� ��&��J � ��&��� ���*�!W

Reε∆2(qω) = 1 +
ω2

p

4

∫ ∞

0

dξp
1

E2
p − ω2

4

∆2

E3
p

��&��L 

Imε∆2(qω) =
π

4
ω2

p

∫ ∞

0

dξp
∆2

(ξ2p + ∆2)2
{δ(2Ep − ω) − δ(2Ep + ω)} ��&��O 

��� �����W
ω2

p = vFκ
2
D, κ2

D = 8πe2N0(EF ) ��&�Q� 

^ �������� ����!����� ������ � �"������� ����*�� (��������������&
G�� ω = 0 ��&��� �������� �W

Π∆2(q0) = −2N0(EF )
∫ ∞

0

dξp
EpEp+q − ξpξp+q − ∆2

EpEp+q

1
Ep + Ep+q

��&�Q, 

G�� vF q � ∆ ���)�� ���� �� ��&��J  ���*��!W

Π∆2(q0) = −1
2
N0(EF )v2

F q
2

∫ ∞

0

dξp
∆2

E5
p

= −1
3
N0(EF )

v2
F q

2

∆2
��&�Q� 

�� ���� ����#�*�!�� ����� ��&�Q�  W

ε∆2(q0) = 1 +
4πe2N0(EF )v2

F

3∆2
= 1 +

ω2
p

6∆2
��&�QI 

ξpξp+q ≈ ξ2p + vF qξp

EpEp+q ≈ E2
p + vF qξp + 1

2
v2F q

2 ∆2

E2
p

��� ��� �"���!�� � Π∆2 (qω) �����
�1��=

EpEp+q − ξpξp+q − ∆2 ≈ 1
2
v2F q

2 ∆2

ξ2
p+∆2 �

��2 ������ ����� ��� ��� d = 1 ����� n = 2pF
π
� pF = π

2
n� ����� v2F κ

2
D = 8πe2v2F

1
πvF

= 4e2vF =

4e2 pF
m

= 4πne2

m
� ��� 	�������� 	 ����
�� ��������
��� ������

�� ��	����� M	�� �������������8

	� ���"���
�� 	�	����� 	�	���!�� �� ��
����
�" 1������� �� �	��������� ���	 ����#�
�� ���
��������1��

�" ���������� 
�#
� �!� ��
�#�� 
� ��	�� 1������� ���"���!�"	� 
� ���
�1�
���!��� �������
��� 	���
�� �����1�� ���� 
� 1/a2� ��� a 3 ��	���

�� ������
�� (��� ���	����
�������
��+ �������� ���������� 1�������� � ������
��
�� ���	��	��� 6���� �	� ����	�

��
'������ �	�� �	� 	������������ ����� ��� n �#� 	������ ��
���� ���"���
� ����
�	�
%������
���
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^ ��������*) ��(���������*) ��������!���# �������������� ��(��������&
G�� vF q 
 ∆ �� ��&��, ���*��! ������� ��������� ��*����! W

Π∆2(q0) = 2N0(EF ) =
κ2

D

4πe2
��&�QJ 

��� ��W

ε(q0) = 1 +
κ2

D

q2
��&�Q� 

��� ����# *�� ��&�Q� & ��������� ��&�Q� ������� ����������*�� ��"������� (���	
������� � ���*

� ^ ��� vF q 
 ∆ ������������� ���# ���������� ���*����������]

����������# � ��*�) ω �= 0 � vF q � ∆� ������! ��&��J ���W

Reε∆2 = 1 +
ω2

p

4

∫ ∞

0

dξp
∆2

(ξ2p + ∆2)3/2

1
ξ2p + ∆2 − ω2

4

��&�Q� 

G�� ω → 0 �ω � 2∆ ���)�� ����������� ����*�� ��&�QI � � ��� ω 
 2∆ !� ���*��!
�"���� ����!����� ������W

Reε∆2(ω 
 2∆) = 1 −
ω2

p

ω2
��&�QQ 

G����� ��������� ��&�Q� ��������� ������� ����
�� �� ��&�QI � ��&�QQ � �����	

������ ��� ω ∼ 2∆& G����"��� ���� �������� ����*)��! �"����!& H����#�*�
� ��&�Q� ��!��* ����!����� ξp = ∆sh(z)� ����� ������
 ����"��������� � ������
��"����
 ����������� �!��!W

Reε∆2(ω) = 1−
ω2

p

ω2

⎧⎨
⎩1 +

2∆
ω

1√
1 − ω2

4∆2

[
arctg

(√
4∆2

ω2
− 1

)
− π

2

]⎫⎬
⎭ ��� ω2 < 4∆2

��&�QL 

Reε∆2(ω) = 1 −
ω2

p

ω2

⎧⎨
⎩1 − 2∆

ω

1√
ω2

4∆2 − 1

[
arcth

(√
1 − 4∆2

ω2

)
− 1

]⎫⎬
⎭ ��� ω2 > 4∆2

��&�QO 
���*�� � ����*)� *�������� ���� ������#��� ��*��&

.���!����! �����# �����"��� Imε∆2(ω)& ��������� ��&��O ������������ ���W

Imε∆2(ω) =
π

4
ω2

p

∫ ∞

0

dξp
∆2

(ξ2p + ∆2)2
{
δ
(
2
√
ξ2p + ∆2 − ω

)
− δ

(
2
√
ξ2p + ∆2 + ω

)}
��&�L� 

������� �������� ���#�*��# ��������!� %��!*��!� δ(ax) = 1
aδ(x) �

∫∞
y dxδ(x −

a) = θ(a− y)� ���*�!W

Imε∆2(ω) = π∆
ω2

p

ω3

θ(|ω| − 2∆)√
ω2

4∆2 − 1
��&�L, 

S��)�� ��� ����������#��� ���� �������!���� �!��!W

Reσ∆2(ω) =
ω

4π
Imε∆2(ω) =

{
ne2

mω
π�

ω2
4∆2 −1

∆
ω ��� |ω| > 2∆

0 ��� |ω| < 2∆
��&�L� 
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.��& �&I�W Z�������� ������!���# ����������#��� ���� �������!���� � ���������	
���! ��(��������&

'���������*)��� �������� ������!���# ���������� �������� �� .��& �&I�& ����!�
�� ���������� (������!�������� (������ �����
���� �*��! ���"*������ �����	
����� ���� �����������*) ���# ������� 2∆ � ������ �� �*�� ��� ω > 2∆& P��
������ ��(����������� ���������&

G�� ω 
 2∆ �!��!W

Imε∆2(ω) ≈ 2π
(

∆
ω

)2 (ωp

ω

)2

, Reσ∆2(ω) ≈ ne2

mω
2π
(

∆
ω

)2

��&�LI 

� ������������! ����������� ��� (�� ��������� �*��� ��� *�������# �� %�*�	
�*����! ∆� ��������!�! �������������! ��&��� ��� ��&��Q & 5���! �"����! ��
��&�L, � ��&�L� ���*��!W

Imε(ω) = π∆
ω2

p

ω3

∫ ω2

4∆2

0

dζe−ζ ζ√
ω2

4∆2 − ζ
��&�LJ 

Reσ(ω) =
ω2

p

4
∆
ω2

∫ ω2

4∆2

0

dζe−ζ ζ√
ω2

4∆2 − ζ
��&�L� 

.��*�#���� �������
 ������� (��
 ��������� �������� �� .��& �&IQ� �&IL& :��	
�������� �� ��&�LJ � ��&�L� ����� �������#� �� ��� ω � 2∆ 1��"���)�2 ����*)	
��� ���!��������	W

Imε(ω) ≈ π

6
ω2

p

∆2
, Reσ(ω) ≈ 1

24

(ωp

∆

)2

ω → 0 ��� ω → 0 ��&�L� 
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� ����!�
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�����
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�� ���
�� κ → ∞� &���!�
�� 
�
	����� ��
��
�" ξ 	�!�	���

� 	��#
�� � ����� ��		�����
� 
�#��

�	:�� 	���� ��������	� 	 ������ �	���������	���� ������
�� �
������� ��� a → 0=� a
0
dxe−x x√

a−x
→ � a

0
dx x√

a−x
= 4

3
a3/2�
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.��& �&IQW Z�������� ������!���# !��!�� ���� ��(����������� ��������!���� �

!����� �������������� ���������& /������ Imε(ω) ���� � �������

ω2

p

∆2 &

.��& �&ILW Z�������� ������!���# ����������#��� ���� �������!���� � ��������	

����! ���������& G������!���# ���� � �������

ω2

p

4π∆ &
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G�� ������ Reε(ω) !���� ������ �������� �������� �"��� %��!*�� ����*)��

�� ��&�QO � ��&�QL � ������*)��! *���������! ��&��� W

Reε∆2(ω) = 1 −
ω2

p

ω2

∫ ∞

0

dζe−ζ

{
1 +

4ζ∆2

ω

1√
4ζ∆2 − ω2

[
arctg

(√
4ζ∆2

ω2
− 1

)
− π

2

]}
��&�LQ 

��� ω2 < 4∆2� �

Reε∆2(ω) = 1 −
ω2

p

ω2

∫ ∞

0

dζe−ζ

{
1 − 4ζ∆2

ω

1√
ω2 − 4ζ∆2

[
arcth

(√
1 − 4ζ∆2

ω2

)
− 1

]}
��&�LL 

��� ω2 > 4∆2& 8������ ������ ������� ������#�����#�� �!���� ��&�QO � ��&�QL ���	
������� ���������������� %��!*���W

Reε∆2(ω) = 1 −
ω2

p

ω2 − 6∆2
��&�LO 

������� ������#�� ��������� ������#��� ��������� ��� ω � 2∆ � ω 
 2∆& 5����
���*��!W

Reε(ω) = 1 − ω2
p

∫ ∞

0

dζe−ζ 1
ω2 − 6ζ∆2

= 1 −
ω2

p

6∆2
e−

ω2

6∆2Ei

(
ω2

6∆2

)
��&�O� 

4��������������� �������� ��� ����������� �� ��&�LQ � ��&�LL � ��&�O� ��)�
������������ ���# "������ ���*�#����� ��� (�� ����� �� .��& �&IO& H����#�*�
��������� ���!�������W

Ei(x) =
{

ex

x ��� x
 1
C + lnx+ ... ��� x→ 0, C = ln γ

��&�O, 

!���� �� ��&�O� �����W

Reε(ω) → 1 −
ω2

p

ω2
��� ω 
 2∆ ��&�O� 

Reε(ω) ≈ 1 −
ω2

p

6∆2
ln γ

ω2

6∆2
��&�OI 

R�����%!������ ���
���!���# Reε(ω) �� !���
 ������
 ��!�������*�� ���!�	
�*����� ��� !������������ �� � �� ��(����������� ��������� ����!�������!��
*��������� !����� �������������� ���������&

:��������! �"����! !���� ����!�����# q $ ������!���# ��(����������� ���	
�����!���� � ���������! ������� ω = 0& 4�����! ��������*) ��������������*)
%��!*�*� �������)�*) ������#��� ��*�� ��&�Q� � ��&�QJ W

Π∆2(q0) = −2N0(EF )
v2

F q
2

v2
F q

2 + 6∆2
��&�OJ 

��� ��

ε∆2(q0) = 1 +
κ2

D

q2 + 6∆2

v2
F

��&�O� 
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�������� ��������!���# ���� � �������

ω2

p

∆2 &

�� ����������*�� !���* ��&�QI � ��&�Q� & 5���� � ����� !����� ��������������
���������W

ε(q0) =
∫ ∞

0

dζe−ζ
q2 + κ2

D + 6ζ∆2

v2
F

q2 + 6ζ∆2

v2
F

= 1 − v2
Fκ

2
D

6∆2
e

v2
F q2

6∆2 Ei

(
−v

2
F q

2

6∆2

)
��&�O� 

'���������*)��� ��������� �������� �� .��& �&J�� �� �������� ����� ����� ���	
������� �������� ���������������� %��!*�� � ���*�#����!� ������� �� ����!
%��!*��! �������� !� ��*����! & G�� vF q 
 ∆ �����#�*�! ���!������* ���

x
 1W Ei(−x) → − e−x

x & 5����� ��� � ����*�� ������#� ���*��!W

ε(q0) = 1 +
κ2

D

q2
��&�OQ 

�&�& 1!�����������2 ���"������� ���������& S������ ��� vF q � ∆� ���#�*��# ���!�	
������� Ei(−x) ≈ ln γx (x→ 0)� �!��!W

ε(q0) ≈ 1 − v2
Fκ

2
D

6∆2
ln γ

v2
F q

2

6∆2
��&�OL 

G�� ����! ��������� ε(q0) � ������� !���
 q� (%%�������� �*��������� ����!�	
�������� �����!��� ���W

V(q) =
4πẽ2(q)
q2

��&�OO 
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.��& �&J�W 6�(����������� ��������!���# ��� %*����� ��������� �������& �, $
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ω2

p

∆2 &

���

ẽ2(q) =
e2

1 − v2
F κ2

D

6∆2 ln γ v2
F q2

6∆2

→ 0 ��� q → 0 ��&I�� 

�� ����!����� �������*) ���*���) 1�*�# $ ������2 � ��������� (����������!���
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J (1)RA
1 (ε, ξp; ε+ ω, ξp+q) = ∆2

�
dQ

2π
GA

0 (ε, ξp−Q)GR
0 (ε+ ω, ξp−Q+q) =

= ∆2
�
GA

0 (ε,−ξp + ivF κ) −GR
0 (ε+ ω, ξp+q − ivF κ)

� 1

ω + vF q
=

= ∆2GA
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�
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2ivF κ

ω + vF q

�
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GA
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ω − vF q
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�
×

× 1
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k (ε+ ω, ξp+q) ×

×
	

1 +
2ivF κk

ω − (−1)kvF q − ΣR
k+1(ε+ ω, ξp+q) + ΣA
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G��������� �� ���
 ����!�������
 ���� �����
 !� ��
����� �� ������� %��!� $
�������� R����* �� ������ ������ �� ���)����� 
�������� ����������� %*�����
8����W

G(p) =
Z

ε− vF (p− pF ) + iδ
+ · · · ��&I,� 

��� 0 < Z < 1 $ ��������� ����������� ��������)���� ��� !� ������� �����
%*����� ������������� ����� �� �����
����� N��!� p = pF & 5���� !� ����*����
� ��� ����!������� ����!����
 ����& � ���� ���!�� � ������*��! ������� !�
������� �� ����� ������� ����!����� ����� !���� �������� � ���������� ���!*
���* %*����� 8����� �� ���������� ���)��� � �� �������)��� � ������������!�
������ %��!� $ ��������& 4� ��!�! ����� (�� �������� �"��! ��������! ������
����!�������*)��
 (��������� � ����! ��!������ ^ %��!����������� ���������
���*����*�� ��+�*& � �������� !���� "��#� ���"���� ������ �� �"���� ���!��� �
(��! ������� !� "���� ����!����! ��� �������!*) !����# 5�!����� $ R���������&

P�� !����# ��������� ��� %��!� $ ����� � ��������#) n ��!�*�#� N��!�
pF = πn/2 � !����� m ��������# N��!� vF = pF /m � ����������! ����!����	
����� λ(|x|)� %*�#� $ ��!������� �������� λ(k) ������ �� �*�� ���# � ������#��
*���! ��������� �!�*�#��� |k| ≤ Λ � pF & '���������*)��� ��!��#������ �!���
���W

H =
∑

p

p2

2m
a+

p ap +
1
2

∑
pp′k

λ(k)a+
p a

+
p′ap′−kap+k ��&I,, 

5�!����� �������� �� � ��*�� ������#���� ���#����������� �&�& � �����"�������
���!� �������!� ���� Λ/pF → 0� ������ ��!��#������� ��&I,, ��������� �� ����	
���! �����!� �������� ��������!�
 ���������!� bk, b

+
k
��W

H =
∑

k

v(k)kb+k bk, v2(k) = v2
F +

2vF

π
λ(k) ��&I,� 

4��� !� ������! (�� ������!!��!� !�����!� �H&X&6������������ :&H&R������
,OQI � ����� ��� � ��� �� ����(���������� %*����� 8���� ��
������ ��� ��&I,� �
�"����� |p− pF | 
 Λ� �� �!��� ���������� ��*��� ��� �"���� �����
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�&�& ��� |p− pF | � Λ&
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H!�� � ���* ������ ����!����� �����!� ���"����
 (���������� ���������� ��
.��& �&I� "*��! �������# %*����� 8���� �"���� 1������2 � 1�����2 ���� N��	
!� ±pF � �"������ �
 �������������� G+(p) � G−(p) �± $ %��!���� & 6�� ����
���"����
 �����W

G
(0)
+ =

1
ε− p+ pF + iδ

, G
(0)
− =

1
ε+ p+ pF + iδ

��&I,I 

���� ��� ���������� ������� � �����!� ������ � vF = 1&
Z������ �"���� ������ � ����� %��!� $ ���� !����� �� �*�����*� �����#

�����!� %��!����!� � � �����!� � ����!���������!� ���� � �"����� |p−pF | 
 pF �
������#�* � ������� Λ/pF → 0 ����!��������� �� !���� ���������# �
 ��*� � ��*��&
P�� �������� � ��������� �� � ��� �� ������#) ������� p−pF ��� 1+2$ �����
� p+ pF ��� 1−2 $ ����� !��*� !����#�� � �������
 �� −∞ �� +∞&

G����� ����� ��! �*��� �������# (%%�������� ����!���������� �"������!��
����� D(k) � ��������� ������� � ����� 1���*���#�*)2 ������* Γ(p, k)& � ���*
*������ Λ/pF → 0� �� ���
 �������
 �*��������� ���#�� �!�*�#�� k � pF � ��(��!*
�"� ���������� %*����� %��!������ �
������ � Γ ������ �����# �� ����� � ���
�� %��!� $ ���� +pF ��� −pF � ��� �� !���� ������ Γ+(p, k) � Γ−(p, k)& G�� (��!
!� ����!����! ��������� �"�"����� !����� 5�!������ � �!����� "*��! �����#�
�� ����!��������� ����� ������ 1�����2 �� ��� 	 � �����
 1������2 ��������
��� (�� �������� �� .��& �&J�& '������������� �����! �"��������W

λ++ = λ−− = λ1; λ+− = λ2; D++ = D−−; D+− = D−+ ��&I,J 

M�������� 6������ ��� D �!�)� ���W

D++ = λ1 + λ1Π+D++ + λ2Π−D−+ ��&I,� 

D−+ = λ2 + λ2Π+D++ + λ1Π−D−+ ��&I,� 

�
������ �)�� ��������������� ��������� ���"����)��� ���%���!�� �������	
��!� �� .��& �&J�& M�������� 6������ ��� %*����� 8���� G �!��� �����������
���W

G−1
± = ε∓ p+ pF − Σ± ��&I,Q 

��� Σ+ � Σ− �������� �� .��& �&JQ&
S"���� ��� !� ������ �� �����
 ���!���
 ����� ��������� ���# Γ ����	

�������� "��������! ����! ������!!� � ���* ��� ����� ����� ����)��� ���#
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.��& �&J�W G�������������� ��������� � !����� 5�!����� $ R���������&

.��& �&JQW '�"������� $ (������������ ���� (�������� � !����� 5�!����� $ R���	
������&

���"�������& S����� � ����!�������!�� !����� ����* !���� �����# ���� �
������� Λ/pF → 0� ������#��������# ���������!� M����� �������)��!� Γ � G �
�!�)��!� ����*)��� ������� ���W

Γ+(p, k) =
G−1

+ (p) −G−1
+ (p− k)

ω − k
��&I,L 

Γ−(p, k) =
G−1

− (p) −G−1
− (p− k)

ω + k
��&I,O 

/���#� ��� � ����� k � ���*!����
 %*����� 8���� � ������ �"������� ���* (k, ω)&
'���������� ��&I,L � ��&I,O !���� ������� ���������������� ����!������� ���	
���!!� �����
 �������� � �����#�*� ����*)��� �� ��&I,I ���������W

G
(0)
± (p)G(0)

± (p+ k) =
1

ω ∓ k

(
G

(0)
± (p) −G

(0)
± (p+ k)

)
��&I�� 

6��� � ��!� �� ����!��������� ���������� ����� �������� ���������� �*�����
�!�*�#� (≤ Λ) → 0& 5���� �� ���
 ������!!�
 ��� G ��� Σ �!����� ����������� ��	
��� ������ 1������ �����2� ����������� 1�������2 �!�*�#� p� ��� !���� �����#�
����!������� ���!��� ���%����� ���������� �� .��& �&JL& G�(��!* ��� ������!!�
��� Γ !���� ���*��#� �������� ��������#��! �"����! �����)) ����) ����!�	
�������� � ���%��� ��� ��"������� (������������ ����& P�� �������� �� .��& �&JO�

.��& �&JLW G��!��� ���������
 ���%���� ��� ��"������� $ (������������ ����
(�������� � !����� 5�!����� $ R���������&
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�� ����� ����� ����!��������� ������#�����#�� ��&I�� � !� ��!������� ���*�!
��������� ��&I,L � ��&I,O & G�� (��! ����� ��!����#� �� � ����!�������!�� ����	
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 ������ ����� �*�)& 5����� ����� �*�) ����������*	
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����� ������)� �� ����!������� ��������� M���� &
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�" ���������� + 3 ��	��1=

i
∂ψ+

∂t
+ i

∂ψ+

∂x
= 0 (@��7)+

������ 	������ ����
 	�"��
�
�� ��	�� ��	��1 (������+=

∂ρ+

∂t
+
∂j+

∂x
= 0, ρ+ = j+ = ψ+

+ψ+ (@��77+
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/�� − 3 ��	��1 �
������
�=

i
∂ψ−
∂t

+ i
∂ψ−
∂x

= 0 (@��7�+

∂ρ−
∂t

+
∂j−
∂x

= 0, ρ− = −j+ = ψ+
−ψ− (@��7$+

��	����� ��������
�� ����
���� ����� ����	������� 	���� �����
�
�� <��� �� 	���
��� �� �	8

��
��� 	�	���
� �� ���������
�� 	������	��� !��� ��	�� ���������� ����
�	��< Tρ+(1)ρ+(2)...ρ+(n) >
(� �
������
� ��� − 3 ��	��1+� �� �� ����
�� 	�"��
�
�� (@��77+� (@��7$+ 	������=

(ω1 − k1)(ω2 − k2)...(ωn − kn) < ρ+(k1)ρ+(k2)...ρ+(kn) >= 0 (@��7?+

(ω1 + k1)(ω2 + k2)...(ωn + kn) < ρ−(k1)ρ−(k2)...ρ−(kn) >= 0 (@��7@+

6���� 	����

�� ���� �����#��
�� � �����" 	������ �� (@��7?+� (@��7@+� �	�� �	� �
������� ��
�����	�� '�����
�� 	"����	�� ;���� ������ ��� ���� ��� � ��	���� ��� ������ 	�	���!�" ��
���" � ����� ��
���

������ 	�	���!�� �� ���" ��
�� ������1��
��
� (��� + 3 ��	��1+ �
�������=�
d2p

1

ε− p+ pF + iδ

1

ε− ω − p + k + pF + iδ
(@��7B+
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5����# !� !���! �������# �*���/�/2 �����!* *�������� ���G �D� ������� �
��!��#) ��&I,L � ��&I,O ������� Γ ����G � ���������
 ��� Π � Σ� ���������!�

.��& �&J�� �&JQ& 5���! �"����! ���*��!W

Π+(k) = − i

2π2

1
ω − k

∫
d2p [G+(p− k) −G+(p)] ��&I�L 

Π−(k) = − i

2π2

1
ω + k

∫
d2p [G−(p− k) −G−(p)] ��&I�O 

����! *�������� ��� G± �!�)� ���W

(ε− p+ pF )G+(p) = 1 +
i

4π2

∫
d2k

D++(k)
ω − k

G+(p− k) ��&II� 

(ε+ p+ pF )G+(p) = 1 +
i

4π2

∫
d2k

D−−(k)
ω + k

G−(p− k) ��&II, 

������! �����# Π+ � Π−& �����! �"������� �� �!�*�#�* |p−pF | ≤ A� pF & 5����
�!��!W

Π+(k) = − i

2π2

1
ω − k

∫ pF +A

pF −A

dp

∫ ∞

−∞
dε [G+(p− k, ε− ω) −G+(p, ε)] ��&II� 

����� �� �"����� |p − pF | ≥ A �� !���� "��# ������ �� ��&I�L � ��&I�O ������#�*
��������� ��&I,L � ��&I,O ����������� ���#�� �"���� �����
����� N��!�& 3����
*"����#��� �� (��� ����� ����� �*�)� ���� ��� �������# � ��!��#) 1���"����
2
%*����� 8���� �� ������ & ������� � ��&II� �������� �� ε� �!��!W

Π+(k) =
1

π(ω − k)

∫ pF +A

pF −A

dp [n+(p− k) − n+(p)] ��&III 

��� !� ������#�������# ����� �"��! ���������! ��� %*����� �������������W

n+(p) = −i lim
t→−0

∫ ∞

−∞

dε

2π
e−iεtG+(εp) ��&IIJ 
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H������� �� p � ��&III !���� ���������# ���W∫ pF +A

pF −A

dp... =
∫ pF −A

pF −A−k

dpn+(p) −
∫ pF +A

pF +A−k

dpn+(p) ��&II� 

���� � ������#) Λ/A → 0� !���� �����#� �� n+(p) = nF (p)� ��� nF $ ��*���#��
N��!� ��� T = 0& G�(��!* ���*��!W

Π+(k) =
k

π(ω − k)
��&II� 

:��������! �"����! ���*��! �W

Π−(k) = − k

π(ω + k)
��&IIQ 

H����#�*� ��&II� � ��&IIQ � ��&I,� � ��&I,� � ����� (�� *��������� ��
���!W

D++(k) = (ω − k)
λ1(ω + k) + (λ2

1 − λ2
2)k/π

ω2 − u2k2 + iδ
��&IIL 

���

u =
(

1 +
2λ1

π
+
λ2

1 − λ2
2

π2

)1/2

��&IIO 

5���! �"����! � �����!� �������)� ������������ �"������� ���"*������� ������
������
 ������������ ���)��! ��&IIL & G�� λ1 = λ2 = λ (�� %��!*��� %���������
��)� ���*�#��� 5�!����� ��&I,� �����!��!� �� * ��� ����� vF = 1 &

6�� ��
������� ����(���������� %*����� 8���� �������# �����# ��������
��������#��� *�������� ��&II� � ��������! �����# D++& 3� �� "*��! (��! ����	
!��#�� �����"��� � ����!����! ���#�� ���������� ��*��� ������� ����! �"���
���*�#����&

G*��# λ2 = 0� ����� ������ �� ����� ������� �����
����� N��!� (+) ���"��
�� ����!�������*)� � ������!� �� ��*��� ������� (−)� ��� �� D−+ = 0� �

D++(k) =
π(w − 1)(ω − k)
ω − wk + iδ

��&IJ� 

���

w = 1 +
λ1

π
��&IJ, 

M�������� ��� G+ �!��� ����� ���W

(ε− p)G(p) = 1 +
i

4π

∫
d2kG(p− k)

w − 1
ω − wk + iδ

��&IJ� 

/���# � ����� ��*����! ������ + * G+ � ���������! p �� +pF & 4���������������
������������ !���� *"����#��� �� *�������) ��&IJ� *������������ %*�����W

G(p) = {(ε− p+ iδ)(ε− wp+ iδ)}−1/2
��&IJI 

��� ������ �� ��!�������� ��������� ε ��"��� � ���� �������� �������)���� p−iδ �
wp−iδ �signδ = sign(p) & 5���� %*����� 8���� �� �!��� ���)���� ����������*)��
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����������! ���"*������!� �� ����� �� ��&IIJ ����������� �� �������������
����� �� �!�*�#��! �������� %��!������!W

n(p) = nF (p) ��&IJJ 

6���� !���� ���������������# ��*�� !���
 λ1 � λ2� ����� u �� ��&IIO "����� �
������� �vF ] & H����������� ��&II� � ��&IIL � ��&IIO ����������� �� � (��! ��*��
����(���������� %*����� 8���� ����� !����� �!��� ���W

G(p) = {(ε− p)(ε− up)}−1/2 exp
{
− λ2

2

4π2
ln

Λ
|p|

}
��&IJ� 

���

u = 1 +
λ1

π
+
λ2

1 − λ2
2

2π2
��&IJ� 

������� � ��!��#) ��&IIJ � ��&IJ� %*����) ������������� ����� n(p)� !����
*"����#��� �� ��� λ2 �= 0 ����� ��� p = 0 ���*����*�� � �� ��� !���� ��������
���# ���"������# ���� �o&hBCe� s&l[EEBr� ,O�� W

n(p) =
1
2
− 1

2

(
|p|
Λ

) λ2
2

4π2

sign(p) ��&IJQ 

.���!����!� �������� %������� 1�������������2 ��*�� λ1 = λ2 = λ& � (��!
��*�� �!��!W

D++(k) =
λ(ω2 − k2)

ω2 − v2k2 + iδ
��&IJL 

���

v =
(

1 +
2λ
π

)1/2

��&IJO 

� ��� G �!��! ��������#��� *��������W

(ε− p)G(p) = 1 +
i

4π2

∫
d2kG(p− k)

λ(ω + k)
ω2 − v2k2 + iδ

��&I�� 

X�� ����� !���� �����# �����
��� � �����������!* ������������) x, t & 3� (����
�����# �� "*��!� � ���#�� �������! ���*�#��� ��� %*����� ������������� �����
�� �!�*�#��! n(p) �"���� %��!� $ ���� p = 0& G�� ���"�! ����!���������� �����
λ → 0� v → 1 �!��! ���*�#��� ��&IJQ � λ1 = λ2 = λ& P�� %��!*�� ��
�������� ��
��
 ���� ���� ����!��������� �� ������! ���#��W

n(p) =
1
2
− const|p|2αsign(p) ��&I�, 

���

α =
(v − 1)2

8v
, ����! α < 1/2 ��&I�� 

S������ ����� ������� α �������� 1/2� ���*��! ����! ���������� n(p) �"����
%��!� $ ���� ���������� �������� ���W

n(p) =
1
2
− const · p ��&I�I 

� �)"�! ��*�� ����� %*����� ������������� � ���� N��!� ���]
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R
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G������! ���*�#���� ������������ ���!����������� ���������G(εp) � �"�����
p ∼ ε� Λ& G�� α < 1/2W

G(ε ∼ p) ∼ 1
ε1−2α

��&I�J 

G�� α > 1/2W
G(ε ∼ p) ∼ A+Bε2α−1 ��&I�� 

G�� 3/2 > α > 1W
G(ε ∼ p) ∼ A+Bε+ Cε2α−1, � �&�& ��&I�� 

5���! �"����!� � !����� 5�!����� $ R��������� �� �������)��� �������� ����	
��������� ������ %��!� $ �������� R����*& M�� ��� ����# *����� ���"�! ����	
!��������� ���"������# �"���� �����
����� N��!� ���"�� ���)���� ���& ��&I�J  � �
��� ����!��������� ���������� ���� %*����� 8���� ���"�� �������� ������� �
���� N��!� ���& ��&I�J � ��&I��  & '�!� ���� N��!� ����������� ��� (��! ���#
��� ���"�� ���� � ����������
 ��������� �������� �������&

.���!�������� ���!���� ������� � ��!� �� � ����!����
 %��!� $ �����!�

�!��� !���� �����"������ 1��%��������� ��������%�2& R)"�� ������� �������
�"���� ����� �� ���� N��!�� !���� ���*����#� � ��"�)�����! ���
 ������� ��
��	
������ �)"�� ���� ����#��
 ��� ������ $ ������ ����� ������
 �"���� %��!�
$ ����& 3���!������� (�� ����������� � ��!� �� � ���* ������ ���!*����� ���
��"������� $ (������������ ���� Σ(p) ������)��� ���)���� ������ ������
 ��	
������ ����W

λn

(ε− p)n−1
��&I�Q 

� ��!�! ����� ����!����! ��������� ��� Σ� ����������*)���� �����!��� ��&IJI W

Σ(p) = ε− p− [(ε− p)(ε− p− λp/π)]1/2
��&I�L 

.������� ��� � ��� �� λ� ���*��!W

Σ(p) =
λp

2π
+

λ2p2

8π2(ε− p)
+ · · · ��&I�O 

��� ���� (���� ���� ����!� ������� �!�)� ���*��*�* ��&I�Q &
������ �� ������������ ����!������� !����� 5�!����� $ R��������� ���#

����� � ��*����#��& N��������� "��#������� (��
 ������� ��
�������� � ���
����!������� ����!�������*)��
 (��������� � ����!���� � ��!��
 "���� �"��

!������ ����!���������& N��!����������� ��������� ���*����*�� ������� ���� ���	
������ ������� �������*��� ������� (��!�������
 ���"*������& � (��! �!����� ��	
��!����� �����!� � ����!���������! �������)��� ��������� ��#����������� �"�	
��� ������ %��!� $ ��������& G������ �������#� �� � ��
 ������*���� �������
1���������������2 ��������& � ��������� ���� ���"�� ������� �������� ������
���*���� � ���������! ��*!����! ��*��� ��� ��� �������� �����! � ���#��!�
(���������!� ����������!� ����� �5'G $ ������� �!���� 1��������2 %��!���	
����� ��������������� �������� ����*���*�� � �������� �"���� ���� *��!����	
����� ���� 1!�������#���2 %��!� $ �������� +,I-&
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�������� �

� ��!"� #$% ��!&�' (�(
$ ) � ��*�#(�+  ,-�($.

G�� �"�*������ ����� ������ %��!� $ �������� !� ��
����� �� ����� �� �����
	
����# N��!� ��
�������� � ��� ����"�������! 1���)����2 ��������#���� ���	
�!��������� !���* %��!����!�& G������! ������� ���������#���� (���� *����	
������� ���������� �� ������������
 ���"�������
 �8&X&�������� ,OOO &

� �����#��! %��!� $ ���� �����
����# N��!� ������������ ��"�� ����������*)
������*� �������)�*) � �!�*�#���! ������������ �"����� ������
 �n(p) = 1 �
�*���
 �n(p) = 0 ��������� +,,-& _���� �� � ����! ���� �����
����# N��!� ����	
�������� ��"�� *�������� �"7��� $ !���� ��!������ (������ ����� ���# ������
��%��!��*)� ������* !���* ������!� � �*���!� ���������!�� ������� � ����	
������*)��� !���� ��%��!���� �����
����� N��!�&

X��� 1���)�����2 ����!��������� !���* ������!�� ��� ��� !� ������ �����
%*����� ������������� ����� n(p) � �������! ��������� �����!� "���� �� �����	
���� ������ 1 ��� 0& 5�! �� !����� �����
����# N��!� ��
�������� � �����������
� ���� ���"������� � n(p)& 5���� *���������# �����
����� N��!� �������� ����	
�����! ���������� �������������� �������� %��!������ %*����� 8����& /�����!
(�* %*����) 8���� � �����#��! ���� ��� ��������� �!�*�#�� p � �����-� ������
z = ip0W

G(p0,p) =
1

ip0 − vF (p− pF )
�d&, 

S������� �� (�� %*����� 8���� ��� ����� �!��� ����*�������# �� ����������
��	
��� (p0 = 0, p = pF ) � �����
!���! ������������ (p0, p)� ��� (�� %*����� ������
�� ����������& P�� ����*�������# *�������� �&�& �� !���� "��# *�������� !���!�
���!*�����!�& G����� (���� � ��!� �� %��� Φ %*����� 8����� ����!�������	
!�� ��� ��!�������� ����� �&�& G = |G|eiΦ� !������� �� 2π ��� �"
��� �� �)"�!*
����*�* C� �
������)��!* ����� $ ��"� (��!��� *��!��*��� ����������
�����&

� (��! !���� *"����#��� ���� !� ��*���! ���� ���������������� ��!�������
��� ��"� �����
����# N��!� ������������ ��"�� ��!��*�*) ����) � ��*!����!
������������ (px, py)& '���*�������� %*����� 8���� �d&, ����� ����� �� �� ��	
!��*��� ����� � ���
!����! ������������ (p0, px, py)� ���������� �� ������ ����
.��& d&,& N��� %*����� 8���� !������� �� 2π ��� �����! �"
��� ��������#����

�o
���� ��	���� ������	�� ����� ����#�� ����
�� 	�
�����
�	�� ��� z = ξ(p)� � 
� 	����
��
����!� ������� 	 ��1������	��� '�����������

�QI
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� 	�	 ��H����
?��	
� ��\�	��

.��& d&,W G����
����# N��!�� ��� ������������� �"7��� � �!�*�#���! ��������	
����& �*��	�/W � �����#��! %��!������! ����� �����
����# N��!� �����������
�%��* ����������
 ��������� � ���������#��� (�������& 9���/W �����
����# N��	
!� ��
�������� ���� ��� 1���)����2 ����!���������& G����� � ��!� �� ���
������������ ��"�� ������������ *�������� �"7��� $ 1��
�#2 � �����
!����!
������������ �p0,p &

����*�� C� �
������)���� �)"�� (��!��� (���� 1��
������ ���#��2� � ���
!��	
��! ������������ (p0, px, py)& '���������*)��� 1����*��������� ����2 N1 = 1 ��
!���� !����#�� ����������! �"����! � *�������� �� ��������) � ����"�������	
!* 1���)���)2 �)"��� ����!���������& G�(��!* ����*�������# %*����� 8���� �
������ �*����
 (������ ���"*������ � �����!� %��!����� ��� (��! ����� ��
��	
��)���&

> ��!�� 	����� '�
�1�� .��
� '�����
� ������	� �����1�� 	� 	��
����� �
���	���� > ����8
�����	��� ���	����� �
� "������������	� �����
����
� ��

�� �
���	�� � �� �� > ����� 	������
��
���� '��� ���
��	��� '�
�1�� ������ 	��	�� ��
��� ���	�

�� ����������	��� 	���	���� '��8
����	��� 	�"��
���	�� o�#
� �������� ��� � � ����� ��!�� 	����� ��#
� ���	�� ����������	���
�
�����
�� ������� ����	�����	� � 	���� !�� ����=

N1 = Sp

&
C

dl

2πi
G(p0,p)

∂G−1(p0,p)

∂l
(G�7+

��� '�
�1�� .��
� ����	������� 	���� 	������	��� !� �����1�� � �
������ �����	� �� ���8
�����
��� ��
���� C � ���	���
	��� (p0,p+� ����#� !��� ����������"
�	� 	�
�����
�	��� �
%��� ���	���
	��� (��� %�� ������
� 
� 
�#
�� ��	�� A�	� G�)+� > (G�7+ Sp �����	� �� 	��
�����
��

�� � ������ �����#
�� �
���	���

� %��!� $ �������� R����* ����������� %*����� 8����� ��� !� ����!� �!���
���W

G(p0,p) =
Z

ip0 − vF (p− pF )
+ · · · �d&I 

� ������ �� �����#���� %��!� $ ���� �������# N��!� vF �� ��������� "��#��
������ pF /m� � �������� �����#��� 1%*���!�����#��� ����������2 ������ %��!�
$ ��������& S�� ���������� (%%������*) !���* ����������� m∗ = pF /vF & H�!�	
����� vF � ����� Z �� !���)� ������* �������������� ���������� �d&� & P��

�4��	 �����	� ������ �
������ 	 ����������	��� �	�������	� ������	��	��" ��"��� � 	���"8
������
���" xx ����� ��� �������� ������� ������ ��� ����	�
�� ��� Ψ = |Ψ|eiΦ �7)��



�Q�

������������ ������������� ������ R����* �" ���������! ������������ !���*
�����(�����������!� �����������!� � %��!� $ �������� � ������!� � �����#	
��! %��!� $ ����&

G�(��!* ����� � �����!� �� �������)� 1��%���������2 ���"�������� ���� �"�*�	
�����
�� ���� � ����� � !����#) 5�!����� $ R��������� � ���������� %��!� $
�������� ������ %��!�����
 ���������� ����������� *��������#��� ������!�	
��#)W

ε(p) → vF (|p| − pF ) �d&J 

� ��*!� 1%*���!�����#��!� ���������!�2 vF � pF & H
 ������� ������������ 1!��	
�����������!�2 ����!���������!�� �� � ������ %��!� $ �������� ��� ����)���
%���!�����������!� ���������!�&

5������������ *���������# �����
����� N��!� �������� �� �)"�� ��������	
��� ��!������ �����!� �� !����� ������������� ���������& � ��������� ����!
��!������! !���� "��# � ����"�������� ���)���� ����!��������� !���* ����	
��!� � ���� ����"�������� ��%��!���� �����
����� N��!�& � *������
 ����

����"�������
 ����������� (������������ *����� �����!� �� !��*� ���������#
�����
����# N��!�& '�������� "�� ���"*������
 ���������� �����%��!��*����
� ��*��� ����� �� ���������� �&�& ���**! �����!� ����
���� � ��*��� ���**! ���	
������ ��������� & P�� � �������� � �������������� �����!� R���������� �������
*���������� �� �"7�! �����
����� N��!� �������� 1����"�������! ����������!2
����� ������ ���� ����� � �����!� �� ��!������� &

6�� ���������� %��!� $ �������� �� �%�������� �����
����#) N��!�� �����	
!� R��������� �������� � *���������) � ��
������� �"����� ���������] ������	
����� !���* ��������#) ����� � �!�*�#��! N��!�W

n =
p3

F

3π2�3
�d&� 

G����
����# N��!�� 
���������*�!�� ������������! ����������! N1 �*�����*��
��� �����! �)"�
 ���!�������� � �"���! ������������& � ��*!����� ��� !� ����	
��� ��� ������������ ��"�� ��!��*�*) ����) � ��*!����! �!�*�#���! ��������	
����� ����������*)�*) 1��
����!* ���#�*2 � ���
!����! ������������ �������
$ �!�*�#���! ������������& � ����!����
 �����!�
 �����
����# N��!� ��������
�����! 1��
��!2&

3� ������ ����� �� � ����!����
 �����!�
 %*����� 8���� !���� �!��# ����
���������� ������� �� ����������� %��!*�� �d&I ������ R����*& � ���������
� !����� 5�!����� $ R��������� �� ���)���� ���*��*�� ��������� �� $ �� 1��%��	
������
2 ���
���!�����& 5�! �� !����� ��� �����
����# N��!�� ��� � *����������
� ������ � �����!� ���"*������ �� ����# *����� !���� (������� ��
����)��� ����
�����!� � ��������� ���"�! ����!���������! � ����* ��
������� ��������������
���������� N1 = 1& � ��!�! ����� ���� � ���*����
 ���� ���������
 ��� %*��	
��� 8���� � !����� 5�!����� $ R��������� ����� ��&IJ�  ������� � ε → ip0� ��
� ��
 ��������� ��� �� �� ���"������# ��� (p0 = 0, p = 0)& G�(��!* �����
����#
N��!� ��
��������� ���!���� �� ���*����� �������
 ��������� ������ R����*&

.���!����! � (��� ���� ������ ���* !����# �������������� ��������� � ����
�����!�! ������� "��#��
 �������������
 ���� �ξ → ∞ & G�������! ��&��I ���W

G(p0, p) =
∫ ∞

0

dζe−ζ ip0 + ξp
(ip0)2 − ξ2p − ζ∆2

=



�Q� ��
��R��
� 4� �����D����� G��C
� 	�	 ��H����
?��	
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=
ip0 + ξp

∆2
exp

(
p2
0 + ξ2p
∆2

)
Ei

(
−
p2
0 + ξ2p
∆2

)
�d&� 

5���� ��� p0 → 0 � ξp → 0 �B&C& p→ pF  �!��!W

G(p0, p) ≈
ip0 + ξp

∆2
ln

(
γ
p2
0 + ξ2p
∆2

)
≡ Z(p0, ξp)

ip0 − ξp
�d&Q 

���

Z(p0, ξp) = −
p2
0 + ξ2p
∆2

ln

(
γ
p2
0 + ξ2p
∆2

)
→ 0 Y<= p0 → 0, ξp → 0 �d&L 

����!� �� ������� 1�����2 ���������� ������#�� ���#��!� �� �� ����"���*�� ��	
�)� %*����� 8���� � �*�#] S������ ����*�������# %*����� 8���� �� �����
�����
N��!� ��
��������W �*�# (�� ���� ����*�������#� ����! � ��! �� ������������!
����������!� �� � ���)��& 5���! �"����!� ���� !����# � ��������! �!���� ���	
������ !����� ��������������� ��� 1!�������#���2 %��!� $ ��������" � ���#
���#��� �������!������� ����*�������� �� �����
����� N��!�&

S����� �� ������ %��!� $ �������� R����* � ����!����
 �����!�
 ���������	
�� ��� ����!������� ��-�����
��5� �����W ������������ ���)�� ���*����*)��
�!���� ��
 �!����� ������ � ��!�������� ��������� ������� ��� �� ��������	
��� ���"*������ �� ����������& N*����� ������������� ����� ��� (��!� ��� !�
������ � ��&I�, � �� �!��� ����� �� �����
����� N��!�� ������� ���"�� �������
!���� ��
�����#�� ��������� ���"������# � �� �����������&

������ ���������
 .�M�>������� �� ����	
�
�� %���� �����	��
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��($! � � #�/*�+� & ) �� �
��$��!��0 ) $!��($ !�1&.

����������# � ����� � �������� (�������� � ���� ��*���� ������������
 � ���	
��������� �������������� ������!� ��� !���� ���*��# %��!��#��� ��������� ���
*���������� ����(���������� %*����� 8���� � ���� %���!��������� ��������� ��
����������! +��-� (������������� �*!!� ���� ������!����
 ������!! ������ ���	
!*�����& 6�� (��������� ����*������ � ���������#��! ���� �J&, � � �����������
$ ���!����! ������������� %*����� 8���� ������������ � ���� ������������ ��	
������� �� ����������! ����*)���� ���� �N $ ������ ���� ������������� W

G(rr′; t) =
∫ r(t)=r

r(0)=r′
Dr(τ) exp

⎧⎨
⎩ i

�

∫ t

0

dτ

⎡
⎣mṙ2

2
−

N∑
j=1

v(r − Rj)

⎤
⎦
⎫⎬
⎭ �v&, 

���
∫ r(t)=r

r(0)=r′ Dr(τ) �"������� %*��������#��� �������������� �� !��� ������ $ N��	

�!��� +��-� ����! r � r′ ����������)� ��"�� �����*) � ����#�*) ���� �����	
���� ��������!��� �� �������� ���!��� t&

.���!����! ��������� �"��� ��*��� ����� ������ N $ ������� %*�����
������������� +,,- ������������� FN (R1, ...,RN )& 5����� ������� *��������� ������
� �v&, � ���������� �� ���%��*����� ��������)��
 �������� ���*��!W

〈
exp

⎧⎨
⎩− i

�

∑
j

∫ t

0

dτv(r(τ) − Rj)

⎫⎬
⎭
〉

=

=
1
V N

∫
dR1...

∫
dRN exp

⎧⎨
⎩− i

�

∑
j

∫ t

0

dτv(r(τ) − Rj)

⎫⎬
⎭FN (R1, ...,RN ) =

= exp

⎧⎨
⎩

∞∑
n=0

(
− i

�

)n 1
n!

∫ t

0

dτ1...

∫ t

0

dτn

〈∑
i

v(r(τ1) − Ri)...
∑

j

v(r(τn) − Rj)

〉
c

⎫⎬
⎭ ≡

≡ exp

{∑
n

(
− i

�

)n

Kn

}
�v&� 

�QQ
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��� < ... >c $ �*!*������� �������� ������������ �������� �J&,I � V $ �"7�! �����	
!�& � ���*�#����� *���������� %*����� 8���� �!��� ���W

< G(rr′; t) >=
∫ r(t)=r

r(0)=r′
Dr(τ) exp

{
i

�

∫ t

0

dτ
mṙ2

2
+
∑

n

(
− i

�

)n

Kn

}
�v&I 

S����������# n = 2 ������� ����������*)��� n = 1� ���� �������#��� %������
!�������# � �&�& ��*�����! ���"�������! ��� ���������� ��*������ ����� ���*	
��!W

< G(rr′; t) >=
∫ r(t)=r

r(0)=r′
Dr(τ) exp

{
i

�

∫ t

0

dτ
mṙ2

2
− 1

2�2

∫ t

0

dτ ′
∫ t

0

dτW [r(τ) − r′(τ ′)]
}

�v&J 
���

W (r − r′) =< V (r)V (r′) >c �v&� 

�� ��� ����� 
�������� ������������
 � ������������ 1���!����2 ������������
� ��!��#) �J&,� � �J&,� � ��������� � ������ � ����������* ���� 1"����� �*!�2
�J&�� &

� ������� ���!��� ���!������ �v&J ��� ������� ���������
 ����� ����!��	
��! (�������� ����*����� � ����!����� �����!� � ��*�����! ��*����! ���� �
�����������! ���� ��&,LJ � �������������! ��� � ����� � ����!�������! !�����
�������������� ���������W

W (r − r′) = 2 < |∆|2 > exp
{
−|r − r′|

ξ(T )

}
cos 2pF (r − r′) �v&� 

N*�#� $ �"��� (���� ����������� �!���� ��� !� ������� ��� ��&,O� W

S(Q) = 2∆2

{
κ

(Q− 2pF )2 + κ2
+

κ

(Q+ 2pF )2 + κ2

}
�v&Q 

��� κ = ξ−1� � ������������ ��"�� ��� �����������
 ���� � ������� ∼ ξ−1� ������	
�������
 �� Q = ±K = ±2pF & ����� ����!���*) q ����������� �� ������ ���� 
��� Q = ±K + q� !���! �������#W∫ t

0

dτ

∫ t

0

dτ ′W [r(τ) − r′(τ ′)] =
∫
dQ

2π
S(Q)

∫ t

0

dτ

∫ t

0

dτ ′eiQr(τ)e−iQr(τ ′) =

= ∆2

∫
dq

π

κ

q2 + κ2

∫ t

0

dτ

∫ t

0

dτ ′eiKr(τ)eiqr(τ)e−iKr(τ ′)e−iqr(τ ′) +

+∆2

∫
dq

π

κ

q2 + κ2

∫ t

0

dτ

∫ t

0

dτ ′e−iKr(τ)eiqr(τ)eiKr(τ ′)e−iqr(τ ′) =

= 2∆2

∫
dq

π

κ

q2 + κ2

∫ t

0

dτ

∫ t

0

dτ ′eiqr(τ)e−iqr(τ ′) cosK[r(τ) − r(τ ′)] =

= 2∆2

∫
dq

π

κ

q2 + κ2

∫ t

0

dτ

∫ t

0

dτ ′eiqr(τ)e−iqr(τ ′) {cosKr(τ) cosKr(τ ′) +

+ sinKr(τ) sinKr(τ ′)} �v&L 

���� !� ����!�������� ���!������* "��#��
 �������������
 ���� ξ → ∞ ����
κ→ 0 & � (��! ��*�� �!��!W∫ t

0

dτ

∫ t

0

dτ ′W [r(τ) − r′(τ ′)] ≈ 2∆2

∫ t

0

dτ

∫ t

0

dτ ′ {cosKr(τ) cosKr(τ ′) +



�QO

+ sinKr(τ) sinKr(τ ′)} = 2∆2

{∫ t

0

dτ cosKr(τ)
}2

+ 2∆2

{∫ t

0

dτ sinKr(τ)
}2

�v&O 

5���� ����� ���*��! ����*)��� ������������� ��� ���������#��� ���� (�������	
�� � �v&J W

exp
{
− 1

2�2

∫ t

0

dτ

∫ t

0

dτ ′W [r(τ) − r(τ ′)]
}

=

= exp

{
−∆2

�2

[∫ t

0

cosKr(τ)
]2
}

exp

{
−∆2

�2

[∫ t

0

sinKr(τ)
]2
}

=

=
∫ ∞

−∞

dx√
π
e−x2+2ix ∆

�

� t
0 cos Kr(τ)

∫ ∞

−∞

dy√
π
e−y2+2iy ∆

�

� t
0 sin Kr(τ) �v&,� 
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 ��!�� ����!����
� ���*��! �������*)�*) ���
*��������*) %*����) 8���� � ����W

< G(rr′; t) >=
∫ ∞

−∞

dVx√
π
e−

V 2
x

∆2

∫ ∞

−∞

dVy√
π
e−

V 2
y

∆2

∫ r(t)=r

r(0)=r′
Dr(τ) exp

i

�

{∫ t

0

dτ
mṙ2(τ)

2
−

− 2
∫ t

0

dτVx cosKr(τ) − 2
∫ t

0

dτVy sinKr(τ)
}
�v&,, 

G���
��� � �������! ����������! � ��������� (Vx, Vy)� �&�& ����� W =
√
V 2

x + V 2
y

� φ = arctg
Vy

Vx
� ���*��!W

< G(rr′; t) >=
∫ ∞

0

dW
2W
∆2

e−
W2

∆2

∫ 2π

0

dφ

2π
×

×
∫ r(t)=r

r(0)=r′
Dr(τ) exp

{
i

�

∫ t

0

dτ

[
mṙ2(τ)

2
− 2W cos(Kr(τ) + φ)

]}
=

=
∫ ∞

0

dWP{W}
∫ 2π

0

G2W cos(Kr+φ)(rr′; t) �v&,� 
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�&Q  & 5���� ����� �� �v&,� �������� � ���*����!* ���� �*!!��������! ������!!
���*�#���* ��&��I & '���������*)��� ���!��#��� %*����� 8���� ��&Q� �"��������
� �*�# ��� *��������) �� %��� � �v&,� � �� ����������*�� ���*�����) � �����!�
���#���� �������& 5���! �"����!� ����!�������� ���� *��������� !����# ������	
�������� ��������� ����������#�� (����������� ����!������) (��������� ������	
������)������ � ���� ���� 2W cos(Kr+φ)� �!����*�� ��������W �� ������� �� ��	
�������� � ������������ �� .(��)� � %��� φ ��������� ������������ �� ���������
(0, 2π)& ������������� ����# ������������� .(��� ����� ������� � �������������!
� ��*�������! 
�������� ��*������ ����� � ������! �������� (�������&
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H����#������� ���!������� ξ → ∞� �&�& �����"������� ������� �����������

����� � S(Q)� ������� ����������*�� �����"������) ��*���!�����"��!� %�*�	
�*����!� �!����*�� ������ ��*������ ���� �� ����������
 ������� ξ ∼ κ−1& H�
%�������
 ���"������� ����� (�� %�*��*���� �������� � ����������#��!* ���	
�����) � 
���������!� ���!���!� ������� τ ∼ ξ

vF
∼ (vFκ)−1 ���& ��&,OL  & _����

�� �������! ������ ��������� !���� �����"��# ��� �"����� (������� *��������	
��)��
 *�����) vFκ � ξp& S�� ����� �� ������ ���� ��� vFκ � T & P�� *������
"��� �������� ���� � ��&,OO & T���� ������������#��� ��� � ���!������] ����!��	
����) ����� � ������!� κ �������� � ����! �� ����������! ������!& 8������
(%%��� ��������� �� ��*���!�����"��
 %�*��*����
� $ ������������� �������
��������� ��������� (�������� � ������ ���������� � �� ������ 1��!����2 ���
vFκ ∼ ∆&

�o�>�2����	���� q<I ���� ?�, (7**)+



��$�!�$/!�

+,- :&:&:"�������� R&G&8��#���� H&X&6�����������& 3����� ��������� ������
���� � ������������� %�����& N��!������ 3� ,O�I� 6�"������ ,OOL

+�- X&3&R�%���� R&G&G���������& '������������ %�����& Z���# �& 14�*��2� 3�
,OQL� ����

+I- R&'&R������� :&�&V����& N*����� 8����& /���� � �������!�& N��!������ 3�
���If aEE�W��```&wBE&C?j� >CyBE<y�e<<��

+J- }&s&l[a[D& l[D� $ c[=EBA>C ca�rBAr& c>CDjw c=Crr� p� ,OL,

+�- 6�&V��%%��& 5����� ����
�������!����& 14�*��2� 3� ,OQ�

+�- s&ua<wr�BB& ij[DEjw xaC<=� <Y @<>B?r �hCAEj=C p<ECr � }=<DBDmCD ,OOO

+Q- '&R&8���"*��& 4��"����!�� ������� � �������
 ������
& 14�*��2� 3� ,OLO

+L- :&T&3�����& 5����� ������
 %��!�	�����! � �������� ���!��
 ����& 14�*��2�
3� ,OLI

+O- c&p<qBC=Cr& xaC<=� <Y 9DEC=[AEBDm kC=wB @�rECwr& ;&d&vCD�[wBD� p� ,O�J

+,�- 6&G����� N&4��#��& 5����� ��������
 ���������& 13��2� 3� ,O�Q

+,,- 3&�&'��������& R����� �� ������������� %�����& 1H�����*� ��!�#)�����

������������2� 3����� $ H������ ���I

+,�- 6&4&/*"����& 4������������ ������������� !�
�����& 14�*��2� 3� ,OQ,

+,I- n&l&z[=w[� �&pjrrBD<y� ;Bw y[D @[[=><<r& @BDmj>[= <= D<D $ kC=wB >B�jB?r& ca�rBAr
bC�<=Er � 	� ��Q ����� 

+,J- G��"��!� ��������!�����*���� ����
�������!����& G�� ���& �&R&8���"*��� �
6&:&K�������& 14�*��2� 3� ,OQQ

+,�- H&3&R�%���� '&:&8������*�� R&:&G���*�& �������� � �����) ��*��������	
��
 �����!& 14�*��2� 3� ,OL�

+,�- l&z&@[?<yr�BB& @j�C=A<D?jAEByBE� [D? h<A[>Bq[EB<D& ;<=>? @ABCDEBFA� @BDm[�<=C
����

+,Q- v&h&d>Eraj>C=� d&}&d=<D<y& o>CAE=<D $ o>CAE=<D 9DEC=[AEB<D BD sBr<=?C=C?
n<D?jAE<=r& 9D 1o>CAE=<D $ o>CAE=<D 9DEC=[AEB<Dr BD sBr<=?C=C? @�rECwr2� o?& e�
d&h&oY=<r [D? l&c<>>[�& o>rCyBC= ,OL�

�L,



�L� -
��������

+,L- v&h&d>Eraj>C=� d&}&d=<D<y� s&o&uawC>DBEr�BB� d&9&h[=�BD& n<aC=CDE o�CAEr BD
sBr<=?C=C? n<D?jAE<=r& 9D 1ij[DEjw xaC<=� <Y @<>B?r2� o?& e� 9&l&hBYraBEr& lB=
cje>BraC=r� l<rA<` ,OL�

+,O- c&d&hCC� x&z&b[w[�=BraD[D& sBr<=?C=C? o>CAE=<DBA @�rECwr& bCy& l<?& ca�r& (��
�LQ �,OL� 

+��- 3&�&'��������& R����� �� ��������� ������ ����& 1H�����*� ��!�#)�����

������������2& 3����� $ H������ ���I

+�,- G& 6� ���& '���
�������!���# !������� � �������& 13��2� 3� ,O�L

+��- 4&N&3���& G���
��� !����� $ ��������& 14�*��2� 3� ,OQO

+�I- T&H&V��������� :&R&P%���& P���������� �������� �����������
 ���*������	
�����& 14�*��2� 3� ,OQO

+�J- b&s&l[EEjA�& ij[DEjw xaC<=� <Y ca[rC x=[DrBEB<Dr BD kC=wB @�rECwr& d?y&ca�r&
	�� ��O �,O�L 

+��- 4&4&T����)"��& K����������� � �����
 ������������� !�
�����& H�"�& ��*	
��& �&I� ,QJ� 14�*���� �*!��2� K��� ,OQ,

+��- '&�&����������� t&:&H�)!��� P&/&K*�!���& '���
�������!���# ����
����

!�������� �
 ������� � ����������& 14�*��2� 3� ,OQQ

+�Q- 6&/��!��& G������� ������ �������� ����& 13��2� 3� ,OQJ

+�L- .&M���� 5&6��"���& 6��#��� ������� � ������
 ����
& 13��2� 3� ,OL�


