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Ïðåäèñëîâèå

Èçëàãàåìûé íèæå ìàòåðèàë ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåñêîëüêî ðàñøèðåííûé êîí-
ñïåêò ëåêöèé ïî îäíîñåìåñòðîâîìó êóðñó �Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ôèçèêà�, ÷èòàåìûõ àâòî-
ðîì íà ôèçè÷åñêîì ôàêóëüòåòå Óðàëüñêîãî Ãîñóäàðñòâåííîãî Óíèâåðñèòåòà, íà÷è-
íàÿ ñ 1992 ãîäà. Êóðñ ïðåäíàçíà÷åí äëÿ âñåãî ïîòîêà ñòóäåíòîâ, ñïåöèàëèçèðóþùèõ-
ñÿ ïî ôèçèêå, è ñîñòàâëÿåò ÷àñòü îáùåãî êóðñà òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè. Â ýòîì ñìûñëå
îí îðèåíòèðîâàí íå òîëüêî íà ñòóäåíòîâ�òåîðåòèêîâ, íî ñîäåðæèò â ñåáå òîò ìèíè-
ìóì çíàíèé, êîòîðûé íåîáõîäèì, â íàñòîÿùåå âðåìÿ, è ôèçèêàì�ýêñïåðèìåíòàòîðàì.
Íóæíî îòìåòèòü, ÷òî îñîáåííîñòè ïðîãðàììû îáó÷åíèÿ ñòóäåíòîâ íà ôèçè÷åñêîì
ôàêóëüòåòå ÓðÃÓ òàêîâû, ÷òî ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêå îòâîäèòñÿ âåñüìà íåçíà÷è-
òåëüíîå âðåìÿ. Ïîýòîìó ïåðåä àâòîðîì ñòîÿëà çàäà÷à äàòü äîñòàòî÷íî êîìïàêòíîå
èçëîæåíèå ìàòåðèàëà, êîòîðîå, òåì íå ìåíåå, ñîäåðæàëî áû îñíîâíûå ïðèíöèïû è
ïðèëîæåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè ê çàäà÷àì òåîðèè êîíäåíñèðîâàííîãî ñîñòîÿ-
íèÿ. Õîòÿ ñàì àâòîð ïðèäåðæèâàåòñÿ òî÷êè çðåíèÿ, âïåðâûå âûñêàçàííîé â ôóíäà-
ìåíòàëüíîì êóðñå Ëàíäàó è Ëèôøèöà, î íåîáõîäèìîñòè ïðåïîäàâàíèÿ òåðìîäèíà-
ìèêè â ñîñòàâå êóðñà ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè, çäåñü ýòà ñõåìà îòáðîøåíà, îïÿòü æå
â ñâÿçè ñ îñîáåííîñòÿìè ïðîãðàììû îáó÷åíèÿ â ÓðÃÓ, ãäå ÷èòàåòñÿ îòäåëüíûé êóðñ
ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé òåðìîäèíàìèêè.

Äàííûå ëåêöèè íå ÿâëÿþòñÿ îðèãèíàëüíûìè è ïðàêòè÷åñêè ïîëíîñòüþ îñíîâà-
íû íà èçâåñòíûõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ó÷åáíèêàõ è ìîíîãðàôèÿõ [1, 2, 3, 4]. Àâòîðó
ïðèíàäëåæèò òîëüêî îòáîð ìàòåðèàëà, êðîìå òîãî çäåñü äîáàâëåíî îáñóæäåíèå ðÿ-
äà îòäåëüíûõ âîïðîñîâ, îñíîâàííîå íà èñïîëüçîâàíèè ìàòåðèàëà, âçÿòîãî èç äðóãèõ
èñòî÷íèêîâ, êîòîðûå áóäóò öèòèðîâàòüñÿ ïî õîäó èçëîæåíèÿ. Ââèäó óïîìÿíóòîãî
íåäîñòàòêà âðåìåíè, èçëîæåíèå îãðàíè÷åíî ðàññìîòðåíèåì äîñòàòî÷íî òðàäèöèîí-
íûõ çàäà÷. Íåêîòîðîé îñîáåííîñòüþ ÿâëÿåòñÿ òîëüêî ïîïûòêà äàòü ýëåìåíòàðíîå è
êðàòêîå ââåäåíèå â ìåòîäû ñîâðåìåííîé òåîðèè êîíäåíñèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ, ïðåä-
ïðèíÿòàÿ â ñàìîì êîíöå êóðñà.

Îñíîâíîé ìàòåðèàë, ïðåäíàçíà÷åííûé äëÿ ñòóäåíòîâ âñåõ ñïåöèàëèçàöèé, èçëà-
ãàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî. Ðÿä áîëåå ñïåöèàëüíûõ âîïðîñîâ, áîëåå îðèåíòèðîâàííûõ
íà ñòóäåíòîâ�òåîðåòèêîâ, âûíåñåí â Ïðèëîæåíèÿ è â ðàçäåëû, îòìå÷åííûå �çâåçäî÷-
êîé�. Ôàêòè÷åñêè, ýòè âîïðîñû ðàññìàòðèâàþòñÿ àâòîðîì íà ëåêöèÿõ�ñåìèíàðàõ ñ
ãðóïïîé òåîðåòèêîâ. Òîò ôàêò, ÷òî êóðñ îñíîâàí íà ðÿäå ðàçíûõ èñòî÷íèêîâ, íåèç-
áåæíî ïðèâåë ê íåêîòîðîìó �ðàçíîáîþ� â ñòèëå èçëîæåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿõ, èñïîëü-
çîâàííûõ â ðàçíûõ ðàçäåëàõ. Àâòîð îñîáåííî íå ñòàðàëñÿ íàâåñòè òóò äîñòàòî÷íûé
ïîðÿäîê. Â ýòîì ñìûñëå, ïðåäñòàâëåí èìåííî ìàòåðèàë ëåêöèé, à íå äàíî ôîðìàëüíî
ñòðîãîå èçëîæåíèå, áîëåå ïðèíÿòîå â ó÷åáíèêàõ. Íåêîòîðîé îñîáåííîñòüþ äàííûõ
ëåêöèé ÿâëÿåòñÿ òàêæå íàëè÷èå äîâîëüíî áîëüøîãî ÷èñëà ññûëîê íà îðèãèíàëüíûå
ìîíîãðàôèè, â êîòîðûõ ìîæíî íàéòè áîëåå äåòàëüíîå èçëîæåíèå ðÿäà óïîìèíàåìûõ
â êóðñå âîïðîñîâ.

Ðàçóìååòñÿ, ÷òåíèå äàííîãî ìàòåðèàëà íå ìîæåò çàìåíèòü óãëóáëåííîãî èçó÷å-
íèÿ ïðåäìåòà, êîòîðîå èìååò ñìûñë âåñòè, ïîëüçóÿñü óïîìÿíóòûìè êëàññè÷åñêèìè
êíèãàìè. Òåì íå ìåíåå, àâòîð íàäååòñÿ, ÷òî ïðåäëàãàåìîå ÷èòàòåëþ êðàòêîå èçëîæå-
íèå ìîæåò ïðåäñòàâèòü íåêîòîðûé ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ è îáëåã÷èò ïîíèìàíèå
áîëåå ôóíäàìåíòàëüíûõ ó÷åáíèêîâ è ìîíîãðàôèé.

Ì.Â.Ñàäîâñêèé, Åêàòåðèíáóðã, 1999 ã.
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ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÏÐÈÍÖÈÏÛ
ÑÒÀÒÈÑÒÈÊÈ

Ìû ìîæåì ïðåäñòàâèòü ñåáå áîëüøîå ÷èñëî ñèñòåì îäèíàêîâîé ïðèðîäû, íî ðàç-

ëè÷íûõ ïî êîíôèãóðàöèÿì è ñêîðîñòÿì, êîòîðûìè îíè îáëàäàþò â äàííûé ìîìåíò

è ðàçëè÷íûõ íå òîëüêî áåñêîíå÷íî ìàëî, íî òàê, ÷òî îõâàòûâàåòñÿ êàæäàÿ ìûñ-

ëèìàÿ êîìáèíàöèÿ êîíôèãóðàöèé è ñêîðîñòåé. Ïðè ýòîì ìû ìîæåì ïîñòàâèòü ñå-

áå çàäà÷åé íå ïðîñëåæèâàòü îïðåäåëåííóþ ñèñòåìó ÷åðåç âñþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

åå êîíôèãóðàöèé, à óñòàíîâèòü, êàê áóäåò ðàñïðåäåëåíî âñå ÷èñëî ñèñòåì ìåæ-

äó ðàçëè÷íûìè âîçìîæíûìè êîíôèãóðàöèÿìè è ñêîðîñòÿìè â ëþáîé òðåáóåìûé

ìîìåíò, åñëè òàêîå ðàñïðåäåëåíèå áûëî çàäàíî äëÿ êàêîãî-ëèáî ìîìåíòà âðåìåíè.

Îñíîâíûì óòâåðæäåíèåì ïðè òàêîì èññëåäîâàíèè ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå, äàþùåå

ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ÷èñëà ñèñòåì, çàêëþ÷åííûõ âíóòðè îïðåäåëåííûõ ìàëûõ ãðà-

íèö êîíôèãóðàöèè è ñêîðîñòè. Òàêèå èññëåäîâàíèÿ Ìàêñâåëë íàçûâàë ñòàòèñòè÷å-
ñêèìè. Îíè ïðèíàäëåæàò ê îòðàñëè ìåõàíèêè, îáÿçàííîé ñâîèì ïðîèñõîæäåíèåì

ñòðåìëåíèþ îáúÿñíèòü çàêîíû òåðìîäèíàìèêè èñõîäÿ èç ìåõàíè÷åñêèõ ïðèíöè-

ïîâ, è îñíîâàííîé, ãëàâíûì îáðàçîì, Êëàóçèóñîì, Ìàêñâåëëîì è Áîëüöìàíîì.

Äæîçàéà Âèëëàðä Ãèááñ, Íüþ-Õýéâåí, 1901 ã. [5]
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1.1 Ââåäåíèå.

Òðàäèöèîííî ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî ñòàòèñòè÷åñêàÿ ôèçèêà (ñòàòèñòè÷åñêàÿ ìåõà-
íèêà) ðàññìàòðèâàåò ñèñòåìû, ñîñòîÿùèå èç áîëüøîãî ÷èñëà ÷àñòèö, äâèæóùèõñÿ
ñîãëàñíî çàêîíàì êëàññè÷åñêîé èëè êâàíòîâîé ìåõàíèêè. Èñòîðè÷åñêè îíà âîçíèêëà
â êîíöå XIX âåêà èç ïîïûòîê ïðîâåñòè ìåõàíèñòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå çàêîíîâ òåð-
ìîäèíàìèêè â ðàáîòàõ Äæ.Ìàêñâåëëà è Ë.Áîëüöìàíà. Ïðàêòè÷åñêè ïîëíîå çàâåð-
øåíèå ôîðìàëüíûé àïïàðàò ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè ïîëó÷èë â ôóíäàìåíòàëüíîì
òðóäå Äæ.Â.Ãèááñà [6], ïîÿâèâøèìñÿ â ñàìîì íà÷àëå XX âåêà. Çàìå÷àòåëüíîé îñî-
áåííîñòüþ ìåòîäà Ãèááñà, ñîçäàííîãî çàäîëãî äî ïîÿâëåíèÿ ñîâðåìåííîé êâàíòîâîé
òåîðèè, îêàçàëàñü ïðèìåíèìîñòü åãî è ê êâàíòîâûì ñèñòåìàì. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ
ñòàòèñòè÷åñêàÿ ôèçèêà âûøëà äàëåêî çà ðàìêè ïåðâîíà÷àëüíûõ çàäà÷ îáîñíîâàíèÿ
òåðìîäèíàìèêè è åå ìåòîäû è èäåîëîãèÿ ïðîíèçûâàþò, ôàêòè÷åñêè, âñå îñíîâíûå
ðàçäåëû ñîâðåìåííîé òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè. Ïîíèìàåìàÿ óçêî, êàê òåîðèÿ ñèñòåì
ìíîãèõ (âçàèìîäåéñòâóþùèõ) ÷àñòèö, îíà èìååò ãëóáîêèå ñâÿçè ñ ñîâðåìåííîé êâàí-
òîâîé òåîðèåé ïîëÿ, ÿâëÿþùåéñÿ íàèáîëåå ôóíäàìåíòàëüíîé òåîðèåé ìàòåðèè. Â
òîæå âðåìÿ, îêàçàëîñü, ÷òî è ïðè îïèñàíèè ìåõàíè÷åñêîãî äâèæåíèÿ ñèñòåì, ñî-
ñòîÿùèõ èç ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøîãî ÷èñëà ÷àñòèö, äàæå â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé
ìåõàíèêè, ìû çà÷àñòóþ äîëæíû èñïîëüçîâàòü ñòàòèñòè÷åñêèå ìåòîäû, ÷òî ñâÿçàíî
ñ êðàéíå ñëîæíûì (íåóñòîé÷èâûì) õàðàêòåðîì äâèæåíèÿ â áîëüøèíñòâå íåòðèâè-
àëüíûõ ñëó÷àåâ. Èäåè è ìåòîäû ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè ÿâëÿþòñÿ îñíîâîé äëÿ
ïîíèìàíèÿ ïðîöåññîâ â òâåðäûõ òåëàõ, ãàçàõ, æèäêîñòÿõ è ïëàçìå, à ñîâðåìåííàÿ
òåîðèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö (óïîìÿíóòàÿ âûøå êâàíòîâàÿ òåîðèÿ
ïîëÿ) ÿâëÿåòñÿ, ñ ñàìîãî íà÷àëà, òåîðèåé ñèñòåì ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâî-
áîäû, ãäå ñòàòèñòè÷åñêèå ìåòîäû èãðàþò îñíîâîïîëàãàþùóþ ðîëü. Ê ñîæàëåíèþ, â
ðàìêàõ äàííîãî êóðñà ìû ëèøåíû âîçìîæíîñòè ñêîëüêî-íèáóäü ïîäðîáíîãî îáñóæ-
äåíèÿ âñåõ ýòèõ ñâÿçåé è îãðàíè÷èìñÿ ëèøü äîñòàòî÷íî òðàäèöèîííûìè ïðîáëåìàìè
îïèñàíèÿ ïðîñòûõ ìîäåëåé ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè [1, 2, 4], êîòîðûå, òåì íå ìåíåå,
ÿâëÿþòñÿ îñíîâîé ñîâðåìåííîãî ïîíèìàíèÿ è ãîðàçäî áîëåå ñëîæíûõ çàäà÷.

1.2 Ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó èç N îäèíàêîâûõ (äëÿ ïðîñòîòû) âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö,
íàõîäÿùèõñÿ â êîíå÷íîì, íî ìàêðîñêîïè÷åñêè äîñòàòî÷íî áîëüøîì îáúåìå V . Äëÿ
ïðîñòîòû òàêæå ñ÷èòàåì, ÷òî ÷àñòèöû íå îáëàäàþò âíóòðåííèìè ñòåïåíÿìè ñâîáî-
äû. Åñëè äâèæåíèå ÷àñòèö îïèñûâàåòñÿ çàêîíàìè êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè, òî ñî-
ñòîÿíèå k-îé ÷àñòèöû çàäàåòñÿ çíà÷åíèÿìè åå êîîðäèíàò qk è èìïóëüñà pk, à ñî-
ñòîÿíèå âñåé ñèñòåìû � çàäàíèåì çíà÷åíèé âñåõ êîîðäèíàò q1,q2, ...,qN è èìïóëü-
ñîâ p1,p2, ...,pN . Òàêèì îáðàçîì ñîñòîÿíèå ñèñòåìû ìîæåò áûòü îïèñàíî çàäàíèåì
òî÷êè â 6N�ìåðíîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå: (q1,q2, ...,qN ,p1,p2, ...,pN ) � ôàçîâîé

òî÷êè. Äèíàìè÷åñêàÿ ýâîëþöèÿ ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ Ãà-
ìèëüòîíà: 1

dqk
dt

=
∂H

∂pk

dpk
dt

= − ∂H

∂qk
, (1.1)

ãäå
H = H(q1,q2, ...,qN ,p1,p2, ...,pN ) ≡ H(p, q) (1.2)

1Èíòåðåñíî çàìåòèòü, ÷òî ìåòîä Ãèááñà ïîëíîñòüþ îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè èìåííî ãàìèëüòî-
íîâîé, à íå ëàãðàíæåâîé ôîðìóëèðîâêè êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè.
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ïîëíûé ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû. Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé ñëó÷àé, êîãäà ÷àñòèöû âçà-
èìîäåéñòâóþò ïîñðåäñòâîì ïàðíîãî öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîãî ïîòåíöèàëà U(|qi −
qk|), òàê ÷òî ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû èìååò âèä:

H =
N∑
k=1

p2
k

2m
+

1

2

∑
i ̸=k

U(|qi − qk|) (1.3)

Òîãäà óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èìåþò âèä:

q̇k =
pk
m

ṗk = −
∑
i ̸=k

∂U(|qi − qk|)
∂qk

= Fk, (1.4)

ãäå Fk�ñèëà, ñ êîòîðîé íà k-þ ÷àñòèöó äåéñòâóþò âñå îñòàëüíûå. ßñíî, ÷òî äëÿ
ñêîëüêî-íèáóäü çàìåòíîãî çíà÷åíèÿ N ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.4) íå ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì, äàæå ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè. Êðîìå òîãî, äàæå åñëè áû ìû
ìîãëè íàéòè òàêîå ðåøåíèå, òî è ïîëüçû îò íåãî áûëî áû íå òàê óæ ìíîãî. Äåëî â
òîì, ÷òî ðåàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ êàæäîé èç ÷àñòèö ñêîðåå âñåãî îêàçàëàñü
áû âåñüìà çàïóòàííîé. Áîëåå òîãî, ðåøàòü óðàâíåíèÿ (1.4) íóæíî, åñòåñòâåííî, ñ
íåêîòîðûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, à ðåøåíèå, êàê ïðàâèëî, îêàçûâàåòñÿ êðàéíå
÷óâñòâèòåëüíûì ê âûáîðó ýòèõ óñëîâèé, òî÷íîå çíàíèå êîòîðûõ â ðåàëüíîé ñèòó-
àöèè îòñóòñòâóåò. Â ñèëó ðàçâèâàþùåéñÿ â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ íåóñòîé÷èâîñòè
äâèæåíèÿ, ðåøåíèÿ (òðàåêòîðèè), ñîîòâåòñòâóþùèå äàæå âåñüìà áëèçêèì íà÷àëü-
íûì óñëîâèÿì, â òå÷åíèå âåñüìà êîðîòêîãî âðåìåíè íà÷èíàþò ýêñïîíåíöèàëüíî îò-
ëè÷àòüñÿ è íå èìåþò íè÷åãî îáùåãî. Â ðåçóëüòàòå, èç òàêèõ ðåøåíèé ìû ìàëî ÷òî
ìîæåì óçíàòü î ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ ñèñòåìû èç áîëüøîãî ÷èñëà N ÷àñòèö,
êîòîðûå, ñîáñòâåííî ãîâîðÿ, íàñ è èíòåðåñóþò. Ôàêòè÷åñêè, ïðîáëåìû, ñâÿçàííûå
ñ íåóñòîé÷èâîñòüþ òðàåêòîðèé âîçíèêàþò óæå â ñëó÷àå ñèñòåì, ñîñòîÿùèõ âñåãî
èç íåñêîëüêèõ ÷àñòèö. Èìåííî ýòè îáñòîÿòåëüñòâà è âûíóæäàþò íàñ ïðèáåãíóòü ê
ñòàòèñòè÷åñêîìó àíàëèçó.

Èòàê, óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (1.4) îïðåäåëÿþò äâèæåíèå ôàçîâîé òî÷êè â ôàçî-
âîì ïðîñòðàíñòâå, ÷òî è îïðåäåëÿåò ìåõàíè÷åñêîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû. Òðàåêòîðèÿ
ôàçîâîé òî÷êè â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ ôàçîâîé òðàåêòîðèåé. Äëÿ êîí-
ñåðâàòèâíûõ ñèñòåì ýíåðãèÿ ñîõðàíÿåòñÿ, òàê ÷òî:

H(q, p) = E (1.5)

Ñëåäîâàòåëüíî, ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ äîëæíà ëåæàòü íà ïîâåðõíîñòè ïîñòîÿííîé
ýíåðãèè â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, îïðåäåëÿåìîé óñëîâèåì (1.5) � òàê íàçûâàåìîé
ýðãîäè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè. 2

Êîãäà ìàêðîñêîïè÷åñêàÿ ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â (òåðìîäèíàìè÷åñêîì) ðàâíîâåñèè,
åå ìàêðîñêîïè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè îñòàþòñÿ ïîñòîÿííûìè âî âðåìåíè (òåìïåðà-
òóðà, îáúåì, äàâëåíèå è ò.ï.), îäíàêî ñ ìèêðîñêîïè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ åå ñîñòîÿíèå
âñå âðåìÿ ìåíÿåòñÿ è ìû íå çíàåì, â êàêîì êîíêðåòíî ìèêðîñîñòîÿíèè ñèñòåìà íà-
õîäèòñÿ â äàííûé ìîìåíò (ò.å. ãäå êîíêðåòíî â äàííûé ìîìåíò íàõîäèòñÿ ôàçîâàÿ

2Âàæíóþ ðîëü â îïðåäåëåíèè ñòðóêòóðû ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà èãðàåò òåîðåìà Êîøè î åäèí-
ñòâåííîñòè ðåøåíèé ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïðè äîâîëüíî ìÿãêèõ
óñëîâèÿõ íà ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé (1.4), ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè ðå-
øåíèå. Ýòà òåîðåìà àâòîìàòè÷åñêè èñêëþ÷àåò ïåðåñå÷åíèå äâóõ ðàçíûõ òðàåêòîðèé â ëþáîé ðå-
ãóëÿðíîé òî÷êå ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà (êðîìå íåïîäâèæíûõ òî÷åê, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàâåíñòâó
íóëþ ïðàâûõ ÷àñòåé (1.4)).
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òî÷êà íà ýðãîäè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè). Ñòàòèñòè÷åñêèé ïîäõîä çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî
ìû ìîæåì ïîïûòàòüñÿ îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü ðåàëèçàöèè ñîâîêóïíîñòè âñåõ âîç-
ìîæíûõ ìèêðîñîñòîÿíèé ñèñòåìû, îòâå÷àþùèõ äàííîìó åå ìàêðîñîñòîÿíèþ. Ñëå-
äóÿ Ãèááñó, ïðèíÿòî ðàññìàòðèâàòü íå äàííóþ êîíêðåòíóþ ñèñòåìó, à ñîâîêóïíîñòü
áîëüøîãî (â ïðåäåëå N → ∞ áåñêîíå÷íîãî!) ÷èñëà åå êîïèé, íàõîäÿùèõñÿ â ìàê-
ðîñêîïè÷åñêè òîæäåñòâåííûõ óñëîâèÿõ, ïðåäñòàâëÿþùèõ òàê íàçûâàåìûé àíñàìáëü
Ãèááñà, îïèñûâàþùèé ìàêðîñêîïè÷åñêîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû. Òîæäåñòâåííîñòü âíåø-
íèõ óñëîâèé â ìàêðîñêîïè÷åñêîì ñìûñëå îçíà÷àåò, ÷òî âñå ýêçåìïëÿðû àíñàìáëÿ
õàðàêòåðèçóþòñÿ îäèíàêîâûìè çíà÷åíèÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ïà-
ðàìåòðîâ (ñ òî÷íîñòüþ äî äîñòàòî÷íî ìàëûõ ôëóêòóàöèé) è îäèíàêîâûìè òèïàìè
êîíòàêòîâ ñ îêðóæàþùèìè òåëàìè (ðåçåðâóàðàìè ýíåðãèè èëè ÷àñòèö, ïîðøíÿìè,
ñòåíêàìè è ò.ï.). Â ðåçóëüòàòå âîçíèêàþò îïðåäåëåííûå îãðàíè÷åíèÿ íà êîîðäèíàòû
è èìïóëüñû ÷àñòèö, êîòîðûå â îñòàëüíîì äîñòàòî÷íî ïðîèçâîëüíû.

Ñòàòèñòè÷åñêèé àíñàìáëü çàäàåòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ρ(p, q, t), èìåþùåé
ñìûñë ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñèñòåì â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, òàê
÷òî:

dw = ρ(p, q, t)dpdq (1.6)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåðîÿòíîñòü íàéòè ñèñòåìó (èç àíñàìáëÿ Ãèááñà!) â ìîìåíò âðå-
ìåíè t â ýëåìåíòå ôàçîâîãî îáúåìà dpdq âáëèçè òî÷êè (p, q) ≡ (p1, ...,pN ,q1, ...,qN ).
Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü î÷åâèäíîìó óñëîâèþ íîðìèðîâêè:∫

dpdqρ(p, q, t) = 1, (1.7)

ïîñêîëüêó ñóììà âåðîÿòíîñòåé âñåõ âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé äîëæíà ðàâíÿòüñÿ åäè-
íèöå. Èìåííî òàêàÿ íîðìèðîâêà ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ â êóðñå Ëàí-
äàó è Ëèôøèöà. Î÷åíü ÷àñòî ïîëüçóþòñÿ äðóãèì âàðèàíòîì óñëîâèÿ íîðìèðîâêè.
Ôàêòè÷åñêè, ìû çàðàíåå ïîíèìàåì, ÷òî êëàññè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà åñòü ïðåäåëüíûé
ñëó÷àé êâàíòîâîé (êàê ìû óâèäèì ïîçäíåå, ýòîò ïåðåõîä ïðîèñõîäèò ïðè äîñòàòî÷-
íî âûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ, êîãäà êâàíòîâûìè ýôôåêòàìè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü). Èç
êâàíòîâîé ìåõàíèêè èçâåñòíî [7], ÷òî ïîíÿòèå êîîðäèíàòû è èìïóëüñà êëàññè÷å-
ñêîé ìåõàíèêè ìîæíî ââåñòè òîëüêî â ðàìêàõ êâàçèêëàññè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ.
Ìèíèìàëüíûé ðàçìåð ôàçîâîé ÿ÷åéêè äëÿ îäíîìåðíîãî äâèæåíèÿ i-é ÷àñòèöû â
êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè ðàâåí h = 2π~:3

∆qxi ∆p
x
i ≥ h (1.8)

Ñëåäîâàòåëüíî, ìèíèìàëüíûé ðàçìåð ÿ÷åéêè â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå îäíîé ÷àñòè-
öû ðàâåí h3 = (2π~)3, à â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå N ÷àñòèö îí ðàâåí (2π~)3N . Âåëè-
÷èíà (2π~)3N ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííîé åäèíèöåé äëÿ ôàçîâîãî îáúåìà. Ïîýòîìó ÷àñòî
áûâàåò óäîáíûì ââåñòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ, íîðìèðîâàííóþ íà åäèíèöó ïðè
èíòåãðèðîâàíèè ïî áåçðàçìåðíîìó ôàçîâîìó îáúåìó dpdq

(2π~)3N .

3Êâàçèêëàññè÷åñêîå óñëîâèå êâàíòîâàíèÿ Áîðà-Çîììåðôåëüäà â îäíîìåðíîì ñëó÷àå èìååò âèä:∮
pdq = (n + 1

2
)h. Èíòåãðàë çäåñü ïðåäñòàâëÿåò ïëîùàäü, îõâàòûâàåìóþ çàìêíóòîé êëàññè÷åñêîé

ôàçîâîé òðàåêòîðèåé. Ðàçäåëèâ ýòó ïëîùàäü íà êëåòî÷êè ïëîùàäüþ 2π~, ïîëó÷èì n êëåòîê. Íî
n çäåñü � ÷èñëî êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé, ñ ýíåðãèÿìè íå ïðåâûøàþùèìè çàäàííîãî åå çíà÷åíèÿ,
ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàññìàòðèâàåìîé òðàåêòîðèè. Òàêèì îáðàçîì, êàæäîìó êâàíòîâîìó ñîñòîÿíèþ
ñîîòâåòñòâóåò êëåòêà â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ïëîùàäüþ 2π~. Åñëè ââåñòè âîëíîâîé âåêòîð ÷à-
ñòèöû k = p/~, òî ïîëó÷èì ∆p∆q

2π~ = ∆k∆q
2π

, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò èçâåñòíîìó âûðàæåíèþ äëÿ ÷èñëà
ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé âîëíîâîãî ïîëÿ [8].
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Êðîìå òîãî, ïðè ðàññìîòðåíèè ñèñòåìû N îäèíàêîâûõ ÷àñòèö ñëåäóåò ó÷åñòü,
÷òî ïåðåñòàíîâêà òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö â êâàíòîâîé ìåõàíèêå íå ìåíÿåò ñîñòîÿíèÿ
ñèñòåìû. Ïîñêîëüêó ÷èñëî ïåðåñòàíîâîê äëÿ N òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö ðàâíî N !,
òî ýëåìåíò ôàçîâîãî îáúåìà íóæíî óìåíüøèòü â N ! ðàç, òàê êàê íóæíî ó÷èòûâàòü
òîëüêî ôèçè÷åñêè ðàçëè÷íûå ñîñòîÿíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòî óäîáíåå îïðåäåëÿòü ñ ïîìîùüþ
ñîîòíîøåíèÿ:

dw = ρ(p, q, t)
dpdq

N !(2π~)3N
, (1.9)

à óñëîâèå íîðìèðîâêè çàïèñûâàòü â âèäå:∫
dΓρ(p, q, t) = 1, (1.10)

ãäå:

dΓ =
dpdq

N !(2π~)3N
(1.11)

� áåçðàçìåðíûé ýëåìåíò ôàçîâîãî îáúåìà. Èíòåãðèðîâàíèå â (1.10) ñîîòâåòñòâóåò
ñóììèðîâàíèþ ïî âñåì ðàçëè÷íûì êâàíòîâûì ñîñòîÿíèÿì ñèñòåìû. 4

Åñëè ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ρ(p, q, t) èçâåñòíà, òî ìû ìîæåì, â ïðèíöèïå, âû-
÷èñëèòü âåðîÿòíîñòè è ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ëþáûõ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí, çàâèñÿùèõ îò
êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ ÷àñòèö, ñîñòàâëÿþùèõ ðàññìàòðèâàåìóþ ñèñòåìó. Ñðåäíåå
çíà÷åíèå òàêîé ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû f(p, q) îïðåäåëÿåòñÿ êàê:

< f >=

∫
dΓρ(p, q, t)f(p, q) (1.12)

� ôàçîâîå ñðåäíåå. Óñðåäíåíèå ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ îñâîáîæäàåò íàñ
îò íåîáõîäèìîñòè ñëåäèòü çà èçìåíåíèåì èñòèííîãî çíà÷åíèÿ ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû
f(p, q) ñî âðåìåíåì ñ ïîñëåäóþùèì îïðåäåëåíèåì åå ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ïî âðåìå-
íè. Ïîñëåäíåå îçíà÷àëî áû, ÷òî ñëåäÿ çà èçìåíåíèåì íàøåé âåëè÷èíû ñî âðåìåíåì
(ïðîâîäÿ åå èçìåðåíèÿ â ðàçíûå ìîìåíòû âðåìåíè), ìû äîëæíû áûëè áû ïîñòðîèòü
ôóíêöèþ f = f(t), ïîñëå ÷åãî èñêîìîå ñðåäíåå îïðåäåëÿëîñü áû êàê:

f̃ = lim
T→∞

1

T

∫ T

0

dtf(t) (1.13)

� âðåìåííîå ñðåäíåå. Âîîáùå ãîâîðÿ, äîêàçàòåëüñòâî ýêâèâàëåíòíîñòè ôàçîâîãî è
âðåìåííîãî óñðåäíåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåñüìà ñëîæíóþ (è íå ðåøåííóþ äî êîí-
öà) ïðîáëåìó, ñîñòàâëÿþùóþ ñîäåðæàíèå òàê íàçûâàåìîé ýðãîäè÷åñêîé òåîðèè, ÿâ-
ëÿþùåéñÿ îäíèì èç ðàçäåëîâ ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè [10, 11]. Â ïîñëåäíèå äåñÿ-
òèëåòèÿ çäåñü äîñòèãíóòû áîëüøèå óñïåõè, íî ñîîòâåòñòâóþùèé ìàòåðèàë âûõîäèò
äàëåêî çà ðàìêè íàøåãî êóðñà. Òåì íå ìåíåå, íèæå ìû åùå âåðíåìñÿ ê ýëåìåíòàð-
íîìó îáñóæäåíèþ ýòèõ âîïðîñîâ.

Ôèçè÷åñêèé ñìûñë ïîäõîäà Ãèááñà ìîæíî êà÷åñòâåííî ïîÿñíèòü ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì. Âûäåëèì èç íàøåé çàìêíóòîé ñèñòåìû íåêîòîðóþ ïîäñèñòåìó, ìàëóþ ïî

4Îòìåòèì çàìå÷àòåëüíûé ôàêò, ÷òî ìíîæèòåëü N ! â çíàìåíàòåëå ôàçîâîãî îáúåìà, çàäîëãî äî
ïîÿâëåíèÿ êâàíòîâîé ìåõàíèêè, ââîäèë åùå Ãèááñ, ÷òîáû èçáåæàòü òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ïàðàäîê-
ñà, íîñÿùåãî åãî èìÿ � âîçðàñòàíèÿ ýíòðîïèè ïðè ñìåøåíèè îäèíàêîâûõ ãàçîâ ïðè îäèíàêîâîé
òåìïåðàòóðå è îäèíàêîâîì äàâëåíèè [9].
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ñðàâíåíèþ ñî âñåé ñèñòåìîé, íî âñå åùå ìàêðîñêîïè÷åñêóþ. Ïîäñèñòåìà ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé îïÿòü ìåõàíè÷åñêóþ ñèñòåìó, íî óæå íåçàìêíóòóþ, à èñïûòûâàþùóþ
âñåâîçìîæíûå âîçäåéñòâèÿ ñî ñòîðîíû îñòàëüíûõ ÷àñòåé áîëüøîé ñèñòåìû. Ïîýòî-
ìó ñîñòîÿíèå ðàññìàòðèâàåìîé ïîäñèñòåìû áóäåò ìåíÿòüñÿ ñî âðåìåíåì âåñüìà çà-
ïóòàííûì îáðàçîì. Â ñèëó ýòîé ñëîæíîñòè è çàïóòàííîñòè, çà äîñòàòî÷íî áîëüøîé
ïðîìåæóòîê âðåìåíè âûäåëåííàÿ ïîäñèñòåìà ïîáûâàåò äîñòàòî÷íî ìíîãî ðàç âî âñåõ
ñâîèõ âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèÿõ. Òî÷íåå, îáîçíà÷èì ∆p∆q íåêîòîðûé ìàëûé ó÷àñòîê
îáúåìà ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ïîäñèñòåìû. Ìîæíî ïîëàãàòü, ÷òî â òå÷åíèå äîñòà-
òî÷íî äëèòåëüíîãî âðåìåíè T ÷ðåçâû÷àéíî çàïóòàííàÿ ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ ïîäñè-
ñòåìû ìíîãî ðàç ïðîéäåò ÷åðåç âñÿêèé òàêîé ó÷àñòîê ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïóñòü
∆t åñòü òà ÷àñòü ïîëíîãî âðåìåíè T , â òå÷åíèå êîòîðîãî ïîäñèñòåìà íàõîäèëàñü â
äàííîì îáúåìå ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ∆p∆q. Ïðè íåîãðàíè÷åííîì óâåëè÷åíèè T
îòíîøåíèå ∆t/T áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê íåêîòîðîìó ïðåäåëó:

∆w = lim
T→∞

∆t

T
(1.14)

êîòîðûé è ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðè íàáëþäåíèè ïîäñè-
ñòåìû â íåêîòîðûé ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ìû îáíàðóæèì åå íàõîäÿùåéñÿ â
äàííîì ó÷àñòêå ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó áåñêîíå÷íî ìàëîãî ýëå-
ìåíòà îáúåìà ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ìû ââîäèì ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ρ(p, q, t) è
â ñèëó ñàìîãî îïðåäåëåíèÿ (1.14) ñòàòèñòè÷åñêîå (ôàçîâîå) óñðåäíåíèå (1.12) ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ âïîëíå ýêâèâàëåíòíûì óñðåäíåíèþ ïî âðåìåíè (1.13). Ôèçèêàì, îáû÷íî,
äîñòàòî÷íî òàêèõ ïðîñòûõ ñîîáðàæåíèé. Â ÷àñòíîñòè, Ëàíäàó ñ÷èòàë [1], ÷òî çíà-
÷åíèå ýðãîäè÷åñêîé ïðîáëåìû âîîáùå ïðåóâåëè÷èâàåòñÿ ìàòåìàòèêàìè. Íåñìîòðÿ
íà ïðîäîëæàþùèåñÿ äèñêóññèè íà ýòó òåìó, ñ ïðàãìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ïîäõîä
Ãèááñà íå âûçûâàåò íèêàêèõ ñîìíåíèé, òàê êàê âñå îñíîâíûå âûâîäû, ïîëó÷åííûå
â ðàìêàõ ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè ïîëó÷àþò ïîëíîå ýêñïåðèìåíòàëüíîå ïîäòâåð-
æäåíèå.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì åùå îäíî êà÷åñòâåííîå îáñòîÿòåëüñòâî, èìåþùåå áîëüøîå
çíà÷åíèå äëÿ ïîíèìàíèÿ îñíîâ ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè. Ñòàòèñòè÷åñêîå ðàñïðåäå-
ëåíèå äàííîé ïîäñèñòåìû, êàê ïðàâèëî, íå çàâèñèò îò íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ êàêîé-
ëèáî äðóãîé ìàëîé ÷àñòè òîé æå ñèñòåìû, òàê êàê âëèÿíèå ýòîãî íà÷àëüíîãî ñîñòî-
ÿíèÿ â òå÷åíèå äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè ñîâåðøåííî âûòåñíÿåòñÿ
âëèÿíèåì ìíîæåñòâà äðóãèõ ÷àñòåé ñèñòåìû. Îíî íå çàâèñèò òàêæå îò íà÷àëüíîãî
ñîñòîÿíèÿ ñàìîé âûäåëåííîé íàìè ïîäñèñòåìû, ïîñêîëüêó îíà ñ òå÷åíèåì âðåìåíè
ïðîõîäèò ÷åðåç âñå âîçìîæíûå ñîñòîÿíèÿ è êàæäîå èç íèõ ìîæåò áûòü âûáðàíî â
êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî (ïîòåðÿ �ïàìÿòè�).

1.3 Ñòàòèñòè÷åñêàÿ íåçàâèñèìîñòü.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïðîñòûå ðåçóëüòàòû ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè, êîòîðûå
ïðèãîäÿòñÿ â äàëüíåéøåì. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ, çàìêíóòàÿ ìàêðîñêîïè÷åñêàÿ ñèñòå-
ìà ìîæåò áûòü �ðàçáèòà� íà ðÿä ïîäñèñòåì, êîòîðûå äîñòàòî÷íî ñëàáî âçàèìîäåé-
ñòâóþò äðóã ñ äðóãîì, è â òå÷åíèå äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ïðîìåæóòêîâ âðåìåíè âå-
äóò ñåáÿ ïðèáëèçèòåëüíî êàê çàìêíóòûå ñèñòåìû, ò.å. ÿâëÿþòñÿ êâàçèçàìêíóòûìè.
Ñòàòèñòè÷åñêàÿ íåçàâèñèìîñòü òàêèõ ïîäñèñòåì îçíà÷àåò, ÷òî ñîñòîÿíèå, â êîòîðîì
íàõîäèòñÿ îäíà èç ïîäñèñòåì, íèêàê íå âëèÿåò íà âåðîÿòíîñòè ðàçëè÷íûõ ñîñòîÿíèé
äðóãèõ ïîäñèñòåì.
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Ðàññìîòðèì äâå òàêèå ïîäñèñòåìû, è ïóñòü dp(1)dq(1) è dp(2)dq(2) � ýëåìåíòû îáúå-
ìà èõ ôàçîâûõ ïðîñòðàíñòâ. Åñëè ðàññìàòðèâàòü ñîâîêóïíîñòü îáåèõ ïîäñèñòåì êàê
îäíó ñîñòàâíóþ ñèñòåìó, òî ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ íåçàâè-
ñèìîñòü ïîäñèñòåì îçíà÷àåò, ÷òî âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñîñòàâíàÿ ñèñòåìà íàõîäèòñÿ
â ýëåìåíòå åå ôàçîâîãî îáúåìà dp(12)dq(12) = dp(1)dq(1)dp(2)dq(2) ðàçáèâàåòñÿ íà ïðî-
èçâåäåíèå âåðîÿòíîñòåé:

ρ12dp
(12)dq(12) = ρ1dp

(1)dq(1)ρ2dp
(2)dq(2), (1.15)

òàê ÷òî

ρ12 = ρ1ρ2, (1.16)

ãäå ρ12 � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñîñòàâíîé ñèñòåìû, à ρ1 è ρ2 � ôóíêöèè ðàñïðå-
äåëåíèÿ îòäåëüíûõ ïîäñèñòåì.

Ìîæíî óòâåðæäàòü è îáðàòíîå � ôàêòîðèçàöèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ îçíà÷à-
åò, ÷òî ñèñòåìà ñîñòîèò èç ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûõ ïîäñèñòåì. Åñëè f1 è f2 � äâå
ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû, îòíîñÿùèåñÿ ê äâóì ðàçëè÷íûì ïîäñèñòåìàì, òî èç (1.15) è
(1.12) ñðàçó æå ñëåäóåò, ÷òî ñðåäíåå çíà÷åíèå ïðîèçâåäåíèÿ f1f2 ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ
ñðåäíèõ:

< f1f2 >=< f1 >< f2 > . (1.17)

Ðàññìîòðèì êàêóþ-ëèáî ôèçè÷åñêóþ âåëè÷èíó f , îòíîñÿùóþñÿ ê ìàêðîñêîïè÷åñêî-
ìó òåëó èëè åãî ÷àñòè. Ñ òå÷åíèåì âðåìåíè îíà ìåíÿåòñÿ (ôëóêòóèðóåò) âîêðóã
ñâîåãî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ < f >. Â êà÷åñòâå ìåðû ôëóêòóàöèé íåëüçÿ âçÿòü ïðîñòî
∆f = f− < f >, ïîñêîëüêó èç-çà âîçìîæíîñòè ôëóêòóàöèé îáîèõ çíàêîâ âñåãäà èìå-
åì < ∆f >= 0. Â êà÷åñòâå òàêîé ìåðû îáû÷íî ðàññìàòðèâàþò âåëè÷èíó < (∆f)2 >.
Ïðè ýòîì èìååì < (∆f)2 >≥ 0, ïðè÷åì ýòî ñðåäíåå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ òîëüêî ïðè
f →< f >, ò.å. êîãäà îòêëîíåíèÿ f îò < f > îáëàäàþò ìàëîé âåðîÿòíîñòüþ. Âåëè-
÷èíà: √

< (∆f)2 > =
√
< (f− < f >)2 > (1.18)

íàçûâàåòñÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé ôëóêòóàöèåé âåëè÷èíû f . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî:

< (∆f)2 >=< f2 − 2f < f > + < f >2> (1.19)

=< f2 > −2 < f >< f > + < f >2=< f2 > − < f >2,

òàê ÷òî ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ ôëóêòóàöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ðàçíîñòüþ ìåæäó ñðåäíèì
êâàäðàòîì âåëè÷èíû è êâàäðàòîì åå ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ. Ïðè ýòîì îòíîøåíèå

√
< (∆f)2 >/ <

f > íàçûâàåòñÿ îòíîñèòåëüíîé ôëóêòóàöèåé âåëè÷èíû f . Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî
îòíîñèòåëüíûå ôëóêòóàöèè áîëüøèíñòâà ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí áûñòðî óìåíüøàþòñÿ
ñ ðîñòîì ðàçìåðîâ (÷èñëà ÷àñòèö) òåëà. Â ñàìîì äåëå, áîëüøèíñòâî ôèçè÷åñêèõ âå-
ëè÷èí ÿâëÿþòñÿ àääèòèâíûìè, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì êâàçèçàìêíóòîñòè îòäåëü-
íûõ ÷àñòåé òåëà: çíà÷åíèå òàêîé âåëè÷èíû äëÿ âñåãî òåëà ÿâëÿåòñÿ ñóììîé çíà÷åíèé
ýòîé âåëè÷èíû äëÿ îòäåëüíûõ åãî ÷àñòåé. Ïóñòü f åñòü òàêàÿ àääèòèâíàÿ âåëè÷èíà.
Ðàçîáüåì òåëî íà áîëüøîå ÷èñëî N ïðèìåðíî îäèíàêîâûõ ÷àñòåé (÷àñòî ýòî ìîæåò
áûòü ïðîñòî ÷èñëî ÷àñòèö, èç êîòîðûõ ñîñòîèò ñèñòåìà). Òîãäà:

f =
N∑
i=1

fi, (1.20)
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ãäå fi îòíîñèòñÿ ê îòäåëüíûì ÷àñòÿì. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ èìååì:

< f >=
N∑
i=1

< fi > . (1.21)

Ñ ðîñòîì N âåëè÷èíà < f > ðàñòåò ïðèìåðíî ïðîïîðöèîíàëüíî N : < f >∼ N .
Ïîäñ÷èòàåì ñðåäíåêâàäðàòè÷íóþ ôëóêòóàöèþ f :

< (∆f)2 >=< (
∑
i

∆fi)
2 > . (1.22)

Â ñèëó ñòàòèñòè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè ðàçëè÷íûõ ÷àñòåé òåëà:

< ∆fi∆fk >=< ∆fi >< ∆fk >= 0 (i ̸= k) (1.23)

ïîñêîëüêó êàæäîå < ∆fi >= 0. Òîãäà:

< (∆f)2 >=
N∑
i=1

< (∆fi)
2 > (1.24)

Îòñþäà ÿñíî, ÷òî ñ ðîñòîì N èìååì òàêæå è < (∆f)2 >∼ N . Òîãäà, îòíîñèòåëüíàÿ
ôëóêòóàöèÿ: √

< (∆f)2 >

< f >
∼

√
N

N
=

1√
N
. (1.25)

Âèäèì, ÷òî îòíîñèòåëüíàÿ ôëóêòóàöèÿ ëþáîé àääèòèâíîé âåëè÷èíû óáûâàåò îáðàò-
íî ïðîïîðöèîíàëüíî êâàäðàòíîìó êîðíþ èç ÷èñëà ÷àñòåé (÷àñòèö) ìàêðîñêîïè÷åñêî-
ãî òåëà, à ïîòîìó ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì çíà÷åíèè N (íàïðèìåð N ∼ 1022) ñàìà
âåëè÷èíà f ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ ïðàêòè÷åñêè ïîñòîÿííîé âî âðåìåíè è ðàâíîé ñâîåìó
ñðåäíåìó çíà÷åíèþ. Åñëè N íå ñëèøêîì âåëèêî, íàïðèìåð N ∼ 106, òî îòíîñèòåëü-
íûå ôëóêòóàöèè óæå íå òàê ìàëû è âïîëíå íàáëþäàåìû. Òàêèå ñèñòåìû ïðèíÿòî
íàçûâàòü ìåçîñêîïè÷åñêèìè.

1.4 Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ.

Âîçìîæíîñòü ââåäåíèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ êàê ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè îñíîâà-
íà íà òåîðåìå Ëèóâèëëÿ � ÷èñòî ìåõàíè÷åñêîé òåîðåìå, íå ñîäåðæàùåé êàêèõ-ëèáî
ñòàòèñòè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé. Ñîãëàñíî ýòîé òåîðåìå äëÿ ñèñòåì, ïîä÷èíÿþùèõñÿ
óðàâíåíèÿì Ãàìèëüòîíà:

dqk
dt

=
∂H

∂pk

dpk
dt

= −∂H
∂qk

(1.26)

ôàçîâûé îáúåì ñèñòåìû îñòàåòñÿ ïîñòîÿííûì â ïðîöåññå äâèæåíèÿ. Òî åñòü, åñëè â
íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ôàçîâûå òî÷êè (p0, q0), ñîñòàâëÿþùèå àíñàìáëü Ãèááñà,
íåïðåðûâíî çàïîëíÿëè íåêîòîðóþ îáëàñòü íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé G0 â ôàçîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå, à â ìîìåíò t îíè çàïîëíÿþò îáëàñòü Gt, òî ñîîòâåòñòâóþùèå ôàçîâûå
îáúåìû ðàâíû ìåæäó ñîáîé: ∫

G0

dp0dq0 =

∫
Gt

dpdq (1.27)
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Ðèñ. 1.1: Èçìåíåíèå íà÷àëüíîãî îáúåìà G0 â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, îáóñëîâëåííîå
äâèæåíèåì âõîäÿùèõ â ýòîò îáúåì èçîáðàæàþùèõ òî÷åê àíñàìáëÿ, â ñîîòâåòñòâèè
ñ òåîðåìîé Ëèóâèëëÿ.

èëè, äëÿ áåñêîíå÷íî ìàëûõ ýëåìåíòîâ ôàçîâîãî îáúåìà:

dp0dq0 = dpdq (1.28)

Äðóãèìè ñëîâàìè, äâèæåíèå ôàçîâûõ òî÷åê, èçîáðàæàþùèõ ñèñòåìû â ôàçîâîì

ïðîñòðàíñòâå, ïîäîáíî äâèæåíèþ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè, êàê ýòî ïîêàçàíî íà
Ðèñ.1.1 � �êàïëÿ�, îáðàçîâàííàÿ ôàçîâûìè òî÷êàìè, ïðåäñòàâëÿþùèìè ñèñòåìû èç
àíñàìáëÿ ìîæåò êàê óãîäíî äåôîðìèðîâàòüñÿ â ïðîöåññå äâèæåíèÿ, íî åå îáúåì
ñîõðàíÿåòñÿ.

×òîáû äîêàçàòü òåîðåìó Ëèóâèëëÿ, ïðåîáðàçóåì èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè (1.27)
ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïåðåìåííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ p0, q0 íà p, q. Òîãäà, ñîãëàñíî èç-
âåñòíûì ïðàâèëàì ïðåîáðàçîâàíèÿ êðàòíûõ èíòåãðàëîâ:∫

Gt

dpdq =

∫
G0

∂(p, q)

∂(p0, q0)
dp0dq0, (1.29)

ãäå ∂(p,q)
∂(p0,q0) � ñîîòâåòñòâóþùèé ÿêîáèàí ïðåîáðàçîâàíèÿ. Íàïîìíèì, ÷òî ÿêîáèàíîì

íàçûâàþò äåòåðìèíàíò âèäà (îãðàíè÷èìñÿ äâóìåðíûì ñëó÷àåì, îáîáùåíèå íà ìíî-
ãîìåðíûé î÷åâèäíî):

∂(u, v)

∂(x, y)
=

∣∣∣∣∣ ∂u
∂x

∂u
∂y

∂v
∂x

∂v
∂y

∣∣∣∣∣ . (1.30)

Îí îáëàäàåò ñëåäóþùèìè î÷åâèäíûìè ñâîéñòâàìè:

∂(u, v)

∂(x, y)
= −∂(v, u)

∂(x, y)
(1.31)

∂(u, y)

∂(x, y)
=
∂u

∂x
(1.32)
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Èìåþò ìåñòî òàêæå ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

∂(u, v)

∂(x, y)
=
∂(u, v)

∂(t, s)

∂(t, s)

∂(x, y)
(1.33)

d

dt

∂(u, v)

∂(x, y)
=
∂(dudt , v)

∂(x, y)
+
∂(u, dvdt )

∂(x, y)
. (1.34)

Ïîêàæåì, ÷òî ÿêîáèàí â (1.29) â ñèëó óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà ðàâåí åäèíèöå:

∂(p, q)

∂(p0, q0)
= 1. (1.35)

Äëÿ ýòîãî äîêàæåì, ÷òî ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ýòîãî ÿêîáèàíà ïî âðåìåíè ðàâíà íóëþ:

d

dt

∂(p, q)

∂(p0, q0)
= 0. (1.36)

Îòñþäà áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî ÿêîáèàí ðàâåí ïîñòîÿííîé, à èìåííî åäèíèöå, ò.ê. îí
áûë ðàâåí åäèíèöå â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè. Äëÿ êðàòêîñòè ïðîâåäåì äîêàçà-
òåëüñòâî äëÿ ñëó÷àÿ äâóìåðíîãî ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, êîãäà èìååòñÿ òîëüêî îäíà
êîîðäèíàòà q è îäèí èìïóëüñ p. Ñîãëàñíî ñâîéñòâó (1.34) ìîæåì íàïèñàòü:

d

dt

∂(p, q)

∂(p0, q0)
=

∂(ṗ, q)

∂(p0, q0)
+

∂(p, q̇)

∂(p0, q0)
. (1.37)

Äàëåå, ñîãëàñíî (1.32) è (1.33) èìååì:

∂(p, q̇)

∂(p0, q0)
=
∂(p, q̇)

∂(p, q)

∂(p, q)

∂(p0, q0)
=
∂q̇

∂q

∂(p, q)

∂(p0, q0)
(1.38)

∂(ṗ, q)

∂(p0, q0)
=
∂(ṗ, q)

∂(p, q)

∂(p, q)

∂(p0, q0)
=
∂ṗ

∂p

∂(p, q)

∂(p0, q0)
(1.39)

d

dt

∂(p, q)

∂(p0, q0)
= (

∂ṗ

∂p
+
∂q̇

∂q
)
∂(p, q)

∂(p0, q0)
(1.40)

Âèäíî, ÷òî ñóììà â ñêîáêàõ â ïðàâîé ÷àñòè ðàâíà íóëþ â ñèëó óðàâíåíèé äâèæåíèÿ:

q̇ =
∂H

∂p
; ṗ = −∂H

∂q
(1.41)

òàê, ÷òî
∂q̇

∂q
=
∂2H

∂q∂p
= −∂ṗ

∂p
(1.42)

è, ñîîòâåòñòâåííî

(
∂ṗ

∂p
+
∂q̇

∂q
) = 0 (1.43)

÷òî è äîêàçûâàåò ñäåëàííûå âûøå óòâåðæäåíèÿ.
Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ � ÷èñòî ìåõàíè÷åñêàÿ òåîðåìà è ñòàòèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

ðàñïðåäåëåíèÿ ïîêà åùå íèãäå íå ôèãóðèðîâàëà. Îäíàêî, ôàêòè÷åñêè, ñ ïîìîùüþ
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæíî äàòü äðóãóþ ôîðìóëèðîâêó òåîðåìû Ëèóâèëëÿ.
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Ïðè äâèæåíèè â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå �êàïëè�, ïðåäñòàâëÿþùåé àíñàìáëü Ãèáá-
ñà (Ðèñ.1.1), ÷èñëî ôàçîâûõ òî÷åê â íåé (÷èñëî ñèñòåì â àíñàìáëå), åñòåñòâåííî, íå
èçìåíÿåòñÿ � âñå ôàçîâûå òî÷êè, íàõîäÿùèåñÿ â ìîìåíò t â ýëåìåíòå îáúåìà dpdq,
ïåðåéäóò â ìîìåíò t′ â ýëåìåíò dp′dq′. Ñîîòâåòñòâåííî, ìîæåì íàïèñàòü:

ρ(p, q, t)dpdq = ρ(p′, q′, t′)dp′dq′, (1.44)

à ïîñêîëüêó â ñèëe òåîðåìû Ëèóâèëëÿ èìååì dpdq = dp′dq′, òî ïîëó÷àåì:

ρ(p, q, t) = ρ(p′, q′, t′) (1.45)

òàê, ÷òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ρ ïîñòîÿííà âäîëü ôàçîâûõ òðàåêòîðèé � ýòî
è åñòü àëüòåðíàòèâíûé âàðèàíò ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû Ëèóâèëëÿ, èñïîëüçóþùèé
ïîíÿòèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, íî ïî ïðåæíåìó ÿâëÿþùèéñÿ ÷èñòî ìåõàíè÷åñêèì
óòâåðæäåíèåì.

Èñïîëüçóÿ äîêàçàííûå ïîëîæåíèÿ, ìîæíî âûâåñòè óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ, ôàê-
òè÷åñêè ÿâëÿþùååñÿ óðàâíåíèåì äâèæåíèÿ äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîëàãàÿ
ìîìåíò âðåìåíè t áåñêîíå÷íî áëèçêèì ê t′ = t+ dt èç (1.45) èìååì:

ρ(p, q, t) = ρ(p+ ṗdt, q + q̇dt, t+ dt) (1.46)

Ïðåäïîëàãàÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòü ρ, ïîëó÷àåì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå:

dρ

dt
=
∂ρ

∂t
+

3N∑
k=1

(
∂ρ

∂pk
ṗk +

∂ρ

∂qk
q̇k) = 0 (1.47)

÷òî ñ ó÷åòîì óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà ñâîäèòñÿ ê:

∂ρ

∂t
=
∑
k

(
∂H

∂qk

∂ρ

∂pk
− ∂H

∂pk

∂ρ

∂qk
) (1.48)

Ñóììà â ïðàâîé ÷àñòè (1.48) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñêîáêó Ïóàññîíà äëÿ H è ρ:

{H, ρ} =
∑
k

(
∂H

∂qk

∂ρ

∂pk
− ∂H

∂pk

∂ρ

∂qk
) (1.49)

òàê, ÷òî óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

∂ρ

∂t
= {H, ρ}. (1.50)

Ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì óðàâíåíèåì äâèæåíèÿ äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëå-
íèÿ, îñòàþùèìñÿ ñïðàâåäëèâûì êàê â ðàâíîâåñíîì, òàê è â íåðàâíîâåñíîì ñëó÷àÿõ.
Â ïðèíöèïå, îíî äàåò âîçìîæíîñòü âû÷èñëèòü ρ â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè t, åñëè îíà
èçâåñòíà â ìîìåíò âðåìåíè t = t0, îíî æå, êàê ìû óâèäèì âïîñëåäñòâèè, ïîçâîëÿåò
íàéòè ðåàêöèþ ñòàòèñòè÷åñêèõ ñèñòåì íà âíåøíåå âîçìóùåíèå.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ èìååò âèä óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíî-
ñòè äëÿ äâèæåíèÿ ôàçîâûõ òî÷åê â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Â ñàìîì äåëå, ðàññìîò-
ðèì äâèæåíèå òî÷åê â 6N -ìåðíîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå êàê äâèæåíèå �æèäêîñòè� ñ
ïëîòíîñòüþ ρ. Ñêîðîñòü òå÷åíèÿ ïðåäñòàâèòñÿ âåêòîðîì (ṗ1, ṗ2, ..., ṗN ; q̇1, q̇2, ..., q̇N )
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â ýòîì ïðîñòðàíñòâå. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè
èìååò âèä:

∂ρ

∂t
+
∑
k

[
∂

∂pk
(ρṗk) +

∂

∂qk
(ρq̇k)] = 0 (1.51)

ãäå âûðàæåíèå â ñêîáêàõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèâåðãåíöèþ âåêòîðà ïîòîêà. Ðàñêðû-
âàÿ ïðîèçâîäíûå, çàïèøåì ýòî ñëàãàåìîå â âèäå:∑

k

[ṗk
∂ρ

∂pk
+ q̇k

∂ρ

∂qk
] + ρ

∑
k

[
∂ṗk
∂pk

+
∂q̇k
∂qk

] (1.52)

Â ñèëó óðàâíåíèé äâèæåíèÿ Ãàìèëüòîíà âòîðîå ñëàãàåìîå â ýòîì âûðàæåíèè òîæ-
äåñòâåííî ðàâíî íóëþ, òàê ÷òî (1.51) ñâîäèòñÿ ê:

∂ρ

∂t
+
∑
k

[ṗk
∂ρ

∂pk
+ q̇k

∂ρ

∂qk
] = 0 (1.53)

÷òî ñîâïàäàåò ñ (1.47). Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî äâèæåíèå �æèäêîñòè� ôà-
çîâûõ òî÷åê íåñæèìàåìî. Äëÿ ñëó÷àÿ ñèñòåì, íàõîäÿùèõñÿ â ñòàòèñòè÷åñêîì (òåð-
ìîäèíàìè÷åñêîì) ðàâíîâåñèè, ρ è H íå çàâèñÿò ÿâíî îò âðåìåíè5, òàê ÷òî (1.50)
ïðåâðàùàåòñÿ â:

{H, ρ} = 0 (1.54)

à ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ρ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èíòåãðàë äâèæåíèÿ. Êàê ìû óâè-
äèì íèæå, ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ðàäèêàëüíî óïðîùàåò ðàññìîòðåíèå ðàâíîâåñíûõ ñòà-
òèñòè÷åñêèõ àíñàìáëåé.

1.5 Ðîëü ýíåðãèè, ìèêðîêàíîíè÷åñêîå ðàñïðåäåëå-
íèå.

Èòàê, ìû óáåäèëèñü, ÷òî äëÿ òåðìîäèíàìè÷åñêè ðàâíîâåñíîé ñèñòåìû ôóíêöèÿ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ, ò.å. âûðàæà-
åòñÿ ÷åðåç òàêèå êîìáèíàöèè ïåðåìåííûõ p è q, êîòîðûå ïðè äâèæåíèè çàìêíóòîé
ñèñòåìû îñòàþòñÿ ïîñòîÿííûìè. ×èñëî íåçàâèñèìûõ èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ äëÿ çà-
ìêíóòîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû ñ s ñòåïåíÿìè ñâîáîäû ðàâíî 2s−1 [8]. Äëÿ ñèñòåìû,
ñîñòîÿùåé èç N ÷àñòèö, ñîâåðøàþùèõ äâèæåíèå â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå s = 6N
(÷èñëî âñåõ êîìïîíåíò êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ ÷àñòèö), òàê ÷òî ÷èñëî èíòåãðàëîâ
äâèæåíèÿ îãðîìíî. Îêàçûâàåòñÿ, îäíàêî, ÷òî ìîæíî ðàäèêàëüíî ñóçèòü ÷èñëî èí-
òåãðàëîâ äâèæåíèÿ, îò êîòîðûõ ìîæåò çàâèñåòü ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ. Äëÿ ýòîãî
ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñòàòèñòè÷åñêèìè (à íå ìåõàíè÷åñêèìè!) ñîîáðàæåíèÿìè.
Âûøå ìû âèäåëè, ÷òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ρ12 äëÿ ñîâîêóïíîñòè äâóõ íåçàâèñè-
ìûõ (íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ) ïîäñèñòåì ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ôóíêöèé ðàñïðåäåëå-
íèÿ ρ1 è ρ2 ýòèõ ïîäñèñòåì â îòäåëüíîñòè: ρ12 = ρ1ρ2. Ïîýòîìó:

ln ρ12 = ln ρ1 + ln ρ2 (1.55)

5Â ýòîì ñëó÷àå íåò ÿâíîé çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè è ó ñîîòâåòñòâóþùèõ ñðåäíèõ çíà÷åíèé ëþáûõ
ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí, ðàññìàòðèâàåìûõ êàê ôóíêöèè êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ ÷àñòèö, ñîñòàâëÿþùèõ
ñèñòåìó, ÷òî ÿâëÿåòñÿ î÷åâèäíûì ñâîéñòâîì ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ.
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ò.å. ëîãàðèôì ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ àääèòèâíîé âåëè÷èíîé. Ñîîòâåò-
ñòâåííî, ëîãàðèôì ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíîâåñíîé ñèñòåìû äîëæåí áûòü íå
ïðîñòî èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ, íî àääèòèâíûì èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ.

Â ìåõàíèêå ïîêàçûâàåòñÿ [8], ÷òî èç âñåãî ìíîæåñòâà èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ çà-
ìêíóòîé ñèñòåìû òîëüêî íåñêîëüêî îáëàäàåò ñâîéñòâîì àääèòèâíîñòè. Ýòî èíòå-
ãðàëû äâèæåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ îñíîâíûìè ñâîéñòâàìè ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè � åãî
îäíîðîäíîñòüþ è èçîòðîïíîñòüþ: ýíåðãèÿ, èìïóëüñ è ìîìåíò èìïóëüñà6. Îáîçíà÷èì
ýòè âåëè÷èíû äëÿ a-é ïîäñèñòåìû ÷åðåç Ea(p, q), Pa(p, q) è Ma(p, q). Åäèíñòâåííàÿ
àääèòèâíàÿ êîìáèíàöèÿ ýòèõ âåëè÷èí åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âèäà:

ln ρa = αa + βEa(p, q) + γPa(p, q) + δMa(p, q) (1.56)

ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè αa, β, γ, δ, ïðè÷åì β, γ, δ äîëæíû áûòü îäèíàêî-
âûìè äëÿ âñåõ ïîäñèñòåì äàííîé çàìêíóòîé ñèñòåìû, ò.ê. òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå âû-
ïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî àääèòèâíîñòè (1.55). Êîýôôèöèåíò αa ïðè ýòîì ÿâëÿåòñÿ ïðîñòî
íîðìèðîâî÷íîé ïîñòîÿííîé, îïðåäåëÿåìîé èç óñëîâèÿ

∫
dΓaρa = 1. Ïîñòîÿííûå β, γ,

δ ìîãóò áûòü àíàëîãè÷íî îïðåäåëåíû ïî ñîîòâåòñòâóþùèì ïîñòîÿííûì çíà÷åíèÿì
àääèòèâíûõ èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ âñåé ñèñòåìû (ïóòåì âû÷èñëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ ñðåäíèõ ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ (1.56)).

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê âàæíåéøåìó âûâîäó: çíà÷åíèÿ àääèòèâíûõ èí-
òåãðàëîâ äâèæåíèÿ � ýíåðãèè, èìïóëüñà è ìîìåíòà èìïóëüñà � ïîëíîñòüþ îïðåäå-
ëÿþò ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà çàìêíóòîé ñèñòåìû è ñòàòèñòè÷åñêèå ðàñïðåäåëåíèÿ
ëþáûõ åå ïîäñèñòåì, à ñ íèìè è ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ëþáûõ èõ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí
â ñîñòîÿíèè òåðìîäèíàìè÷åñêîãî (ñòàòèñòè÷åñêîãî) ðàâíîâåñèÿ. Ýòè ñåìü (ïî ÷èñëó
êîìïîíåíò) àääèòèâíûõ èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ çàìåíÿþò ñîáîé íåâîîáðàçèìîå ìíî-
æåñòâî ïåðåìåííûõ, îò êîòîðûõ ìîæåò çàâèñåòü ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ â îáùåì
(íåðàâíîâåñíîì) ñëó÷àå, è êîòîðîå òðåáóåòñÿ ïðè �ïîëíîì� ìåõàíè÷åñêîì îïèñàíèè
ìíîãî÷àñòè÷íîé ñèñòåìû.

×èñëî ñóùåñòâåííûõ èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ óìåíüøàåòñÿ, åñëè ñ ñàìîãî íà÷àëà
îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì ïîêîÿùèõñÿ ñèñòåì. Òîãäà ïîëíûé èìïóëüñ è ìîìåíò
èìïóëüñà ñèñòåìû, î÷åâèäíûì îáðàçîì, ðàâíû íóëþ, è ðàâíîâåñíàÿ ôóíêöèÿ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ çàâèñèò òîëüêî îò îäíîé ïåðåìåííîé � ïîëíîé ýíåðãèè ñèñòåìû:

ρ = ρ(E) (1.57)

Òàêèì îáðàçîì, ââåäåíèå ïðîñòåéøèõ ïðåäñòàâëåíèé î ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ
ðàâíîâåñíûõ ñèñòåì äåéñòâèòåëüíî ïðèâîäèò ê ðàäèêàëüíîìó ñîêðàùåíèþ ÷èñëà
ñóùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ è âîçìîæíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïîñòðîåíèÿ ðàâíîâåñ-
íîé ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè. Ïîä÷åðêíåì åùå ðàç, ÷òî ýòè ðàäèêàëüíûå âûâîäû
îñíîâàíû íà ââåäåíèè ñòàòèñòèêè è, â ýòîì ñìûñëå, �íå âûâîäèìû� èç ìåõàíèêè.
Ðàçóìååòñÿ, ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæåò åùå çàâèñåòü îò �âíåøíèõ� ïàðàìåòðîâ,
îïðåäåëÿþùèõ ìàêðîñêîïè÷åñêèå óñëîâèÿ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî àíñàìáëÿ, è êî-
òîðûå ñ÷èòàþòñÿ ïîñòîÿííûìè äëÿ âñåõ êîïèé ñèñòåìû â àíñàìáëå (íàïðèìåð îò
îáúåìà, ÷èñëà ÷àñòèö è ò.ï.).

6Àääèòèâíîñòü ýíåðãèè ñëåäóåò èç åå îáùåãî âûðàæåíèÿ ÷åðåç ôóíêöèþ Ëàãðàíæà E =∑
k q̇k

∂L
∂qk

− L è èç àääèòèâíîñòè ïîñëåäíåé, âûðàæàþùåé òîò ôàêò, ÷òî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

êàæäîé èç íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòåé íå ìîãóò ñîäåðæàòü âåëè÷èíû, îòíîñÿùèåñÿ ê äðóãèì ÷à-
ñòÿì ñèñòåìû. Àääèòèâíîñòü èìïóëüñà ñèñòåìû ÷àñòèö î÷åâèäíà P =

∑
kmkvk, ïðè÷åì â îòëè÷èå

îò ýíåðãèè èìïóëüñ ñèñòåìû ðàâåí ñóììå èìïóëüñîâ îòäåëüíûõ ÷àñòèö íåçàâèñèìî îò âîçìîæíî-
ñòè ïðåíåáðåæåíèÿ èç âçàèìîäåéñòâèåì äðóã ñ äðóãîì. Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî è äëÿ
ìîìåíòà èìïóëüñà ñèñòåìû M =

∑
k[rkpk].
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Ïåðåéäåì ê ÿâíîìó ïîñòðîåíèþ ôóíêöèè ñòàòèñòè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ çà-

ìêíóòîé ðàâíîâåñíîé ñèñòåìû7. Âïåðâûå âèä òàêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðåäëîæèë Ãèááñ.
Ðàññìîòðèì ñòàòèñòè÷åñêèé àíñàìáëü çàìêíóòûõ ýíåðãåòè÷åñêè èçîëèðîâàííûõ ñè-
ñòåì ñ ïîñòîÿííûì îáúåìîì V , ò.å. àíñàìáëü ñèñòåì ñ ïîñòîÿííûì ÷èñëîì ÷àñòèö
N , íàõîäÿùèõñÿ â àäèàáàòè÷åñêîé (â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ñìûñëå) îáîëî÷êå è èìå-
þùèõ îäèíàêîâóþ ýíåðãèþ E ñ òî÷íîñòüþ ∆E ≪ E. Ñëåäóÿ Ãèááñó ïðåäïîëîæèì,
÷òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ρ(p, q) äëÿ òàêîãî àíñàìáëÿ ïîñòîÿííà â ñëîå ôàçîâîãî
ïðîñòðàíñòâà ìåæäó äâóìÿ èçîýíåðãåòè÷åñêèìè ïîâåðõíîñòÿìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè
ýíåðãèÿì E è E +∆E, è ðàâíà íóëþ âíå ýòîãî ñëîÿ:

ρ(p, q) =

{
[Ω(E,N, V )]−1 ïðè E ≤ H(p, q) ≤ E +∆E
0 âíå ýòîãî ñëîÿ

(1.58)

Òàêîå ðàñïðåäåëåíèå (àíñàìáëü) íàçûâàåòñÿìèêðîêàíîíè÷åñêèì. Ðàñïðåäåëåíèå (1.58)
âûðàæàåò ïðèíöèï ðàâíîâåðîÿòíîñòè ìèêðîñîñòîÿíèé çàìêíóòîé ðàâíîâåñíîé ñè-
ñòåìû, ñîîòâåòñòâóþùèõ äàííîìó ìàêðîñêîïè÷åñêîìó ñîñòîÿíèþ. Ôàêòè÷åñêè � ýòî
ïðîñòåéøåå ìûñëèìîå ïðåäïîëîæåíèå, ìû ñ÷èòàåì, ÷òî íè îäíî èç ìèêðîñîñòîÿíèé
íå ÿâëÿåòñÿ êàê-òî âûäåëåííûì, âñå ðàâíîïðàâíû, à ñèñòåìû èç àíñàìáëÿ, â õî-
äå ñâîåãî äâèæåíèÿ â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, àáñîëþòíî ñëó÷àéíî îêàçûâàþòñÿ òî â
îäíîì, òî â äðóãîì ìèêðîñîñòîÿíèè â ïðåäåëàõ ñëîÿ øèðèíîé ∆E, â êîòîðîì ïðåáû-
âàþò èõ ôàçîâûå òðàåêòîðèè. Ðàñïðåäåëåíèå (1.58) ïî ñóòè ïðåäñòàâëÿåò ñòàòèñòèêó
�èãðàëüíîé êîñòè� ñ Ω ãðàíÿìè. Åñòåñòâåííî, ÷òî âûâåñòè ýòî ðàñïðåäåëåíèå èç ÷è-
ñòî ìåõàíè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî, à åãî îïðàâäàíèåì ìîæåò
áûòü òîëüêî ñîîòâåòñòâèå åãî ñëåäñòâèé ñ ýêñïåðèìåíòîì.

Ìàêðîñêîïè÷åñêîå ñîñòîÿíèå ñèñòåì â ìèêðîêàíîíè÷åñêîì àíñàìáëå îïðåäåëÿ-
åòñÿ òðåìÿ ýêñòåíñèâíûìè ïàðàìåòðàìè E,N, V . Êîíñòàíòà Ω(E,N, V ) íàçûâàåòñÿ
ñòàòèñòè÷åñêèì âåñîì è îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè:∫

dpdq

N !(2π~)3N
ρ(p, q) = 1∫

E≤H(p,q)≤E+∆E

dpdq

N !(2π~)3N
1

Ω(E,N, V )
= 1 (1.59)

ïðåäñòàâëÿÿ ñîáîé, òàêèì îáðàçîì, áåçðàçìåðíûé ôàçîâûé îáúåì èëè ÷èñëî êâàíòî-
âûõ ñîñòîÿíèé â ñëîå ∆E (÷òî è äàåò, åñòåñòâåííî, ÷èñëî ãðàíåé íàøåé �èãðàëüíîé�
êîñòè):

Ω(E,N, V ) =
1

N !(2π~)3N

∫
E≤H(p,q)≤E+∆E

dpdq (1.60)

Â ñëó÷àå êëàññè÷åñêîé ñòàòèñòèêè âñåãäà ìîæíî ïåðåéòè ê ïðåäåëó ∆E → 0 è çà-
ïèñàòü:

ρ(p, q) = Ω−1(E,N, V )δ(H(p, q)− E) (1.61)

ãäå

Ω(E,N, V ) =
1

N !(2π~)3N

∫
dpdqδ(H(p, q)− E) (1.62)

7Âûðàæåíèå (1.56) ôàêòè÷åñêè óæå äàåò ÿâíûé âèä ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîëüíîé ïîä-
ñèñòåìû, íàõîäÿùåéñÿ âíóòðè áîëüøîé çàìêíóòîé ñèñòåìû è ñëàáî âçàèìîäåéñòâóþùåé ñ îêðóæå-
íèåì. Ê îáñóæäåíèþ ýòîãî âàæíåéøåãî ñëó÷àÿ ìû âåðíåìñÿ íèæå.
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Êñòàòè, îòñþäà âèäíî, ÷òî Ω èìååò òàêæå ñìûñë ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé íà ïîâåðõíî-
ñòè ïîñòîÿííîé ýíåðãèè â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Â êâàíòîâîì ïîäõîäå ïîäîáíîìó
ïðåäåëüíîìó ïåðåõîäó ìåøàåò èçâåñòíîå ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåëåííîñòåé ýíåðãèÿ�
âðåìÿ: ∆E∆t ∼ ~. Â äàëüíåéøåì ìû âñåãäà, äàæå ïðè ðàññìîòðåíèè êëàññè÷åñêîé
ñòàòèñòèêè, áóäåì èñïîëüçîâàòü ìèêðîêàíîíè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå â âèäå (1.58),
ïîäðàçóìåâàÿ êâàçèêëàññè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå êâàíòîâîé ìåõàíèêè.

Ãèïîòåçà î òîì, ÷òî ìèêðîêàíîíè÷åñêèé àíñàìáëü äåéñòâèòåëüíî îïèñûâàåò ìàê-
ðîñêîïè÷åñêîå ñîñòîÿíèå çàìêíóòîé, ýíåðãåòè÷åñêè èçîëèðîâàííîé ñèñòåìû, ò.å. ÷òî
ñðåäíèå, âû÷èñëåííûå ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ (1.58), ñîâïàäàþò ñ íà-
áëþäàåìûìè çíà÷åíèÿìè ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí, ñóòü îäèí èç îñíîâíûõ ïîñòóëàòîâ
ðàâíîâåñíîé ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè. Âûøå óæå îòìå÷àëîñü, ÷òî íàáëþäàåìûå
çíà÷åíèÿ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí f(p, q) ìîæíî âû÷èñëÿòü è êàê ñðåäíèå ïî íåêîòîðî-
ìó âðåìåíè íàáëþäåíèÿ, à ïðîáëåìà îáîñíîâàíèÿ âîçìîæíîñòè çàìåíû ñðåäíèõ ïî
âðåìåíè ñðåäíèìè ïî ôàçîâîìó ïðîñòðàíñòâó íîñèò íàçâàíèå ýðãîäè÷åñêîé ïðîáëå-
ìû. Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ, çàäà÷à îáîñíîâàíèÿ ìèêðîêàíîíè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
ñîñòîèò â òîì ÷òîáû äîêàçàòü, ÷òî äëÿ çàìêíóòûõ, ýíåðãåòè÷åñêè èçîëèðîâàííûõ
ñèñòåì èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

lim
T→∞

1

T

∫ T

0

dtf(p(t), q(t)) =
1

N !(2π~)3N

∫
dpdqρ(p, q)f(p, q) (1.63)

ãäå ρ(p, q) îïðåäåëÿåòñÿ ìèêðîêàíîíè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì (1.58). Ýòà ïðîáëåìà
âåñüìà ñëîæíà è, íåñìîòðÿ íà ðÿä âàæíûõ ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ, â îñíîâíîì
ìàòåìàòèêàìè, åùå íå ðåøåíà. Ôèçè÷åñêè ýòîò ðåçóëüòàò îáû÷íî ñâÿçûâàþò ñ ýð-
ãîäè÷åñêîé ãèïîòåçîé î òîì, ÷òî ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ çàìêíóòîé ñèñòåìû â òå÷åíèå
äîñòàòî÷íî äëèòåëüíîãî âðåìåíè îáÿçàòåëüíî ïðîõîäèò ñêîëü óãîäíî áëèçêî ê ëþ-
áîé çàäàííîé òî÷êå íà ýðãîäè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè. Â Ïðèëîæåíèè À ìû ðàññìîòðèì
íåêîòîðûå âîïðîñû, îòíîñÿùèåñÿ ê ýòîé ïðîáëåìàòèêå íà äîñòàòî÷íî ýëåìåíòàðíîì
óðîâíå. Áîëåå ñòðîãîå ðàññìîòðåíèå ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ìîæíî íàé-
òè â [10], à ñîâðåìåííîå ñîñòîÿíèå âîïðîñà èçëàãàåòñÿ â [11]. Çäåñü æå ìû òîëüêî
îòìåòèì, ÷òî â ïîñëåäíèå ãîäû ïðîáëåìà îáîñíîâàíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè ïî-
ëó÷èëà íîâîå ðàçâèòèå â ñâÿçè ñ îòêðûòèåì ðîëè ñòîõàñòè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè
(õàîòèçàöèè) äâèæåíèÿ â öåëîì ðÿäå ïðîñòûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ íåáîëüøèì
÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû [14]. Îêàçàëîñü, ÷òî ñòàòèñòè÷åñêîå îïèñàíèå ÿâëÿåòñÿ ñî-
âåðøåííî íåîáõîäèìûì è äëÿ òàêèõ ñèñòåì, êîòîðûå ñ ïåðâîãî âçãëÿäà êàæóòñÿ
âïîëíå �ðåøàåìûìè� â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè. Ñîîòâåòñòâóþùèå âîïðîñû
íà ýëåìåíòàðíîì óðîâíå òàêæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â Ïðèëîæåíèè À. Â ýòîì ñìûñ-
ëå, ñ ñîâðåìåííîé òî÷êè çðåíèÿ òðåáîâàíèå áîëüøîãî ÷èñëà ñòåïåíåé ñâîáîäû âîâñå
íå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì äëÿ ââåäåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ, áåç íèõ íåëüçÿ
îáîéòèñü è â äîñòàòî÷íî �ïðîñòûõ� ñèñòåìàõ, ãäå ñîâåðøåííî òèïè÷íûì ÿâëÿåòñÿ
êðàéíÿÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòü âèäà ôàçîâûõ òðàåêòîðèé ê íà÷àëüíûì óñëîâèÿì, âåäó-
ùàÿ ê íåóñòîé÷èâîñòè è çàïóòàííîñòè êàðòèíû äâèæåíèÿ â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå.
Ïðåñëîâóòûé ëàïëàñîâñêèé äåòåðìèíèçì îêàçûâàåòñÿ èëëþçîðíûì äàæå â ðàìêàõ
êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè òàêèõ ñèñòåì.

1.6 ×àñòè÷íûå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ∗.

Çíàíèå îáùåé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ (1.6), çàâèñÿùåé îò äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåí-
íûõ âñåõ N ÷àñòèö ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ðàçëè÷íûå ìàêðîñêîïè÷åñêèå õàðàêòåðè-
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ñòèêè ñèñòåìû. Íàïðèìåð ïëîòíîñòü âåùåñòâà â òî÷êå r, ïî îïðåäåëåíèþ, ðàâíà

ρ(t, r) =

∫
ρ̂(r)ρ(t, r1, ...,pN )dr1...dpN (1.64)

ãäå ρ̂(r) � îïåðàòîð ïëîòíîñòè (çäåñü óäîáíî ââåñòè îïåðàòîðû ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí
äàæå â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå):

ρ̂(r) =
N∑
i=1

miδ(r− ri), (1.65)

ãäå mi � ìàññà i-é ÷àñòèöû. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ïëîòíîñòü ïîòîêà (èìïóëüñà) â
òî÷êå r ðàâíà:

J(r) =

∫
Ĵ(r)ρ(t, r1, ...,pN )dr1...dpN (1.66)

ãäå Ĵ(r) � îïåðàòîð ïëîòíîñòè ïîòîêà:

Ĵ(r) =
N∑
i=1

piδ(r− ri). (1.67)

Ïëîòíîñòü êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè â òî÷êå r ðàâíà:

E(t, r) =

∫
Ê(r)ρ(t, r1, ...,pN )dr1...dpN (1.68)

ãäå Ê(r) � îïåðàòîð êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè:

Ê(r) =
N∑
i=1

p2i
2mi

δ(r− ri). (1.69)

Äëÿ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö ìîæíî ââåñòè åùå è ïëîòíîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà:

j(t, r) =

∫
ĵ(r)ρ(t, r1, ...,pN )dr1...dpN (1.70)

ãäå ĵ(r) � îïåðàòîð ïëîòíîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà:

ĵ(r) =
N∑
i=1

ei
mi

piδ(r− ri), (1.71)

ãäå ei � çàðÿä i-é ÷àñòèöû.
Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ρ(t, r1, ...,pN ) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ïðàêòè÷åñêè áåñêî-

íå÷íîãî ÷èñëà àðãóìåíòîâ. Îäíàêî ïðè âûðàæåíèè ìàêðîâåëè÷èí ÷åðåç ìèêðîõà-
ðàêòåðèñòèêè ïî îáùåé ôîðìóëå

A(t, r) =

∫
Â(r)ρ(t, r1, ...,pN )dr1...dpN (1.72)

ñëåäóåò ó÷åñòü, ÷òî ïîäàâëÿþùåå áîëüøèíñòâî îïåðàòîðîâ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí,
ïðåäñòàâëÿþùèõ èíòåðåñ, ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå:

Â(r) =

N∑
j=1

Â(rj ,pj)δ(r− rj), (1.73)
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ò.å. âûðàæàþòñÿ ñóììîé îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ íà äèíàìè÷åñêèå ïåðåìåííûå
òîëüêî îäíîé ÷àñòèöû (îäíî÷àñòè÷íûå îïåðàòîðû). ×àñòíûìè ñëó÷àÿìè òàêèõ âå-

ëè÷èí ÿâëÿþòñÿ ðàññìîòðåííûå âûøå îïåðàòîðû ρ̂, Ĵ, Ê è ĵ. Ñóùåñòâåííî ðåæå
âñòðå÷àþòñÿ îïåðàòîðû äâóõ÷àñòè÷íîãî òèïà:

Â(r, r′) =
1

2

∑
i ̸=j

Â(ri, rj ,pi,pj)δ(r− ri)δ(r
′ − rj). (1.74)

Ïðèìåðîì òàêîãî îïåðàòîðà ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîð ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ñèñòåìû ÷à-
ñòèö, âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïî öåíòðàëüíîìó çàêîíó:

Û(r′, r′′) =
1

2

∑
i ̸=j

U(|ri − rj |)δ(r′ − ri)δ(r
′′ − rj). (1.75)

Îïåðàòîðû, ñîñòàâëåííûå èç ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ íà äè-
íàìè÷åñêèå ïåðåìåííûå òðåõ, ÷åòûðåõ è áîëüøåãî ÷èñëà ÷àñòèö, â ðåàëüíûõ (ïðåä-
ñòàâëÿþùèõ èíòåðåñ) çàäà÷àõ ïðàêòè÷åñêè íå âñòðå÷àþòñÿ.

Ïîýòîìó â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ íàì, ôàêòè÷åñêè, íå òðåáóåòñÿ çíàòü ïîëíóþ
N -÷àñòè÷íóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ

FN (t, r1, ...,pN ) ≡ ρ(t, r1, ...,pN ), (1.76)

çàâèñÿùóþ îò äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ ãðîìàäíîãî ÷èñëà ÷àñòèö, à äîñòàòî÷íî
íàéòè êàêèì-ëèáî ñïîñîáîì îäíî÷àñòè÷íóþ F1(t, ri,pj) è äâóõ÷àñòè÷íóþ F2(t, ri, rj ,pi,pj)
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, êîòîðûå óäîáíî îïðåäåëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì (V �îáúåì
ñèñòåìû) [15, 16]:

F1(t, ri,pi) = (1.77)

V

∫
FN (t, r1, ...,pN )dr1...dri−1dri+1...drNdp1...dpi−1dpi+1...dpN ,

F2(t, ri, rj ,pi,pj) = (1.78)

V 2

∫
FN (t, r1, ...,pN )dr1...dri−1dri+1...drj−1drj+1...drNdp1...dpi−1

dpi+1...dpj−1dpj+1...dpN .

èëè, â îáùåì ñëó÷àå, s-÷àñòè÷íóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ

Fs(t, r1, ..., rs,p1, ...,ps) = V s
∫
FN (t, r1, ...,pN )drs+1...drNdps+1...dpN . (1.79)

Èç î÷åâèäíîãî óñëîâèÿ íîðìèðîâêè

1

V s

∫
Fs(t, r1, ...,ps)dr1...dps = 1 (1.80)

âûòåêàåò, ÷òî 1
V sFs(t, r1, ..,ps) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî s ÷àñòèö

ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç N ÷àñòèö â ìîìåíò âðåìåíè t áóäåò íàõîäèòüñÿ â ýëåìåí-
òàðíîì ôàçîâîì îáúåìå dr1...dps 6s-ìåðíîãî ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà îêîëî òî÷êè
(r1, ...,ps). Ìåæäó ýòèìè ÷àñòè÷íûìè ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ èìåþòñÿ ñëåäóþ-
ùèå ñîîòíîøåíèÿ, âûòåêàþùèå íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ:

Fs(t, r1, ...,ps) =
1

V

∫
Fs+1(t, r1, ...,ps+1)drs+1dps+1. (1.81)
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Èñïîëüçîâàíèå òàêèõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü ñðåäíèå çíà÷å-
íèÿ îäíî÷àñòè÷íûõ, äâóõ÷àñòè÷íûõ è ò.ä. îïåðàòîðîâ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí. Íàïðè-
ìåð, äëÿ ìàêðîâåëè÷èíû, îïèñûâàåìîé îïåðàòîðîì (1.73), èìååì:

A(t, r) =
1

V

N∑
j=1

∫
Âj(r,pj)F1(t, r,pj)dpj (1.82)

Åñëè âñå Âj îäèíàêîâû, ò.å. Âj = â(j = 1, 2, ..., N), òî

A(t, r) =
N

V

∫
â(r,p)F1(t, r,p)dp (1.83)

Äëÿ ìàêðîâåëè÷èí, îïèñûâàåìûõ äâóõ÷àñòè÷íûìè îïåðàòîðàìè òèïà (1.74) èìååì:

A(t, r′, r′′) =
1

2

∑
i ̸=j

1

V 2

∫
Âij(r

′,pi, r
′′,pj)F2(t, r

′, r′′,pi,pj)dpidpj . (1.84)

Åñëè âñå Âij îäèíàêîâû, ò.å. Âij = â, òî

A(t, r′, r′′) =
N(N − 1)

2V 2

∫
â(r′,p′, r′′,p′′)F2(t, r

′, r′′,p′,p′′)dp′dp′′ (1.85)

ãäå ðàçóìååòñÿ ìîæíî ñ÷èòàòü (N − 1) ≈ N .
Òàêèì îáðàçîì äëÿ îñíîâíûõ ìàêðîâåëè÷èí, ðàññìîòðåííûõ âûøå, ïîëó÷àåì äëÿ

ñèñòåì, ñîñòîÿùèõ èç îäèíàêîâûõ ÷àñòèö:

ρ(t, r) = m
N

V

∫
F1(t, r,p)dp (1.86)

J(t, r) =
N

V

∫
pF1(t, r,p)dp (1.87)

E(t, r) =
1

2m

N

V

∫
p2F1(t, r,p)dp (1.88)

j(t, r) =
e

m

N

V

∫
pF1(t, r,p)dp. (1.89)

Çàäà÷à ñâîäèòñÿ, òàêèì îáðàçîì, ê íàõîæäåíèþ ÿâíîãî âèäà îäíî÷àñòè÷íîé ôóíê-
öèè ðàñïðåäåëåíèÿ.

Îáùèé ïîäõîä ê íàõîæäåíèþ ÷àñòè÷íûõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæåò áûòü
ñôîðìóëèðîâàí ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðîèçâîëüíàÿ N -÷àñòè÷íàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðå-
äåëåíèÿ (1.76) ïîä÷èíÿåòñÿ ðàññìîòðåííîìó âûøå óðàâíåíèþ Ëèóâèëëÿ (1.47),(1.48),(1.50):

∂FN
∂t

= {H,FN} (1.90)

Ïðîèíòåãðèðîâàâ óðàâíåíèå (1.90) ïî ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâàìN−s ÷àñòèö, ñ ó÷åòîì
(1.79), ïîëó÷àåì:

1

V s
∂Fs(t, r1, ...,ps)

∂t
=

∫
{H,FN}drs+1...dpN . (1.91)
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Ïðèíèìàÿ ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö â ïðîñòåéøåì âèäå:

H =
1

2m

N∑
i=1

p2
i +

1

2

∑
i ̸=j

U(|ri − rj |), (1.92)

ïîñëå äîâîëüíî ïðîñòûõ, íî íåñêîëüêî ãðîìîçäêèõ ïðåîáðàçîâàíèé [16], ïîëó÷àåì
èç (1.91):

∂Fs
∂t

= {H(s), Fs}+
N

V

s∑
i=1

∫
∂U(|ri − rs+1|)

∂ri

∂Fs+1

∂pi
drs+1dps+1 (1.93)

ãäå H(s) îáîçíà÷àåò ãàìèëüòîíèàí ïîäñèñòåìû èç s ÷àñòèö.
Âàæíåéøåé îñîáåííîñòüþ óðàâíåíèÿ (1.93) ÿâëÿåòñÿ òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî óðàâ-

íåíèå äâèæåíèÿ äëÿ s-÷àñòè÷íîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñîäåðæèò ÷ëåí, êîòîðûé
ñâÿçàí ñ âçàèìîäåéñòâèåì ïîäñèñòåìû èç s ÷àñòèö ñ îñòàëüíîé ÷àñòüþ N -÷àñòè÷íîé
ñèñòåìû è çàâèñÿùèé îò s+1-÷àñòè÷íîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ Fs+1. Òàêèì îáðà-
çîì, ïðè ïîñòðîåíèè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ äëÿ ÷àñòè÷íûõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ,
ìû ôàêòè÷åñêè ïîðîæäàåì áåñêîíå÷íóþ ñèñòåìó èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé, ÷àñòî èìåíóåìóþ öåïî÷êîé Áîãîëþáîâà. Ïðè ñòðîãîì ïîäõîäå ñëåäîâàëî-áû
ðåøàòü âñþ ýòó öåïî÷êó óðàâíåíèé, ÷òî, ðàçóìååòñÿ, íè÷åì íå ëåã÷å, ÷åì ðåøàòü
îáùåå óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ äëÿ N -÷àñòè÷íîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. Äåëî â òîì,
îäíàêî, ÷òî â ðÿäå ñëó÷àåâ íà îñíîâå ìîäåëüíûõ ôèçè÷åñêèõ ïðåäïîëîæåíèé óäàåò-
ñÿ �îáîðâàòü� ýòó áåñêîíå÷íóþ öåïî÷êó íà êîíå÷íîì ÷èñëå, âûðàçèâ íàïðèìåð Fs+1

÷åðåç Fs,Fs−1 è ò.ä. Òîãäà îñòàåòñÿ çàìêíóòàÿ ñèñòåìà s óðàâíåíèé äëÿ F1,F2,...,Fs.
Â ÷àñòíîñòè, îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ïîëó÷åíèå çàìêíóòîãî óðàâíåíèÿ äëÿ
îäíî÷àñòè÷íîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âèäà:

∂F1

∂t
= L(F1) (1.94)

ãäå L � íåêîòîðûé îïåðàòîð. Ñîñòàâëåíèå è ðåøåíèå ýòîãî, òàê íàçûâàåìîãî êè-

íåòè÷åñêîãî, óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíîé çàäà÷åé êèíåòè÷åñêîé òåîðèè èëè
ôèçè÷åñêîé êèíåòèêè. Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ðåøåíèå êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé
ìîæíî ïðîâåñòè òîëüêî ïðèáëèæåííûìè ìåòîäàìè [17]. Â ðåçóëüòàòå ìîæíî âû÷èñ-
ëèòü ïîâåäåíèå ñðåäíèõ îò ðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí, âêëþ÷àÿ äàæå èõ ÿâíóþ
çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè, ò.å. â íåðàâíîâåñíîì ñëó÷àå. Áîëüøàÿ ÷àñòü íàøèõ ëåêöèé
ïîñâÿùåíà îäíàêî ðàâíîâåñíûì çàäà÷àì. Ôîðìàëèçì ÷àñòè÷íûõ ôóíêöèé ðàñïðå-
äåëåíèÿ ìîæåò áûòü ïîëîæåí â îñíîâó ïîñòðîåíèÿ è ðàâíîâåñíîé ñòàòèñòè÷åñêîé
ìåõàíèêè [18, 19], íî â äàëüíåéøåì ìû èñïîëüçóåì áîëåå òðàäèöèîííûå ïîäõîäû.

1.7 Ìàòðèöà ïëîòíîñòè.

Äî ñèõ ïîð ìû ðàññìàòðèâàëè êëàññè÷åñêóþ ñòàòèñòè÷åñêóþ ìåõàíèêó, â êîòîðîé
ñîñòîÿíèå ñèñòåìû îïèñûâàëîñü òî÷êîé (p, q) â 6N -ìåðíîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå
êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ âñåõ ÷àñòèö, à ýâîëþöèÿ âî âðåìåíè îïðåäåëÿëàñü óðàâíåíè-
ÿìè Ãàìèëüòîíà. Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå òàêîå îïèñàíèå ñòàíîâèòñÿ íåâîçìîæíûì,
õîòÿ áû ïîòîìó, ÷òî ñîãëàñíî ïðèíöèïó íåîïðåäåëåííîñòè ìû íå ìîæåì îäíîâðåìåí-
íî îïðåäåëèòü êîîðäèíàòó è èìïóëüñ êâàíòîâîé ÷àñòèöû. Îòñþäà ÿñíî, ÷òî â îáùåì
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ñëó÷àå òðåáóåòñÿ ïîñòðîåíèå ñïåöèàëüíîãî àïïàðàòà êâàíòîâîé ñòàòèñòè÷åñêîé ìå-
õàíèêè. Çàìå÷àòåëüíî, îäíàêî, ÷òî îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ ìåòîäà Ãèááñà îñòàþòñÿ
ñïðàâåäëèâûìè è ïðè êâàíòîâîì ïîäõîäå.

1.7.1 ×èñòûé àíñàìáëü.

Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå ñîñòîÿíèå ìíîãî÷àñòè÷íîé ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ âîëíîâîé
ôóíêöèåé ψ(x1, ...,xN , t), çàâèñÿùåé îò âðåìåíè è êîîðäèíàò ÷àñòèö x1, ...,xN (èëè
îò äðóãîé ñèñòåìû îäíîâðåìåííî èçìåðèìûõ âåëè÷èí, íàïðèìåð èìïóëüñîâ). Ýâî-
ëþöèÿ ñîñòîÿíèÿ âî âðåìåíè îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì Øðåäèíãåðà:

i~
∂ψ

∂t
= Hψ (1.95)

Íàïðèìåð, äëÿ ñèñòåìû èç N îäèíàêîâûõ ÷àñòèö ñ ìàññîé m, íå îáëàäàþùèõ âíóò-
ðåííèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû è âçàèìîäåéñòâóþùèõ ìåæäó ñîáîé ñ ïîìîùüþ ïàðíîãî
ïîòåíöèàëà U(|x|), óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà èìååò âèä:

i~
∂ψ

∂t
=

− ~2

2m

N∑
j=1

∇2
j +

1

2

∑
j ̸=k

U(|xj − xk|)

ψ (1.96)

Óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò âîëíîâóþ ôóíêöèþ ψ â ìîìåíò âðå-
ìåíè t, åñëè îíà èçâåñòíà â íà÷àëüíûé ìîìåíò t = 0. Íàïðèìåð, äëÿ èçîëèðîâàííîé
ñèñòåìû, êîãäà H íå çàâèñèò ÿâíî îò âðåìåíè:

ψ(t) = e
i
~Htψ(0) (1.97)

� ôîðìàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà.
Äèíàìè÷åñêèå ïåðåìåííûå â êâàíòîâîé ìåõàíèêå íå åñòü ôóíêöèè ñîñòîÿíèÿ äè-

íàìè÷åñêîé ñèñòåìû, à ïðåäñòàâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè ñàìîñîïðÿæåííûìè (ýðìèòîâû-
ìè) îïåðàòîðàìè äåéñòâóþùèìè â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå âîëíîâûõ ôóíêöèé.
Ñïåêòð èõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïðåäåëÿåò âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ íàáëþäàåìûõ ôè-
çè÷åñêèõ âåëè÷èí. Çàäàíèå êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû ψ, íå îçíà÷à-
åò òî÷íîãî çíàíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ. Çíàíèå âîëíîâîé ôóíêöèè (âåêòîðà
ñîñòîÿíèÿ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå) ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü ëèøü ñðåäíèå çíà÷å-
íèÿ äèíàìè÷åñêîé ïåðåìåííîé, ïðåäñòàâëÿåìîé îïåðàòîðîì A â ñîñòîÿíèè ψ:

< A >= (ψ⋆, Aψ) (1.98)

ãäå, êàê îáû÷íî, ñ÷èòàåì âîëíîâûå ôóíêöèè íîðìèðîâàííûìè íà åäèíèöó:

(ψ⋆, ψ) = 1 (1.99)

à ñêîáêè îáîçíà÷àþò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå:

(ψ⋆, ϕ) =

∫
dxψ⋆(x)ϕ(x) (1.100)

ãäå, äëÿ êðàòêîñòè, îáîçíà÷àåì ÷åðåç x âñþ ñîâîêóïíîñòü êîîðäèíàò x1, ...,xN . Ëèøü
â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà ψ åñòü ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ îïåðàòîðà A, ôîðìóëà (1.98)
äàåò òî÷íîå çíà÷åíèå âåëè÷èíû A â ñîñòîÿíèè ψ.
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Ñîñòîÿíèå, îïèñûâàåìîå âîëíîâîé ôóíêöèåé íàçûâàåòñÿ ÷èñòûì ñîñòîÿíèåì.
Ñîîòâåòñòâóþùèé ñòàòèñòè÷åñêèé àíñàìáëü, ò.å. áîëüøîå ÷èñëî íåâçàèìîäåéñòâó-
þùèõ �êîïèé� äàííîé ñèñòåìû, íàõîäÿùèõñÿ â äàííîì êâàíòîâîì ñîñòÿíèè, íàçû-
âàåòñÿ ÷èñòûì àíñàìáëåì. ×èñòîå ñîñòîÿíèå (àíñàìáëü) äàåò ìàêñèìàëüíî ïîëíîå
îïèñàíèå ñèñòåìû â ðàìêàõ êâàíòîâîé ìåõàíèêè.

Âûðàæåíèÿ äëÿ ñðåäíèõ çíà÷åíèé ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí â ÷èñòîì àíñàìáëå óäîá-
íî çàïèñàòü ñ ïîìîùüþ ïðîåêöèîííîãî îïåðàòîðà. Çàïèøåì ëèíåéíûé îïåðàòîð A â
ìàòðè÷íîì x-ïðåäñòàâëåíèè, îïðåäåëèâ åãî ñ ïîìîùüþ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ:

Aψ(x) =

∫
dx′A(x, x′)ψ(x′) (1.101)

Ïîäñòàâèâ (1.101) â (1.98), ïîëó÷èì:

< A >=

∫
dxdx′A(x, x′)P(x′, x) = Sp(AP) (1.102)

ãäå:
P(x, x′) = ψ(x)ψ⋆(x′) (1.103)

� ïðîåêöèîííûé îïåðàòîð íà ñîñòîÿíèå ψ. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ÷èñòûé àíñàìáëü
îïèñûâàåòñÿ ïðîåêöèîííûì îïåðàòîðîì (1.103), à ñðåäíèå ïî àíñàìáëþ âû÷èñëÿþò-
ñÿ ñ ïîìîùüþ (1.102). Åñòåñòâåííî, ÷òî òàêîå îïèñàíèå ñîâåðøåííî ýêâèâàëåíòíî
îïèñàíèþ ñ ïîìîùüþ âîëíîâîé ôóíêöèè.

Ñàìî íàçâàíèå ïðåêöèîííûé îïåðàòîð ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî äåéñòâèå îïåðàòîðà P
íà ïðîèçâîëüíûé âåêòîð φ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ïðîåêòèðóåò åãî íà �íà-
ïðàâëåíèå� âåêòîðà ψ:

Pφ =

∫
dx′P(x, x′)φ(x′) = (ψ⋆, φ)ψ(x) (1.104)

Ïðîåêöèîííûé îïåðàòîð ýðìèòîâ, ÷òî âèäíî èç åãî îïðåäåëåíèÿ (1.103):

P⋆(x, x′) = P(x′, x) (1.105)

Êðîìå òîãî èìååì ñâîéñòâî:
P2 = P (1.106)

÷òî ñëåäóåò èç (1.104) � ïîñëå îäíîé îïåðàöèè ïðîåêòèðîâàíèÿ, âñå ïîñëåäóþùèå
ïðîåêòèðîâàíèÿ íà òîæå �íàïðàâëåíèå� óæå íå íè÷åãî íå ìåíÿþò. Êðîìå òîãî, âñåãäà
èìååì:

SpP = 1 (1.107)

÷òî ñëåäóåò èç (1.102) ïîñëå ïîäñòàíîâêè âìåñòî A åäèíè÷íîãî îïåðàòîðà èëè èç
îïðåäåëåíèÿ (1.103) ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ íîðìèðîâêè (1.99).

1.7.2 Ñìåøàííûé àíñàìáëü.

Êâàíòîâàÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ ìåõàíèêà ñòðîèòñÿ íà îñíîâå ðàññìîòðåíèÿ àíñàìáëÿ áî-
ëåå îáùåãî âèäà, íåæåëè ðàññìîòðåííûé âûøå ÷èñòûé àíñàìáëü, à èìåííî ñìåøàí-
íîãî àíñàìáëÿ, îñíîâàííîãî íà íåïîëíîì íàáîðå äàííûõ î êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîé
ñèñòåìå. Ðàññìîòðèì áîëüøîå ÷èñëî òîæäåñòâåííûõ íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ êîïèé
äàííîé ñèñòåìû, êîòîðûå ìîãóò íàõîäèòüñÿ â ðàçëè÷íûõ êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèÿõ. Â
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ñìåøàííîì àíñàìáëå îïðåäåëåíû ëèøü âåðîÿòíîñòè w1, w2, ... îáíàðóæèòü ñèñòåìó â
ñîîòâåòñòâóþùèõ åå òî÷íûõ êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèÿõ ψ1, ψ2, .... Ìû, òàêèì îáðàçîì, íå
çíàåì òî÷íî â êàêîì èìåííî èç ñâîèõ âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé ñèñòåìà ðåàëüíî íàõî-
äèòñÿ, â ýòîì ñìûñëå íàøå çíàíèå è ÿâëÿåòñÿ íåïîëíûì, çíàåì ìû ëèøü óêàçàííûå
âåðîÿòíîñòè. Îäíàêî è â ñìåøàííîì àíñàìáëå ìû ìîæåì, â ïðèíöèïå, íàéòè ñðåäíåå
çíà÷åíèå ëþáîé ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû, ïðåäñòàâëÿåìîé îïåðàòîðîì A:

< A >=
∑
k

wk(ψ
⋆
k, Aψk) (1.108)

ïðè÷åì ∑
k

wk = 1; wk ≤ 1. (1.109)

Ýòî âûðàæåíèå î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó (ψ⋆k, Aψk) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàíòîâîìåõàíè-
÷åñêîå ñðåäíåå îïåðàòîðà A â ñîñòîÿíèè ψk. ×èñòûé àíñàìáëü åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé
ñìåøàííîãî, êîãäà ðàâíû íóëþ âñå âåðîÿòíîñòè wk êðîìå îäíîé, ðàâíîé åäèíèöå.
Òîãäà (1.108) ñâîäèòñÿ ê (1.98).

Äëÿ èçó÷åíèÿ ñìåøàííûõ àíñàìáëåé óäîáíî ââåñòè ñòàòèñòè÷åñêèé îïåðàòîð,
ïðåäëîæåííûé íåçàâèñèìî ôîí-Íåéìàíîì è Ëàíäàó. Âåðíåìñÿ ê ëèíåéíîìó îïåðà-
òîðó A â ìàòðè÷íîì x-ïðåäñòàâëåíèè (1.101). Ïîäñòàâëÿÿ (1.101) â (1.108), ïîëó÷èì:

< A >=

∫
dxdx′A(x, x′)ρ(x′, x) (1.110)

èëè
< A >= Sp(ρA) (1.111)

ãäå

ρ(x, x′) =
∑
k

wkψk(x)ψ
⋆
k(x

′) (1.112)

� ñòàòèñòè÷åñêèé îïåðàòîð â ìàòðè÷íîì x-ïðåäñòàâëåíèè èëè ìàòðèöà ïëîòíî-

ñòè.
Ìàòðèöà ïëîòíîñòè çàâèñèò îò 2N ïåðåìåííûõ x1, ...,xN ,x

′
1, ...,x

′
N è ïîä÷èíÿ-

åòñÿ óñëîâèþ íîðìèðîâêè:
Spρ = 1, (1.113)

êîòîðîå î÷åâèäíî èç îïðåäåëåíèÿ:

Spρ =

∫
dxρ(x, x) =

∑
k

wk(ψ
⋆
k, ψk) = 1 (1.114)

ãäå ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç (ψ⋆k, ψk) = 1 è
∑
k wk = 1. Óñëîâèå (1.113) åñòü

àíàëîã óñëîâèÿ íîðìèðîâêè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ â êëàññè÷åñêîé ñòàòèñòè÷åñêîé
ìåõàíèêå.

Çàïèñü â âèäå (1.111) óäîáíà â òîì îòíîøåíèè, ÷òî øïóð ìàòðèöû èíâàðèàíòåí
îòíîñèòåëüíî óíèòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Ïîýòîìó ôîðìóëà (1.111) ôàêòè÷åñêè íå
çàâèñèò îò èñïîëüçóåìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ îïåðàòîðîâ A è ρ, îíà ñïðàâåäëèâà ïðè
ëþáîì, à íå òîëüêî ïðè èñïîëüçîâàâøåìñÿ âûøå x-ïðåäñòàâëåíèè îïåðàòîðîâ. Íà-
ïðèìåð, â äèñêðåòíîì n-ïðåäñòàâëåíèè:

< A >=
∑
mn

Amnρnm (1.115)
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ãäå Amn � ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû îïåðàòîðà A â n-ïðåäñòàâëåíèè, ρnm � ìàòðèöà
ïëîòíîñòè â n-ïðåäñòàâëåíèè.

Ìàòðèöà ïëîòíîñòè (ñòàòèñòè÷åñêèé îïåðàòîð) ýðìèòîâà:

ρ⋆(x, x′) = ρ(x′, x) (1.116)

÷òî ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ (1.112). Ñ ïîìîùüþ ïðîåêöèîííîãî îïå-
ðàòîðà (1.103) ñòàòèñòè÷åñêèé îïåðàòîð (1.112) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

ρ =
∑
k

wkPψk
;
∑
k

wk = 1; wk ≤ 1 (1.117)

ãäå Pψk
� ïðîåêöèîííûé îïåðàòîð íà ñîñòîÿíèå ψk. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà ðàâíû

íóëþ âñå wk, êðîìå îäíîãî, ðàâíîãî åäèíèöå, ñòàòèñòè÷åñêèé îïåðàòîð (1.117) ïðîñòî
ñîâïàäàåò ñ ïðîåêöèîííûì îïåðàòîðîì (1.103).

Â çàêëþ÷åíèå ïîêàæåì, ÷òî ñòàòîïåðàòîð ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí, ò.å. íå èìååò
îòðèöàòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Ïîñêîëüêó ρ ýðìèòîâ, óñëîâèå ïîëîæèòåëü-
íîé îïðåäåëåííîñòè åãî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

< A2 >= Sp(ρA2) ≥ 0 (1.118)

ãäå A � ïðîèçâîëüíûé ýðìèòîâ îïåðàòîð. Â ñàìîì äåëå, ïðèâîäÿ ρ ê äèàãîíàëüíîìó
âèäó, ÷òî âîçìîæíî èç-çà åãî ýðìèòîâîñòè, çàïèøåì (1.118) â âèäå:∑

nk

ρnnAnkAkn =
∑
nk

ρnn|Ank|2 ≥ 0, (1.119)

÷òî âëå÷åò ρnn ≥ 0. Äëÿ ìàòðèöû ïëîòíîñòè (1.112) ñâîéñòâî (1.118) âûïîëíåíî, ò.ê.

< A2 >=
∑
k

wk(A
2)kk =

∑
km

wkAkmAmk =
∑
km

wk|Akm|2 ≥ 0 (1.120)

òàê ÷òî ñòàòèñòè÷åñêèé îïåðàòîð ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí. Ìîæíî òàêæå ïîêàçàòü,
÷òî âñå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ìàòðèöû ïëîòíîñòè îãðàíè÷åíû [4]:

Spρ2 =
∑
mn

|ρmn|2 ≤ 1. (1.121)

1.8 Êâàíòîâîå óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ.

Ðàññìîòðèì âðåìåííóþ ýâîëþöèþ ìàòðèöû ïëîòíîñòè (ñòàòîïåðàòîðà) äëÿ àíñàì-
áëÿ ñèñòåì ñ ãàìèëüòîíèàíîì H, êîòîðûé íå çàâèñèò ÿâíî îò âðåìåíè. Â ìîìåíò
âðåìåíè t ñòàòîïåðàòîð (1.112) èìååò âèä:

ρ(x, x′) =
∑
k

wkψk(x, t)ψ
⋆
k(x

′, t) (1.122)

ãäå âñÿ çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè ñîäåðæèòñÿ â âîëíîâûõ ôóíêöèÿõ, à âåðîÿòíîñòè wk
íå çàâèñÿò îò t, ò.ê. îíè ñîîòâåòñòâóþò ðàñïðåäåëåíèþ ñèñòåì â àíñàìáëå ïðè t = 0.
Âîëíîâûå ôóíêöèè ψk(x, t) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà,
óäîâëåòâîðÿþùèå íà÷àëüíûì óñëîâèÿì:

ψk(x, t)|t=0 = ψk(x) (1.123)
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ãäå ψk(x) - íåêîòîðàÿ ñèñòåìà âîëíîâûõ ôóíêöèé, îïðåäåëÿþùèõ ìàòðèöó ïëîòíî-
ñòè ïðè t = 0:

ρ(x, x′) =
∑
k

wkψk(x)ψ
⋆
k(x

′) (1.124)

Åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè îòíîñèòåëüíîå ÷èñëî wk äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì
íàõîäèëîñü â ñîñòîÿíèè ψk(x, 0), òî â ìîìåíò âðåìåíè t òàêîå æå ÷èñëî ñèñòåì áóäåò
íàõîäèòüñÿ â ñîñòîÿíèè ψk(x, t).

Èçìåíåíèå ñîñòîÿíèÿ ψk(x, t) âî âðåìåíè îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì Øðåäèíãåðà:

i~
∂ψk(x, t)

∂t
= Hψ(x, t) (1.125)

èëè, â ìàòðè÷íîì x-ïðåäñòàâëåíèè:

i~
∂ψk(x, t)

∂t
=

∫
dx′H(x, x′)ψk(x

′, t) (1.126)

Ñîîòâåòñòâåííî, ìàòðèöà ïëîòíîñòè óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ:

i~
∂ρ(x, x′, t)

∂t
=

=

∫
dx′′

∑
k

[H(x, x′′)wkψk(x
′′, t)ψ⋆k(x

′, t)− wkψk(x, t)ψ
⋆
k(x

′′, t)H(x′′, x′)] =

=

∫
dx′′ [H(x, x′′)ρ(x′′, x′, t)− ρ(x, x′′, t)H(x′′, x′)]

(1.127)

ãäå èñïîëüçîâàëè ýðìèòîâîñòü ãàìèëüòîíèàíà H⋆(x, x′) = H(x′, x). Òàêèì îáðàçîì
ìû ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äâèæåíèå äëÿ ìàòðèöû ïëîòíîñòè � êâàíòîâîå óðàâíåíèå
Ëèóâèëëÿ. Â îïåðàòîðíîì âèäå çàïèñûâàåì åãî êàê:

i~
∂ρ

∂t
= [H, ρ] (1.128)

ãäå
1

i~
[H, ρ] =

1

i~
(Hρ− ρH) ≡ {H, ρ} (1.129)

� êâàíòîâûå ñêîáêè Ïóàññîíà.
Äëÿ ñèñòåì, íàõîäÿùèõñÿ â ñòàòèñòè÷åñêîì ðàâíîâåñèè ρ íå çàâèñèò ÿâíî îò

âðåìåíè è êâàíòîâîå óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ ïðèîáðåòàåò âèä:

[H, ρ] = 0 (1.130)

òàê ÷òî ρ êîììóòèðóåò ñ ãàìèëüòîíèàíîì è ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ, àíàëî-
ãè÷íî ñèòóàöèè â êëàññè÷åñêîé ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêå. Êîììóòàòèâíîñòü îïåðà-
òîðîâ ρ è H è èõ ýðìèòîâîñòü îçíà÷àþò, ÷òî îíè èìåþò îáùóþ ñèñòåìó ñîáñòâåííûõ
ôóíêöèé. Ïîýòîìó ñòàòîïåðàòîð ðàâíîâåñíîé ñèñòåìû ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

ρ(x, x′) =
∑
k

w(Ek)ψk(x)ψ
⋆
k(x

′) (1.131)
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ãäå âîëíîâûå ôóíêöèè óæå åñòü ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ãàìèëüòîíèàíà (ñòàöèîíàð-
íîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà):

Hψk = Ekψk (1.132)

Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå íå âñå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ äîïóñòèìûìè, à ëèøü
òå, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò íåîáõîäèìûì ñâîéñòâàì ñèììåòðèè. Íàïðèìåð, äëÿ ñè-
ñòåìû ôåðìèîíîâ äîïóñòèìû òîëüêî àíòèñèììåòðè÷íûå, à äëÿ áîçîíîâ � ñèììåò-
ðè÷íûå (ñâÿçü ñïèíà è ñòàòèñòèêè). Ïîýòîìó â (1.131) ïðåäïîëàãàåòñÿ ñóììèðîâàíèå
íå ïî âñåì, à òîëüêî ïî äîïóñòèìûì êâàíòîâûì ñîñòîÿíèÿì ñèñòåìû.

1.9 Ìèêðîêàíîíè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå â êâàíòîâîé
ñòàòèñòèêå.

Îñíîâíûå èäåè òåîðèè ñòàòèñòè÷åñêèõ àíñàìáëåé Ãèááñà íåïîñðåäñòâåííî ìîãóò
áûòü îáîáùåíû ñ êëàññè÷åñêîãî íà êâàíòîâûé ñëó÷àé. Â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ ìàò-
ðèöà ïëîòíîñòè ìîæåò çàâèñåòü ëèøü îò àääèòèâíûõ èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ, ïî ïðè-
÷èíàì, ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íûì ðàññìîòðåííûì âûøå äëÿ êëàññè÷åñêîãî ñëó÷àÿ
(ôàêòîðèçàöèÿ ìàòðèöû ïëîòíîñòè äëÿ ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûõ ñèñòåì è àä-
äèòèâíîñòü åå ëîãàðèôìà). Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå òàêèìè èíòåãðàëàìè äâèæåíèÿ
îïÿòü æå ÿâëÿþòñÿ: ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû (îïåðàòîð Ãàìèëüòîíà H), ïîëíûé èì-
ïóëüñ P è ïîëíûé ìîìåíò èìïóëüñàM (ñîîòâåòñòâóþùèå îïåðàòîðû, äåéñòâóþùèå â
ïðîñòðàíñòâå âîëíîâûõ ôóíêöèé). Ñîîòâåòñòâåííî, ðàâíîâåñíàÿ ìàòðèöà ïëîòíîñòè
ìîæåò áûòü ôóíêöèåé òîëüêî îò H, P, M:

ρ = ρ(H,P,M) (1.133)

Åñëè ÷èñëî ÷àñòèö N àíñàìáëå íå çàäàíî, òî åãî íóæíî ó÷åñòü êàê äîïîëíèòåëüíûé
àääèòèâíûé èíòåãðàë äâèæåíèÿ:

[N,H] = 0 (1.134)

ãäå N � îïåðàòîð, ïðèíèìàþùèé öåëûå ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ 0, 1, 2, .... Òîãäà:

ρ = ρ(H,P,M, N) (1.135)

Äëÿ íåïîäâèæíîé ñèñòåìû P = M = 0 è èìååì:

ρ = ρ(H) èëè ρ = ρ(H,N) (1.136)

Êðîìå òîãî ñòàòîïåðàòîð ìîæåò çàâèñåòü, êàê îò ïàðàìåòðîâ, îò âåëè÷èí, êîòîðûå
çàäàíû äëÿ ñèñòåì â àíñàìáëå, íàïðèìåð îò îáúåìà V .

Ìèêðîêàíîíè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå â êâàíòîâîé ñòàòèñòèêå ìîæíî ââåñòè òî÷íî
òàêæå, êàê è â êëàññè÷åñêîé. Ðàññìîòðèì äëÿ ýòîãî àíñàìáëü çàìêíóòûõ, ýíåðãå-
òè÷åñêè èçîëèðîâàííûõ ñèñòåì ñ ïîñòîÿííûì îáúåìîì V è ïîëíûì ÷èñëîì ÷àñòèö
N , èìåþùèõ îäèíàêîâóþ ýíåðãèþ ñ òî÷íîñòüþ äî ∆E ≪ E. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ
òàêèõ ñèñòåì âñå êâàíòîâûå ñîñòîÿíèÿ â ýíåðãåòè÷åñêîì ñëîå E,E +∆E ðàâíîâåðî-

ÿòíû. Òîãäà:

w(Ek) =

{
[Ω(E,N, V )]−1 ïðè E ≤ Ek ≤ E +∆E
0 âíå ýòîãî ñëîÿ

(1.137)
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÷òî è íàçûâàåòñÿ ìèêðîêàíîíè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì êâàíòîâîé ñòàòèñòèêè. Òóò
âñå àíàëîãè÷íî êëàññè÷åñêîìó ñëó÷àþ, òîëüêî ñòàòâåñ Ω(E,N, V ) íå ðàâåí ôàçîâîìó
îáúåìó, à ïðÿìî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷èñëî êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé â ñëîå E,E+∆E äëÿ
ñèñòåìû ñ ÷èñëîì ÷àñòèö N è îáúåìîì V . Ýòî ñðàçó ñëåäóåò èç óñëîâèÿ íîðìèðîâ-
êè
∑
k w(Ek) = 1. Ìèêðîêàíîíè÷åñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ ñîîòâåòñòâóåò ñòàòîïåðàòîð

(ìàòðèöà ïëîòíîñòè):

ρ(x, x′) = Ω−1(E,N, V )
∑

1≤k≤Ω

ψk(x)ψ
⋆
k(x

′) (1.138)

÷òî ìîæíî çàïèñàòü è â îïåðàòîðíîì âèäå:

ρ = Ω−1(E,N, V )∆(H − E) (1.139)

ãäå ∆(x) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôóíêöèþ, îòëè÷íóþ îò íóëÿ íà èíòåðâàëå 0 ≤ x ≤ ∆E,
ãäå îíà ðàâíà åäèíèöå, è ðàâíóþ íóëþ âíå ýòîãî èíòåðâàëà.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïðåäïîëîæåíèå î ðàâíîâåðîÿòíîñòè êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé ñ îäè-
íàêîâîé ýíåðãèåé äëÿ çàìêíóòîé èçîëèðîâàííîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåéøèì, íî
îòíþäü íå ñàìîî÷åâèäíûì ïðåäïîëîæåíèåì. Ïðîáëåìà îáîñíîâàíèÿ ýòîé ãèïîòåçû
ñîñòàâëÿåò ñóòü êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîé ýðãîäè÷åñêîé ïðîáëåìû.

1.10 ×àñòè÷íûå ìàòðèöû ïëîòíîñòè∗.

Àíàëîãè÷íî ñèòóàöèè, ðàññìîòðåííîé âûøå â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå, çíàíèå ïîëíîé
ìàòðèöû ïëîòíîñòè N -÷àñòè÷íîé ñèñòåìû, â áîëüøèíñòâå ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ âî-
âñå íå òðåáóåòñÿ. Ôàêòè÷åñêè, íàèáîëåå âàæíóþ èíôîðìàöèþ î ñèñòåìå ìîæíî ïî-
ëó÷èòü, èçó÷àÿ ñòàòèñòè÷åñêèå îïåðàòîðû (íåáîëüøèõ) êîìïëåêñîâ ÷àñòèö èëè ÷à-
ñòè÷íûå ìàòðèöû ïëîòíîñòè [20]. Ðàññìîòðèì îïÿòü ïðîèçâîëüíóþ ñèñòåìó, ñîñòîÿ-
ùóþ èç N îäèíàêîâûõ ÷àñòèö. Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç x1, x2, ...xN ïåðåìåííûå ýòèõ
÷àñòèö (ýòî ìîãóò áûòü èõ êîîðäèíàòû, èìïóëüñû è.ò.ï.). Âîëíîâûå ôóíêöèè âñåé
ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè ýòèõ ïåðåìåííûõ:

ψn(x, t) = ψn(x1, ..., xN , t) (1.140)

ãäå n îáîçíà÷àåò �íîìåð� (íàáîð êâàíòîâûõ ÷èñåë) äàííîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû. Îïå-
ðàòîðû ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îáîáùåííûå ìàòðèöû ñëåäóþùåãî
âèäà:

A = A(x1, ..., xN ;x′1, ..., x
′
N ) (1.141)

Ðàññìîòðèì ñòàòîïåðàòîð N -÷àñòè÷íîé ñèñòåìû:

ρ(x1, ..., xN ;x′1, ..., x
′
N ; t) =

∑
n

wnψn(x1, ..., xN , t)ψ
⋆
n(x

′
1, ..., x

′
N , t) (1.142)

Â ñëó÷àå ÷àñòèö, ïîä÷èíÿþùèõñÿ ñòàòèñòèêå Áîçå:

Pψn(x1, ..., xN , t) = ψn(x1, ..., xN , t) (1.143)

ãäå P � îïåðàòîð ïåðåñòàíîâêè ïåðåìåííûõ xi (i = 1, 2, ..., N). Â ñëó÷àå ÷àñòèö,
ïîä÷èíÿþùèõñÿ ñòàòèñòèêå Ôåðìè:

Pψn(x1, ..., xN , t) = (−1)Pψn(x1, ..., xN , t) (1.144)
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ãäå (−1)P = 1 äëÿ ÷åòíûõ ïåðåñòàíîâîê è (−1)P = −1 � äëÿ íå÷åòíûõ. Ïîýòîìó â
îáîèõ ñëó÷àÿõ

Pρ = ρP èëè PρP−1 = ρ. (1.145)

Ïðè âû÷èñëåíèè ñðåäíèõ çíà÷åíèé äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ îáû÷íî ïðèõîäèò-
ñÿ èìåòü äåëî ñ îïåðàòîðàìè, çàâèñÿùèìè îò ïåðåìåííûõ îäíîé, äâóõ,..., s-÷àñòèö:

A1 =
∑

1≤r≤N

A(r) (1.146)

A2 =
∑

1≤r1<r2≤N

A(r1, r2) (1.147)

......

As =
∑

1≤r1<r2<...<rs≤N

A(r1, r2, ..., rs) (1.148)

ãäå ÷åðåç ri îáîçíà÷åíà çàâèñèìîñòü îò êîîðäèíàò i-é ÷àñòèöû. Ñðåäíèå çíà÷åíèÿ
òàêèõ îïåðàòîðîâ âû÷èñëÿþòñÿ ÷åðåç ÷àñòè÷íûå ñâåðòêè ìàòðèöû ïëîòíîñòè ρ (ò.å.
÷åðåç øïóðû îò ρ ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ). Â ñàìîì äåëå, ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâà ñèììåò-
ðèè îïåðàòîðà ρ îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâîê ÷àñòèö (1.145), ïîëó÷àåì:

< A1 >= NSp1{A(1)ρ1(1)} (1.149)

< A2 >=
N(N − 1)

2!
Sp1,2{A(1, 2)ρ2(1, 2)} (1.150)

......

< As >=
N(N − 1)...(N − s+ 1)

s!
Sp1,2,...,s{A(1, 2, ..., s)ρs(1, 2, ..., s)} (1.151)

ãäå ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ:

ρ1(1) = Sp2,...,Nρ(1, 2, ..., N) (1.152)

ρ2(1, 2) = Sp3,...,Nρ(1, 2, ..., N) (1.153)

......

ρs(1, 2, ..., s) = Sps+1,...,Nρ(1, 2, ..., s, s+ 1, ..., N) (1.154)

ãäå äëÿ êðàòêîñòè èñïîëüçîâàíû îáîçíà÷åíèÿ ρ2(1, 2) ≡ ρ2(x1, x2;x
′
1, x

′
2, t), Sp2ρ2(1, 2) =

Spx2ρ2(x1, x2;x
′
1, x

′
2; t) è ò.ä. Âåëè÷èíû ρs íàçûâàþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêèìè îïåðàòîðàìè

êîìïëåêñîâ s ÷àñòèö èëè s-÷àñòè÷íûìè ìàòðèöàìè ïëîòíîñòè.
Äëÿ îïåðàòîðîâ ρs, â ñèëó (1.145), èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ:

PsρsP
−1
s = ρs (1.155)

ãäå Ps � îïåðàòîð ïåðåñòàíîâêè s ÷àñòèö,

ρs(1, 2, ..., s) = Sps+1ρs+1(1, ..., s, s+ 1) (1.156)

÷òî äàåò âûðàæåíèå s-÷àñòè÷íîé ìàòðèöû ïëîòíîñòè ÷åðåç s+ 1-÷àñòè÷íóþ.
Ïåðåéäåì îò îïåðàòîðîâ ρs ê îïåðàòîðàì Fs:

Fs(1, ..., s) = N(N − 1)...(N − s+ 1)ρs(1, ..., s) (1.157)

Äëÿ íèõ, ñîãëàñíî (1.156), èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

Fs(1, ..., s) =
1

N − s
Sps+1Fs+1(1, ..., s, s+ 1) (1.158)



34 Ãëàâà 1. ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÏÐÈÍÖÈÏÛ ÑÒÀÒÈÑÒÈÊÈ

Â ïðåäåëå N → ∞ ïðè ôèêñèðîâàííîì s ìîæíî ïðåíåáðå÷ü s â çíàìåíàòåëå, òàê
÷òî:

Fs(1, ..., s) =
1

N
Sps+1Fs+1(1, ..., s, s+ 1) (1.159)

Âåëè÷èíû Fs, ïî àíàëîãèè ñ êëàññè÷åñêèì ñëó÷àåì, áóäåì íàçûâàòü s-÷àñòè÷íûìè
ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïðè ïåðåñòàíîâêàõ, î÷åâèäíî, èìååì: PsFsP

−1
s = Fs.

Ïðè ýòîì èç (1.151) ñðåäíèå ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí ïðèíèìàþò âèä:

< As >=
1

s!
Sp1,...,s{A(1, ..., s)Fs(1, ..., s)} (1.160)

Çàïèøåì îïåðàòîð As ñòàíäàðòíûì îáðàçîì â ïðåäñòàâëåíèè âòîðè÷íîãî êâàíòîâà-
íèÿ:

As =
1

s!

∑
{f,f ′}

A(f1, ..., fs; f
′
s, ..., f

′
1)a

+
f1
...a+fsaf ′

s
...af ′

1
(1.161)

ãäå a+f , af � îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ ÷àñòèö â íåêîòîðûõ îäíî÷àñòè÷-
íûõ ñîñòîÿíèÿõ, õàðàêòåðèçóåìûõ êâàíòîâûìè ÷èñëàìè f , a A(f1, ..., fs; f

′
s, ..., f

′
1) �

ñîîòâåòñòâóþùèé ìàòðè÷íûé ýëåìåíò îïåðàòîðà äèíàìè÷åñêîé ïåðåìåííîé A. Òî-
ãäà, âû÷èñëÿÿ ñðåäíèå ïî àíñàìáëþ, ïîëó÷àåì èõ â âèäå:

< As >=
1

s!

∑
{f,f ′}

A(f1, ..., fs; f
′
s, ..., f

′
1) < a+f1 ...a

+
fs
af ′

s
...af ′

1
> (1.162)

Cðàâíåíèå ñ (1.160) äàåò òîãäà ñëåäóþùåå îáùåå âûðàæåíèå äëÿ s-÷àñòè÷íîé ôóíê-
öèè ðàñïðåäåëåíèÿ â ïðåäñòàâëåíèè âòîðè÷íîãî êâàíòîâàíèÿ:

Fs(1, ..., s) =< a+f1 ...a
+
fs
af ′

s
...af ′

1
> (1.163)

î÷åíü óäîáíîå ïðè ðåøåíèè êîíêðåòíûõ çàäà÷ êâàíòîâîé ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè
è øèðîêî èñïîëüçóåìîå â ñîâðåìåííîé òåîðèè ñèñòåì ìíîãèõ ÷àñòèö8. Ôàêòè÷åñêè,
âû÷èñëåíèå ýòèõ âåëè÷èí â ðàçíûõ ôèçè÷åñêèõ ñèòóàöèÿõ è ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé çàäà-
÷åé ýòîé òåîðèè. Îäíèì èç ìåòîäîâ òàêèõ âû÷èñëåíèé ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ñèñòåìû
çàöåïëÿþùèõñÿ óðàâíåíèé äëÿ òàêèõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ (öåïî÷êè Áîãîëþáî-
âà), àíàëîãè÷íîé êëàññè÷åñêîìó ñëó÷àþ, è åå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ òåì èëè èíûì
ñïîñîáîì. Ïîäîáíûé ïîäõîä èñïîëüçóåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, ïðè âûâîäå êâàíòîâûõ êè-
íåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

Äëÿ ðÿäà çàäà÷, à òàêæå äëÿ îáñóæäåíèÿ ñîîòâåòñòâèÿ ñ êëàññè÷åñêèì ñëó-
÷àåì, ÷àñòî ââîäÿò òàê íàçûâàåìóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ Âèãíåðà â �ñìåøàí-
íîì� êîîðäèíàòíî�èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì îäíî÷àñòè÷-
íóþ ìàòðèöó ïëîòíîñòè ρ1(1) = ρ(x,x′), ãäå x � êîîðäèíàòû ÷àñòèöû è îïðåäåëèì
âèãíåðîâñêóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ êàê:

f(x,p) =
1

(2π)3

∫
dξe

i
~pξρ

(
x+

ξ

2
,x− ξ

2

)
(1.164)

ò.å. ïðîâåäÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî ðàçíîñòè êîîðäèíàò ξ = x− x′. Èíòåãðàëû îò
ýòîé ôóíêöèè ïî x è p èìåþò âèä äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ïëîòíîñòè â x
è p � ïðåäñòàâëåíèè:

ρ(x,x) =

∫
dpf(x,p) ρ(p,p) =

∫
dxf(x,p) (1.165)

8Ïîä÷åðêíåì, ÷òî óãëîâûå ñêîáêè îáîçíà÷àþò çäåñü óñðåäíåíåíèå (âû÷èñëåíèå øïóðà) ñ ïîëíîé
N -÷àñòè÷íîé ìàòðèöåé ïëîòíîñòè!
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÷òî ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ èç îïðåäåëåíèÿ ïîñëå ñîîòâåòñòâóþùèõ çàìåí ïåðåìåííûõ.
Ðàçóìååòñÿ, ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ f(x,p) íåëüçÿ ðàññìàòðèâàòü êàê ôóíêöèþ
ðàñïðåäåëåíèÿ ïî êîîðäèíàòàì è èìïóëüñàì (ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòè!). Íî
åå èíòåãðàëû äàþò ïî îòäåëüíîñòè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïî êîîðäèíàòàì è èì-
ïóëüñàì. Ñàìà æå âèãíåðîâñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæåò áûòü äàæå îòðèöà-
òåëüíîé è íå èìååò ñìûñëà îáû÷íîé (êëàññè÷åñêîé) ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.

1.11 Ýíòðîïèÿ.

1.11.1 Ãèááñîâñêàÿ ýíòðîïèÿ. Ýíòðîïèÿ è âåðîÿòíîñòü.

Âåðíåìñÿ ê ñëó÷àþ êëàññè÷åñêîé ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè è ðàññìîòðèì ëîãàðèôì
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñ îáðàòíûì çíàêîì:

η = − ln ρ(p, q, t) (1.166)

Ýòà âåëè÷èíà èãðàåò îñîáóþ ðîëü, âûøå ìû óæå âèäåëè, ÷òî îíà àääèòèâíà äëÿ
ôàêòîðèçóþùèõñÿ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ íåçàâèñèìûõ ïîäñèñòåì, ÷òî àíàëîãè÷íî
ñâîéñòâó àääèòèâíîñòè ýíòðîïèè â òåðìîäèíàìèêå. Ñðåäíåå çíà÷åíèå ýòîé âåëè÷èíû
íàçûâàåòñÿ ãèááñîâñêîé ýíòðîïèåé:

S =< η >= −
∫

dpdq

(2π~)3NN !
ρ(p, q, t) ln ρ(p, q, t) (1.167)

Âû÷èñëèì ýòó ýíòðîïèþ äëÿ ìèêðîêàíîíè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (1.58) ðàâíîâåñíîé
çàìêíóòîé ñèñòåìû. Ïîäñòàâëÿÿ â (1.167) ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ â âèäå (1.58):

ρ(p, q) =

{
[Ω(E,N, V )]−1 ïðè E ≤ H(p, q) ≤ E +∆E
0 âíå ýòîãî ñëîÿ

(1.168)

ãäå

Ω(E,N, V ) =
1

N !(2π~)3N

∫
E≤H(p,q)≤E+∆E

dpdq (1.169)

ïîëó÷àåì:

S(E,N, V ) = −
∫

E≤H(p,q)≤E+∆E

dpdq

(2π~)3NN !

1

Ω(E,N, V )
ln[Ω(E,N, V )]−1 =

= lnΩ(E,N, V ) (1.170)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðàâíîâåñíîãî ìèêðîêàíîíè÷åñêîãî àíñàìáëÿ ýíòðîïèÿ ðàâíà ëî-
ãàðèôìó ñòàòèñòè÷åñêîãî âåñà, ò.å. ëîãàðèôìó ÷èñëà êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé â ýíåð-
ãåòè÷åñêîì ñëîå øèðèíîé ∆E, ñîîòâåòñòâóþùèõ äàííîìó ìàêðîñîñòîÿíèþ íàøåé
ñèñòåìû9.

9Ñòàòèñòè÷åñêèé âåñ Ω(E,N, V ) = expS(E,N, V ) ïî ñàìîìó îïðåäåëåíèþ åñòü ÷èñëî óðîâíåé
ýíåðãèè, ïðèõîäÿùèõñÿ íà èíòåðâàëå ýíåðãèè ∆E, õàðàêòåðèçóþùèé øèðèíó ðàñïðåäåëåíèÿ âå-
ðîÿòíîñòåé ïî ýíåðãèè. Ðàçäåëèâ ∆E íà Ω(E,N, V ) î÷åâèäíî ïîëó÷èì ñðåäíåå ðàññòîÿíèå ìåæäó
îòäåëüíûìè óðîâíÿìè íà äàííîì ó÷àñòêå ñïåêòðà ñèñòåìû âáëèçè E. Îáîçíà÷àÿ ýòî ðàññòîÿíèå
D(E) èìååì: D(E) = ∆E exp(−S(E)). Òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíà ýíòðîïèè S(E) îïðåäåëÿåò ãó-
ñòîòó óðîâíåé ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà ìàêðîñêîïè÷åñêîé ñèñòåìû. Ââèäó àääèòèâíîñòè ýíòðîïèè
ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ñðåäíåå ðàññòîÿíèå ìåæäó óðîâíÿìè òàêîé ñèñòåìû ýêñïîíåíöèàëüíî óáû-
âàåò ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà ÷àñòèö , òàê ÷òî ñïåêòð ìàêðîñêîïè÷åñêîãî òåëà, ôàêòè÷åñêè, ÿâëÿåòñÿ
íåïðåðûâíûì [1, 2].
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Â êâàíòîâîé ñòàòèñòèêå ìîæíî àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ââåñòè îïåðàòîð ýíòðîïèè,
êàê ëîãàðèôì ìàòðèöû ïëîòíîñòè:

η = − ln ρ (1.171)

Âûøå ìû âèäåëè, ÷òî ñòàòèñòè÷åñêèé îïåðàòîð ρ ýðìèòîâ è ïîëîæèòåëüíî îïðå-
äåëåí. Ñëåäîâàòåëüíî, åãî ëîãàðèôì ýðìèòîâ, à îïåðàòîð ýíòðîïèè ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåí. Â ñàìîì äåëå, åñëè w1, w2, ... � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà ρ, òî
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà η ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî − lnw1,− lnw2, ..., òàê êàê
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè îò îïåðàòîðà ðàâíû ýòîé æå ôóíêöèè îò ñîáñòâåí-
íûõ çíà÷åíèé. Èç 0 ≤ wk ≤ 1 ïðè ýòîì ñëåäóåò, ÷òî − lnwk ≥ 0.

Îïåðàòîð ýíòðîïèè îáëàäàåò ñâîéñòâîì àääèòèâíîñòè � åñëè îïåðàòîð ρ åñòü
ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå îïåðàòîðîâ ρ1 è ρ2:

ρ = ρ1 × ρ2 (1.172)

òî
η = − ln ρ1 − ln ρ2 = η1 + η2 (1.173)

Òåïåðü ìû ñíîâà ìîæåì ââåñòè ãèááñîâñêóþ ýíòðîïèþ êàê ñðåäíèé ëîãàðèôì ìàò-
ðèöû ïëîòíîñòè ñî çíàêîì ìèíóñ:

S =< η >= − < ln ρ >= −Spρ ln ρ (1.174)

Ýíòðîïèÿ � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ âåëè÷èíà, â äèàãîíàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè
îíà èìååò âèä:

S = −
∑
k

wk lnwk ≥ 0 (1.175)

Ëèøü â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà ñòàòîïåðàòîð îïèñûâàåò ÷èñòîå ñîñòîÿíèå èìååì:
S = 0. Åñëè ρ îïèñûâàåò ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûå àíñàìáëè (1.172), òî î÷åâèäíî
S = S1 + S2, ãäå S1 = −Spρ1 ln ρ1 è S2 = −Spρ2 ln ρ2, òàê ÷òî ãèááñîâñêàÿ ýíòðîïèÿ
îáëàäàåò ñâîéñòâîì àääèòèâíîñòè, àíàëîãè÷íî ýíòðîïèè â òåðìîäèíàìèêå.

Îáñóäèì ñòàòèñòè÷åñêèé ñìûñë ýíòðîïèè. Ïóñòü ìàêðîñêîïè÷åñêîå ñîñòîÿíèå ñè-
ñòåìû, êðîìå çíà÷åíèé E,N, V õàðàêòåðèçóåòñÿ êàêèìè-ëèáî ïàðàìåòðàìè x èëè
(x1, x2, ..., xn). Ïóñòü ñòàòèñòè÷åñêèé âåñ ñîñòîÿíèÿ ñ ôèêñèðîâàííûìè çíà÷åíèÿ-
ìè ýòèõ ïàðàìåòðîâ ðàâåí Ω(E,N, V, x). Òîãäà âåðîÿòíîñòü ðåàëèçàöèè ñîñòîÿíèÿ
(E,N, V, x), ñîãëàñíî ïðèíöèïó ðàâíîé âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèé â ìèêðîêàíîíè÷åñêîì
ðàñïðåäåëåíèè ðàâíà:

w(x) =
Ω(E,N, V, x)∑
xΩ(E,N, V, x)

= C exp(S(E,N, V, x)) (1.176)

ãäå
S(E,N, V, x) = lnΩ(E,N, V, x) (1.177)

� ýíòðîïèÿ ñîñòîÿíèÿ (E,N, V, x).
Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ íàèáîëåå âåðîÿòíîå çíà÷åíèå x∗ è ñðåäíåå çíà÷åíèå <

x > âåëè÷èíû x ñîâïàäàþò äðóã ñ äðóãîì, òàê êàê âåðîÿòíîñòü w(x) èìååò îñòðûé
ìàêñèìóì ïðè x = x∗, åñëè ñèñòåìà äîñòàòî÷íî âåëèêà. Íàèáîëåå âåðîÿòíîå çíà÷åíèå
x∗ îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ ìàêñèìóìà w(x):

S(E,N, V, x) =Max ïðè x = x∗ (1.178)
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èëè
∂S(E,N, V, x∗1, ..., x

∗
n)

∂x∗j
= 0 j = 1, 2, ..., n (1.179)

Íåòðóäíî ñîîáðàçèòü, ÷òî âåëè÷èíà

w(∆x) = C ′ exp{S(E,N, V, x∗ +∆x)− S(E,N, V, x∗)} (1.180)

îïðåäåëÿåò âåðîÿòíîñòü îòêëîíåíèé (ôëóêòóàöèé) ∆x ïàðàìåòðîâ x îò èõ íàèáî-
ëåå âåðîÿòíûõ (ñðåäíèõ, ðàâíîâåñíûõ!) çíà÷åíèé10. Ýòî ñâîéñòâî ýíòðîïèè ëåæèò
â îñíîâå åå ñòàòèñòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé (ïðèíöèï Áîëüöìàíà), â ÷àñòíîñòè íà íåì
ñòðîèòñÿ âñÿ òåîðèÿ ôëóêòóàöèé (Ýéíøòåéí).

1.11.2 Çàêîí âîçðàñòàíèÿ ýíòðîïèè.

Èç òåðìîäèíàìèêè èçâåñòíî, ÷òî ýíòðîïèÿ èçîëèðîâàííîé ñèñòåìû âîçðàñòàåò, èëè,
â ñëó÷àå òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ, ïîñòîÿííà. Äëÿ ðàâíîâåñíîãî ñëó÷àÿ ãèáá-
ñîâñêîå îïðåäåëåíèå ýíòðîïèè íå âûçûâàåò ñîìíåíèé, íèæå ìû åùå óáåäèìñÿ, ÷òî
îíî âïîëíå ýêâèâàëåíòíî òåðìîäèíàìè÷åñêîé ýíòðîïèè. Èíà÷å îáñòîèò äåëî åñëè
ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ρ(p, q, t) çàâèñèò îò âðåìåíè. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî äëÿ
èçîëèðîâàííîé ñèñòåìû ãèááñîâñêàÿ ýíòðîïèÿ âîîáùå íå çàâèñèò îò âðåìåíè, à ïî-
òîìó è íå ìîæåò âîçðàñòàòü. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü ïðè t = 0 ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
ðàâíà ρ(p0, q0, 0), à â ìîìåíò t îíà ðàâíà ρ(p, q, t), ãäå (p, q) ëåæèò íà ôàçîâîé òðàåê-
òîðèè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç (p0, q0) è îïðåäåëÿåìîé óðàâíåíèÿìè Ãàìèëüòîíà. Ñîãëàñíî
òåîðåìå Ëèóâèëëÿ èìååì (1.45):

ρ(p0, q0, 0) = ρ(p, q, t), (1.181)

òîãäà ãèááñîâñêàÿ ýíòðîïèÿ â ìîìåíò t ðàâíà:

S = −
∫

dpdq

(2π~)3NN !
ρ(p, q, t) ln ρ(p, q, t) =

= −
∫

dp0dq0

(2π~)3NN !
ρ(p0, q0, 0) ln ρ(p0, q0, 0) (1.182)

òàê êàê ñîãëàñíî òåîðåìå Ëèóâèëëÿ î ñîõðàíåíèè ôàçîâîãî îáúåìà èìååì è dpdq =
dp0dq0. Ïîýòîìó ãèááñîâñêàÿ ýíòðîïèÿ íå ìîæåò ñëóæèòü â êà÷åñòâå îáùåãî îïðåäå-
ëåíèÿ ýíòðîïèè ïðîèçâîëüíîãî íåðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ. Â ýòîì ïàðàäîêñå çàêëþ-
÷åíà ïðèíöèïèàëüíàÿ òðóäíîñòü îáîñíîâàíèÿ íåîáðàòèìîãî òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ïî-
âåäåíèÿ íà îñíîâå îáðàòèìûõ âî âðåìåíè óðàâíåíèé ìåõàíèêè, âûçûâàâøàÿ áîëüøèå
äèñêóññèè â ïåðèîä ñòàíîâëåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè (Áîëüöìàí, Öåðìåëî, Ïó-
àíêàðå, Ãèááñ).

Òåì íå ìåíåå, íà îñíîâå ðÿäà ðàííèõ èäåé Ãèááñà ìîæíî ïðåäëîæèòü íåêîòî-
ðîå îáîáùåíèå, äåìîíñòðèðóþùåå çàêîí âîçðàñòàíèÿ ýíòðîïèè. Âïåðâûå îíî áû-
ëî ðàññìîòðåíî â èçëàãàåìîé íèæå ôîðìå Ýðåíôåñòîì è Àôàíàñüåâîé-Ýðåíôåñò.
Îíè ïðåäëîæèëè �îãðóáèòü� ãèááñîâñêîå îïðåäåëåíèå ýíòðîïèè, ââåäÿ âìåñòî èñòèí-
íîé (�ìåëêîñòðóêòóðíîé�) ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ρ(p, q, t) �îãðóáëåííóþ� (�êðóïíî-
ñòðóêòóðíóþ�) ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè:

ρ̃(p, q, t) ≡ ρi =
1

ωi

∫
ωi

dpdqρ(p, q, t) (1.183)

10Â ñàìîì äåëå: w(x∗ + ∆x) = C exp{S(x∗ + ∆x)} = C′exp{S(x∗ + ∆x) − S(x∗)}, ãäå C′ =
C exp{S(x∗)} � íîâàÿ êîíñòàíòà íîðìèðîâêè.
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ãäå èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî ôèêñèðîâàííûì ìàëûì ÿ÷åéêàì ôàçîâîãî ïðîñòðàí-
ñòâà ωi. Òàêàÿ îïåðàöèÿ óñðåäíåíèÿ (îãðóáëåíèÿ) ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ îçíà÷àåò,
÷òî ìû ââîäèì íåêîòîðóþ åñòåñòâåííóþ êîíå÷íóþ òî÷íîñòü, ñ êîòîðîé ìû ìîæåì
ðåàëüíî èññëåäîâàòü äâèæåíèå ñèñòåìû â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Íàïðèìåð, ñ ó÷å-
òîì êâàíòîâûõ ýôôåêòîâ, êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, ñóùåñòâóåò íèæíÿÿ ãðàíèöà
äëÿ îáúåìà ÿ÷åéêè ωi, êîòîðàÿ íå ìîæåò áûòü ìåíüøå (2π~)3N â ñîîòâåòñòâèè ñ
òðåáîâàíèÿìè ïðèíöèïà íåîïðåäåëåííîñòè11. Îãðóáëåííàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
(1.183) î÷åâèäíûì îáðàçîì ïîñòîÿííà âíóòðè ñîîòâåòñòâóþùåé ÿ÷åéêè ωi, îêðóæà-
þùåé äàííóþ òî÷êó (p, q). Ñîîòâåòñòâåííî, ëþáîé èíòåãðàë ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ïî âñåìó ôàçîâîìó ïðîñòðàíñòâó ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå:∫

dpdqρ(p, q)... =
∑
i

ρiωi... =
∑
i

∫
ωi

dpdqρ(p, q)... =

∫
dpdqρ̃(p, q)... (1.184)

Ãèááñîâñêàÿ ýíòðîïèÿ, ïîñòðîåííàÿ íà îñíîâå îãðóáëåííîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ,
óæå, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ïîñòîÿííà âî âðåìåíè è ìîæåò âîçðàñòàòü. ×òîáû óáåäèòüñÿ
â ýòîì, ñðàâíèì çíà÷åíèÿ ãèááñîâñêîé ýíòðîïèè, âû÷èñëåííîé äëÿ êðóïíîñòðóêòóð-
íîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ â ìîìåíòû âðåìåíè t è t = 0, ïîëàãàÿ, ÷òî â íà÷àëüíûé
ìîìåíò èñòèííàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñîâïàäàåò ñ îãðóáëåííîé:

ρ(p0, q0, 0) = ρ̃(p0, q0, 0) (1.185)

Èìååì:

St − S0 =

= −
∫
dΓρ̃(p, q, t) ln ρ̃(p, q, t) +

∫
dΓ0ρ(p

0, q0, 0) ln ρ(p0, q0, 0) =

= −
∫
dΓ {ρ(p, q, t) ln ρ̃(p, q, t)− ρ(p, q, t) ln ρ(p, q, t)} (1.186)

ãäå èñïîëüçîâàëè òåîðåìó Ëèóâèëëÿ â âèäå dΓ0 = dΓ è (1.181), à òàêæå ñíÿëè òèëüäó
ó ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, íå ñòîÿùåé ïîä çíàêîì ln, ÷òî ñîãëàñíî (1.184) âñåãäà
ìîæíî ñäåëàòü ïîä çíàêîì èíòåãðàëà12.

Äëÿ ëþáûõ äâóõ íîðìèðîâàííûõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ ρ è ρ′, îïðåäåëåííûõ
â îäíîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî Ãèááñà13:∫

dΓρ ln

(
ρ

ρ′

)
≥ 0 (1.187)

11Â öåëîì ñèòóàöèÿ â êâàíòîâîé ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêå â îòíîøåíèè ðàññìîòðåíèÿ âðåìåí-
íîé ýâîëþöèè ýíòðîïèè ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íà è ìû îãðàíè÷èìñÿ íèæå àíàëèçîì êëàññè÷åñêîãî
ñëó÷àÿ, îòñûëàÿ çàèíòåðåñîâàííûõ ê ñîîòâåòñòâóþùåé ñõåìå ðàññìîòðåíèÿ êâàíòîâîé ýíòðîïèè â
êíèãå Çóáàðåâà [4].

12Äåéñòâèòåëüíî:
∫
dpdqρ̃(p, q) ln ρ̃(p, q) =

∑
i ρiωi ln ρi =

∑
i

[∫
ωi
dpdqρ(p, q) ln ρi

]
=∫

dpdqρ(p, q) ln ρ̃(p, q), ÷òî è èñïîëüçîâàíî â (1.186).
13Äàííîå íåðàâåíñòâî åñòü ñëåäñòâèå íåðàâåíñòâà ln

(
ρ
ρ′

)
≥ 1 − ρ′

ρ
(ρ > 0, ρ′ > 0), ãäå çíàê

ðàâåíñòâà èìååò ìåñòî ëèøü ïðè ρ = ρ′. Ýòî ÿñíî èç ñïðàâåäëèâîãî äëÿ x > 0 íåðàâåíñòâà lnx ≥ 1−
1
x
(ðàâåíñòâî ïðè x = 1), ãäå ïîëàãàåì x = ρ

ρ′ . Ïîñëå óìíîæåíèÿ íà ρ è èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ôàçîâîìó

ïðîñòðàíñòâó, ïîëó÷àåì:
∫
ρ ln

(
ρ
ρ′

)
dΓ ≥

∫
ρ
(
1− ρ′

ρ

)
dΓ = 0, ãäå ó÷ëè óñëîâèå íîðìèðîâêè, ÷òî è

äîêàçûâàåò (1.187.)
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ïðè÷åì çíàê ðàâåíñòâà èìååò ìåñòî ëèøü ïðè ρ = ρ′. Òîãäà èç (1.186) (ïîëàãàÿ
ρ̃ = ρ′) ñðàçó ïîëó÷àåì:

St ≥ S0 (1.188)

Ïóñòü ρ(p0, q0, 0) íå ñîîòâåòñòâóåò ñòàòèñòè÷åñêè ðàâíîâåñíîìó àíñàìáëþ, òîãäà â
ìîìåíò âðåìåíè t:

ρ(p, q, t) ̸= ρ̃(p, q, t) (1.189)

òàê êàê õîòÿ ρ(p, q, t) è íå èçìåíÿåòñÿ âäîëü ôàçîâîé òðàåêòîðèè, íî â äàííóþ ÿ÷åéêó
ω âáëèçè ïðîèçâîëüíîé òî÷êè (p, q) áóäóò ïðèõîäèòü è óõîäèòü ôàçîâûå òî÷êè èç
äðóãèõ ÿ÷ååê è ýòè ïðîöåññû, âîîáùå ãîâîðÿ, íå êîìïåíñèðóþòñÿ. Òàêèì îáðàçîì
ïðîèñõîäèò ïðîöåññ �ïåðåìåøèâàíèÿ� ôàçîâûõ òî÷åê ïî ôàçîâûì ÿ÷åéêàì. Ñ ó÷åòîì
(1.189) èç (1.188) ñëåäóåò:

St > So (1.190)

ò.å. ýíòðîïèÿ, îïðåäåëåííàÿ ñ ïîìîùüþ êðóïíîñòðóêòóðíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëå-
íèÿ, âîçðàñòàåò ñî âðåìåíåì. Ýòî çàêëþ÷åíèå âåðíî, åñëè äâèæåíèå ôàçîâûõ òî÷åê
èìååò ïåðåìåøèâàþùèé õàðàêòåð â óêàçàííîì âûøå ñìûñëå. Ïåðåìåøèâàþùèé õà-
ðàêòåð äâèæåíèÿ îêàçûâàåòñÿ òåñíî ñâÿçàííûì ñ ëîêàëüíîé íåóñòîé÷èâîñòüþ ôà-
çîâûõ òðàåêòîðèé, âîçíèêàþùåé (êàê ïðàâèëî!) äëÿ íåòðèâèàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ ñè-
ñòåì, äàæå ñ ìàëûì ÷èñëîì ÷àñòèö [14]. Ýòà íåóñòîé÷èâîñòü ïðîÿâëÿåòñÿ â ýêñïîíåí-
öèàëüíî áûñòðîì �ðàçáåãàíèè� äàæå èçíà÷àëüíî áëèçêèõ òî÷åê ñîñåäíèõ ôàçîâûõ
òðàåêòîðèé. Áîëåå ïîäðîáíî ýòè è ðÿä ñìåæíûõ âîïðîñîâ ðàññìîòðåíû â Ïðèëîæå-
íèè A.

Ââåäåíèå êðóïíîñòðóêòóðíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ íåëüçÿ, îäíàêî, ðàññìàò-
ðèâàòü â êà÷åñòâå âïîëíå óäîâëåòâîðèòåëüíîãî ðåøåíèÿ ïðîáëåìû. Äåëî â òîì, ÷òî
÷åì ìåíüøå ìàñøòàá îãðóáëåíèÿ, òåì âîçðàñòàíèå ýíòðîïèè St ìåíüøå, â ïðåäåëå
ω → 0 îíî òàêæå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Âîçðàñòàíèå æå ôèçè÷åñêîé ýíòðîïèè íå ìîæåò
çàâèñåòü îò ìàñøòàáà îãðóáëåíèÿ, íàïðèìåð, åñëè áû ìû ïðèíÿëè ω ∼ ~3N , èñõîäÿ èç
òðåáîâàíèé êâàíòîâîé ìåõàíèêè, òî ðîñò ýíòðîïèè îïðåäåëÿëñÿ áû âåëè÷èíîé ïîñòî-
ÿííîé Ïëàíêà ~, à ýòî î÷åâèäíî íå òàê. Òóò ìîæíî âûñêàçàòü ðàçíûå òî÷êè çðåíèÿ,
íàïðèìåð äîëãîå âðåìÿ ñ÷èòàëîñü [4], ÷òî ïðèìåíÿÿ îïåðàöèþ êðóïíîñòðóêòóðíîãî
óñðåäíåíèÿ, ìû äîëæíû ñîâåðøàòü äâà ïðåäåëüíûõ ïåðåõîäà: îáû÷íûé òåðìîäèíà-
ìè÷åñêèé ïðåäåë ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè N → ∞, V → ∞ ïðè N/V = const, à óæå
ïîñëå ýòîãî ïðåäåë ω → 0. Ñîâðåìåííàÿ òî÷êà çðåíèÿ [14] ñîñòîèò â òîì, ÷òî òåðìî-
äèíàìè÷åñêèé ïðåäåë òóò íåñóùåñòâåí. Ñâîéñòâî ïåðåìåøèâàíèÿ (ïîëîæèòåëüíîñòü
ýíòðîïèè Êîëìîãîðîâà - Ñèíàÿ, ñì. Ïðèëîæåíèå A) äîñòàòî÷íà äëÿ äëÿ îáåñïå÷åíèÿ
�ïðàâèëüíîãî� ñòàòèñòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ óæå äëÿ ñèñòåì ñ ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáî-
äû N > 2. Èçîëèðîâàííàÿ ñèñòåìà, íåçàâèñèìî îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé, äîñòèãàåò
ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ, â êîòîðîì åå ìîæíî ðàâíîâåðîÿòíî îáíàðóæèòü â ëþáîì
èç åå âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé (ýðãîäè÷åñêîå ïîâåäåíèå).

Äðóãàÿ òî÷êà çðåíèÿ [1, 2] íà îïðåäåëåíèå ýíòðîïèè íåðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ îñ-
íîâûâàåòñÿ íà íåñîìíåííî âåðíîì îïðåäåëåíèè ðàâíîâåñíîé ýíòðîïèè (1.170). Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â íåêîòîðîì ñîñòîÿíèè íåïîëíîãî ðàâíîâåñèÿ è áó-
äåì ðàññìàòðèâàòü åå â òå÷åíèå ïðîìåæóòêîâ âðåìåíè ∆t. Ðàçäåëèì ñèñòåìó ìûñ-
ëåííî íà ÷àñòè, íàñòîëüêî ìàëûå, ÷òî èõ ñîáñòâåííûå âðåìåíà ðåëàêñàöèè ìàëû ïî
ñðàâíåíèþ ñ ∆t (âðåìåíà ðåëàêñàöèè îáû÷íî óìåíüøàþòñÿ ñ óìåíüøåíèåì ðàçìå-
ðîâ ñèñòåìû). Òàêèå ïîäñèñòåìû ìîæíî ñ÷èòàòü íàõîäÿùèìèñÿ â òå÷åíèå âðåìåíè
∆t â íåêîòîðûõ ñâîèõ ÷àñòíûõ ðàâíîâåñèÿõ, îïèñûâàåìûõ ñîîòâåòñòâóþùèìè ìèê-
ðîêàíîíè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ. Ê íèì ìîæíî ïðèìåíèòü äàííîå âû-
øå îïðåäåëåíèå ñòàòèñòè÷åñêîãî âåñà è âû÷èñëèòü èõ ýíòðîïèè. Ñòàòèñòè÷åñêèé âåñ
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ñèñòåìû â öåëîì îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðîèçâåäåíèå Ω =
∏
iΩi ñòàòâåñîâ îòäåëüíûõ

ïîäñèñòåì, à ýíòðîïèÿ S =
∑
i Si. Ïðè òàêîì ðàññìîòðåíèè ýíòðîïèÿ åñòü âåëè÷èíà,

õàðàêòåðèçóþùàÿ ñðåäíèå ñâîéñòâà òåëà çà íåêîòîðûé îòëè÷íûé îò íóëÿ ïðîìå-
æóòîê âðåìåíè ∆t. ßñíî, ÷òî â ýòîì ïîäõîäå äëÿ ñëèøêîì ìàëûõ ïðîìåæóòêîâ
âðåìåíè ∆t ïîíÿòèå ýíòðîïèè âîîáùå òåðÿåò ñìûñë, â ÷àñòíîñòè íåëüçÿ ãîâîðèòü î
åå ìãíîâåííîì çíà÷åíèè.

Çàêîí âîçðàñòàíèÿ ýíòðîïèè â òàêîì ïîäõîäå ìîæíî ïðîàíàëèçèðîâàòü ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì. Ðàññìîòðèì çàìêíóòóþ ìàêðîñêîïè÷åñêóþ ñèñòåìó â ìîìåíò âðåìåíè
t. Åñëè ìû ðàçîáüåì ýòó ñèñòåìó íà îòíîñèòåëüíî ìàëûå ÷àñòè, òî êàæäàÿ èç íèõ áó-
äåò èìåòü ñâîþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ρi. Ýíòðîïèÿ S âñåé ñèñòåìû â ýòîò ìîìåíò
âðåìåíè ðàâíà:

S = −
∑
i

< ln ρi >= − < ln
∏
i

ρi > (1.191)

Ïîñêîëüêó ìû ñ÷èòàåì íàøè ïîäñèñòåìû êâàçèíåçàâèñèìûìè, ìîæíî ââåñòè ôóíê-
öèþ ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ âñåé ñèñòåìû â âèäå:

ρ =
∏
i

ρi (1.192)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ â áîëåå ïîçäíèé ìîìåíò âðåìåíè
t′, íàäî ïðèìåíèòü ê ρ óðàâíåíèÿ ìåõàíèêè äëÿ äâèæåíèÿ çàìêíóòîé ñèñòåìû, òîãäà
ρ ïåðåéäåò â ìîìåíò âðåìåíè t′ â íåêîòîðóþ ôóíêöèþ ρ′. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü
ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ â ìîìåíò t′ äëÿ îäíîé òîëüêî i-é ÷àñòè, íàäî ïðîèíòåãðè-
ðîâàòü ρ′ ïî âñåì ôàçîâûì îáúåìàì âñåõ ïîäñèñòåì, êðîìå i-ãî. Åñëè ýòó ôóíêöèþ
ðàñïðåäåëåíèÿ îáîçíà÷èòü ρ′i, òî äëÿ íåå â ìîìåíò t

′ ïîëó÷èì:

ρ′i =

∫
1

∫
2

...

∫
i−1

∫
i+1

...dΓ1dΓ2...dΓi−1dΓi+1...ρ
′ (1.193)

Çàìåòèì, ÷òî ρ′, âîîáùå ãîâîðÿ, óæå íå ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ âñåõ ρ′i. Ýíòðîïèÿ â
ìîìåíò âðåìåíè t′ åñòü, ñîãëàñíî ïðèíÿòîìó îïðåäåëåíèþ:

S′ = −
∑
i

< ln ρ′i > (1.194)

ãäå óñðåäíåíèå < ... > ïîíèìàåòñÿ óæå ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ρ′. Âîñïîëüçóåìñÿ

òåïåðü íåðàâåíñòâîì lnx ≤ x−1, ñïðàâåäëèâûì äëÿ x > 0. Ïîäñòàâèì ñþäà x =
∏

i ρ
′
i

ρ′

è ïîëó÷èì:

− ln ρ′ +
∑
i

ln ρ′i ≤
∏
i ρ

′
i

ρ′
− 1 (1.195)

Åñëè óñðåäíèòü îáå ñòîðîíû ýòîãî íåðàâåíñòâà ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ
ρ′, òî ïðàâàÿ ÷àñòü äàñò íóëü, òàê êàê

∫
dΓ1dΓ2...

∏
i ρ

′
i =

∏
i

∫
dΓiρi = 1 â ñèëó

óñëîâèé íîðìèðîâêè. Ëåâàÿ æå ÷àñòü ñâîäèòñÿ ê < − ln ρ′ > +
∑
i < ln ρ′i >, òàê ÷òî

ïîëó÷àåì:
− < ln ρ′ > −S′ ≤ 0 (1.196)

Â ñèëó òåîðåìû Ëèóâèëëÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ρ íå ìåíÿåòñÿ ïðè äâèæåíèè
ïî çàêîíàì ìåõàíèêè, ïîýòîìó âåëè÷èíà − < ln ρ′ > îñòàåòñÿ ðàâíîé − < ln ρ >,
êîòîðàÿ åñòü íà÷àëüíàÿ ýíòðîïèÿ S. Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì:

S′ ≥ S, (1.197)
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â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè çàäàíî ìàêðîñêîïè÷åñêèì îáðàçîì, òî íàèáîëåå âå-

ðîÿòíûì ñëåäñòâèåì â íåêîòîðûé äðóãîé ìîìåíò âðåìåíè áóäåò âîçðàñòàíèå ýí-

òðîïèè.

Óðàâíåíèÿ ìåõàíèêè õàðàêòåðèçóþòñÿ ñèììåòðèåé ïî îòíîøåíèþ ê çàìåíå t íà
−t. Ïîýòîìó, åñëè çàêîíû ìåõàíèêè äîïóñêàþò íåêîòîðûé ïðîöåññ, ñîïðîâîæäàþ-
ùèéñÿ, íàïðèìåð, âîçðàñòàíèåì ýíòðîïèè, òî îíè äîëæíû äîïóñêàòü è ïðÿìî ïðî-
òèâîïîëîæíûé ïðîöåññ, êîãäà ñèñòåìà ïðîõîäèò ÷åðåç òå æå ñàìûå êîíôèãóðàöèè
â îáðàòíîì ïîðÿäêå è åå ýíòðîïèÿ óáûâàåò. Êàçàëîñü áû, ýòî ïðîòèâîðå÷èò çàêîíó
âîçðàñòàíèÿ ýíòðîïèè. Íà ñàìîì æå äåëå òîëüêî ÷òî ïðèâåäåííàÿ åãî ôîðìóëèðîâ-
êà íèñêîëüêî íå ïðîòèâîðå÷èò ñèììåòðèè ïî îòíîøåíèþ ê îáðàùåíèþ âðåìåíè, òàê
êàê â íåé ãîâîðèòñÿ òîëüêî î íàèáîëåå âåðîÿòíîì ñëåäñòâèè ìàêðîñêîïè÷åñêè îïðå-
äåëåííîãî ñîñòîÿíèÿ. Ýòî ñòàíîâèòñÿ åùå ÿñíåå, åñëè îáðàòèòü âíèìàíèå, ÷òî ïðè
ïðîâåäåííîì âûøå äîêàçàòåëüñòâå ìû âîâñå íå ïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî t′ > t. Àíàëî-
ãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî S′ ≥ S è ïðè t ≤ t′. Èíûìè ñëîâàìè, ïðèíöèï
âîçðàñòàíèÿ ýíòðîïèè îçíà÷àåò òîëüêî òî, ÷òî åñëè äàíî íåêîòîðîå ìàêðîñêîïè÷å-
ñêè îïèñàííîå ñîñòîÿíèå, òî èç âñåõ ìèêðîñêîïè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ
äàííîìó ìàêðîñêîïè÷åñêîìó ñîñòîÿíèþ, ïîäàâëÿþùåå áîëüøèíñòâî äàåò â ñëåäóþ-
ùèå ìîìåíòû âðåìåíè âîçðàñòàíèå ýíòðîïèè (èëè òó æå ñàìóþ ýíòðîïèþ).

Ëó÷øå ïîíÿòü ñèòóàöèþ ìîæíî ñ ïîìîùüþ çàìå÷àòåëüíîé ýâðèñòè÷åñêîé ìî-
äåëè, ïðåäëîæåííîé, â ñâîå âðåìÿ, Ï. è Ò.Ýðåíôåñòàìè. Ïóñòü èìååòñÿ 2R øàðîâ,
ïðîíóìåðîâàííûõ îò 1 äî 2R, ðàçëîæåííûõ ïî äâóì ÿùèêàì A è B. Ïóñòü â äèñêðåò-
íûé ìîìåíò âðåìåíè s äàò÷èê ñëó÷àéíûõ ÷èñåë âûäàåò íåêîòîðîå öåëîå ÷èñëî èç
èíòåðâàëà ìåæäó 1 è 2R. Òîãäà øàð ñ ñîîòâåòñòâóþùèì íîìåðîì ïåðåêëàäûâàåòñÿ
èç ÿùèêà, ãäå îí ëåæèò, â äðóãîé. Çàòåì ýòà ïðîöåäóðà ìíîãî ðàç ïîâòîðÿåòñÿ. Â
íàøå âðåìÿ, òàêîé ïðîöåññ ïðîùå âñåãî ðåàëèçîâàòü ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðà. Èíòó-
èòèâíî ñîâåðøåííî ÿñíî, ÷òî áóäåò ïðîèñõîäèòü. Ïóñòü, äëÿ ïðîñòîòû, â íà÷àëüíûé
ìîìåíò âðåìåíè âñå øàðû íàõîäÿòñÿ â ÿùèêå A. Òîãäà íà ïåðâîì øàãå ìû îáÿçà-
òåëüíî ïåðåíåñåì øàð èç A â B. Íà âòîðîì øàãå ìû ìîæåì âåðíóòüñÿ ê íà÷àëüíîìó
ñîñòîÿíèþ, íî âåðîÿòíîñòü ýòîãî ðàâíà (2R)−1. Íî åñëè ÷èñëî 2R äîñòàòî÷íî âåëèêî,
òî ñ ïîäàâëÿþùåé âåðîÿòíîñòüþ 1− (2R)−1, â ÿùèê B ïîïàäåò è ñëåäóþùèé øàð. È
âîîáùå, ïîêà nA (÷èñëî øàðîâ â ÿùèêå A) áóäåò ìíîãî áîëüøå nB (÷èñëà øàðîâ â
ÿùèêå B), ìû �ïðàêòè÷åñêè âñåãäà� áóäåì íàáëþäàòü ïåðåõîäû òîëüêî èç A â B. Â
ñàìîì äåëå, ðàññìîòðèì ýòîò ïðîöåññ íåìíîãî ïîäðîáíåå. Ïóñòü â ìîìåíò âðåìåíè
s â ÿùèêå A íàõîäèòñÿ nA(s) øàðîâ, à â ÿùèêå B ñîîòâåòñòâåííî èõ òîãäà 2R− nA.
Âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ â ñëåäóþùèé ìîìåíò s + 1 øàðà ñ íîìåðîì, ëåæàùèì â
ÿùèêå A åñòü nA

2R , à âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ øàðà èç ÿùèêà B, î÷åâèäíî, åñòü
2R−nA

2R .
Íî ïîêóäà nA > 2R − nA, òî �îòíîñèòåëüíàÿ âåðîÿòíîñòü� nA

2R−nA
ïîÿâëåíèÿ øàðà

èç A, ïî îòíîøåíèþ ê ïîÿâëåíèþ øàðà èç B, î÷åâèäíî áîëüøå 1. Ïîýòîìó áîëåå
âåðîÿòåí ïåðåõîä A → B è ðàçíîñòü ìåæäó ÷èñëàìè øàðîâ â îáîèõ ÿùèêàõ óìåíü-
øàåòñÿ. Ýòà òåíäåíöèÿ ñóùåñòâóåò ïîêà íå íàñòóïèò ðàâåíñòâî nA − (2R− nA) = 0,
è îíà âñå ñëàáåå ïî ìåðå òîãî, êàê ýòà ðàçíîñòü ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Òàêèì îáðàçîì,
ïî ìåðå óðàâíèâàíèÿ ÷èñëà øàðîâ â îáîèõ ÿùèêàõ, âåðîÿòíîñòè ïîÿâëåíèÿ øàðîâ
èç A èëè B âñå áîëåå ïðèáëèæàþòñÿ äðóã ê äðóãó è ðåçóëüòàò ñòàíîâèòñÿ âñå ìå-
íåå ÿñíûì. Â ðåçóëüòàòå âûíèìàíèÿ î÷åðåäíîãî øàðà ìîæåò ïðîèçîéòè äàëüíåéøåå
âûðàâíèâàíèå ÷èñëà øàðîâ â îáîèõ ÿùèêàõ, íî ìîæåò ïðîèçîéòè è ïðîòèâîïîëîæ-
íîå. Íà Ðèñ.1.2 ïîêàçàí ðåçóëüòàò êîíêðåòíîé ðåàëèçàöèè òàêîãî ýêñïåðèìåíòà ñ 40
øàðàìè. Âèäíî, ÷òî ñíà÷àëà ïðîöåññ êàæåòñÿ íåîáðàòèìûì, íî âáëèçè �ïîëîæåíèÿ
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Ðèñ. 1.2: Òèïè÷íàÿ ðåàëèçàöèÿ �H-êðèâîé� Ýðåíôåñòîâ. Ïî îñè îðäèíàò îòëîæåíî
çíà÷åíèå |nA(s)− nB(s)| = 2|nA(s)−R|.

ðàâíîâåñèÿ� âîçíèêàþò êîëåáàíèÿ (ôëóêòóàöèè!) ðàçíîñòè ÷èñëà øàðîâ, óêàçûâàþ-
ùèå íà òî, ÷òî â äåéñòâèòåëüíîñòè ìû èìååì äåëî ñ îáðàòèìûì ïðîöåññîì 14. Ìû
íå ìîæåì ñêàçàòü, ÷òî ýòà ðàçíîñòü óáûâàåò âñåãäà, íî ìû ìîæåì áûòü óâåðåíû,
÷òî ïðè áîëüøèõ ÷èñëàõ øàðîâ 2R, îíà óáûâàåò �ïî÷òè âñåãäà�, ïîêà ìû äàëåêè îò
�ðàâíîâåñèÿ�. Ïîâåäåíèå ýíòðîïèè íåðàâíîâåñíîé ìíîãî÷àñòè÷íîé ñèñòåìû èìåííî
òàêîå (ñ îáðàòíûì çíàêîì)!

Ìîäåëü Ýðåíôåñòîâ ïîçâîëÿåò ëåãêî îòâåòèòü íà âñå âîçðàæåíèÿ ïðîòèâ îáîñ-
íîâàíèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîé íåîáðàòèìîñòè íà îñíîâå ñòàòèñòè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé.
Â ÷àñòíîñòè, â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíöèïîì ìèêðîñêîïè÷åñêîé îáðàòèìîñòè, âïîëíå
âîçìîæåí ïðîöåññ, êîãäà ïîñëå �îáðàùåíèÿ âðåìåíè� äâèæåíèå øàðîâ ïîéäåò â òî÷-
íîñòè îáðàòíî âäîëü òîé æå �H-êðèâîé�. Íî êîíå÷íî æå, ïðè áîëüøèõ R ýòîò ïðî-
öåññ ñîâåðøåííî íåâåðîÿòåí. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî �êîãäà � íèáóäü� âñå øàðû ñíîâà
îêàæóòñÿ â îäíîì ÿùèêå âîâñå íå ðàâíà íóëþ, íî î÷åíü ìàëà (íåâåðîÿòíî ìàëà ïðè
çíà÷åíèÿõ R ∼ 1022!). Èìåííî òàêîé ñìûñë èìååò òåðìîäèíàìè÷åñêàÿ íåîáðàòèìîñòü
è çàêîí âîçðàñòàíèÿ ýíòðîïèè.

Èòàê, îáùåïðèíÿòàÿ òî÷êà çðåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ðÿä ïîñëåäîâàòåëüíî ïðî-
õîäèìûõ èçîëèðîâàííîé ñèñòåìîé ñîñòîÿíèé ñîîòâåòñòâóåò âñå áîëåå âåðîÿòíîìó

ðàñïðåäåëåíèþ. Ýòî âîçðàñòàíèå âåðîÿòíîñòè ÷ðåçâû÷àéíî âåëèêî, â ñèëó ôàêòîðà
exp(S), ãäå â ýêñïîíåíòå ñòîèò àääèòèâíàÿ âåëè÷èíà. Ïîýòîìó ïðîöåññû, ïðîòåêà-
þùèå â íåðàâíîâåñíîé çàìêíóòîé ñèñòåìå, èäóò òàêèì îáðàçîì, ÷òî ñèñòåìà íåïðå-
ðûâíî ïåðåõîäèò èç ñîñòîÿíèé ñ ìåíüøåé â ñîñòîÿíèå ñ áîëüøåé ýíòðîïèåé, ïîêà,
íàêîíåö, ýíòðîïèÿ íå äîñòèãàåò íàèáîëüøåãî âîçìîæíîãî çíà÷åíèÿ, ñîîòâåòñòâóþ-
ùåãî ïîëíîìó ñòàòèñòè÷åñêîìó ðàâíîâåñèþ. Ãîâîðÿ î �íàèáîëåå âåðîÿòíîì� ïîâåäå-
íèè, ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî â äåéñòâèòåëüíîñòè âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà â ñîñòîÿíèå
ñ áîëüøåé ýíòðîïèåé íàñòîëüêî ïîäàâëÿþùå âåëèêà ïî ñðàâíåíèþ ñ âåðîÿòíîñòüþ
ñêîëüêî íèáóäü çàìåòíîãî åå óìåíüøåíèÿ, ÷òî ïîñëåäíåå âîîáùå ôàêòè÷åñêè íèêî-
ãäà íå ìîæåò íàáëþäàòüñÿ â ïðèðîäå (êðîìå ìàëûõ ôëóêòóàöèé). Ýòî ôîðìóëèðîâêà

14Íà íàøåì ðèñóíêå ýòè ôëóêòóàöèè âñåãäà ïîëîæèòåëüíû, ïîñêîëüêó ïî îñè îðäèíàò îòëîæåí
ìîäóëü ðàçíîñòè ÷èñëà øàðîâ â ÿùèêàõ A è B.
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çàêîíà âîçðàñòàíèÿ ýíòðîïèè â ÷èñòî âåðîÿòíîñòíîì ñìûñëå (Áîëüöìàí). �Âðÿä-ëè
ñôîðìóëèðîâàííûé òàêèì îáðàçîì çàêîí âîçðàñòàíèÿ ýíòðîïèè âîîáùå ìîã áû áûòü
âûâåäåí íà îñíîâå êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè�[1, 2]15. Â ðàìêàõ ñîâðåìåííîé ñòàòèñòè-
÷åñêîé ìåõàíèêè íåðàâíîâåñíûõ ñèñòåì [4, 18] è ôèçè÷åñêîé êèíåòèêè [15, 16, 17]
óäàåòñÿ ÿâíî ïðîäåìîíñòðèðîâàòü âîçðàñòàíèå ýíòðîïèè íà öåëîì ðÿäå êîíêðåòíûõ
ñòàòèñòè÷åñêèõ ìîäåëåé.

15Ëàíäàó ïðèíàäëåæèò èíòåðåñíîå çàìå÷àíèå î òîì, ÷òî â êâàíòîâîé ìåõàíèêå ïîëîæåíèå
íåñêîëüêî ìåíÿåòñÿ. Õîòÿ óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà ñàìî ïî ñåáå èíâàðèàíòíî ïî îòíîøåíèþ ê èç-
ìåíåíèþ çíàêà âðåìåíè (ïðè îäíîâðåìåííîé çàìåíå ψ íà ψ⋆), êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà ñîäåðæèò â
ñåáå íåêóþ íåýêâèâàëåíòíîñòü îáîèõ íàïðàâëåíèé âðåìåíè. Ýòà íåýêâèâàëåíòíîñòü ïðîÿâëÿåòñÿ
â ñâÿçè ñ âàæíåéøèì äëÿ êâàíòîâîé ìåõàíèêè ïðîöåññîì âçàèìîäåéñòâèÿ êâàíòîâîãî îáúåêòà ñ
êëàññè÷åñêîé ñèñòåìîé. À èìåííî, åñëè ñ äàííûì êâàíòîâûì îáúåêòîì ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîèñõî-
äÿò äâà ïðîöåññà A è B, òî óòâåðæäåíèå, ÷òî âåðîÿòíîñòü òîãî èëè èíîãî ðåçóëüòàòà ïðîöåññà
B îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì ïðîöåññà A, ìîæåò áûòü ñïðàâåäëèâî ëèøü â òîì ñëó÷àå, åñëè ïðî-
öåññ A èìåë ìåñòî ðàíüøå ïðîöåññà B. Òàêèì îáðàçîì, â êâàíòîâîé ìåõàíèêå èìååòñÿ ôèçè÷åñêàÿ
íåýêâèâàëåíòíîñòü îáîèõ íàïðàâëåíèé âðåìåíè, è çàêîí âîçðàñòàíèÿ ýíòðîïèè ìîã áû áûòü åå ìàê-
ðîñêîïè÷åñêèì âûðàæåíèåì. Îäíàêî, â òàêîì ñëó÷àå äîëæíî áûëî áû ñóùåñòâîâàòü ñîäåðæàùåå
~ íåðàâåíñòâî, îáåñïå÷èâàþùåå ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî çàêîíà. Äî ñèõ ïîð íèêîìó åùå íå óäàëîñü
ïðîñëåäèòü òàêóþ ñâÿçü è ïîêàçàòü, ÷òî îíà äåéñòâèòåëüíî èìååò ìåñòî. Ñþäà æå ìîæíî îòíåñòè
è âîçìîæíîñòü îáúÿñíåíèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîé íåîáðàòèìîñòè íà îñíîâå ýêñïåðèìåíòàëüíî óñòà-
íîâëåííîãî â ñîâðåìåííîé ôèçèêå ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö ÷ðåçâû÷àéíî ñëàáîãî íàðóøåíèÿ òàê íà-
çûâàåìîé CP -ñèììåòðèè, íåèçáåæíî ïðèâîäÿùåãî ê î÷åíü ñëàáîìó íàðóøåíèþ T -èíâàðèàíòíîñòè
â ïðîöåññàõ âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö.
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Ãëàâà 2

ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ ÃÈÁÁÑÀ

2.1 Êàíîíè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå Ãèááñà.

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ âàæíåéøåé, ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, çàäà÷è î íà-
õîæäåíèè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî ìàêðîñêîïè÷åñêîãî òåëà, ÿâëÿþ-
ùåãîñÿ ìàëîé ÷àñòüþ êàêîé-ëèáî áîëüøîé çàìêíóòîé ñèñòåìû. Âûäåëèì èç çàìêíó-
òîé ñèñòåìû èíòåðåñóþùåå íàñ òåëî è áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìó êàê ñîñòàâ-
ëåííóþ èç äâóõ ÷àñòåé: èç äàííîãî òåëà (ïîäñèñòåìû) è âñåé îñòàëüíîé åå ÷àñòè
(îêðóæàþùåé èíòåðåñóþùåå íàñ òåëî), êîòîðóþ áóäåì íàçûâàòü òåðìîñòàòîì èëè
ñðåäîé (Ñì. Ðèñ. 2-1). Ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî òåðìîñòàò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó
ñ áîëüøèì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû, ñïîñîáíóþ îáìåíèâàòüñÿ ýíåðãèåé ñ ðàññìàò-
ðèâàåìîé ïîäñèñòåìîé, ïðè÷åì ñ÷èòàåì, ÷òî îí íàñòîëüêî âåëèê, ÷òî åãî ñîñòîÿíèå
ïðè òàêîì âçàèìîäåéñòâèè íå ìåíÿåòñÿ1.

Ïðîâåäåì ðàññìîòðåíèå ñíà÷àëà íà îñíîâå êâàíòîâîé ñòàòèñòèêè. Ñîâîêóïíîñòü
äàííîé ñèñòåìû è òåðìîñòàòà áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê åäèíóþ, ýíåðãåòè÷åñêè èçî-
ëèðîâàííóþ çàìêíóòóþ ñèñòåìó ñ ãàìèëüòîíèàíîì

H = H1 +H2 (2.1)

ãäå H1 � ãàìèëüòîíèàí èçó÷àåìîé ñèñòåìû, H2 � ãàìèëüòîíèàí òåðìîñòàòà, êîòîðûé
ïðåäïîëàãàåòñÿ çíà÷èòåëüíî áîëüøèì, ÷åì èíòåðåñóþùàÿ íàñ ñèñòåìà. Âçàèìîäåé-
ñòâèå ìåæäó ñèñòåìîé è òåðìîñòàòîì ïðåäïîëàãàåì î÷åíü ìàëûì, íî, ñòðîãî ãîâîðÿ,
íå ðàâíûì íóëþ, ïîñêîëüêó îíî äîëæíî îáåñïå÷èòü ïîñòîÿíñòâî ýíåðãèè ïîëíîé ñè-
ñòåìû (â ãàìèëüòîíèàíå (2.1) îíî âîîáùå íå ôèãóðèðóåò) 2. Â òàêîì ñëó÷àå, âîëíî-
âàÿ ôóíêöèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãàìèëüòîíèàíó (2.1), ðàñïàäàåòñÿ íà ïðîèçâåäåíèå
âîëíîâûõ ôóíêöèé òåðìîñòàòà (ñèñòåìà 2) è èçó÷àåìîãî òåëà (ñèñòåìà 1):

ψik(x, y) = ψk(x)ψi(y) (2.2)

ãäå ψk(x) � ñîáñòâåííûå ôóíêöèè H1, ψi(y) � ñîáñòâåííûå ôóíêöèè H2, à x è y �
ñîâîêóïíîñòü êîîðäèíàò ñèñòåìû è òåðìîñòàòà ñîîòâåòñòâåííî.

1Ïîñëåäóþùåå èçëîæåíèå, â îñíîâíîì, ñëåäóåò [4]. Ðÿä âîïðîñîâ èçëîæåí ïî [1, 2].
2Íàïðèìåð, òåïëîâîé êîíòàêò òåëà ñ òåðìîñòàòîì îñóùåñòâëÿåòñÿ ÷åðåç ñòåíêè ñîñóäà è ÿâëÿ-

åòñÿ ìàëûì ïîâåðõíîñòíûì ýôôåêòîì.
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Ðèñ. 2.1: Ñèñòåìà (1) â òåðìîñòàòå (ñðåäå) (2).

Óðîâíè ýíåðãèè ïîëíîé ñèñòåìû (ñ ó÷åòîì ôàêòè÷åñêîãî ïðåíåáðåæåíèÿ ýôôåê-
òàìè ïîâåðõíîñòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ) ðàâíû ñóììå óðîâíåé ñèñòåì (1) è (2):

Eik = Ei + Ek (2.3)

ãäå Ek � óðîâíè ñèñòåìû (1), Ei � óðîâíè ýíåðãèè òåðìîñòàòà (2).
Ñòàòèñòè÷åñêèé îïåðàòîð (ìàòðèöà ïëîòíîñòè) ïîëíîé (çàìêíóòîé!) ñèñòåìû èìå-

åò âèä:

ρ(xy;x′y′) =
∑
ik

wikψik(x, y)ψ
⋆
ik(x

′, y′) (2.4)

ãäå wik îïðåäåëÿåòñÿ, â ñîîòâåòñòâèè ñ íàøèì îñíîâíûì ïîñòóëàòîì, ìèêðîêàíîíè-
÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì (1.58):

w(Eik) =

{
[Ω(E)]−1 ïðè E ≤ Eik ≤ E +∆E
0 âíå ýòîãî ñëîÿ

(2.5)

Ìàòðèöó ïëîòíîñòè èçó÷àåìîé ñèñòåìû (1) ïîëó÷èì, âû÷èñëèâ øïóð îò ïîëíîãî
ñòàòîïåðàòîðà ïî êîîðäèíàòàì òåðìîñòàòà (ñèñòåìû (2))3:

ρ(x, x′) = Sp2ρ(xy;x
′y′) =

∑
ik

wik

∫
dyψik(x, y)ψ

⋆
ik(x

′, y) (2.6)

îòêóäà, ñ ïîìîùüþ (2.2) è èñïîëüçóÿ îðòîíîðìèðîâàííîñòü âîëíîâûõ ôóíêöèé, íåìåä-
ëåííî ïîëó÷àåì:

ρ(x, x′) =
∑
k

wkψk(x)ψ
⋆
k(x

′) (2.7)

3Ýòî âïîëíå àíàëîãè÷íî òîìó, êàê âûøå ìû ïîëó÷àëè, íàïðèìåð, îäíî÷àñòè÷íóþ ìàòðèöó ïëîò-
íîñòè èç äâóõ÷àñòè÷íîé.
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ãäå

wk =
∑
i

wik (2.8)

Îòñþäà ÿñíî, ÷òî äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ðåàëèçàöèè ñî-
ñòîÿíèé â ñèñòåìå (1), íóæíî ïðîñóììèðîâàòü ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé â ïîëíîé
ñèñòåìå ïî âñåì ñîñòîÿíèÿì òåðìîñòàòà (äàëåå îáîçíà÷àåì äëÿ êðàòêîñòè Eik = E):

w(Ek) =
∑
i

w(Ei + Ek)|Ei+Ek=E =
1

Ω(E)

∑
i

1|Ei=E−Ek
. (2.9)

ßñíî, ÷òî (2.9) ñâîäèòñÿ ê:

w(Ek) =
Ω2(E − Ek)

Ω(E)
(2.10)

ãäå Ω2(E − Ek) � ÷èñëî êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé òåðìîñòàòà, ñîîòâåòñòâó-
þùèõ ýíåðãèè E−Ek, à Ω(E) � ÷èñëî ñîñòîÿíèé ïîëíîé ñèñòåìû, ñîîòâåòñòâóþùèõ
ýíåðãèè E.

Ââîäÿ ýíòðîïèþ òåðìîñòàòà S2(E) è ýíòðîïèþ âñåé ñèñòåìû S(E) ñ ïîìîùüþ
(1.170) ïåðåïèøåì (2.10) â âèäå:

w(Ek) = exp{S2(E − Ek)− S(E)} (2.11)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî íàøà ñèñòåìà (1) ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ òåðìîñòàòîì, òàê ÷òî è Ek ≪
E, ïðîâåäåì ðàçëîæåíèå:

S2(E − Ek) ≈ S2(E)− ∂S2

∂E
Ek (2.12)

Ïîäñòàâëÿÿ (2.12) â (2.11) ïîëó÷àåì:

w(Ek) = A exp

(
−Ek
T

)
(2.13)

ãäå ââåëè òåìïåðàòóðó T (òåðìîñòàòà!) êàê:

1

T
=
∂S2(E)

∂E
=
∂ lnΩ2(E)

∂E
(2.14)

Òàêîå îïðåäåëåíèå (îáðàòíîé) òåìïåðàòóðû ñîâïàäàåò ñ òåðìîäèíàìè÷åñêèì, åñ-
ëè îòîæäåñòâèòü íàøó ñòàòèñòè÷åñêóþ ýíòðîïèþ ñ òåðìîäèíàìè÷åñêîé. Â (2.13)
A = exp{S2(E) − S(E)} = const, íå çàâèñÿùàÿ îò Ek, ò.å. îò ñîñòîÿíèÿ èíòåðåñó-
þùåé íàñ ñèñòåìû (1), êîòîðóþ, ôàêòè÷åñêè áóäåì îïðåäåëÿòü èç óñëîâèÿ íîðìè-
ðîâêè. Âûðàæåíèå (2.13) � îäíà èç âàæíåéøèõ ôîðìóë ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè,
îíà îïðåäåëÿåò ñòàòèñòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìàêðîñêîïè÷åñêî-
ãî òåëà, ÿâëÿþùåãîñÿ ñðàâíèòåëüíî ìàëîé ÷àñòüþ íåêîòîðîé áîëüøîé çàìêíóòîé
ñèñòåìû (à ýòî, ïî ñóòè äåëà, åñòü íàèáîëåå îáùèé ñëó÷àé, ñ êîòîðûì ïðèõîäèòñÿ
èìåòü äåëî ïðè ðåøåíèè ðåàëüíûõ çàäà÷ � îêðóæàþùàÿ ñðåäà âñåãäà åñòü!). Âûðà-
æåíèå (2.13) íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì Ãèááñà.

Íîðìèðîâî÷íàÿ ïîñòîÿííàÿ A îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì
∑
k wk = 1, îòêóäà è èç

(2.13) ñðàçó ïîëó÷àåì:
1

A
≡ Z =

∑
k

e−
Ek
T . (2.15)



48 Ãëàâà 2. ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ ÃÈÁÁÑÀ

Ââåäåííóþ çäåñü âåëè÷èíó Z íàçûâàþò ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììîé. Ñ ïîìîùüþ òà-
êîãî îáîçíà÷åíèÿ êàíîíè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå (2.13) ïåðåïèñûâàåòñÿ â ñëåäóþùåì
ñòàíäàðòíîì âèäå4:

w(Ek) = Z−1 exp

(
−Ek
T

)
(2.16)

Ñðåäíåå çíà÷åíèå ëþáîé ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû, îïèñûâàåìîé îïåðàòîðîì f , ìîæíî
òåïåðü ñîñ÷èòàòü ñ ïîìîùüþ ðàñïðåäåëåíèÿ Ãèááñà êàê:

< f >=
∑
k

wkfkk =

∑
k fkke

−Ek
T∑

k e
−Ek

T

(2.17)

ãäå fkk � äèàãîíàëüíûé ìàòðè÷íûé ýëåìåíò f ïî âîëíîâûì ôóíêöèÿì, ñîîòâåòñòâó-
þùèì òî÷íûì óðîâíÿì ýíåðãèè ñèñòåìû Ek.

Â êëàññè÷åñêîé ñòàòèñòèêå ìîæíî äåéñòâîâàòü ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íûì îáðà-
çîì. Âûäåëèì èç çàìêíóòîé êëàññè÷åñêîé ñèñòåìû ìàëóþ ÷àñòü (ïîäñèñòåìó), òîãäà
ýëåìåíò îáúåìà dΓ0 ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà âñåé (ïîëíîé) ñèñòåìû ìîæíî çàïèñàòü
â âèäå dΓ0 = dΓ′dΓ, ãäå dΓ îòíîñèòñÿ ê íàøåé ïîäñèñòåìå, à dΓ′ ê òåðìîñòàòó (îêðó-
æàþùåé ñðåäå). Íàñ èíòåðåñóåò ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ïîäñèñòåìû, à ãäå íàõî-
äèòñÿ â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå òåðìîñòàò íàñ íå èíòåðåñóåò, ïîýòîìó ïî ïåðåìåííûì
òåðìîñòàòà íóæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü. Òîãäà ïî ïðèíöèïó ðàâíîâåðîÿòíîñòè ñîñòî-
ÿíèé â ìèêðîêàíîíè÷åñêîì àíñàìáëå (îïèñûâàþùåì ïîëíóþ çàìêíóòóþ ñèñòåìó �
ïîäñèñòåìà + òåðìîñòàò) ïðîñòî ïîëó÷àåì:

dw ∼ Ω′dΓ (2.18)

ãäå Ω′ � ôàçîâûé îáúåì (ñòàòâåñ) òåðìîñòàòà. Ïåðåïèøåì òåïåðü ýòîò ñòàòâåñ ÷åðåç
ýíòðîïèþ:

Ω′ ∼ exp{S′(E0 − E(p, q))} (2.19)

ãäå E0 � ýíåðãèÿ âñåé çàìêíóòîé ñèñòåìû, à E(p, q) � ýíåðãèÿ ïîäñèñòåìû. Ïîñëåäíÿÿ
çàïèñü ïðîñòî ó÷èòûâàåò, ÷òî ýíåðãèÿ òåðìîñòàòà E′ = E0 − E(p, q), òàê êàê E0 =
E′ + E(p, q), åñëè âçàèìîäåéñòâèåì ïîäñèñòåìû è òåðìîñòàòà ìîæíî ïðàêòè÷åñêè
ïðåíåáðå÷ü. Òåïåðü âñå ïðîñòî:

dw = ρ(p, q)dΓ ∼ exp{S′(E0 − E(p, q))}dΓ (2.20)

òàê ÷òî
ρ(p, q) ∼ exp{S′(E0 − E(p, q))} (2.21)

Êàê è âûøå ïðîâåäåì ðàçëîæåíèå:

S′(E0 − E(p, q)) ≈ S′(E0)− E(p, q)
dS′(E0)

dE0
= S′(E0)−

E(p, q)

T
(2.22)

ãäå îïÿòü ââåëè òåìïåðàòóðó òåðìîñòàòà T . Â èòîãå ïîëó÷àåì êàíîíè÷åñêîå ðàñïðå-
äåëåíèå:

ρ(p, q) = Ae−
E(p,q)

T (2.23)

4Åñëè èçìåðÿòü òåìïåðàòóðó â ãðàäóñàõ, à íå â ýíåðãåòè÷åñêèõ åäèíèöàõ, êàê ýòî äåëàåì ìû
âî âñåì êóðñå, òî âåçäå íàäî ñäåëàòü çàìåíó T → kBT , ãäå kB = 1.38 10−16ýðã ãðàä � ïîñòîÿííàÿ
Áîëüöìàíà. Â ÷àñòíîñòè òîãäà kB äîáàâèòñÿ è â îïðåäåëåíèå ýíòðîïèè: S = kB lnΩ.
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ãäå E(p, q) � ýíåðãèÿ èçó÷àåìîãî òåëà (ïîäñèñòåìû â òåðìîñòàòå), êàê ôóíêöèÿ åãî
êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ. Íîðìèðîâî÷íàÿ ïîñòîÿííàÿ A îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì:∫

dΓρ(p, q) = A

∫
dΓe−

E(p,q)
T = 1

Z = A−1 =

∫
dΓe−

E(p,q)
T (2.24)

ãäå Z ìîæíî íàçûâàòü ñòàòèñòè÷åñêèì èíòåãðàëîì.

Âåðíåìñÿ ê êâàíòîâîìó ñëó÷àþ. Êàíîíè÷åñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ Ãèááñà ñîîòâåò-
ñòâóåò ñòàòèñòè÷åñêèé îïåðàòîð (ìàòðèöà ïëîòíîñòè) âèäà:

ρ(x, x′) = Z−1
∑
k

e−
Ek
T ψk(x)ψ

⋆
k(x

′) (2.25)

ãäå x � ñîâîêóïíîñòü êîîðäèíàò (è âîçìîæíî ñïèíîâ) ÷àñòèö (åñëè ðàáîòàåì â êîîð-
äèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè), ψk(x) � ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ãàìèëüòîíèàíà H.

Ââåäåì îïåðàòîð exp
(
−H
T

)
. Òîãäà ìîæíî çàïèñàòü êîìïàêòíîå îïåðàòîðíîå âû-

ðàæåíèå äëÿ êàíîíè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ:

ρ = Z−1 exp

(
−H
T

)
(2.26)

è äëÿ ñòàòñóììû:

Z = Sp exp

(
−H
T

)
(2.27)

Äàííîå âûðàæåíèå äëÿ ñòàòñóììû î÷åíü óäîáíî, òàê êàê èç-çà èíâàðèàíòíîñòè îïå-
ðàöèè Sp îòíîñèòåëüíî ïðåäñòàâëåíèÿ ìàòðèö îíî íå çàâèñèò îò âûáîðà ôóíêöèé
ψk(x), êîòîðûå ìîãóò è íå áûòü ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè H.

Äî ñèõ ïîð ìû ãîâîðèëè î êàíîíè÷åñêîì ðàñïðåäåëåíèè Ãèááñà êàê î ñòàòèñòè÷å-
ñêîì ðàñïðåäåëåíèè äëÿ ïîäñèñòåìû âíóòðè áîëüøîé çàìêíóòîé ñèñòåìû. Çàìåòèì,
÷òî âûøå â (1.56) ìû, ôàêòè÷åñêè, óæå ïîëó÷àëè åãî ïî÷òè �èç íè÷åãî�, ïðè îá-
ñóæäåíèè ðîëè ýíåðãèè è äðóãèõ àääèòèâíûõ èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ. Ïðîâåäåííûé
òàì âûâîä, â ïðèíöèïå, âïîëíå ïðàâèëåí, íî îí íå âïîëíå ðàñêðûâàåò ôèçè÷åñêèé
ñìûñë ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Âàæíî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî êàíîíè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå
ìîæíî ñ óñïåõîì ïðèìåíÿòü è äëÿ îïðåäåëåíèÿ îñíîâíûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ
çàìêíóòûõ ñèñòåì. Äåéñòâèòåëüíî, çíà÷åíèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê òåë
íå çàâèñÿò îò òîãî, ðàññìàòðèâàåì-ëè ìû òåëî êàê çàìêíóòîå èëè êàê ïîìåùåííîå
â âîîáðàæàåìûé òåðìîñòàò. Îòëè÷èå çàìêíóòîãî òåëà îò íåçàìêíóòîãî ïðîÿâëÿåò-
ñÿ, ïî ñóùåñòâó, ëèøü ïðè ðàññìîòðåíèè ñðàâíèòåëüíî ìàëî èíòåðåñíîãî âîïðîñà
î ôëóêòóàöèÿõ ïîëíîé ýíåðãèè òåë. Êàíîíè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå äàåò äëÿ ñðåäíåé
ôëóêòóàöèè ýòîé âåëè÷èíû îòëè÷íîå îò íóëÿ çíà÷åíèå, êîòîðîå äëÿ òåëà, íàõîäÿ-
ùåãîñÿ â ñðåäå, èìååò ðåàëüíûé ñìûñë, à äëÿ çàìêíóòîãî òåëà ôèêòèâíî, ïîñêîëüêó
ýíåðãèÿ òàêîãî òåëà ïî îïðåäåëåíèþ ïîñòîÿííà è íå ôëóêòóèðóåò. Â òîæå âðåìÿ, êà-
íîíè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå Ãèááñà íåñðàâíåííî óäîáíåå äëÿ ïðîâåäåíèÿ êîíêðåòíûõ
ðàñ÷åòîâ, íåæåëè ìèêðîêàíîíè÷åñêîå. Èìåííî îíî ðåàëüíî è èñïîëüçóåòñÿ, ñîñòàâ-
ëÿÿ îñíîâó àïïàðàòà ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè.
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2.2 Ðàñïðåäåëåíèå Ìàêñâåëëà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðîñòåéøåãî, íî âàæíîãî, ïðèìåíåíèÿ êàíîíè÷åñêîãî ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ðàññìîòðèì âûâîä ñ åãî ïîìîùüþ ðàñïðåäåëåíèÿ Ìàêñâåëëà. Ýíåðãèÿ E(p, q)
â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå âñåãäà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ñóììû êèíåòè÷åñêîé
è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèé. Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ èìååò âèä êâàäðàòè÷íîé ôîðìû
ïî èìïóëüñàì îòäåëüíûõ àòîìîâ òåëà, à ïîòåíöèàëüíàÿ äàåòñÿ íåêîòîðîé ôóíêöèåé
èõ êîîðäèíàò, çàâèñÿùåé îò çàêîíà âçàèìîäåéñòâèÿ è âíåøíåãî ïîëÿ, åñëè òàêîâîå
èìååòñÿ:

E(p, q) = K(p) + U(q) (2.28)

òàê ÷òî âåðîÿòíîñòü dw = ρ(p, q)dpdq çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

dw = Ae−
K(p)

T e−
U(q)
T dpdq (2.29)

ò.å. ðàçáèâàåòñÿ íà ïðîèçâåäåíèå äâóõ ìíîæèòåëåé, èç êîòîðûõ îäèí çàâèñèò òîëüêî
îò èìïóëüñîâ, à äðóãîé � òîëüêî îò êîîðäèíàò. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàñïðåäåëåíèÿ
âåðîÿòíîñòåé äëÿ èìïóëüñîâ (ñêîðîñòåé) è êîîðäèíàò íåçàâèñèìû äðóã îò äðóãà.
Ïîýòîìó ìîæíî íàïèñàòü:

dwp = ae−
K(p)

T dp (2.30)

dwq = be−
U(q)
T dq (2.31)

Êàæäàÿ èç ýòèõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæåò áûòü íîðìèðîâàíà íà åäèíèöó, ÷òî
è îïðåäåëèò íîðìèðîâî÷íûå êîíñòàíòû a è b.

Ðàññìîòðèì ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé äëÿ èìïóëüñîâ (ñêîðîñòåé), êîòîðîå, â
ðàìêàõ êëàññè÷åñêîãî ïîäõîäà, íå çàâèñèò îò âèäà âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö âíóòðè
ñèñòåìû èëè îò âíåøíåãî ïîëÿ è ÿâëÿåòñÿ, â ýòîì ñìûñëå, óíèâåðñàëüíûì. Äëÿ
àòîìà ñ ìàññîé m èìååì5:

dwp = a exp

(
− 1

2mT
(p2x + p2y + p2z)

)
dpxdpydpz (2.32)

îòêóäà, â ÷àñòíîñòè, âèäíî, ÷òî è ðàñïðåäåëåíèÿ îòäåëüíûõ êîìïîíåíò èìïóëüñà
òàêæå íåçàâèñèìû. Ïîñòîÿííóþ a îïðåäåëèì èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè. Ñ ïîìîùüþ
èçâåñòíîé ôîðìóëû Ïóàññîíà-Ãàóññà6:

I =

∫ ∞

−∞
dxe−αx

2

=

√
π

α
(2.33)

íàõîäèì

a

∫ ∞

−∞
dpx

∫ ∞

−∞
dpy

∫ ∞

−∞
dpz exp

[
− 1

2mT
(p2x + p2y + p2z)

]
=

= a

(∫ ∞

−∞
dpe−p

2/2mT

)3

= a(2πmT )3/2

5Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ âñåãî òåëà � ñóììà êèíåòè÷åñêèõ ýíåðãèé êàæäîãî èç âõîäÿùèõ â íåãî
àòîìîâ, òàê ÷òî âåðîÿòíîñòü îïÿòü ðàñïàäàåòñÿ íà ïðîèçâåäåíèå ìíîæèòåëåé, êàæäûé èç êîòîðûõ
çàâèñèò îò èìïóëüñîâ îäíîãî àòîìà.

6Ëåãêî âèäåòü, ÷òî I2 =
∫∞
−∞ dxe−αx2 ∫∞

−∞ dye−αy2
=

∫∞
−∞ dx

∫∞
−∞ dye−α(x2+y2) =

2π
∫∞
0 dρρe−αρ2 = π

∫∞
0 dze−αz = π/α, ÷òî è äîêàçûâàåò ôîðìóëó Ïóàññîíà-Ãàóññà
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òàê ÷òî:

a = (2πmT )−3/2 (2.34)

Îêîí÷àòåëüíî ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé äëÿ èìïóëüñîâ èìååò âèä:

dwp =
1

(2πmT )3/2
exp

(
−
p2x + p2y + p2z

2mT

)
dpxdpydpz (2.35)

Ïåðåõîäÿ îò èìïóëüñîâ ê ñêîðîñòÿì, ìîæíî íàïèñàòü àíàëîãè÷íîå ðàñïðåäåëåíèå
äëÿ ñêîðîñòåé:

dwv =
( m

2πT

)3/2
exp

(
−
m(v2x + v2y + v2z)

2T

)
dvxdvydvz (2.36)

Ýòî è åñòü ðàñïðåäåëåíèå Ìàêñâåëëà � îäèí èç ïåðâûõ ðåçóëüòàòîâ êëàññè÷åñêîé
ñòàòèñòèêè. Ôàêòè÷åñêè, îíî ðàñïàäàåòñÿ íà ïðîèçâåäåíèå òðåõ íåçàâèñèìûõ ìíî-
æèòåëåé:

dwvx =

√
m

2πT
e−

mv2
x

2T dvx... (2.37)

êàæäûé èç êîòîðûõ îïðåäåëÿåò ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé äëÿ îòäåëüíîé êîìïî-
íåíòû ñêîðîñòè.

Çàìåòèì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå Ìàêñâåëëà èìååò ìåñòî è äëÿ ïîñòóïàòåëüíîãî äâè-
æåíèÿ ìîëåêóë (íàïðèìåð, â ìíîãîàòîìíîì ãàçå), âíå çàâèñèìîñòè îò õàðàêòåðà
âíóòðèìîëåêóëÿðíîãî äâèæåíèÿ àòîìîâ (m â ýòîì ñëó÷àå � ìàññà ìîëåêóëû), îíî
æå ñïðàâåäëèâî äëÿ áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ ÷àñòèö, âçâåøåííûõ â æèäêîñòè.

Åñëè îò äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò â ïðîñòðàíñòâå ñêîðîñòåé ïåðåéòè ê ñôåðè÷åñêèì,
ïîëó÷èì:

dwv =
( m

2πT

)3/2
e−

mv2

2T v2 sin θdθdφdv (2.38)

ãäå v � àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ñêîðîñòè, à θ è φ � ïîëÿðíûé è àçèìóòàëüíûé óã-
ëû, îïðåäåëÿþùèå íàïðàâëåíèå âåêòîðà ñêîðîñòè v. Èíòåãðèðóÿ ïî óãëàì, íàõîäèì
ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé äëÿ àáñîëþòíîé âåëè÷èíû ñêîðîñòè:

dwv = 4π
( m

2πT

)3/2
e−

mv2

2T v2dv (2.39)

Â êà÷åñòâå ïðîñòîãî ïðèìåðà ïðèìåíåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Ìàêñâåëëà, âû÷èñëèì ñðåä-
íåå çíà÷åíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè àòîìà. Äëÿ ëþáîé èç äåêàðòîâûõ êîìïîíåíò
ñêîðîñòè èìååì7:

< v2x >=

√
m

2πT

∫ ∞

−∞
dvxv

2
xe

−mv2
x

2T =
T

m
(2.40)

Ïîýòîìó ñðåäíåå çíà÷åíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè àòîìà ðàâíî 3T/2, ò.å. 3kBT/2 ïðè
èçìåðåíèè òåìïåðàòóðû â ãðàäóñàõ. Òîãäà ñðåäíÿÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ âñåõ ÷à-
ñòèö òåëà â êëàññè÷åñêîé ñòàòèñòèêå âñåãäà ðàâíà 3NT/2, ãäå N � ïîëíîå ÷èñëî
àòîìîâ.

7Äëÿ èíòåãðàëà îáùåãî âèäà In =
∫∞
0 dxxne−αx2

èìååì: In = 1
2
α−n+1

2 Γ
(
n+1
2

)
, ãäå Γ(x) �

Γ-ôóíêöèÿ, çíà÷åíèÿ êîòîðîé ïðè ïîëóöåëûõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà õîðîøî èçâåñòíû.
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2.3 Ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ â ðàñïðåäåëåíèè Ãèááñà.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ âûðàæåíèåì (1.175) ýíòðîïèÿ òåëà ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà êàê
ñðåäíåå çíà÷åíèå ëîãàðèôìà ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ:

S = − < lnwk >= −
∑
k

wk lnwk (2.41)

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà êàíîíè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå â âèäå (2.16), ïîëó÷àåì, ÷òî:
− < lnwk >= lnZ + 1

T

∑
k wkEk = lnZ + <E>

T , ãäå < E >=
∑
k wkEk � ñðåäíÿÿ

ýíåðãèÿ. Ïîñêîëüêó ñðåäíÿÿ ýíåðãèÿ < E > � ýòî êàê ðàç òî, ÷òî ïîíèìàåòñÿ ïîä
ýíåðãèåé òåëà E â òåðìîäèíàìèêå, ìîæåì íàïèñàòü (2.41) â âèäå: S = lnZ + E

T , èëè,
ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ â òåðìîäèíàìèêå F = E − TS:

F = −T lnZ = −T ln
∑
k

e−
Ek
T (2.42)

Ýòî âûðàæåíèå äàåò îñíîâíóþ ôîðìóëó ðàâíîâåñíîé ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè �
âûðàæåíèå äëÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû ÷åðåç åå ñòàòèñòè÷åñêóþ
ñóììó. Ôàêòè÷åñêè, ýòîò ôóíäàìåíòàëüíûé ðåçóëüòàò îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ
ñâîáîäíîé ýíåðãèè òåëà äîñòàòî÷íî çíàòü åãî òî÷íûé ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð. Ïðè
ýòîì çíàíèÿ, ñêàæåì, âîëíîâûõ ôóíêöèé íå òðåáóåòñÿ, à çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ñïåêòðà
óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà, â ïðèíöèïå, ïðîùå ïîëíîé êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîé çàäà÷è,
âêëþ÷àþùåé è íàõîæäåíèå âîëíîâûõ ôóíêöèé (ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ).

Èç (2.42) âèäíî, ÷òî íîðìèðîâî÷íûé ìíîæèòåëü â ðàñïðåäåëåíèè Ãèááñà (2.16),

ôàêòè÷åñêè, âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ: 1
Z = e

F
T , òàê ÷òî (2.16) ìîæåò

áûòü çàïèñàíî â âèäå:

wk = exp

(
F − Ek
T

)
(2.43)

â êîòîðîì îíî ÷àñòî è ïðèìåíÿåòñÿ.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå, èñïîëüçóÿ (1.167), (2.23) è (2.24),
ïîëó÷àåì:

ρ(p, q) = exp

(
F − E(p, q)

T

)
(2.44)

ãäå

F = −T ln

∫
dΓ exp

(
−E(p, q)

T

)
(2.45)

ãäå dΓ = dpdq
(2π~)3NN !

. Òàêèì îáðàçîì â êëàññèêå ñòàòñóììà çàìåíÿåòñÿ ñòàòèñòè÷å-

ñêèì èíòåãðàëîì. Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî E(p, q) âñåãäà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå
ñóììû êèíåòè÷åñêîé K(p) è ïîòåíöèàëüíîé U(q) ýíåðãèè, à êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ
åñòü êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ïî èìïóëüñàì, èíòåãðèðîâàíèå ïî èìïóëüñàì â ñòàòèñòè-
÷åñêîì èíòåãðàëå ìîæíî âûïîëíèòü â îáùåì âèäå (ñð. âûøå âûâîä ðàñïðåäåëåíèÿ
Ìàêñâåëëà!). Ïîýòîìó çàäà÷à î âû÷èñëåíèè ñòàòèñòè÷åñêîãî èíòåãðàëà ñâîäèòñÿ ê

çàäà÷å èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âñåì êîîðäèíàòàì ôóíêöèè e−
U(q)
T , ÷òî, êîíå÷íî, â îáùåì

ñëó÷àå íåâîçìîæíî ñäåëàòü òî÷íî.
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2.4 Ðàñïðåäåëåíèå Ãèááñà ñ ïåðåìåííûì ÷èñëîì ÷à-
ñòèö.

Äî ñèõ ïîð ìû ìîë÷àëèâî ïðåäïîëàãàëè, ÷òî ÷èñëî ÷àñòèö â òåëå åñòü íåêîòîðàÿ
çàäàííàÿ ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà. Â äåéñòâèòåëüíîñòè, ìåæäó ðàçëè÷íûìè ïîäñèñòå-
ìàìè áîëüøîé ñèñòåìû ìîæåò ïðîèñõîäèòü îáìåí ÷àñòèöàìè. ×èñëî ÷àñòèö N â
ïîäñèñòåìå áóäåò ôëóêòóèðîâàòü âáëèçè ñâîåãî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ. Ôóíêöèÿ ðàñïðå-
äåëåíèÿ çàâèñèò òåïåðü íå òîëüêî îò ýíåðãèè êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ, íî è îò ÷èñëà
÷àñòèö N â òåëå, ïðè÷åì ñàìè óðîâíè ýíåðãèè EkN òîæå ðàçëè÷íû ïðè ðàçíûõ N .
Âåðîÿòíîñòü òåëó ñîäåðæàòü N ÷àñòèö è íàõîäèòüñÿ ïðè ýòîì â k-ì ñîñòîÿíèè áóäåì
îáîçíà÷àòü wkN . Âèä ýòîé ôóíêöèè ìîæíî îïðåäåëèòü â òî÷íîñòè òåì æå ñïîñîáîì,
êàêèì âûøå áûëà ïîëó÷åíà ôóíêöèÿ wk.

Ïóñòü çàìêíóòàÿ ñèñòåìà ñ ýíåðãèåé E(0) è ÷èñëîì ÷àñòèö N (0) ñîñòîèò èç äâóõ
ñëàáî âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïîäñèñòåì ñ ýíåðãèÿìè E′ (òåðìîñòàò) è EkN (ìàëàÿ ïîä-
ñèñòåìà) è ÷èñëàìè ÷àñòèö N ′ (òåðìîñòàò) è N (ïîäñèñòåìà):

E(0) = EkN + E′ N (0) = N +N ′ (2.46)

Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî èíòåðåñóþùàÿ íàñ ïîäñèñòåìà ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ òåðìîñòàòîì
(ðåçåðâóàðîì ÷àñòèö):

EkN ≪ E′ N ≪ N ′ (2.47)

Ïîñêîëüêó ïîëíàÿ ñèñòåìà ñ÷èòàåòñÿ çàìêíóòîé, ê íåé ìîæíî îïÿòü ïðèìåíèòü ìèê-
ðîêàíîíè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå. Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî äåëàëîñü âûøå ïðè âûâîäå
êàíîíè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, íàéäåì ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé â ìàëîé ïîäñè-
ñòåìå wkN , ïðîñóììèðîâàâ ìèêðîêàíîíè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ïîëíîé ñèñòåìû ïî
âñåì ñîñòîÿíèÿì òåðìîñòàòà. Â ïîëíîé àíàëîãèè ñ (2.10) ïîëó÷èì:

wkN =
Ω′(E(0) − EkN , N

(0) −N)

Ω(0)(E(0), N (0))
(2.48)

ãäå Ω′ � ñòàòâåñ òåðìîñòàòà, Ω(0) � ñòàòâåñ âñåé çàìêíóòîé ñèñòåìû. Èñïîëüçóÿ îïðå-
äåëåíèå ýíòðîïèè íåìåäëåííî ïîëó÷àåì:

wkN = Const exp
{
S′(E(0) − EkN , N

(0) −N)
}

(2.49)

Äàëåå ìîæíî ñíîâà ðàçëîæèòü S′ ïî ñòåïåíÿì EkN è N , îãðàíè÷èâàÿñü ëèíåéíûìè
÷ëåíàìè:

S′(E(0)−EkN , N (0)−N) ≈ S′(E(0), N (0))−
(
∂S′

∂E

)
V,N

EkN −
(
∂S′

∂N

)
E,V

N+ ... (2.50)

Âñïîìíèì òåïåðü òåðìîäèíàìè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ñèñòåìû ñ ïåðåìåííûì ÷èñ-
ëîì ÷àñòèö:

dE = TdS − PdV + µdN ; µ =

(
∂E

∂N

)
S,V

(2.51)

èëè

dS =
dE

T
+
P

T
dV − µ

T
dN, (2.52)
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îòêóäà ïîëó÷àåì: (
∂S

∂E

)
V,N

=
1

T
;

(
∂S

∂N

)
E,V

= −µ

T
(2.53)

Òîãäà ðàçëîæåíèå (2.50) ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå:

S′(E(0) − EkN , N
(0) −N) ≈ S′(E(0), N (0))− EkN

T
+
µN

T
(2.54)

ïðè÷åì íóæíî èìåòü ââèäó, ÷òî õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë µ è òåìïåðàòóðà T äëÿ òåëà
(ïîäñèñòåìû) è òåðìîñòàòà ñîâïàäàþò â ñèëó óñëîâèé òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâå-
ñèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ â âèäå:

wkN = A exp

(
µN − EkN

T

)
(2.55)

Íîðìèðîâî÷íàÿ ïîñòîÿííàÿ A îïÿòü ìîæåò áûòü âûðàæåíà ÷åðåç òåðìîäèíàìè÷å-
ñêèå âåëè÷èíû. Äëÿ ýòîãî âû÷èñëèì ýíòðîïèþ òåëà:

S = − < lnwkN >= − lnA− µ

T
< N > +

1

T
< E > (2.56)

èëè
T lnA =< E > −TS − µ < N > . (2.57)

Îòîæäåñòâëÿÿ < E > ñ òåðìîäèíàìè÷åñêîé ýíåðãèåé òåëà E, à < N > ñ òåðìî-
äèíàìè÷åñêèì ÷èñëîì ÷àñòèö N è ó÷èòûâàÿ, ÷òî E − TS = F , à F − µN åñòü, ïî
îïðåäåëåíèþ, òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïîòåíöèàë Ω 8, èìååì T lnA = Ω, òàê ÷òî (2.55)
ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå:

wkN = exp

(
Ω+ µN − EkN

T

)
(2.58)

Ýòî è åñòü îêîí÷àòåëüíàÿ ôîðìà ðàñïðåäåëåíèÿ Ãèááñà äëÿ ñèñòåìû ñ ïåðåìåííûì
÷èñëîì ÷àñòèö, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ áîëüøèì êàíîíè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì.

Óñëîâèå íîðìèðîâêè ðàñïðåäåëåíèÿ (2.58) èìååò âèä:

∑
N

∑
k

wkN = e
Ω
T

∑
N

(
e

µN
T

∑
k

e−
EkN

T

)
= 1 (2.59)

Îòñþäà ïîëó÷àåì îáùåå âûðàæåíèå äëÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà Ω:

Ω = −T ln
∑
N

(
e

µN
T

∑
k

e−
EkN

T

)
(2.60)

ãäå âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè ìîæíî íàçâàòü áîëüøîé ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììîé.
Âûðàæåíèÿ (2.42) è (2.60) îïðåäåëÿþò òåðìîäèíàìè÷åñêèå âåëè÷èíû ïðîèçâîëü-

íûõ ñèñòåì, íàõîäÿùèõñÿ â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ. Ïðè ýòîì ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ F
îïðåäåëÿåòñÿ (2.42) êàê ôóíêöèÿ T , N è V , à òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïîòåíöèàë Ω îïðå-
äåëÿåòñÿ èç (2.60) êàê ôóíêöèÿ T , µ è V .

8Íå ïóòàòü ñî ñòàòèñòè÷åñêèì âåñîì!
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Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, â êëàññè÷åñêîé ñòàòèñòèêå áîëüøîå êàíîíè÷åñêîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå èìååò âèä:

dwN = exp

(
Ω+ µN − EN (p, q)

T

)
dp(N)dq(N)

(2π~)3NN !
≡ ρNdΓN (2.61)

Ïåðåìåííóþ N ïèøåì çäåñü â âèäå èíäåêñà ó ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ è ó ýëåìåíòà
ôàçîâîãî îáúåìà, ÷òîáû ïîä÷åðêíóòü, ÷òî êàæäîìó çíà÷åíèþ N ñîîòâåòñòâóåò ñâîå
ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî (ñî ñâîèì ÷èñëîì èçìåðåíèé 6N). Ôîðìóëà äëÿ ïîòåíöèàëà
Ω èìååò òåïåðü âèä:

Ω = −T ln

{∑
N

e
µN
T

∫
dΓN exp

(
−EN (p, q)

T

)}
(2.62)

ßñíî, ÷òî ïðè îïðåäåëåíèè âñåõ ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ òåëà, êðîìå ôëóêòóàöèé
ïîëíîãî ÷èñëà ÷àñòèö â íåì, êàíîíè÷åñêîå è áîëüøîå êàíîíè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèÿ
Ãèááñà ñîâåðøåííî ýêâèâàëåíòíû. Ïðè ïðåíåáðåæåíèè ôëóêòóàöèÿìè ÷èñëà ÷àñòèö
N èìååì Ω+ µN = F è ýòè ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîñòî ñîâïàäàþò.

Èñïîëüçîâàíèå òîãî èëè èíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ â áîëüøèíñòâå çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ
ëèøü âîïðîñîì óäîáñòâà âû÷èñëåíèé. Ôàêòè÷åñêè, ìèêðîêàíîíè÷åñêîå ðàñïðåäå-
ëåíèå ÿâëÿåòñÿ ñàìûì íåóäîáíûì, à íàèáîëåå óäîáíûì ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ áîëüøîå
êàíîíè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå.

2.5 Âûâîä òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé èç ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ Ãèááñà.

Çàâåðøèì òåïåðü íàøå ñòàòèñòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå òåðìîäèíàìèêè âûâîäîì åå îñ-
íîâíûõ ñîîòíîøåíèé èç ðàñïðåäåëåíèÿ Ãèááñà. Åùå ïðè îáñóæäåíèè ðîëè àääèòèâ-
íûõ èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ è âûâîäå (1.56), ÿâëÿþùåãîñÿ, ôàêòè÷åñêè, êàíîíè÷åñêèì
ðàñïðåäåëåíèåì Ãèááñà, ìû îòìå÷àëè, ÷òî ìíîæèòåëü β ïðè ýíåðãèè â (1.56) îäèíà-
êîâ, äëÿ âñåõ ïîäñèñòåì äàííîé çàìêíóòîé ñèñòåìû. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî â êàíîíè÷åñêîì
ðàñïðåäåëåíèè β = −1/T , ìû ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ýòî óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî
îáû÷íîìó òåðìîäèíàìè÷åñêîìó óñëîâèþ ðàâåíñòâà òåìïåðàòóð äëÿ âñåõ ÷àñòåé ñè-
ñòåìû, íàõîäÿùåéñÿ â ðàâíîâåñèè9. Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî òåìïåðàòóðà T > 0, òàê
êàê èíà÷å íåèçáåæíî ðàçîéäåòñÿ íîðìèðîâî÷íàÿ ñóììà

∑
k wk, ïîñêîëüêó ýíåðãèè

óðîâíåé Ek ìîãóò ïðèíèìàòü ñêîëü óãîäíî áîëüøèå çíà÷åíèÿ. Âñå ýòè ñâîéñòâà ñîâ-
ïàäàþò ñ îñíîâíûìè ñâîéñòâàìè òåðìîäèíàìè÷åñêîé òåìïåðàòóðû.

Ïðè âûâîäå îñíîâíûõ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé ìîæíî ïîñòóïàòü ïî ðàç-
íîìó. Çàïèøåì êàíîíè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå â îïåðàòîðíîì âèäå êàê:

ρ = e
F−H

T (2.63)

Òîãäà óñëîâèå íîðìèðîâêè Spρ = 1 ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê:

e−
F
T = Sp

(
e−

H
T

)
(2.64)

9Âûðàæåíèå (1.56) ñîâïàäàåò ñ êàíîíè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì (2.43), åñëè ñ÷èòàòü òàêæå, ÷òî
α = F/T è ðàññìàòðèâàòü ïîêîÿùóþñÿ ñèñòåìó.
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÷òî, ïî ñóòè äåëà, ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèåì ñâîáîäíîé ýíåðãèè. Ïðîäèôôåðåíöèðóåì
ýòî ðàâåíñòâî ïî T , òîãäà(

F

T 2
− 1

T

∂F

∂T

)
e−

F
T =

1

T 2
Sp
(
He−

H
T

)
(2.65)

Óìíîæàÿ ýòî ðàâåíñòâî íà T 2e
F
T è ó÷èòûâàÿ < H >= E, ïîëó÷àåì îñíîâíîå òåðìî-

äèíàìè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå Ãèááñà-Ãåëüìãîëüöà:

F = E + T
∂F

∂T
(2.66)

Ñðàâíèâàÿ ýòî âûðàæåíèå ñ îïðåäåëåíèåì F = E − TS, ïîëó÷àåì

S = −∂F
∂T

= − 1

T
(F− < H >) (2.67)

Âûøå â (1.174) ìû âèäåëè, ÷òî â îïåðàòîðíîì âèäå ýíòðîïèÿ çàïèñûâàåòñÿ êàê:

S = −Spρ ln ρ (2.68)

Òîæäåñòâåííîñòü ýòîãî âûðàæåíèÿ äëÿ S ñ ïðåäûäóùèì âèäíà èç òîãî, ÷òî ñîãëàñíî
(2.63) èìååì ln ρ = 1

T (F −H), îñòàëüíîå î÷åâèäíî.
Â äðóãîì âàðèàíòå ðàññóæäåíèé, ðàññìîòðèì óñëîâèå íîðìèðîâêè â âèäå:∑

k

e
F−Ek

T = 1 (2.69)

è ïðîäèôôåðåíöèðóåì ýòî ðàâåíñòâî, ðàññìàòðèâàÿ åãî ëåâóþ ÷àñòü êàê ôóíêöèþ
T è íåêîòîðûõ âåëè÷èí λ1, λ2, ..., õàðàêòåðèçóþùèõ âíåøíèå óñëîâèÿ, â êîòîðûõ
íàõîäèòñÿ ðàññìàòðèâàåìîå òåëî. Ýòè âåëè÷èíû ìîãóò, íàïðèìåð, îïðåäåëÿòü ôîðìó
è ðàçìåðû çàíèìàåìîãî òåëîì îáúåìà, çàäàâàòü âíåøíèå ïîëÿ è ò.ï. Óðîâíè ýíåðãèè
ñèñòåìû Ek çàâèñÿò îò λ1, λ2, ... êàê îò ïàðàìåòðîâ. Äèôôåðåíöèðóÿ ïîëó÷èì (äëÿ
êðàòêîñòè ïèøåì îäèí ïàðàìåòð λ)10:∑

k

wk
T

[
dF − ∂Ek

∂λ
dλ− F − Ek

T
dT

]
= 0 (2.70)

Îòñþäà èìååì:

dF
∑
k

wk = dλ
∑
k

wk
∂Ek
∂λ

+
dT

T
(F −

∑
k

wkEk) (2.71)

Ó÷èòûâàÿ òåïåðü
∑
k wk = 1,

∑
k wkEk =< E >= E è

∑
k wk

∂Ek

∂λ = ∂<Ek>
∂λ , à òàêæå

F − E = −TS è ñîîòíîøåíèå11:

∂ < Ek >

∂λ
=
∂ < H >

∂λ
(2.72)

10Òî÷íåå, çàïèøåì ïîëíûé äèôôåðåíöèàë ëåâîé ÷àñòè (2.69): d
∑

k e
F−Ek

T =
∑

k wkd
(

F−Ek
T

)
=

0, ÷òî è äàñò (2.70)
11Åñëè ãàìèëüòîíèàí H, à ñ íèì è åãî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ Ek, çàâèñÿò îò ïàðàìåòðà λ, òî

∂Ek
∂λ

=
(

∂H
∂λ

)
kk
, îòêóäà ïîñëå óñðåäíåíèÿ è ñëåäóåò (2.72)
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ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíî:

dF = −SdT +
∂ < H >

∂λ
dλ = −SdT +

∂E

∂λ
dλ (2.73)

÷òî åñòü îáùèé âèä äèôôåðåíöèàëà ñâîáîäíîé ýíåðãèè â òåðìîäèíàìèêå.
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè áîëüøîãî êàíîíè÷åñêîãî ðàñïðå-

äåëåíèÿ 12 (2.59) ìîæíî ïîëó÷èòü îáùèé âèä äèôôåðåíöèàëà òåðìîäèíàìè÷åñêîãî
ïîòåíöèàëà Ω:

dΩ = −SdT −Ndµ+
∂ < H >

∂λ
dλ (2.74)

Âûøå ïîäðàçóìåâàëîñü, ÷òî âíåøíèå ïàðàìåòðû λ1, λ2, ... ìàêðîñêîïè÷åñêè õà-
ðàêòåðèçóþò ñîñòîÿíèå ñòàòèñòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû. Òà-
êèìè ïàðàìåòðàìè ìîãóò áûòü îáúåì ñîñóäà, íàïðÿæåííîñòü âíåøíåãî ýëåêòðè÷å-
ñêîãî èëè ìàãíèòíîãî ïîëÿ è ò.ä. Ýòè ïàðàìåòðû λ1, λ2, ... ñ÷èòàþòñÿ ìåíÿþùèìèñÿ
ñòîëü ìåäëåííî, ÷òî çà âðåìÿ ïîðÿäêà âðåìåíè ðåëàêñàöèè ñèñòåìû ê ðàâíîâåñíî-
ìó ñîñòîÿíèþ èõ ìîæíî ñ÷èòàòü ïðàêòè÷åñêè ïîñòîÿííûìè. Òîãäà ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ, íåñìîòðÿ
íà èçìåíåíèå âíåøíèõ ïàðàìåòðîâ. Òàêîé ïðîöåññ èçìåíåíèÿ âíåøíèõ ïàðàìåòðîâ
íàçûâàåòñÿ êâàçèñòàòè÷åñêèì. Åñëè ðàññìàòðèâàòü ïàðàìåòðû λ1, λ2, ... êàê îáîá-
ùåííûå êîîðäèíàòû, òî ñîîòâåòñòâóþùèå îáîáùåííûå ñèëû ðàâíû:

Λi = −∂H
∂λi

(2.75)

Äëÿ êâàçèñòàòè÷åñêîãî ïðîöåññà íàáëþäàåìîå çíà÷åíèå îáîáùåííûõ ñèë ðàâíî ñðåä-
íåìó çíà÷åíèþ ïî ðàâíîâåñíîìó ñòàòèñòè÷åñêîìó àíñàìáëþ âèäà:

< Λi >= Sp(ρΛi) = −∂ < H >

∂λi
(2.76)

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïðèìåðû. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, åñëè â êà÷åñòâå îáîáùåííîãî
âíåøíåãî ïàðàìåòðà âûáèðàåòñÿ îáúåì ñèñòåìû V , îáîáùåííàÿ ñèëà åñòü äàâëåíèå:

P = −∂ < H >

∂V
= −∂E

∂V
(2.77)

Òîãäà (2.73) ïðèíèìàåò èçâåñòíûé âèä:

dF = −SdT − PdV (2.78)

Åñëè â êà÷åñòâå îáîáùåííîãî ïàðàìåòðà âûáèðàåòñÿ âíåøíåå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå E,
òî îáîáùåííàÿ ñèëà åñòü âåêòîð ïîëÿðèçàöèè (ïîëíûé ýëåêòðè÷åñêèé äèïîëüíûé
ìîìåíò òåëà) P:

dF = −SdT −PdE; P = −∂ < H >

∂E
(2.79)

12Çàìåòèì, ÷òî áîëüøîå êàíîíè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå òàêæå ìîæíî ïîëó÷èòü èç ðàññóæäåíèé, èñ-
ïîëüçîâàííûõ ïðè âûâîäå (1.56), åñëè ðàññìîòðåòü ÷èñëî ÷àñòèö N êàê äèíàìè÷åñêóþ ïåðåìåííóþ,
êîòîðàÿ, î÷åâèäíî, òàêæå ÿâëÿåòñÿ àääèòèâíûì èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ. Òîãäà, äëÿ ïîêîÿùåéñÿ ñè-
ñòåìû ìîæíî íàïèñàòü: lnwkN = α + βEkN + γN , ãäå γ è β äîëæíû áûòü îäèíàêîâû äëÿ âñåõ
÷àñòåé ðàâíîâåñíîé ñèñòåìû. Ïîëàãàÿ α = Ω/T , β = −1/T è γ = µ/T ïîëó÷àåì áîëüøîå êàíîíè-
÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå. Ïðè ýòîì, î÷åâèäíî, ïîëó÷àåì è èçâåñòíîå óñëîâèå ðàâåíñòâà õèìè÷åñêèõ
ïîòåíöèàëîâ ïîäñèñòåì, íàõîäÿùèõñÿ â ðàâíîâåñèè.
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Äëÿ âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ H àíàëîãè÷íî èìååì â êà÷åñòâå îáîáùåííîé ñèëû
ïîëíûé ìàãíèòíûé ìîìåíò (íàìàãíè÷åííîñòü) òåëà M:

dF = −SdT −MdH; M = −∂ < H >

∂H
(2.80)

Òàêèì îáðàçîì, ôàêòè÷åñêè íàì óäàëîñü ïîëó÷èòü ïîëíîå ñòàòèñòèêî - ìåõàíè÷åñêîå
îáîñíîâàíèå îñíîâíûõ ñîîòíîøåíèé òåðìîäèíàìèêè. Íàïîìíèì, ÷òî èñòîðè÷åñêè
âîçíèêíîâåíèå ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè ñâÿçàíî èìåííî ñ ïîïûòêàìè ðåøåíèÿ ýòîé
çàäà÷è.

Ïîñëåäíèé âîïðîñ, êîòîðûé îñòàëîñü åùå ðàññìîòðåòü â ñâÿçè ñ ïðîáëåìîé îáîñ-
íîâàíèÿ òåðìîäèíàìèêè, ýòî âîïðîñ î òåîðåìå Íåðíñòà, íàçûâàåìîé, èíîãäà, òðå-
òüèì íà÷àëîì òåðìîäèíàìèêè. Çàìåòèì ñðàçó æå, ÷òî â îòëè÷èå îò ïåðâîãî è âòîðîãî
íà÷àë, êîòîðûå íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþò, êàê ìû âèäåëè èç ðàñïðåäåëåíèÿ Ãèááñà,
ñòîëü æå îáùåå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Íåðíñòà îòñóòñòâóåò, õîòÿ äëÿ âñåõ �ðàçóì-
íûõ� ìîäåëåé ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè îíà âûïîëíÿåòñÿ. Â ñàìîì äåëå, ðàññìîòðèì
âîïðîñ î òîì, ê ÷åìó ñòðåìèòñÿ ðàñïðåäåëåíèå Ãèááñà:

wk = e
F−Ek

T (2.81)

ïðè T → 0. Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå äëÿ ýíòðîïèè â âèäå

S =
1

T
(< H > −F ), (2.82)

çàïèøåì wk = exp{−S + 1
T (< H > −Ek)}, èëè:

wk = exp

{
−S +

< H > −E0

T
+
E0 − Ek

T

}
(2.83)

ãäå E0 � ýíåðãèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû, òàê ÷òî Ek > E0 ïðè k ̸= 0. Âû÷èñëÿÿ
ïðåäåë âûðàæåíèÿ (2.83) äëÿ T → 0, ïîëó÷èì:

lim
T→0

wk = wk(0) = exp{−S(0) + CV (0)}δEk−E0 (2.84)

ãäå

δEk−E0 =

{
1 ïðè Ek = E0

0 ïðè Ek ̸= E0
(2.85)

Â (2.84) CV (0) =
(
∂<H>
∂T

)
T=0

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òåïëîåìêîñòü òåëà ïðè T = 0 è
ïîñòîÿííîì îáúåìå. Íî èç âûðàæåíèÿ (2.82), ïî ïðàâèëó Ëîïèòàëÿ, ñëåäóåò, ÷òî
ïðè T → 0:

S(0) =

(
∂ < H >

∂T
− ∂F

∂T

)
T→0

= CV (0) + S(0) (2.86)

òàê ÷òî CV (0) = 0 (Íåðíñò). Ñîîòâåòñòâåííî, âûðàæåíèå (2.84) ñâîäèòñÿ ê:

wk(0) = exp{−S(0)}δEk−E0 (2.87)

÷òî, ôàêòè÷åñêè, èìååò âèä ìèêðîêàíîíè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ:

wk(0) =
1

Ω0
δEk−E0

(2.88)
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ãäå Ω0 � êðàòíîñòü âûðîæäåíèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ. Îòñþäà ÿñíî, ÷òî ýíòðîïèÿ
ïðè T = 0:

S(0) = lnΩ0 (2.89)

Äëÿ áîëüøèíñòâà èçâåñòíûõ ñèñòåì (êðèñòàëëû, êâàíòîâûå ãàçû è æèäêîñòè è ò.ï.)
îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì, òàê ÷òî Ω0 = 1, è ýíòðîïèÿ ñòðåìèòñÿ
ê íóëþ ïðè T → 0. Äàæå åñëè Ω0 ≫ 1, íî ïðåäåë limN→∞

1
N lnΩ0 = 0 (ýíòðîïèÿ,

â ðàñ÷åòå íà îäíó ÷àñòèöó), òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî S(0) = 0, ÷òî è ñîñòàâëÿåò
ñîäåðæàíèå òåîðåìû Íåðíñòà 13.

Ê ñîæàëåíèþ, äåëî îáñòîèò íå òàê ïðîñòî è ôèçè÷åñêàÿ ñóùíîñòü òåîðåìû Íåðí-
ñòà ñâÿçàíà íå ïðîñòî ñ îòñóòñòâèåì âûðîæäåíèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ, íî ñ îñîáåí-
íîñòÿìè ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà ñèñòåìû ïðè ìàëûõ âîçáóæäåíèÿõ, à åå ïðîÿâ-
ëåíèÿ íà÷èíàþò îùóùàòüñÿ óæå ïðè òåìïåðàòóðàõ T , êîòîðûå ñóùåñòâåííî ïðå-
âûøàþò ðàçíîñòü ïåðâîãî âîçáóæäåííîãî è îñíîâíîãî óðîâíåé ñèñòåìû. Âûøå ìû
óæå îòìå÷àëè, ÷òî ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð ìàêðîñêîïè÷åñêîãî òåëà ìîæíî ñ÷èòàòü
ïðàêòè÷åñêè íåïðåðûâíûì, òàê ÷òî ýòà âåëè÷èíà ïðàêòè÷åñêè íåíàáëþäàåìî ìàëà.
Íàïðèìåð, äëÿ èäåàëüíîãî ãàçà àòîìîâ ñ ìàññîé m, íàõîäÿùèõñÿ â îáúåìå V = L3,
ìîæíî îöåíèòü:

E1 − E0 ∼ ~2

2m
k2min =

h2

2mV 2/3
ãäå kmin =

2π

L
(2.90)

ïðè÷åì îáúåì V → ∞. Ôàêòè÷åñêè æå, äëÿ òîãî æå èäåàëüíîãî ãàçà, ïðîÿâëåíèÿ
òåîðåìû Íåðíñòà ñòàíîâÿòñÿ çàìåòíûìè ïðè òåìïåðàòóðàõ ïîðÿäêà òàê íàçûâàåìîé

òåìïåðàòóðû âûðîæäåíèÿ T0 ∼ ~2

m

(
N
V

)2/3
.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü òåîðåìó Íåðíñòà äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ, íóæíî áûëî áû
èññëåäîâàòü ðàñïðåäåëåíèå Ek âáëèçè îñíîâíîãî óðîâíÿ, ò.å. èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå
ñòàòèñòè÷åñêîãî âåñà Ω(E,N, V ) âáëèçè E = E0 â îáùåì âèäå. Äî íàñòîÿùåãî âðåìå-
íè òàêîå èññëåäîâàíèå óäàâàëîñü ñäåëàòü ëèøü äëÿ îïðåäåëåííûõ ìîäåëåé. Ìîæíî
ñêàçàòü, ÷òî âî âñåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ñëàáûå âîçáóæäåíèÿ ñèñòåìû ïðåäñòàâëÿþòñÿ
â âèäå èäåàëüíîãî ãàçà êâàçè÷àñòèö, òåîðåìà Íåðíñòà îêàçûâàåòñÿ âûïîëíåííîé. Â
äàëüíåéøåì, ìû áóäåì èìåòü äåëî òîëüêî ñ òàêèìè ñèñòåìàìè.

Íà ýòîì çàâåðøàåòñÿ èçëîæåíèå îñíîâ ãèááñîâñêîé ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè.
Âñå äàëüíåéøåå èçëîæåíèå, ïî ñóòè äåëà, áóäåò ïðèìåíåíèåì ýòîãî îáùåãî ïîäõîäà
ê ðàçëè÷íûì êîíêðåòíûì çàäà÷àì òåîðèè ñèñòåì ìíîãèõ ÷àñòèö.

13Òåîðåìà Íåðíñòà íåïðèìåíèìà ê àìîðôíûì òåëàì (ñòåêëàì) èëè íåóïîðÿäî÷åííûì ñïëàâàì,
êîòîðûå íå íàõîäÿòñÿ â ñîñòîÿíèè òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ, íî ìîãóò ñóùåñòâîâàòü ïðè
òåìïåðàòóðàõ T → 0, îñòàâàÿñü �çàìîðîæåííûìè� â îäíîì èç ìíîãèõ âîçìîæíûõ äëÿ íèõ ìåòàñòà-
áèëüíûõ ñîñòîÿíèé ñ î÷åíü áîëüøèì (èíîãäà ïðàêòè÷åñêè áåñêîíå÷íûì!) âðåìåíåì ðåëàêñàöèè.
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Ãëàâà 3

ÈÄÅÀËÜÍÛÉ ÃÀÇ

3.1 Ðàñïðåäåëåíèå Áîëüöìàíà.

Â êà÷åñòâå ïðîñòåéøåé ñèñòåìû, íà êîòîðîé õîðîøî èëëþñòðèðóåòñÿ ïðèìåíåíèå
îáùèõ ìåòîäîâ ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè, ðàññìîòðèì èäåàëüíûé ãàç, ñîñòîÿùèé èç
íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ àòîìîâ èëè ìîëåêóë1. Ýòà ìîäåëü ñûãðàëà áîëüøóþ ðîëü íà
íà÷àëüíîì ýòàïå ðàçâèòèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè2.

Îòñóòñòâèå âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó àòîìàìè (ìîëåêóëàìè) èäåàëüíîãî ãàçà ïîç-
âîëÿåò ñâåñòè êâàíòîâîìåõàíè÷åñêóþ çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ óðîâíåé ýíåðãèè En âñåãî
ãàçà â öåëîì ê çàäà÷å îá îïðåäåëåíèè óðîâíåé ýíåðãèè îòäåëüíîãî àòîìà (ìîëåêó-
ëû). Ýòè óðîâíè áóäåì îáîçíà÷àòü εk, ãäå k � ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàáîð êâàíòîâûõ
÷èñåë, îïðåäåëÿþùèõ ñîñòîÿíèå àòîìà (ìîëåêóëû). Ýíåðãèè En âûðàæàþòñÿ, ââèäó
îòñóòñòâèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ, â âèäå ñóìì ýíåðãèé êàæäîé ìîëåêóëû. Îáîçíà÷èì nk
÷èñëî ÷àñòèö â ãàçå, íàõîäÿùèõñÿ â k-ì êâàíòîâîì ñîñòîÿíèè. Âû÷èñëèì ñðåäíåå
çíà÷åíèå < nk > â âàæíîì ïðåäåëüíîì ñëó÷àå

< nk >≪ 1. (3.1)

Ôèçè÷åñêè ýòîò ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò ñèëüíî ðàçðåæåííîìó ãàçó. Ïðèìåíèì ê ìîëå-
êóëàì ãàçà êàíîíè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå Ãèááñà, ðàññìàòðèâàÿ îòäåëüíóþ ìîëåêóëó
â êà÷åñòâå ïîäñèñòåìû â òåðìîñòàòå. Òîãäà ÿñíî, ÷òî âåðîÿòíîñòü ìîëåêóëå íàõî-
äèòüñÿ â k-ì ñîñòîÿíèè, à ïîòîìó è ñðåäíåå ÷èñëî < nk > ìîëåêóë â ýòîì ñîñòîÿíèè
∼ e−

εk
T , òàê ÷òî

< nk >= ae−
εk
T (3.2)

ãäå êîýôôèöèåíò a îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè:∑
k

< nk >= N (3.3)

ãäå N � ïîëíîå ÷èñëî ÷àñòèö â ãàçå. Ðàñïðåäåëåíèå (3.2) íàçûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì
Áîëüöìàíà.

1Ðàçóìååòñÿ, äëÿ óñòàíîâëåíèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ âñåãäà íåîáõîäèìî ñóùåñòâî-
âàíèå íåêîòîðîãî, õîòÿ-áû î÷åíü ñëàáîãî, âçàèìîäåéñòâèÿ (íàïðèìåð î÷åíü ðåäêèõ ñòîëêíîâåíèé
àòîìîâ (ìîëåêóë)). Ïðè âû÷èñëåíèè ðàâíîâåñíûõ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâ â ìîäåëè èäåàëüíîãî
ãàçà îá ýòîì âçàèìîäåéñòâèè ìîæíî çàáûòü.

2Ïîñëåäóþùåå èçëîæåíèå ïî÷òè öåëèêîì îñíîâàíî íà [1, 2].
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Ïðèâåäåì äðóãîé âàðèàíò âûâîäà ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, îñíîâàííûé íà ïðèìåíå-
íèè áîëüøîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Ãèááñà ê ñîâîêóïíîñòè âñåõ ÷àñòèö ãàçà, íàõîäÿùèõñÿ
â äàííîì êâàíòîâîì ñîñòîÿíèè (ðàññìàòðèâàåìîé êàê ïîäñèñòåìà â òåðìîñòàòå). Ïî-
ëàãàÿ â îáùåé ôîðìóëå ðàñïðåäåëåíèÿ Ãèááñà ñ ïåðåìåííûì ÷èñëîì ÷àñòèö (2.58)
E = nkεk, N = nk è ïðèïèñûâàÿ èíäåêñ k åùå è âåëè÷èíå Ω, ïîëó÷èì:

wnk
= e

Ωk+nk(µ−εk)

T (3.4)

Â ÷àñòíîñòè, w0 = e
Ωk
T ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåðîÿòíîñòü ïîëíîãî îòñóòñòâèÿ ÷àñòèö

â äàííîì ñîñòîÿíèè. Â èíòåðåñóþùåì íàñ ïðåäåëå < nk >≪ 1, âåðîÿòíîñòü w0 =

e
Ωk
T ≈ 1, ïîýòîìó èç (3.4) ìîæíî ïîëó÷èòü:

w1 = e
µ−εk

T (3.5)

×òî æå êàñàåòñÿ âåðîÿòíîñòè çíà÷åíèé nk > 1, òî îíè â òîì æå ïðèáëèæåíèè äîëæ-
íû áûòü ïîëîæåíû ðàâíûìè íóëþ. Ïîýòîìó â ñóììå, îïðåäåëÿþùåé < nk >, îñòà-
åòñÿ òîëüêî îäíî ñëàãàåìîå:

< nk >=
∑
nk

wnk
nk = w1, (3.6)

è ìû ïîëó÷àåì:

< nk >= e
µ−εk

T (3.7)

Òàêèì îáðàçîì, êîýôôèöèåíò â ôîðìóëå (3.2) îêàçûâàåòñÿ âûðàæåííûì ÷åðåç õè-
ìè÷åñêèé ïîòåíöèàë ãàçà, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ â íåÿâíîì âèäå èç óñëîâèÿ íîðìè-
ðîâêè íà ÷èñëî ÷àñòèö (3.3).

3.2 Ðàñïðåäåëåíèå Áîëüöìàíà â êëàññè÷åñêîé ñòà-
òèñòèêå.

Ïðåäûäóùåå ðàññìîòðåíèå âåëîñü íà êâàíòîâîì ÿçûêå. Ïîñìîòðèì, êàê âñå ýòî ïå-
ðåïèñûâàåòñÿ â êëàññèêå. Ââåäåì dN � ñðåäíåå ÷èñëî ìîëåêóë, çàêëþ÷åííûõ â ýëå-
ìåíòå îáúåìà ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ìîëåêóëû dpdq = dp1...dprdq1...dqr (çäåñü r �
÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû ìîëåêóëû). Íàïèøåì åãî â âèäå:

dN = n(p, q)dτ dτ =
dpdq

(2π~)r
(3.8)

ãäå n(p, q) ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Òîãäà:

n(p, q) = e
µ−ε(p,q)

T (3.9)

ãäå ε(p, q) � ýíåðãèÿ ìîëåêóëû êàê ôóíêöèÿ êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ åå àòîìîâ.
Äëÿ ãàçà íå íàõîäÿùåãîñÿ â êàêîì-ëèáî âíåøíåì ïîëå îòñþäà äîëæíî, î÷åâèäíî,

ïîëó÷èòüñÿ ðàñïðåäåëåíèå Ìàêñâåëëà3:

dNp =
N

V (2πmT )3/2
e−

p2x+p2y+p2z
2mT dpxdpydpz (3.10)

3Â îòëè÷èå îò çàïèñè ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ðàññìîòðåííîé âûøå, çäåñü ââåäåí äîïîëíèòåëüíûé
ìíîæèòåëü N/V , ñâÿçàííûé ñ íîðìèðîâêîé íà ïëîòíîñòü ÷èñëà ÷àñòèö.
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dNv =
N

V

( m

2πT

)3/2
e−

m(v2
x+v2

y+v2
z)

2T dvxdvydvz (3.11)

ãäå m � ìàññà ìîëåêóëû. Ñðàâíåíèå (3.10) è (3.9) äàåò e
µ
T = N

V (2π)3/2~3(mT )−3/2,
òàê ÷òî õèìïîòåíöèàë áîëüöìàíîâñêîãî ãàçà:

µ = T ln

(
N

V

(2π)3/2~3

(mT )3/2

)
(3.12)

Ýòîò ðåçóëüòàò ìîæíî ïîëó÷èòü è íåïîñðåäñòâåííî èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè (3.9) íà
ïîëíîå ÷èñëî ÷àñòèö â åäèíèöå îáúåìà (3.3). Â ñàìîì äåëå, â êëàññè÷åñêîì ïðèáëè-

æåíèè εk =
p2x+p

2
y+p

2
z

2m , òàê ÷òî (3.3) çàïèøåòñÿ êàê:

∑
k

e
µ−εk

T = N èëè e
µ
T

∫
d3p

(2π~)3
e−

p2x+p2y+p2z
2mT =

N

V
(3.13)

÷òî è äàåò (3.12) ïîñëå âû÷èñëåíèÿ ýëåìåíòàðíîãî ãàóññîâà èíòåãðàëà:

µ = T ln

{
N

V

(∫
d3p

(2π~)3
e−

p2x+p2y+p2z
2mT

)−1
}

= T ln

(
N

V

(2π)3/2~3

(mT )3/2

)
(3.14)

Òàêèì îáðàçîì õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë ãàçà ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ ÷à-
ñòèö ãàçà è òåìïåðàòóðîé.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ãàç, íàõîäÿùèéñÿ âî âíåøíåì ïîëå, â êîòîðîì ïîòåíöèàëüíàÿ
ýíåðãèÿ ìîëåêóëû çàâèñèò òîëüêî îò êîîðäèíàò åå öåíòðà èíåðöèè: U = U(x, y, z).
Íàïðèìåð ðå÷ü ìîæåò áûòü î ãðàâèòàöèîííîì ïîëå. Ìàêñâåëëîâñêîå ðàñïðåäåëå-
íèå ïî ñêîðîñòÿì îñòàåòñÿ, êàê ìû âèäåëè âûøå, íåèçìåííûì, à ðàñïðåäåëåíèå ïî
êîîðäèíàòàì öåíòðà èíåðöèè îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé:

dNr = n0e
−U(x,y,z)

T dV (3.15)

÷òî è äàåò ÷èñëî ìîëåêóë â ýëåìåíòå ïðîñòðàíñòâåííîãî îáúåìà dV = dxdydz. Ïðè
ýòîì âåëè÷èíà

n(r) = n0e
−U(r)

T (3.16)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïëîòíîñòü ÷èñëà ÷àñòèö â òî÷êå r. Ïîñòîÿííàÿ n0 åñòü ïëîòíîñòü
â òî÷êàõ, ãäå U = 0. Âûðàæåíèå (3.16) íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Áîëüöìàíà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ãàç â îäíîðîäíîì ãðàâèòàöèîííîì ïîëå (Çåìëè),
íàïðàâëåííîì âäîëü îñè z, òàê ÷òî U = mgz (g � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ) è
äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè ãàçà ïîëó÷àåì áàðîìåòðè÷åñêóþ ôîðìóëó:

n(z) = n0e
−mgz

T (3.17)

ãäå n0 � ïëîòíîñòü íà óðîâíå z = 0 (íà óðîâíå ìîðÿ).

3.3 Íåðàâíîâåñíûé èäåàëüíûé ãàç.

Ðàññìîòðèì èäåàëüíûé ãàç â ïðîèçâîëüíîì (íåîáÿçàòåëüíî ðàâíîâåñíîì) ñîñòîÿíèè.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå êâàíòîâûå ñîñòîÿíèÿ îòäåëüíîé ÷àñòèöû ìîæíî ðàñïðåäå-
ëèòü ïî íåêîòîðûì ãðóïïàì, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîäåðæèò áëèçêèå ïî ýíåðãèÿì
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ñîñòîÿíèÿ, ïðè÷åì êàê ÷èñëî ñîñòîÿíèé â êàæäîé ãðóïïå, òàê è ÷èñëî íàõîäÿùèõñÿ
â íèõ ÷àñòèö âñå æå î÷åíü âåëèêè4. Ïåðåíóìåðóåì ýòè ãðóïïû ñîñòîÿíèé íîìåðàìè
j = 1, 2, ... è ïóñòü Gj åñòü ÷èñëî ñîñòîÿíèé â j-é ãðóïïå, à Nj � ÷èñëî ÷àñòèö â ýòèõ
ñîñòîÿíèÿõ. Òîãäà íàáîð ÷èñåë Nj áóäåò ïîëíîñòüþ õàðàêòåðèçîâàòü ìàêðîñîñòîÿ-
íèå ãàçà, à èõ ïðîèçâîëüíîñòü è îçíà÷àåò, ÷òî ñîñòîÿíèå, ñ êîòîðûì ìû èìååì äåëî,
ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíûì íåðàâíîâåñíûì ñîñòîÿíèåì.

Âû÷èñëèì ýíòðîïèþ òàêîãî ñîñòîÿíèÿ, ÷òî ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å îá îïðåäåëåíèè
ñòàòèñòè÷åñêîãî âåñà Ω äàííîãî ìàêðîñîñòîÿíèÿ, ò.å. ÷èñëà ìèêðîñêîïè÷åñêèõ ñïî-
ñîáîâ, êîòîðûìè ýòî ñîñòîÿíèå ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåíî. Ðàññìàòðèâàÿ êàæäóþ
ãðóïïó èç Nj ÷àñòèö êàê íåçàâèñèìóþ ïîäñèñòåìó è îáîçíà÷àÿ ÷åðåç Ωj åå ñòàòâåñ,
èìååì:

Ω =
∏
j

Ωj (3.18)

Òåïåðü íàäî ñîñ÷èòàòü Ωj . Â ñòàòèñòèêå Áîëüöìàíà ñðåäíèå ÷èñëà çàïîëíåíèÿ âñåõ
êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ åäèíèöåé. Ýòî çíà÷èò, ÷òî Nj ≪ Gj , õîòÿ
ñàìè ïî ñåáå Nj âñå æå î÷åíü âåëèêè. Ìàëîñòü ÷èñåë çàïîëíåíèÿ ïîçâîëÿåò ñ÷èòàòü,
÷òî âñå ÷àñòèöû ðàñïðåäåëåíû ïî ðàçëè÷íûì ñîñòîÿíèÿì íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà.

Ïîìåùàÿ êàæäóþ èç Nj ÷àñòèö â îäíî èç Gj ñîñòîÿíèé ïîëó÷èì âñåãî G
Nj

j âîç-
ìîæíûõ ðàñïðåäåëåíèé, ñðåäè êîòîðûõ åñòü îäíàêî òîæäåñòâåííûå, îòëè÷àþùèåñÿ
òîëüêî ïåðåñòàíîâêîé (îäèíàêîâûõ) ÷àñòèö. Ïîýòîìó ñîîòâåòñòâóþùåå ÷èñëî íóæíî
åùå ïîäåëèòü íà Nj !, òàê ÷òî:

Ωj =
G
Nj

j

Nj !
(3.19)

Òîãäà ýíòðîïèÿ ãàçà âû÷èñëÿåòñÿ êàê:

S = lnΩ =
∑
j

lnΩj =
∑
j

(Nj lnGj − lnNj !) (3.20)

Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé Ñòèðëèíãà, ñïðàâåäëèâîé ïðè N ≫ 1 5:

lnN ! ≈ N ln

(
N

e

)
(3.21)

è ïîëó÷èì:

S =
∑
j

Nj ln
eGj
Nj

(3.22)

Ýòà ôîðìóëà îïðåäåëÿåò ýíòðîïèþ èäåàëüíîãî ãàçà, íàõîäÿùåãîñÿ â ïðîèçâîëüíîì
ìàêðîñêîïè÷åñêîì ñîñòîÿíèè, îïðåäåëÿåìîì íàáîðîì ÷èñåëNj . Ïåðåïèøåì åå, ââåäÿ
ñðåäíèå ÷èñëà < nj > ÷àñòèö â êàæäîì èç êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé j-é ãðóïïû < nj >=
Nj/Gj . Òîãäà:

S =
∑
j

Gj < nj > ln
e

< nj >
(3.23)

Åñëè äâèæåíèå ÷àñòèö ìîæíî ðàññìîòðåòü êâàçèêëàññè÷åñêè, ìîæåì ïåðåéòè ê ðàñ-
ïðåäåëåíèþ ÷àñòèö â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ðàçäåëèì ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî íà

4Ýòî ïðåäïîëîæåíèå, ïî ñóòè äåëà, íå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèåì îáùíîñòè íàøåãî àíàëèçà.
5Ïðè N ≫ 1 ñóììà lnN ! = ln 1 + ln 2 + ... + lnN ïðèáëèæåííî ñâîäèòñÿ ê

∫N
0 dx lnx, îòêóäà è

ñëåäóåò (3.21).



3.3. Íåðàâíîâåñíûé èäåàëüíûé ãàç. 65

îáúåì÷èêè ∆p(j)∆q(j), êàæäûé èç êîòîðûõ ìàë, íî ñîäåðæèò âñå æå áîëüøîå ÷èñëî
÷àñòèö. ×èñëà êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé, ïðèõîäÿùèõñÿ íà ýòè îáúåì÷èê, ðàâíû (r �
÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû ìîëåêóëû ãàçà, äëÿ îäíîàòîìíîãî ãàçà r = 3):

Gj =
∆p(j)∆q(j)

(2π~)r
= ∆τ (j), (3.24)

à ÷èñëà ÷àñòèö â ýòèõ ñîñòîÿíèÿõ íàïèøåì â âèäå Nj = n(p, q)∆τ (j). Ïîäñòàâëÿÿ ýòè
âûðàæåíèÿ â (3.23), ïîëó÷àåì:

S =

∫
dτn(p, q) ln

e

n(p, q)
(3.25)

� áîëüöìàíîâñêóþ ýíòðîïèþ èäåàëüíîãî ãàçà â ïðîèçâîëüíîì íåðàâíîâåñíîì ñîñòî-
ÿíèè, îïðåäåëÿåìîì îäíî÷àñòè÷íîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ n(p, q) 6.

Êàê ñâÿçàíà áîëüöìàíîâñêàÿ ýíòðîïèÿ (3.25) ñ ãèááñîâñêîé (1.167)? Â ãèááñîâ-
ñêîé ýíòðîïèè:

S = −
∫

dpdq

(2π~)3NN !
ρ(p, q, t) ln ρ(p, q, t) (3.26)

ρ(p, q) îáîçíà÷àåò ïîëíóþ N -÷àñòè÷íóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ, çàâèñÿùóþ îò êî-
îðäèíàò è èìïóëüñîâ âñåõN ìîëåêóë â ãàçå. Äëÿ èäåàëüíîãî ãàçà, â êîòîðîì ÷àñòèöû
íå âçàèìîäåéñòâóþò, ýòà ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì ôàêòîðèçóåò-
ñÿ (ñòàòèñòè÷åñêàÿ íåçàâèñèìîñòü � îòñóòñòâèå âçàèìîäåéñòâèÿ!) íà ïðîèçâåäåíèå
(îäíî÷àñòè÷íûõ) ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ îòäåëüíûõ ÷àñòèö:

ρ(p, q) =
N !

NN

N∏
i=1

n(pi, qi) (3.27)

ãäå îäíî÷àñòè÷íûå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ n(pi, qi) íîðìèðóåì êàê (èìååì ââèäó
îäíîàòîìíûé ãàç, ò.å. r = 3.): ∫

dp1dq1
(2π~)3

n(p1, q1) = N (3.28)

Ìíîæèòåëü N !/NN â (3.27) ñîãëàñîâûâàåò ýòó íîðìèðîâêó ñ ïðèíÿòîé âûøå äëÿ
ρ(p, q): ∫

dΓρ(p, q) =

{
1

N

∫
dp1dq1
(2π~)3

n(p1, q1)

}N
= 1 dΓ =

dpdq

(2π~)3NN !
(3.29)

Òîãäà èñïîëüçóÿ (3.27), (3.21) â (3.26), ïîëó÷àåì:

S = −
∫
dp1dq1
(2π~)3

n(p1, q1) ln
n(p1, q1)

e
(3.30)

÷òî ñîâïàäàåò ñ (3.25).

6Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ n(p, q) ìîæåò çàâèñåòü îò âðåìåíè, ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàâèñèìîñòü ìî-
æåò áûòü ðàññ÷èòàíà ñ ïîìîùüþ êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà. Èìåííî äëÿ ýíòðîïèè (3.25)
â ðàìêàõ êèíåòè÷åñêîé òåîðèè äîêàçûâàåòñÿ H-òåîðåìà Áîëüöìàíà, îïèñûâàþùàÿ âîçðàñòàíèå
(3.25) ñ ðîñòîì âðåìåíè.
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Â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ ýíòðîïèÿ äîëæíà èìåòü ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå. Èç ýòî-
ãî òðåáîâàíèÿ ìîæíî íàéòè ðàâíîâåñíóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ. Íàéäåì òàêèå
< nj >, ïðè êîòîðûõ ñóììà (3.23) èìååò ìàêñèìóì, ïðè âûïîëíåíèè äîïîëíèòåëü-
íûõ óñëîâèé ïîñòîÿíñòâà ÷èñëà ÷àñòèö è ñðåäíåé ýíåðãèè:∑

j

Nj =
∑
j

Gj < nj >= N (3.31)

∑
j

εjNj =
∑
j

εjGj < nj >= E (3.32)

Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì íåîïðåäåëåííûõ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà è ðàññìîòðèì óñëî-
âèå:

∂

∂nj
(S + αN + βE) = 0 (3.33)

ãäå α è β � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå. Ïðîâîäÿ äèôôåðåíöèðîâàíèå, íàõîäèì:

Gj(− ln < nj > +α+ βεj) = 0 (3.34)

îòêóäà ln < nj >= α+ βεj , èëè

< nj >= exp(α+ βεj) (3.35)

Ýòî îïÿòü åñòü ðàñïðåäåëåíèå Áîëüöìàíà, à ïîñòîÿííûå α è β ñâÿçàíû ñ T è µ:
α = µ/T , β = −1/T . Ïîñëåäíåå ÿñíî, â ÷àñòíîñòè, è èç òîãî îáñòîÿòåëüñòâà, ÷òî
(3.33) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó äèôôåðåíöèàëàìè: dS + αdN +
βdE = 0, ÷òî äîëæíî ñîâïàäàòü ñ èçâåñòíûì èç òåðìîäèíàìèêè âûðàæåíèåì äëÿ
äèôôåðåíöèàëà âíóòðåííåé ýíåðãèè (ïðè ôèêñèðîâàííîì îáúåìå) dE = TdS+µdN .

3.4 Ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ áîëüöìàíîâñêîãî èäåàëüíîãî
ãàçà.

Ïðèìåíèì îñíîâíóþ ôîðìóëó ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè:

F = −T lnZ = −T ln
∑
n

e−
En
T (3.36)

äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè èäåàëüíîãî ãàçà, ïîä÷èíÿþùåãîñÿ ñòàòèñòèêå
Áîëüöìàíà. Óðîâíè ýíåðãèè ñèñòåìû â öåëîì En ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñóììû ýíåðãèé
εk, êîòîðûå â áîëüöìàíîâñêîì ñëó÷àå ìîæíî ñ÷èòàòü âñå ðàçëè÷íûìè ìåæäó ñîáîé
(ïîñêîëüêó â êàæäîì ñîñòîÿíèè èìååòñÿ íå áîëåå îäíîé ìîëåêóëû). Òîãäà, çàïèñûâàÿ

e−
En
T â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ìíîæèòåëåé e−

εk
T äëÿ êàæäîé èç ìîëåêóë è ñóììèðóÿ

íåçàâèñèìî ïî âñåì ñîñòîÿíèÿì êàæäîé ìîëåêóëû, ïîëó÷èì äëÿ ñòàòñóììû ãàçà
ñëåäóþùåå âûðàæåíèå7:

Z ∼

(∑
k

e−
εk
T

)N
(3.37)

7Èìååì e−
En
T = e−

εk1
T e−

εk2
T ...e−

εkN
T , ãäå âñåãî N ìíîæèòåëåé, ïðè÷åì âñå kL(L = 1, 2, ..., N)

ðàçíûå. Çàòåì âû÷èñëÿåì
∑

k1

∑
k2
...

∑
kN

→
(∑

k

)N
, ÷òî è äàåò (3.37)
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Ýòî âûðàæåíèå íàäî åùå ðàçäåëèòü íà N ! � ÷èñëî ïåðåñòàíîâîê òîæäåñòâåííûõ
÷àñòèö (ìîëåêóë). Òîãäà èìååì:

Z =
∑
n

e−
En
T =

1

N !

(∑
k

e−
εk
T

)N
(3.38)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â (3.36), ïîëó÷àåì:

F = −TN ln
∑
k

e−
εk
T + T lnN ! (3.39)

èëè, âîñïîëüçîâàâøèñü ñíîâà lnN ! ≈ N lnN/e, èìååì:

F = −NT ln

{
e

N

∑
k

e−
εk
T

}
(3.40)

Â êëàññè÷åñêîé ñòàòèñòèêå ìîæíî ñðàçó íàïèñàòü:

F = −NT ln
e

N

∫
dτe−

ε(p,q)
T dτ =

drpdrq

(2π~)r
(3.41)

ãäå r îïÿòü ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû ìîëåêóëû ãàçà.

3.5 Óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ èäåàëüíîãî ãàçà.

Ýíåðãèþ ìîëåêóëû ãàçà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

εk(px, py, pz) =
p2x + p2y + p2z

2m
+ ε′k (3.42)

ãäå ïåðâûé ÷ëåí � êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ, à ε′k � âíóò-
ðåííèå óðîâíè ýíåðãèè ìîëåêóëû (ñîîòâåòñòâóþùèå, íàïðèìåð, åå âðàùåíèþ, êîëå-
áàíèÿì àòîìîâ âáëèçè èõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ, âíóòðèàòîìíûì óðîâíÿì è ò.ä.).
Ïðè ýòîì âàæíî, ÷òî ε′k íå çàâèñÿò îò èìïóëüñîâ (ñêîðîñòåé) è êîîðäèíàò öåíòðà
èíåðöèè ìîëåêóëû. Òîãäà ñóììà, ñòîÿùàÿ ïîä çíàêîì ln â (3.40), ðàâíà8:

∑
k

1

(2π~)3
e−

ε′k
T

∫
V

dV

∫ ∞

−∞
dpx

∫ ∞

−∞
dpy

∫ ∞

−∞
dpze

−
p2x+p2y+p2z

2mT =

= V

(
mT

2π~2

)3/2∑
k

e−
ε′k
T (3.43)

Òîãäà ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ ãàçà çàïèñûâàåòñÿ êàê:

F = −NT ln

[
eV

N

(
mT

2π~2

)3/2∑
k

e−
ε′k
T

]
= −NT ln

[
eV

N

(
mT

2π~2

)3/2

Z ′

]
(3.44)

8Èíòåãðàë ïî dV çäåñü ñâÿçàí ñ èíòåãðèðîâàíèåì ïî êîîðäèíàòàì öåíòðà èíåðöèè ìîëåêóëû è
äàåò ïðîñòî ïîëíûé îáúåì, çàíèìàåìûé ãàçîì V .
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ãäå ââåëè �âíóòðåííþþ� ñòàòñóììó ìîëåêóëû Z ′ =
∑
k e

− ε′k
T . Ýòà ñóììà íå ìîæåò

áûòü âû÷èñëåíà â îáùåì âèäå, òðåáóåòñÿ çíàíèå âíóòðåííèõ óðîâíåé ýíåðãèè ìî-
ëåêóë äàííîãî ãàçà. Âàæíî, îäíàêî, ÷òî îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîñòî íåêîòîðóþ
ôóíêöèþ òåìïåðàòóðû, òàê ÷òî (3.44) äàåò ïîëíîå îïèñàíèå çàâèñèìîñòè ñâîáîäíîé
ýíåðãèè îò îáúåìà. Âûäåëÿÿ â (3.44) ÷ëåí çàâèñÿùèé òîëüêî îò îáúåìà, èìååì:

F = −NT ln
eV

N
+Nf(T ); f(T ) = −T ln

(
mT

2π~2

)3/2

Z ′ (3.45)

Òîãäà äëÿ äàâëåíèÿ ãàçà íåìåäëåííî ïîëó÷àåì:

P = −∂F
∂V

=
NT

V
èëè PV = NT (3.46)

èëè óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ èäåàëüíîãî ãàçà. Åñëè èçìåðÿòü òåìïåðàòóðó â ãðàäóñàõ:

PV = NkBT = RT (3.47)

Äëÿ ãðàìì�ìîëåêóëû ãàçà N = 6.023 1023 (÷èñëî Àâîãàäðî), R = 8.314 107ýðã/ãðàä,
kB = 1.3804 10−16ýðã/ãðàä.

Çíàÿ F , ìîæíî íàéòè è äðóãèå òåðìîäèíàìè÷åñêèå âåëè÷èíû. Íàïðèìåð, òåðìî-
äèíàìè÷åñêèé ïîòåíöèàë Ãèááñà åñòü:

Φ = F + PV = E − TS + PV =W − TS = −NT ln
eV

N
+Nf(T ) + PV (3.48)

ãäå W � ýíòàëüïèÿ. Çàìåíÿÿ V ÷åðåç P è T ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ (3.46),
÷òîáû âûðàçèòü Φ êàê ôóíêöèþ P è T (íàïîìíèì, ÷òî dΦ = −SdT + V dP ) è ââîäÿ
íîâóþ ôóíêöèþ òåìïåðàòóðû χ(T ) = f(T )− T lnT , ïîëó÷àåì:

Φ = NT lnP +Nχ(T ) (3.49)

Ýíòðîïèÿ ãàçà (íàïîìíèì, ÷òî dF = −SdT − PdV ):

S = −∂F
∂T

= N ln
eV

N
−Nf ′(T ) (3.50)

èëè, êàê ôóíêöèÿ P è T :

S = −∂Φ
∂T

= −N lnP −Nχ′(T ) (3.51)

Âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ ãàçà:

E = F + TS = Nf(T )−NTf ′(T ) (3.52)

è ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé îäíîé òîëüêî òåìïåðàòóðû, òî æå âåðíî è äëÿ ýíòàëüïèè
W = E + PV = E + NT . Ýòî ìîæíî ëåãêî ïîíÿòü � ìîëåêóëû èäåàëüíîãî ãàçà
íå âçàèìîäåéñòâóþò, òàê ÷òî èçìåíåíèå ñðåäíåãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íèìè ïðè èçìå-
íåíèè îáùåãî îáúåìà íå ìîæåò ñêàçàòüñÿ íà åãî ýíåðãèè. Âìåñòå ñ E èW ôóíêöèÿìè
T ÿâëÿþòñÿ è òåïëîåìêîñòè Cv =

(
∂E
∂T

)
V
è Cp =

(
∂W
∂T

)
P
. ×àñòî èñïîëüçóþò òåïëî-

åìêîñòè â ðàñ÷åòå íà îäíó ìîëåêóëó: Cv = Ncv è Cp = Ncp. Äëÿ èäåàëüíîãî ãàçà
W − E = NT , òàê ÷òî ðàçíîñòü cp − cv èìååò óíèâåðñàëüíîå çíà÷åíèå:

cp − cv = 1 èëè cp − cv = kB (3.53)

Â ðàñ÷åòå íà ãðàìì-ìîëåêóëó CP − CV = R.
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3.6 Èäåàëüíûé ãàç ñ ïîñòîÿííîé òåïëîåìêîñòüþ.

Ýêñïåðèìåíòàëüíî èçâåñòíî, ÷òî â øèðîêîì èíòåðâàëå äîñòàòî÷íî âûñîêèõ òåìïå-
ðàòóð òåïëîåìêîñòü ãàçîâ îêàçûâàåòñÿ ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé, íå çàâèñÿùåé îò T .
Ôèçè÷åñêèå ïðè÷èíû ýòîãî ñòàíóò ÿñíû íèæå, à ñåé÷àñ ìû ïîêàæåì, ÷òî â ïðåäïî-
ëîæåíèè ïîñòîÿíñòâà òåïëîåìêîñòè, òåðìîäèíàìè÷åñêèå âåëè÷èíû ãàçà ìîãóò áûòü
âû÷èñëåíû â îáùåì âèäå. À èìåííî, ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà â îáùåì âèäå íåèç-
âåñòíàÿ ôóíêöèÿ òåìïåðàòóðû f(T ), ââåäåííàÿ âûøå â (3.45). Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â
ýòîì ñëó÷àå íàì íå íóæíî âû÷èñëÿòü âõîäÿùóþ â íåå �âíóòðåííþþ� ñòàòñóììó Z ′.
Â ñàìîì äåëå, äèôôåðåíöèðóÿ ïî òåìïåðàòóðå âûðàæåíèå (3.52) äëÿ âíóòðåííåé
ýíåðãèè íàõîäèì:

cv = −Tf ′′(T ) (3.54)

Ñ÷èòàÿ òåïëîåìêîñòü êîíñòàíòîé, îïðåäåëÿåìîé èç ýêñïåðèìåíòà, èíòåãðèðóåì (3.54)
äâàæäû è ïîëó÷àåì:

f(T ) = −cvT lnT − ζT + ε0 (3.55)

ãäå ζ è ε0 äâå êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ. Òîãäà èç (3.45) ïîëó÷àåì ñâîáîäíóþ ýíåð-
ãèþ â âèäå:

F = Nε0 −NT ln
eV

N
−NcvT lnT −NζT (3.56)

Ïîñòîÿííàÿ ζ íàçûâàåòñÿ õèìè÷åñêîé ïîñòîÿííîé ãàçà, äëÿ êîíêðåòíîãî ãàçà îíà,
òàêæå êàê è òåïëîåìêîñòü, ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà ýêñïåðèìåíòàëüíî. Îòñþäà, ñ
ïîìîùüþ (3.52), ïîëó÷àåì âíóòðåííþþ ýíåðãèþ â âèäå ëèíåéíîé ôóíêöèè òåìïåðà-
òóðû:

E = Nε0 +NcvT (3.57)

Òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïîòåíöèàë Ãèááñà ïîëó÷àåòñÿ ïðèáàâëåíèåì ê (3.56) âåëè÷è-
íû PV = NT , ïðè÷åì íàäî âûðàçèòü îáúåì ãàçà ÷åðåç äàâëåíèå è òåìïåðàòóðó.
Ïîëó÷àåì:

Φ = Nε0 +NT lnP −NcpT lnT −NζT (3.58)

Ýíòàëüïèÿ W = E + PV ðàâíà:

W = Nε0 +NcpT (3.59)

Äèôôåðåíöèðóÿ (3.56) è (3.58) ïî T , ïîëó÷èì ýíòðîïèþ, âûðàæåííóþ ñîîòâåòñòâåí-
íî ÷åðåç T è V èëè T è P :

S = −
(
∂F

∂T

)
V

= −N ln
eV

N
+Ncv lnT + (ζ + cv)N (3.60)

S = −
(
∂Φ

∂T

)
P

= −N lnP +Ncp lnT + (ζ + cp)N (3.61)

Èç ýòèõ âûðàæåíèé ìîæíî ïîëó÷èòü çàâèñèìîñòü, ñâÿçûâàþùóþ îáúåì, òåìïåðàòó-
ðó è äàâëåíèå èäåàëüíîãî ãàçà (ñ ïîñòîÿííîé òåïëîåìêîñòüþ) ïðè åãî àäèàáàòè÷å-
ñêîì ðàñøèðåíèè èëè ñæàòèè (àäèàáàòà Ïóàññîíà). Ïîñêîëüêó ïðè àäèàáàòè÷åñêîì
ïðîöåññå ýíòðîïèÿ îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé, òî èç (3.61) èìååì: −N lnP + Ncp lnT =
const, îòêóäà T cp/P = const, èëè, èñïîëüçóÿ cp − cv = 1:

T γP 1−γ = const (3.62)



70 Ãëàâà 3. ÈÄÅÀËÜÍÛÉ ÃÀÇ

ãäå γ = cp/cv. Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ PV = NT , ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèÿ
ìåæäó T è V è ìåæäó P è V :

TV γ−1 = const PV γ = const (3.63)

3.7 Çàêîí ðàâíîðàñïðåäåëåíèÿ.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î òåðìîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èíàõ ãàçîâ ñ òî÷êè çðåíèÿ êëàññè÷å-
ñêîé ñòàòèñòèêè. Ìîëåêóëà ãàçà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíôèãóðàöèþ àòîìîâ, ñîâåð-
øàþùèõ ìàëûå êîëåáàíèÿ âáëèçè ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ìèíè-
ìóìó ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè âçàèìîäåéñòâèÿ:

U = ε0 +

rosc∑
i,k=1

aikqiqk (3.64)

ãäå ε0 � ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ àòîìîâ, êîãäà âñå îíè íàõîäÿòñÿ â
ïîëîæåíèÿõ ðàâíîâåñèÿ, rosc � ÷èñëî êîëåáàòåëüíûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû.

Âåëè÷èíó rosc ìîæíî íàéòè ïî ÷èñëó àòîìîâ n â ìîëåêóëå. n�àòîìíàÿ ìîëåêó-
ëà èìååò âñåãî 3n ñòåïåíåé ñâîáîäû. Èç íèõ òðè ñîîòâåòñòâóþò ïîñòóïàòåëüíîìó
äâèæåíèþ ìîëåêóëû êàê öåëîãî è òðè åå âðàùåíèþ êàê öåëîãî. Îñòàëüíûå ñòåïåíè
ñâîáîäû � êîëåáàòåëüíûå è rosc = 3n − 6. Åñëè âñå àòîìû ðàñïîëîæåíû ïî îäíîé
ïðÿìîé (â ÷àñòíîñòè ó äâóõàòîìíîé ìîëåêóëû), òî âðàùàòåëüíûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû
âñåãî äâå. Â ýòîì ñëó÷àå rosc = 3n− 5. Ïðè n = 1 êîëåáàòåëüíûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû
íåò.

Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ε(p, q) ìîëåêóëû åñòü ñóììà ïîòåíöèàëüíîé è êèíåòè÷åñêîé ýíåð-
ãèé. Ïîñëåäíÿÿ ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèåé îò âñåõ èìïóëüñîâ, ÷èñëî êîòîðûõ
ðàâíî ïîëíîìó ÷èñëó 3n ñòåïåíåé ñâîáîäû. Ïîýòîìó ýíåðãèÿ ε(p, q) = ε0 + fII(p, q),
ãäå fII(p, q) � êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ èìïóëüñîâ è êîîðäèíàò, ïîëíîå ÷èñëî ïåðåìåí-
íûõ â ýòîé ôóíêöèè åñòü l = 6n− 6 (äëÿ íåëèíåéíîé ìîëåêóëû) èëè l = 6n− 5 (äëÿ
ëèíåéíîé). Ó îäíîàòîìíîãî ãàçà l = 3, êîîðäèíàòû âîîáùå íå âõîäÿò â âûðàæåíèå
äëÿ ýíåðãèè.

Â ðåçóëüòàòå äëÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè ãàçà èç (3.41) èìååì:

F = −NT ln
ee−

ε0
T

N

∫
dτe−

fII (p,q)

T (3.65)

Ïðîèçâåäåì çäåñü çàìåíó ïåðåìåííûõ p = p′
√
T ,q = q′

√
T äëÿ âñåõ l ïåðåìåííûõ îò

êîòîðûõ çàâèñèò ôóíêöèÿ fII(p, q). Âñëåäñòâèå êâàäðàòè÷íîñòè ôóíêöèè fII(p, q)
èìååì:

fII(p, q) = TfII(p
′, q′) (3.66)

è T â ïîêàçàòåëå ýêñïîíåíòû â ïîäèíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè ñîêðàùàåòñÿ. Àíàëî-
ãè÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå äèôôåðåíöèàëîâ ýòèõ ïåðåìåííûõ, âõîäÿùèõ â dτ äàñò ìíî-
æèòåëü T l/2, êîòîðûé âûíîñèòñÿ çà èíòåãðàë. Èíòåãðèðîâàíèå ïî êîëåáàòåëüíûì
êîîðäèíàòàì q ïðîèçâîäèòñÿ ïî òîé îáëàñòè èõ çíà÷åíèé, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò êî-
ëåáàíèÿì àòîìîâ âíóòðè ìîëåêóëû. Îäíàêî, ââèäó áûñòðîé ñõîäèìîñòè (êâàäðàòè÷-
íàÿ ôóíêöèÿ â ýêñïîíåíòå), èíòåãðèðîâàíèå ïî p′ è q′ ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü îò −∞
äî∞, òîãäà èíòåãðàë ñâåäåòñÿ ê íåêîòîðîé êîíñòàíòå, íåçàâèñÿùåé îò òåìïåðàòóðû.
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Ó÷èòûâàÿ åùå, ÷òî èíòåãðèðîâàíèå ïî êîîðäèíàòàì öåíòðà èíåðöèè ìîëåêóëû äàñò
îáúåì V , çàíèìàåìûé ãàçîì, ïîëó÷èì äëÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

F = −NT ln
AV e−

ε0
T T l/2

N
A = const (3.67)

Ðàñêðûâàÿ ëîãàðèôì, ïîëó÷àåì:

F = Nε0 −NT ln
eV

N
−N

l

2
T lnT −NT lnA (3.68)

÷òî â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ (3.56), åñëè ïîëîæèòü:

cv =
l

2
(3.69)

è ζ = lnA. Ñîîòâåòñòâåííî:

cp = cv + 1 =
l + 2

2
(3.70)

Òàêèì îáðàçîì, ÷èñòî êëàññè÷åñêèé èäåàëüíûé ãàç îáëàäàåò ïîñòîÿííîé òåïëîåì-
êîñòüþ, ïðè÷åì íà êàæäóþ ïåðåìåííóþ â ýíåðãèè ìîëåêóëû ε(p, q) ïðèõîäèòñÿ ïî
ðàâíîé äîëå 1/2 â òåïëîåìêîñòè cv (èëè kB/2 â îáû÷íûõ åäèíèöàõ), èëè æå ïî
ðàâíîé äîëå T/2 (kBT/2 ïðè èçìåðåíèè T â ãðàäóñàõ) â åãî ýíåðãèè. Ýòî ïðàâè-
ëî íàçûâàåòñÿ çàêîíîì ðàâíîðàñïðåäåëåíèÿ è ÿâëÿåòñÿ âåñüìà îáùèì óòâåðæäåíèåì
êëàññè÷åñêîé ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè, â ÷àñòíîñòè, êàê ìû óâèäèì íèæå, îí ëåãêî
îáîáùàåòñÿ è íà ñëó÷àé êîíäåíñèðîâàííûõ òåë9.Èìåÿ ââèäó, ÷òî îò ïîñòóïàòåëüíûõ
è âðàùàòåëüíûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû â ε(p, q) âõîäÿò òîëüêî ñîîòâåòñòâóþùèå èìïóëü-
ñû, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî êàæäàÿ èç ýòèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû âíîñèò â òåïëîåìêîñòü
âêëàä 1/2. Îò êàæäîé æå êîëåáàòåëüíîé ñòåïåíè ñâîáîäû â ε(p, q) âõîäÿò äâå ïåðå-
ìåííûå (êîîðäèíàòà è èìïóëüñ) è åå âêëàä â òåïëîåìêîñòü ðàâåí 1.

3.8 Îäíîàòîìíûé èäåàëüíûé ãàç.

Ðàññìîòðèì îäíîàòîìíûé èäåàëüíûé ãàç. Ïîëíîå âû÷èñëåíèå ñâîáîäíîé ýíåðãèè
òàêîãî ãàçà òðåáóåò êîíêðåòíîãî âû÷èñëåíèÿ �âíóòðåííåé� ñòàòñóììû Z ′, ââåäåííîé
â (3.44):

Z ′ =
∑
k

e−
εk
T (3.71)

ãäå εk � âíóòðåííèå óðîâíè ýíåðãèè àòîìà. Ýòè óðîâíè ìîãóò áûòü âûðîæäåííûìè,
òîãäà ñîîòâåòñòâóþùåå ñëàãàåìîå âîéäåò â ñòàòñóììó gk ðàç, ãäå gk � êðàòíîñòü
âûðîæäåíèÿ (ñòàòâåñ óðîâíÿ). Òîãäà:

Z ′ =
∑
k

gke
− εk

T (3.72)

9Ïðè ïîíèæåíèè òåìïåðàòóðû íàáëþäàþòñÿ ñóùåñòâåííûå îòêëîíåíèÿ îò çàêîíà ðàâíîðàñïðå-
äåëåíèÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî ïîñòîÿíñòâî òåïëîåìêîñòè ïðîòèâîðå÷èò è òåîðåìå Íåðíñòà. Èñòîðè÷åñêè,
íàðóøåíèå çàêîíà ðàâíîðàñïðåäåëåíèÿ áûëî îäíèì èç âàæíûõ óêàçàíèé íà íåäîñòàòî÷íîñòü êëàñ-
ñè÷åñêîãî ðàññìîòðåíèÿ, ÷òî, â èòîãå, ïðèâåëî ê ñîçäàíèþ êâàíòîâîé ìåõàíèêè.
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Ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ ãàçà, ñîãëàñíî (3.44), åñòü:

F = −NT ln

[
eV

N

(
mT

2π~2

)3/2

Z ′

]
(3.73)

Êàê èçâåñòíî, àòîìíûå òåðìû (îòâëåêàÿñü îò èõ òîíêîé ñòðóêòóðû) ðàñïîëîæåíû
òàê, ÷òî ðàññòîÿíèå îò îñíîâíîãî äî ïåðâîãî âîçáóæäåííîãî óðîâíÿ ñðàâíèìî ïî
âåëè÷èíå ñ ýíåðãèåé èîíèçàöèè àòîìà Iion, ÷òî äëÿ ðàçëè÷íûõ àòîìîâ íàõîäèòñÿ â
ïðåäåëàõ Iion/kB ∼ 5− 28 104K. Ïîýòîìó, ïðè òåìïåðàòóðàõ T ≪ Iion, ïðåäñòàâëÿ-
þùèõ îñíîâíîé èíòåðåñ, â ãàçàõ ïðàêòè÷åñêè îòñóòñòâóþò íå òîëüêî èîíèçîâàííûå,
íî è âîçáóæäåííûå àòîìû. Ïîýòîìó âñå àòîìû ãàçà ìîæíî ñ÷èòàòü íàõîäÿùèìèñÿ
â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè.

Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé ñëó÷àé àòîìîâ, êîòîðûå â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè íå îáëà-
äàþò íè îðáèòàëüíûì ìîìåíòîì, íè ñïèíîì (L = S = 0), òàêîâû, íàïðèìåð, àòîìû
áëàãîðîäíûõ ãàçîâ10. Ïðè ýòîì îñíîâíîå ñîñòîÿíèå íåâûðîæäåíî è �âíóòðåííÿÿ�
ñòàòñóììà ñâîäèòñÿ ê îäíîìó ñëàãàåìîìó: Z ′ = e−

ε0
T . Òîãäà èç (3.73) ñðàçó ïîëó÷à-

åòñÿ âûðàæåíèå äëÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè òèïà (3.56) ñ ïîñòîÿííîé òåïëîåìêîñòüþ:

cv = 3/2 (3.74)

è õèìè÷åñêîé ïîñòîÿííîé:

ζ =
3

2
ln

m

2π~2
(3.75)

� ôîðìóëà Ñàêóðà-Òåòðîäå.
Ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ ïîçâîëÿþò íàéòè êðèòåðèé ïðèìåíèìîñòè ñòàòèñòèêè

Áîëüöìàíà. Âûøå ìû ïîëó÷èëè ðàñïðåäåëåíèå Áîëüöìàíà â ïðåäïîëîæåíèè ìàëî-
ñòè ñðåäíèõ ÷èñåë çàïîëíåíèÿ óðîâíåé:

< nk >= e
µ−εk

T ≪ 1. (3.76)

Î÷åâèäíî, ÷òî äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ:

e
µ
T ≪ 1, (3.77)

îòêóäà, êñòàòè, ÿñíî, ÷òî õèìïîòåíöèàë áîëüöìàíîâñêîãî ãàçà âñåãäà îòðèöàòåëåí
è âåëèê ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå. Íàéäåì õèìïîòåíöèàë èç îïðåäåëåíèÿ µ = Φ/N ,
âîñïîëüçîâàâøèñü âûðàæåíèåì äëÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà Ãèááñà (3.58),
ïîäñòàâèâ òóäà cp = cv + 1 = 5/2 è ζ èç (3.75). Ïîëó÷àåì:

µ = T ln

[
P

T 5/2

(
2π~2

m

)3/2
]
= T ln

[
N

V

(
2π~2

mT

)3/2
]

(3.78)

÷òî, î÷åâèäíî, ñîâïàäàåò ñ íàéäåííûì âûøå äðóãèì ñïîñîáîì âûðàæåíèåì (3.12).
Òîãäà èç (3.77),(3.78) ïîëó÷àåì êðèòåðèé ïðèìåíèìîñòè áîëüöìàíîâñêîé ñòàòèñòèêè
â âèäå:

N

V

(
~2

mT

)3/2

≪ 1 èëè T ≫ ~2

m

(
N

V

)2/3

. (3.79)

10Ïîäðîáíîå îáñóæäåíèå áîëåå ñëîæíûõ ñëó÷àåâ, òàêæå êàê è ìíîãîàòîìíûõ (ìîëåêóëÿðíûõ)
ãàçîâ, ìîæíî íàéòè â [1, 2]
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Òàêèì îáðàçîì, ñòàòèñòèêà Áîëüöìàíà ïðèìåíèìà, åñëè ãàç äîñòàòî÷íî ðàçðåæåí,
à òåìïåðàòóðû äîñòàòî÷íî âûñîêè. Õàðàêòåðíàÿ òåìïåðàòóðà (ýíåðãèÿ), ñòîÿùàÿ â
ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà â (3.79) íàçûâàåòñÿ òåìïåðàòóðîé (ýíåðãèåé)
âûðîæäåíèÿ ãàçà. Îíà òåì âûøå, ÷åì áîëüøå ïëîòíîñòü ãàçà. Ôèçè÷åñêèé ñìûñë
ýòîãî êðèòåðèÿ íåòðóäíî ïîíÿòü èç ñëåäóþùèõ ïðîñòûõ îöåíîê. Ñðåäíåå ìåæàòîì-
íîå ðàññòîÿíèå â ðàññìàòðèâàåìîì ãàçå a ∼ (V/N)1/3. Êâàíòîâàÿ íåîïðåäåëåííîñòü
ýíåðãèè àòîìà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ åãî ëîêàëèçàöèè íà òàêèõ ðàññòîÿíèÿõ, ïîðÿäêà

E0 ∼ ~2

ma2 ∼ ~2

m (N/V )2/3. Óñëîâèå T ≫ E0 (3.79) îçíà÷àåò, ÷òî êâàíòîâûìè ýôôåê-
òàìè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Íàïðîòèâ, ïðè T < E0 êâàíòîâûå ýôôåêòû ñòàíîâÿòñÿ
ñóùåñòâåííûìè è îò ñòàòèñòèêè Áîëüöìàíà íóæíî ïåðåõîäèòü ê êâàíòîâîé ñòàòè-
ñòèêå èäåàëüíûõ ãàçîâ11.

11Íåóäîâëåòâîðèòåëüíîñòü ïîëó÷åííûõ âûøå âûðàæåíèé äëÿ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí èäå-
àëüíîãî ãàçà ÿñíà óæå è èç î÷åâèäíîãî ïðîòèâîðå÷èÿ ñ òåîðåìîé Íåðíñòà: íè ýíòðîïèÿ, íè òåïëî-
åìêîñòü íå îáðàùàþòñÿ â íóëü ïðè T → 0.
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Ãëàâà 4

ÍÅÈÄÅÀËÜÍÛÅ ÃÀÇÛ

4.1 Îòêëîíåíèå ãàçîâ îò èäåàëüíîñòè.

Â ðåàëüíûõ ãàçàõ, åñòåñòâåííî, àòîìû (ìîëåêóëû) âçàèìîäåéñòâóþò ìåæäó ñîáîé.
Áóäåì ñ÷èòàòü ãàç äîñòàòî÷íî ðàçðåæåííûì, òàê ÷òîáû ìîæíî áûëî ïðåíåáðå÷ü
òðîéíûìè, ÷åòâåðíûìè è ò.ä. ñòîëêíîâåíèÿìè ìîëåêóë è ïðåäïîëîæèòü, ÷òî èõ âçà-
èìîäåéñòâèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ëèøü ïóòåì ïàðíûõ ñòîëêíîâåíèé 1.

Äëÿ ïðîñòîòû ðàññìîòðèì îäíîàòîìíûé ðåàëüíûé ãàç. Äâèæåíèå åãî ÷àñòèö áó-
äåì ðàññìàòðèâàòü êëàññè÷åñêè, òàê ÷òî åãî ýíåðãèÿ çàïèøåòñÿ â âèäå:

E(p, q) =

N∑
i=1

p2i
2m

+ U (4.1)

Ó îäíîàòîìíîãî ãàçà ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ åñòü ôóíêöèÿ òîëüêî âçàèìíûõ ðàñ-

ñòîÿíèé ìåæäó àòîìàìè. Ñòàòèñòè÷åñêèé èíòåãðàë
∫
dΓe−

E(p,q)
T ðàçáèâàåòñÿ íà ïðî-

èçâåäåíèå èíòåãðàëà ïî èìïóëüñàì àòîìîâ è èíòåãðàëà ïî èõ êîîðäèíàòàì. Ïîñëåä-
íèé èìååò âèä: ∫

dV1...

∫
dVNe

−U
T (4.2)

Äëÿ èäåàëüíîãî ãàçà U = 0 è ýòîò èíòåãðàë ðàâåí ïðîñòî V N . ßñíî, ÷òî ïðè âû÷èñ-
ëåíèè ñâîáîäíîé ýíåðãèè ñîãëàñíî (2.45) ìû ïîëó÷èì:

F = Fid − T ln
1

V N

∫
dV1...

∫
dVNe

−U
T (4.3)

ãäå Fid � ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ èäåàëüíîãî ãàçà. Ïðèáàâëÿÿ è âû÷èòàÿ èç ïîäèíòå-
ãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ ïî åäèíèöå è ó÷èòûâàÿ

∫
dV1...

∫
dVN = V N , ïåðåïèøåì (4.3)

â âèäå:

F = Fid − T ln

{
1

V N

∫
dV1...

∫
dVN

(
e−

U
T − 1

)
+ 1

}
(4.4)

Ïóñòü ãàç íå òîëüêî äîñòàòî÷íî ðàçðåæåí, íî è êîëè÷åñòâî åãî äîñòàòî÷íî ìàëî, òàê
÷òî îäíîâðåìåííî â íåì ñòàëêèâàåòñÿ íå áîëåå îäíîé ïàðû àòîìîâ. Ýòî íå åñòü îãðà-
íè÷åíèå îáùíîñòè, òàê êàê â ñèëó àääèòèâíîñòè ñâîáîäíîé ýíåðãèè F = Nf(T, V/N).

1Ïîñëåäóþùåå èçëîæåíèå öåëèêîì ñëåäóåò [1, 2].

75
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Âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó àòîìàìè íå î÷åíü ìàëî òîëüêî òîãäà, êîãäà äâà àòîìà íà-
õîäÿòñÿ î÷åíü áëèçêî äðóã ê äðóãó (ñòàëêèâàþòñÿ). Ïîýòîìó ïîäèíòåãðàëüíîå âû-
ðàæåíèå â (4.4) çàìåòíî îòëè÷íî îò íóëÿ òîëüêî â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà êàêèå-ëèáî
äâà àòîìà î÷åíü áëèçêè äðóã ê äðóãó. Ýòîìó óñëîâèþ ìîæåò óäîâëåòâîðèòü îäíî-
âðåìåííî íå áîëüøå îäíîé ïàðû àòîìîâ (åñëè ãàçà äîñòàòî÷íî ìàëî), ïðè÷åì ýòó
ïàðó ìîæíî âûáðàòü èç N àòîìîâ 1

2N(N − 1) ñïîñîáàìè. Âñëåäñòâèå ýòîãî èíòåãðàë
â (4.4) ìîæíî íàïèñàòü â âèäå:

N(N − 1)

2

∫
dV1...

∫
dVN

(
e−

U12
T − 1

)
(4.5)

ãäå U12 � ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ àòîìîâ (êàêèõ èìåííî � íåâàæíî â ñèëó èõ
îäèíàêîâîñòè). Ïî âñåì îñòàëüíûì êîîðäèíàòàì (êðîìå êîîðäèíàò àòîìîâ 1 è 2)
èíòåãðèðóåì, ÷òî äàåò ïðîñòî V N−2. Êðîìå òîãî N(N − 1) ≈ N2 â ñèëó N ≫ 1, òàê
÷òî (4.5) ñâîäèòñÿ ê:

N2V N−2

∫
dV1

∫
dV2

(
e−

U12
T − 1

)
. (4.6)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â (4.4) è èñïîëüçóÿ ln(1 + x) ≈ x ïðè x≪ 1, èìååì:

F = Fid −
TN2

2V 2

∫
dV1

∫
dV2

(
e−

U12
T − 1

)
(4.7)

ãäå âòîðîå ñëàãàåìîå äàåò ìàëóþ ïîïðàâêó ê ñâîáîäíîé ýíåðãèè èäåàëüíîãî ãàçà
èç-çà âçàèìîäåéñòâèÿ. Ïîòåíöèàë âçàèìîäåéñòâèÿ U12 çàâèñèò îò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó
àòîìàìè. Ïîýòîìó â (4.7) ìîæíî ïåðåéòè ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî ðàçíîñòè êîîðäèíàò
äâóõ àòîìîâ è ïî êîîðäèíàòå èõ öåíòðà èíåðöèè. Ïîñëåäíåå äàñò ñíîâà îáúåì V .
Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:

F = Fid +
N2TB(T )

V
(4.8)

ãäå:

B(T ) =
1

2

∫
dV
(
1− e−

U12
T

)
(4.9)

Îòñþäà íàõîäèì äàâëåíèå:

P = −∂F
∂V

=
NT

V

(
1 +

NB(T )

V

)
(4.10)

ãäå ó÷òåíî, ÷òî Pid = NT/V . Ýòî åñòü óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ ãàçà â ðàññìàòðèâàåìîì
ïðèáëèæåíèè.

Èç òåðìîäèíàìèêè èçâåñòíî, ÷òî èçìåíåíèÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè è òåðìîäèíàìè-
÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ïðè ìàëûõ èçìåíåíèÿõ âíåøíèõ óñëîâèé ðàâíû äðóã äðóãó, ïðè-
÷åì îäíî áåðåòñÿ ïðè ïîñòîÿííîì îáúåìå, à äðóãîå ïðè ïîñòîÿííîì äàâëåíèè. Åñëè
ðàññìîòðåòü îòêëîíåíèå ãàçà îò èäåàëüíîñòè êàê òàêîå èçìåíåíèå, òî èç (4.8) ìîæíî
ïîëó÷èòü ñîîòâåòñòâóþùåå âûðàæåíèå äëÿ Φ. Íóæíî òîëüêî â ïîïðàâî÷íîì ÷ëåíå
âûðàçèòü îáúåì ÷åðåç äàâëåíèå, ïðè÷åì ýòî ñëåäóåò ñäåëàòü ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ
ñîñòîÿíèÿ èäåàëüíîãî ãàçà. Òîãäà:

Φ = Φid +NB(T )P (4.11)
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Ðèñ. 4.1: Õàðàêòåðíûé âèä ïîòåíöèàëà ìåæàòîìíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ.

Îòñþäà ìîæíî âûðàçèòü îáúåì ÷åðåç äàâëåíèå:

V =
NT

P
+NB(T ) (4.12)

Âñå ïîëó÷åííûå ôîðìóëû èìåþò ñìûñë ëèøü ïðè óñëîâèè, ÷òî èíòåãðàë (4.9)
ñõîäèòñÿ. Äëÿ ýòîãî íóæíî, ÷òîáû ñèëû âçàèìîäåéñòâèÿ äîñòàòî÷íî áûñòðî óáûâà-
ëè ñ ðàññòîÿíèåì. Åñëè íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ U12 ∼ r−n, òî íóæíî n > 3. Äëÿ
îäíîàòîìíûõ ãàçîâ U12 èìååò âèä, ïîêàçàííûé íà Ðèñ.4-1. Ãëóáèíà ïîòåíöèàëüíîé
ÿìû U0 îáû÷íî ïîðÿäêà êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû äàííîãî âåùåñòâà. Ïðè âûñîêèõ
òåìïåðàòóðàõ T ≫ U0 âî âñåé îáëàñòè r > 2r0 èìååì |U12|/T ≪ 1 è ïîäèíòåãðàëüíîå
âûðàæåíèå â (4.9) áëèçêî ê íóëþ. Ïîýòîìó çíà÷åíèå èíòåãðàëà â (4.9) â îñíîâíîì
îïðåäåëÿåòñÿ îáëàñòüþ r < 2r0, ãäå U12/T ïîëîæèòåëüíî è âåëèêî, ñîîòâåòñòâåí-
íî ïîëîæèòåëåí è âåñü èíòåãðàë. Òàêèì îáðàçîì, ïðè âûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ èìååì
B(T ) > 0. Íàïðîòèâ, ïðè íèçêèõ T ≪ U0 îñíîâíóþ ðîëü â èíòåãðàëå èãðàåò îáëàñòü
r > 2r0, ãäå òåïåðü U12/T îòðèöàòåëüíî è âåëèêî ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå. Ïîýòî-
ìó, ïðè äîñòàòî÷íî íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ èìååì B(T ) < 0, à çàâèñèìîñòü B(T ) îò

òåìïåðàòóðû îïðåäåëÿåòñÿ, â îñíîâíîì, ìíîæèòåëåì e−
U0
T . Èç ýòèõ ðàññóæäåíèé

ÿñíî, ÷òî ïðè íåêîòîðîé òåìïåðàòóðå B(T ) ïðîõîäèò ÷åðåç íóëü: B(TB) = 0 (òî÷êà
Áîéëÿ).

Óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ (4.10), ïî ñóùåñòâó, äàåò ïåðâûé ïîïðàâî÷íûé ÷ëåí ê ðàç-
ëîæåíèþ äàâëåíèÿ ïî ñòåïåíÿì 1/V , ñëåäóþùåãî âèäà:

P =
NT

V

(
1 +

NB(T )

V
+
N2C(T )

V 2
+ ...

)
(4.13)

Ïåðâûé ïîïðàâî÷íûé ÷ëåí çäåñü ñâÿçàí ñ ïàðíûìè ñòîëêíîâåíèÿìè àòîìîâ, âòîðîé
� ñ òðîéíûìè è ò.ä. Áåçðàçìåðíûé ìàëûé ïàðàìåòð ýòîãî ðàçëîæåíèÿ � îòíîøåíèå
Nv0/V �îáúåìà� îäíîãî àòîìà v0 ê ïðèõîäÿùåìóñÿ íà îäèí àòîì îáúåìó ãàçà V/N .
Êîýôôèöèåíòû B,C, ... íàçûâàþòñÿ âèðèàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, à (4.13) � âèðè-
àëüíîå ðàçëîæåíèå. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îáùàÿ ñòðóêòóðà âèðèàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ
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èìååò âèä:

P = T
∞∑
n=1

Jn
n!
ξn (4.14)

ãäå ξ = Pid/T = N/V , à âèðèàëüíûå êîýôôèöèåíòû:

J1 = 1 (4.15)

J2 =

∫
dV2

(
e−

U12
T − 1

)
(4.16)

J3 =

∫
dV2

∫
dV3

(
e−

U123
T − e−

U12
T − e−

U13
T − e−

U23
T + 2

)
(4.17)

è ò.ä. Èíòåãðàëû â Jn ïîñòðîåíû ïî î÷åâèäíîìó çàêîíó: ïîäèíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå
â Jn îòëè÷íî îò íóëÿ, ëèøü åñëè n àòîìîâ áëèçêè äðóã ê äðóãó, ò.å. ïðè ñòîëêíîâåíèè
n àòîìîâ.

4.2 Ôîðìóëà Âàí-äåð-Âààëüñà.

Òåîðèÿ æèäêîñòåé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îñîáåííî ñëîæíûé ðàçäåë ñòàòèñòè÷åñêîé
ìåõàíèêè. Ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî óñòàíîâèòü êàêèå-ëèáî îáùèå ôîðìóëû, êî-
ëè÷åñòâåííî îïèñûâàþùèå ñâîéñòâà æèäêîñòåé. Îäíàêî, ìîæíî äîñòàòî÷íî ëåãêî
ïîëó÷èòü íåêîòîðóþ èíòåðïîëÿöèîííóþ ôîðìóëó, êà÷åñòâåííî îïèñûâàþùóþ ïåðå-
õîä ìåæäó æèäêîñòüþ è ãàçîì è ÿâëÿþùóþñÿ äîñòàòî÷íî õîðîøèì è ïðàêòè÷íûì
óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû ãàç � æèäêîñòü. Ðå÷ü èäåò îá èçâåñòíîé ôîðìóëå
Âàí-äåð-Âààëüñà.

Îïèñàííûé âûøå õàðàêòåð âçàèìîäåéñòâèÿ àòîìîâ ãàçà ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü
âèä ïåðâûõ ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ B(T ) ïî ñòåïåíÿì îáðàòíîé òåìïåðàòóðû, ïðåäïî-
ëàãàÿ ìàëîñòü îòíîøåíèÿ:

U0

T
≪ 1 (4.18)

Èìåÿ ââèäó, ÷òî U12 åñòü ôóíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ r ìåæäó àòîìàìè, çàïèøåì â (4.9)
dV = 4πr2dr è ðàçîáüåì îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ íà äâå ÷àñòè:

B(T ) = 2π

∫ 2r0

0

drr2
(
1− e−

U12
T

)
+ 2π

∫ ∞

2r0

drr2
(
1− e−

U12
T

)
(4.19)

Ïðè çíà÷åíèÿõ r ∈ [0, 2r0] ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ U12 î÷åíü âåëèêà. Ïîýòîìó â ïåð-

âîì èíòåãðàëå ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ÷ëåíîì e−
U12
T ïî ñðàâíåíèþ ñ åäèíèöåé. Òîãäà ýòîò

èíòåãðàë ðàâåí b = 16πr30/3 > 0 è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ó÷åòâåðåííûé �îáúåì� àòîìà.
Âî âòîðîì èíòåãðàëå âåçäå |U12|/T ≤ U0/T ≪ 1. Ïîýòîìó ïîäèíòåãðàëüíîå âûðàæå-
íèå ìîæíî ðàçëîæèòü ïî ñòåïåíÿì U12/T è îãðàíè÷èâøèñü ïåðâûì íåèñ÷åçàþùèì
÷ëåíîì çàïèñàòü:

−2π

T

∫ ∞

2r0

drr2|U12| = − a

T
(4.20)

ãäå a = const > 0. Òàêèì îáðàçîì íàõîäèì:

B(T ) = b− a

T
(4.21)
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Ñîîòâåòñòâåííî èç (4.8),(4.11) íàõîäèì:

F = Fid +
N2

V
(bT − a) (4.22)

Φ = Φid +NP (b− a/T ) (4.23)

Èñêîìóþ èíòåðïîëÿöèîííóþ ôîðìóëó ìîæíî ïîëó÷èòü èç (4.22), êîòîðàÿ ñàìà ïî
ñåáå íå óäîâëåòâîðÿåò íåîáõîäèìûì óñëîâèÿì, òàê êàê íå ó÷èòûâàåò îãðàíè÷åííîñòü
ñæèìàåìîñòè âåùåñòâà. Ïîäñòàâèì â (4.22) ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ èäåàëüíîãî ãàçà â
âèäå (3.45) Fid = −NT ln eV

N +Nf(T ) è ïîëó÷èì:

F = Nf(T )−NT ln
e

N
−NT

(
lnV − Nb

V

)
− N2a

V
(4.24)

Åñëè ãàç äîñòàòî÷íî ðàçðåæåí, ðàññòîÿíèÿ ìåæäó àòîìàìè çíà÷èòåëüíî áîëüøå, ÷åì
èõ ðàçìåðû, ñîîòâåòñòâåííî V ≫ Nb. Òîãäà èìååì:

ln(V −Nb) = lnV + ln

(
1− Nb

V

)
≈ lnV − Nb

V
(4.25)

Òåïåðü ñäåëàåì ðåøàþùèé øàã è çàìåíèì ëîãàðèôì â (4.24) íà ëîãàðèôì, ñòîÿùèé
â ëåâîé ÷àñòè ïðèáëèæåííîãî ðàâåíñòâà (4.25). Òîãäà (4.24), ôàêòè÷åñêè ñ òîé æå
òî÷íîñòüþ, çàïèøåòñÿ êàê:

F = Nf(T )−NT ln
e

N
(V −Nb)− N2a

V
= Fid −NT ln

(
1− Nb

V

)
− N2a

V
(4.26)

Â òàêîì âèäå ýòà ôîðìóëà óæå óäîâëåòâîðÿåò ïîñòàâëåííîìó óñëîâèþ: ïðè áîëüøèõ
V îíà ïåðåõîäèò â âûðàæåíèå äëÿ èäåàëüíîãî ãàçà, à ïðè ìàëûõ V îíà äåìîíñòðèðó-
åò íåâîçìîæíîñòü áåñïðåäåëüíîãî ñæàòèÿ ãàçà (ïðè V < Nb àðãóìåíò ln ñòàíîâèòñÿ
îòðèöàòåëüíûì). Äëÿ äàâëåíèÿ ïîëó÷àåì:

P = −∂F
∂V

=
NT

V −Nb
− N2a

V 2
(4.27)

èëè (
P +

N2a

V 2

)
(V −Nb) = NT (4.28)

� óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ Âàí-äåð-Âààëüñà. Èç (4.26) ìîæíî íàéòè ýíòðîïèþ:

S = Sid +N ln

(
1− Nb

V

)
(4.29)

à òàêæå âíóòðåííþþ ýíåðãèþ E = F + TS:

E = Eid −
N2a

V
(4.30)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî òåïëîåìêîñòü Cv = (∂E/∂T )V ñîâïàäàåò ñ òåïëîåìêîñòüþ èäå-
àëüíîãî ãàçà. Âòîðîé ÷ëåí â (4.30) ñîîòâåòñòâóåò ýíåðãèè âçàèìîäåéñòâèÿ àòîìîâ
ãàçà, îí îòðèöàòåëåí, òàê êàê ìåæäó àòîìàìè â ñðåäíåì ïðåîáëàäàþò ñèëû ïðèòÿ-
æåíèÿ.

Óðàâíåíèå Âàí-äåð-Âààëüñà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êðàéíå óäà÷íûé ïðèìåð èíòåð-
ïîëÿöèîííîãî óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ, âïîëíå äîñòàòî÷íîãî äëÿ êà÷åñòâåííîãî àíàëèçà
âî ìíîãèõ ðåàëüíûõ ñèòóàöèÿõ.
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4.3 Òåðìîäèíàìè÷åñêèå âåëè÷èíû êëàññè÷åñêîé ïëàç-
ìû.

Èçëîæåííûé âûøå ìåòîä âû÷èñëåíèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí íåèäåàëüíîãî ãà-
çà çàâåäîìî íåïðèìåíèì äëÿ ãàçà, ñîñòîÿùåãî èç çàðÿæåííûõ ÷àñòèö, âçàèìîäåé-
ñòâóþùèõ ïî çàêîíó Êóëîíà, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå âõîäÿùèå â íàøè ôîðìóëû
èíòåãðàëû ïðîñòî ðàñõîäÿòñÿ (U12 ∼ r−1). Â ýòîì âàæíîì ñëó÷àå òðåáóåòñÿ ñïåöè-
àëüíîå ðàññìîòðåíèå.

Èòàê, ðàññìîòðèì ïîëíîñòüþ èîíèçîâàííûé ãàç (ïëàçìó). Çàðÿäû ÷àñòèö (èîíîâ)
áóäåì îáîçíà÷àòü Zae, ãäå èíäåêñ a îòëè÷àåò ñîðòà èîíîâ (e � ýëåìåíòàðíûé çàðÿä,
Za � ïîëîæèòåëüíûå è îòðèöàòåëüíûå ÷èñëà). Ïóñòü na � ÷èñëî èîíîâ a-ãî ñîðòà â
åäèíèöå îáúåìà ãàçà. Â öåëîì ãàç íåéòðàëåí:∑

a

Zana0 = 0 (4.31)

Ïóñòü îòêëîíåíèÿ îò èäåàëüíîñòè ìàëû. Äëÿ ýòîãî íóæíî, ÷òîáû ñðåäíÿÿ ýíåðãèÿ
êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ èîíîâ ∼ (Ze)2/r(r ∼ n−1/3) áûëà ìàëà ïî ñðàâ-
íåíèþ ñî ñðåäíåé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé ∼ T . Òàêèì îáðàçîì äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ
íåðàâåíñòâî:

(Ze)2n1/3 ≪ T èëè n≪
(

T

Z2e2

)3

(4.32)

Ââèäó óñëîâèÿ ýëåêòðîíåéòðàëüíîñòè (4.31) ñðåäíåå çíà÷åíèå ýíåðãèè êóëîíîâñêîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö ïëàçìû ïðè îäíîðîäíîì ðàñïðåäåëåíèè ÷àñòèö â ïðîñòðàí-
ñòâå îáðàùàåòñÿ â íóëü. Ïåðâûå ïîïðàâêè â òåðìîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èíàõ ïëàçìû
âîçíèêàþò òîëüêî ïðè ó÷åòå êîððåëÿöèè ìåæäó ïîëîæåíèÿìè ðàçëè÷íûõ ÷àñòèö
(êîððåëÿöèîííûå ïîïðàâêè).

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîïðàâêè Ecorr â ýíåðãèè ïëàçìû çàïèøåì:

Ecorr = V
1

2

∑
a

Zaena0φa (4.33)

ãäå φa � ïîòåíöèàë ïîëÿ, äåéñòâóþùåãî íà èîí a-ãî ñîðòà ñî ñòîðîíû îñòàëüíûõ çà-

ðÿäîâ. Ñëåäóÿ ìåòîäó, ïðåäëîæåííîìó Äåáàåì è Õþêêåëåì çàìåòèì, ÷òî êàæäûé èç
èîíîâ ñîçäàåò âîêðóã ñåáÿ íåêîòîðîå (ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîå) íåðàâíîìåðíî çà-
ðÿæåííîå èîííîå îáëàêî (�øóáó�). Îáîçíà÷èì ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ èîíîâ (a-ãî
ñîðòà) â ýòîì îáëàêå na. Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ëþáîãî èîíà a-ãî ñîðòà â ýëåêòðè-
÷åñêîì ïîëå âîêðóã çàäàííîãî èîíà, ñêàæåì òèïà b, åñòü Zaeφ, ãäå φ � ïîòåíöèàë,
ñîçäàâàåìûé ýòèì ôèêñèðîâàííûì èîíîì. Ñîãëàñíî ôîðìóëå Áîëüöìàíà (3.16):

na(r) = na0 exp

(
−Zaeφ(r)

T

)
(4.34)

Êîýôôèöèåíò çäåñü ðàâåí na0 ïîñêîëüêó âäàëè îò öåíòðà èîíà b (ãäå φ → 0) ïëîò-
íîñòü îáëàêà äîëæíà ïåðåõîäèòü â ñðåäíþþ ïëîòíîñòü â ãàçå. Ïîòåíöèàë φ ïîëÿ â
èîííîì îáëàêå ñâÿçàí ñ ïëîòíîñòüþ çàðÿäà â îáëàêå óðàâíåíèåì Ïóàññîíà:

∇2φ(r) = 4πe
∑
a

Zana(r) (4.35)
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Óðàâíåíèÿ (4.34), (4.35) îáðàçóþò ñèñòåìó óðàâíåíèé, îïðåäåëÿþùóþ ñàìîñîãëàñî-

âàííîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå â ñèñòåìå èîíîâ.

Ïðè ñäåëàííîì ïðåäïîëîæåíèè îá îòíîñèòåëüíîé ñëàáîñòè âçàèìîäåéñòâèÿ èîíîâ
ýíåðãèÿ Zaeφ ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ T è (4.34) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

na(r) = na0 −
Zaena0
T

φ(r) (4.36)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â (4.35) è èìåÿ ââèäó óñëîâèå ýëåêòðîíåéòðàëüíîñòè
(4.31), ïîëó÷àåì:

∇2φ− κ2φ = 0 (4.37)

ãäå

κ2 =
4πe2

T

∑
a

Z2
ana0 (4.38)

Âåëè÷èíà κ èìååò ðàçìåðíîñòü îáðàòíîé äëèíû.

Ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.37) èìååò âèä:

φ(r) = const
e−κr

r
(4.39)

Âáëèçè îò öåíòðà èîíà îíî äîëæíî ïåðåõîäèòü â îáû÷íûé êóëîíîâñêèé ïîòåíöèàë:
φ ≈ Zbe/r, òàê ÷òî â (4.39) const = Zbe è ìû èìååì:

φ(r) = Zbe
e−κr

r
(4.40)

Ïîëå ýêñïîíåíöèàëüíî ñïàäàåò ïðè r ≫ κ−1. Äëèíà 1/κ ýôôåêòèâíî îïðåäåëÿåò
ðàçìåðû èîííîãî îáëàêà è íàçûâàåòñÿ äåáàåâñêèì ðàäèóñîì ýêðàíèðîâàíèÿ (äëèíîé
ýêðàíèðîâêè). Ýòî ÿâëåíèå ýêðàíèðîâàíèÿ äàëüíîäåéñòâóþùåãî êóëîíîâñêîãî âçà-
èìîäåéñòâèÿ, ïðåâðàùàþùåãî åãî â ýôôåêòèâíî êîðîòêîäåéñòâóþùåå, èãðàåò î÷åíü
áîëüøóþ ðîëü â ôèçèêå ïëàçìû, ôèçèêå ýëåêòðîëèòîâ è â ôèçèêå òâåðäîãî òåëà.

Ðàçëàãàÿ (4.40) â ðÿä ïðè ìàëûõ κr, íàéäåì:

φ(r) =
Zbe

r
− Zbeκ+ ... (4.41)

Îïóùåííûå ÷ëåíû ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè r → 0. Ïåðâûé ÷ëåí åñòü êóëîíîâñêîå ïîëå
ñàìîãî äàííîãî èîíà b. Âòîðîé ÷ëåí ïîýòîìó èìååò ñìûñë ïîòåíöèàëà, ñîçäàâàåìîãî
âñåìè îñòàëüíûìè èîíàìè â òî÷êå íàõîæäåíèÿ äàííîãî èîíà, ò.å. òó ñàìóþ âåëè÷èíó
φa, êîòîðóþ ìû ââåëè â (4.33): φa = −Zaeκ.

Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ êîððåëÿöèîííîé ýíåðãèè
ïëàçìû:

Ecorr = −V
2
κe2

∑
a

Z2
ana0 = −V e3

√
π

T

(
ΣaZ

2
ana0

)3/2
(4.42)

èëè, ââîäÿ ïîëíûå ÷èñëà ðàçëè÷íûõ èîíîâ â ãàçå Na = na0V :

Ecorr = −e3
√

π

TV

(
ΣaNaZ

2
a

)3/2
(4.43)
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Èíòåãðèðóÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå Ãèááñà�Ãåëüìãîëüöà (2.66), çàïèñàí-
íîå â âèäå E

T 2 = − ∂
∂T

F
T , ìîæíî íàéòè èç Ecorr ñîîòâåòñòâóþùóþ äîáàâêó ê ñâîáîäíîé

ýíåðãèè:

F = Fid −
2e3

3

√
π

TV

(∑
a

NaZ
2
a

)3/2

(4.44)

Ïîñòîÿííóþ èíòåãðèðîâàíèÿ ìîæíî ïîëîæèòü ðàâíîé íóëþ, ïîñêîëüêó ïðè T → ∞
äîëæíî áûòü F = Fid. Îòñþäà ïîëó÷àåì äàâëåíèå:

P =
NT

V
− e3

3V 3/2

√
π

T

(∑
a

NaZ
2
a

)3/2

(4.45)

ãäå N =
∑
aNa. Àíàëîãè÷íî, êàê è âûøå, ìîæíî íàéòè:

Φ = Φid −
2e3

3T

(
πP

N

)1/2
(∑

a

NaZ
2
a

)3/2

(4.46)

Ýòî ïîëó÷àåòñÿ, åñëè ðàññìîòðåòü âòîðîé ÷ëåí â (4.44) êàê ìàëóþ äîáàâêó è âûðà-
çèòü åå ñ íóæíîé òî÷íîñòüþ ÷åðåç ïåðåìåííûå P è T .



Ãëàâà 5

ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈß ÔÅÐÌÈ È
ÁÎÇÅ

5.1 Ðàñïðåäåëåíèå Ôåðìè.

Âûøå ìû âèäåëè, ïðè ïîíèæåíèè òåìïåðàòóðû èäåàëüíîãî ãàçà (ïðè çàäàííîé ïëîò-
íîñòè), ñòàòèñòèêà Áîëüöìàíà ñòàíîâèòñÿ íåïðèìåíèìîé èç-çà êâàíòîâûõ ýôôåêòîâ
(ñð. (3.79)). Ïîýòîìó, äëÿ îïèñàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé îáëàñòè òåìïåðàòóð (ïëîòíî-
ñòåé) äîëæíà áûòü ïîñòðîåíà äðóãàÿ ñòàòèñòèêà, â êîòîðîé ñðåäíèå ÷èñëà çàïîë-
íåíèÿ ðàçëè÷íûõ êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé íå ïðåäïîëàãàþòñÿ ìàëûìè1. Ýòà ñòàòèñòè-
êà îêàçûâàåòñÿ ðàçíîé, â çàâèñèìîñòè îò òîãî, èç ÷àñòèö êàêîãî ðîäà ñîñòîèò ãàç.
Íàèáîëåå ôóíäàìåíòàëüíûì äåëåíèåì ÷àñòèö íà êëàññû â ñîâðåìåííîé êâàíòîâîé
òåîðèè ÿâëÿåòñÿ èõ äåëåíèå íà ôåðìèîíû (÷àñòèöû ñ ïîëóöåëûì ñïèíîì) è áîçîíû
(÷àñòèöû ñ öåëûì ñïèíîì). Âîëíîâûå ôóíêöèè ñèñòåìû N òîæäåñòâåííûõ ôåðìèî-
íîâ àíòèñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâîê ÷àñòèö, à áîçîíîâ � ñèììåòðè÷íû.

Äëÿ ñèñòåìû ÷àñòèö, îïèñûâàþùèõñÿ àíòèñèììåòðè÷íûìè âîëíîâûìè ôóíêöèÿ-
ìè (ôåðìèîíîâ), ñïðàâåäëèâ ïðèíöèï Ïàóëè, ñòàòèñòèêà, îñíîâàííàÿ íà ýòîì ïðèí-
öèïå íàçûâàåòñÿ ñòàòèñòèêîé Ôåðìè (Ôåðìè�Äèðàêà). Êàê è âûøå, ïðè âûâîäå ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ Áîëüöìàíà èç áîëüøîãî êàíîíè÷åñêîãî àíñàìáëÿ (ñð. (3.4)�(3.7)), ïðè-
ìåíèì ðàñïðåäåëåíèå Ãèááñà ê ñîâîêóïíîñòè âñåõ ÷àñòèö, íàõîäÿùèõñÿ â äàííîì
êâàíòîâîì ñîñòîÿíèè (ïîäñèñòåìà â òåðìîñòàòå). Ñíîâà îáîçíà÷èì Ωk òåðìîäèíà-
ìè÷åñêèé ïîòåíöèàë ýòîé ñèñòåìû ÷àñòèö, òîãäà èç (2.60), ó÷èòûâàÿ, ÷òî äëÿ ãàçà
ñâîáîäíûõ ÷àñòèö Enk

= nkεk, ïîëó÷àåì:

Ωk = −T ln
∑
nk

(
e

µ−εk
T

)nk

(5.1)

ãäå nk � ÷èñëî ÷àñòèö â k-ì êâàíòîâîì ñîñòîÿíèè. Ñîãëàñíî ïðèíöèïó Ïàóëè ÷èñëà
çàïîëíåíèÿ êàæäîãî ñîñòîÿíèÿ ôåðìèîíàìè ìîãóò ïðèíèìàòü ëèøü çíà÷åíèÿ 0 èëè
1. Ñîîòâåòñòâåííî â ñóììå ïî nk â (5.1) îñòàåòñÿ òîëüêî äâà ÷ëåíà è ìû èìååì:

Ωk = −T ln
(
1 + e

µ−εk
T

)
(5.2)

1Ìàòåðèàë ýòîé ãëàâû ïîëíîñòüþ îñíîâàí íà [1, 2].

83
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Ïîñêîëüêó ñðåäíåå ÷èñëî ÷àñòèö â ñèñòåìå ðàâíî ïðîèçâîäíîé îò ïîòåíöèàëà Ωk ïî
õèìïîòåíöèàëó µ, âçÿòîé ñ îáðàòíûì çíàêîì, òî:

< nk >= −∂Ωk
∂µ

=
e

µ−εk
T

1 + e
µ−εk

T

(5.3)

èëè:

< nk >=
1

e
εk−µ

T + 1
(5.4)

÷òî è íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ Ôåðìè. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî âñåãäà

< nk >≤ 1, à ïðè e
µ−εk

T ≪ 1 èç (5.4) ïîëó÷àåì ðàñïðåäåëåíèå Áîëüöìàíà2.
Óñëîâèå íîðìèðîâêè äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Ôåðìè çàïèñûâàåòñÿ êàê:∑

k

1

e
εk−µ

T + 1
= N (5.5)

ãäå N � ïîëíîå ÷èñëî ÷àñòèö â ãàçå. Ýòî ðàâåíñòâî, ôàêòè÷åñêè, ÿâëÿåòñÿ íåÿâíûì
óðàâíåíèåì, îïðåäåëÿþùèì õèìïîòåíöèàë ãàçà µ, êàê ôóíêöèþ T è N .

Òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïîòåíöèàë Ω ãàçà â öåëîì, î÷åâèäíî, ïîëó÷àåòñÿ èç Ωk (5.2)
ñóììèðîâàíèåì ïî âñåì êâàíòîâûì ñîñòîÿíèÿì:

Ω = −T
∑
k

ln
(
1 + e

µ−εk
T

)
. (5.6)

5.2 Ðàñïðåäåëåíèå Áîçå.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê îáñóæäåíèþ ñòàòèñòèêè, êîòîðîé ïîä÷èíÿåòñÿ èäåàëüíûé ãàç,
ñîñòîÿùèé èç ÷àñòèö ñ öåëûì ñïèíîì (áîçîíîâ), îïèñûâàþùèõñÿ ñèììåòðè÷íûìè
âîëíîâûìè ôóíêöèÿìè � ñòàòèñòèêå Áîçå (Áîçå�Ýéíøòåéíà).

×èñëà çàïîëíåíèÿ êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé äëÿ áîçîíîâ íè÷åì íå îãðàíè÷åíû è ìî-
ãóò ïðèíèìàòü ëþáûå çíà÷åíèÿ. Àíàëîãè÷íî (5.1) èìååì:

Ωk = −T ln
∑
nk

(
e

µ−εk
T

)nk

(5.7)

Ñòîÿùèé çäåñü ðÿä ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ è ñõîäèòñÿ ïðè

e
µ−εk

T < 1. Ïîñêîëüêó ýòî óñëîâèå äîëæíî èìåòü ìåñòî ïðè ëþáûõ εk, ÿñíî, ÷òî

µ < 0 (5.8)

ò.å. õèìïîòåíöèàë áîçå-ãàçà âñåãäà îòðèöàòåëåí. Âûøå ìû âèäåëè, ÷òî äëÿ áîëüöìà-
íîâñêîãî ãàçà µ < 0 è âåëèê ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå. Íèæå ìû óáåäèìñÿ, ÷òî äëÿ
ôåðìè-ãàçà µ ìîæåò áûòü ëþáîãî çíàêà.

Ñóììèðóÿ ïðîãðåññèþ â (5.7), ïîëó÷àåì:

Ωk = T ln
(
1− e

µ−εk
T

)
(5.9)

2Åñëè ïîòðåáîâàòü âûïîëíåíèÿ ýòîãî íåðàâåíñòâà äëÿ ëþáûõ εk, òî îíî ñâåäåòñÿ ê eµ/T ≪ 1,
÷òî ñîâïàäàåò ñ êðèòåðèåì ïðèìåíèìîñòè áîëüöìàíîâñêîé ñòàòèñòèêè, çàïèñàííûì â (3.77).
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Îòñþäà äëÿ < nk >= −∂Ωk

∂µ èìååì:

< nk >=
1

e
εk−µ

T − 1
(5.10)

� ðàñïðåäåëåíèå Áîçå. Ñíîâà, ïðè e
µ−εk

T ≪ 1 èìååì ïåðåõîä ê áîëüöìàíîâñêîé ñòà-
òèñòèêå.

Óñëîâèå íîðìèðîâêè îïÿòü èìååò âèä:

N =
∑
k

1

e
εk−µ

T −1
(5.11)

è íåÿâíî îïðåäåëÿåò õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë.
Ïîëíûé òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïîòåíöèàë Ω äëÿ âñåé ñèñòåìû. àíàëîãè÷íî (5.6)

åñòü:
Ω = T

∑
k

ln
(
1− e

µ−εk
T

)
. (5.12)

5.3 Íåðàâíîâåñíûå ôåðìè� è áîçå�ãàçû.

Ðàññìîòðèì ýíòðîïèþ íåðàâíîâåñíûõ ôåðìè- è áîçå-ãàçîâ è ïîëó÷èì ôóíêöèè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ Ôåðìè è Áîçå èç óñëîâèÿ åå ìàêñèìàëüíîñòè â ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè.
Àíàëèç ìîæíî ïðîâåñòè ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî òîìó, êàê òàêàÿ æå çàäà÷à ðåøà-
ëàñü âûøå äëÿ áîëüöìàíîâñêîãî ãàçà. Îïÿòü ðàñïðåäåëèì âñå êâàíòîâûå ñîñòîÿíèÿ
îòäåëüíîé ÷àñòèöû ãàçà ïî ãðóïïàì, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîäåðæèò áëèçêèå ïî ýíåð-
ãèè ñîñòîÿíèÿ è ïåðåíóìåðóåì ýòè ãðóïïû íîìåðàìè j = 1, 2, .... Ïóñòü Gj � ÷èñëî
ñîñòîÿíèé â j-é ãðóïïå, à Nj � ÷èñëî ÷àñòèö â ýòèõ ñîñòîÿíèÿõ. Íàáîð ÷èñåë Nj
ïîëíîñòüþ õàðàêòåðèçóåò ìèêðîñêîïè÷åñêîå ñîñòîÿíèå ãàçà.

Â ñëó÷àå ñòàòèñòèêè Ôåðìè â êàæäîì èç êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé ìîæåò íàõîäèòüñÿ
íå áîëåå îäíîé ÷àñòèöû, íî ÷èñëà Nj íå ìàëû, à òîãî æå ïîðÿäêà, ÷òî è Gj . ×èñëî
âîçìîæíûõ ñïîñîáîâ ðàñïðåäåëèòü Nj îäèíàêîâûõ ÷àñòèö ïî Gj ñîñòîÿíèÿì, íå áî-
ëåå ÷åì ïî îäíîé â êàæäîì, åñòü ÷èñëî ñïîñîáîâ, êîòîðûìè ìîæíî âûáðàòü Nj èç
Gj ñîñòîÿíèé, ò.å. ÷èñëî ñî÷åòàíèé èç Gj ýëåìåíòîâ ïî Nj :

Ωj =
Gj !

Nj !(Gj −Nj)!
. (5.13)

Ëîãàðèôìèðóÿ è èñïîëüçóÿ äëÿ âñåõ òðåõ ôàêòîðèàëîâ â (5.13) ôîðìóëó Ñòèðëèíãà
lnN ! ≈ N ln(N/e), íàõîäèì ýíòðîïèþ:

S =
∑
j

{Gj lnGj −Nj lnNj − (Gj −Nj) ln(Gj −Nj)}. (5.14)

Ââîäÿ îïÿòü ñðåäíèå ÷èñëà çàïîëíåíèÿ < nj >= Nj/Gj ïîëó÷èì ñëåäóþùåå âûðà-
æåíèå äëÿ ýíòðîïèè íåðàâíîâåñíîãî ôåðìè-ãàçà:

S = −
∑
j

Gj [< nj > ln < nj > +(1− < nj >) ln(1− < nj >)] (5.15)

Èç óñëîâèÿ ìàêñèìàëüíîñòè ýòîãî âûðàæåíèÿ ïðè äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ:∑
j

Nj =
∑
j

Gj < nj >= N ;
∑
j

εjGj < nj >= E (5.16)
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ò.å. ïî ìåòîäó íåîïðåäåëåííûõ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà èç:

∂

∂ < nj >
[S + αN + βE] = 0 (5.17)

ïîëó÷àåì ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ Ôåðìè < nj >= [eα+βεj + 1]−1, ãäå α = −µ/T ,
β = 1/T .

Â ñëó÷àå ñòàòèñòèêè Áîçå â êàæäîì êâàíòîâîì ñîñòîÿíèè ìîæåò íàõîäèòñÿ ëþáîå
÷èñëî ÷àñòèö, òàê ÷òî ñòàòèñòè÷åñêèé âåñ Ωj åñòü ÷èñëî âñåõ ñïîñîáîâ ðàñïðåäåëèòü
Nj ÷àñòèö ïî Gj ñîñòîÿíèÿì:

Ωj =
(Gj +Nj − 1)!

(Gj − 1)!Nj !
(5.18)

Â ñàìîì äåëå, ðå÷ü èäåò î ÷èñëå ñïîñîáîâ ðàçìåùåíèÿ Nj îäèíàêîâûõ øàðîâ ïî
Gj ÿùèêàì. Èçîáðàçèì øàðû â âèäå ðÿäà ïîñëåäîâàòåëüíî ðàñïîëîæåííûõ òî÷åê,
à ÿùèêè ïåðåíóìåðóåì è èçîáðàçèì ãðàíèöû ìåæäó íèìè Gj − 1 âåðòèêàëüíûìè
÷åðòî÷êàìè. Âñåãî ÷èñëî ìåñò (íà êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ òî÷êè èëè ÷åðòî÷êè) â ýòîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åñòü Gj +Nj − 1. Èñêîìîå ÷èñëî ðàçìåùåíèé øàðîâ ïî ÿùèêàì
åñòü ÷èñëî ñïîñîáîâ, êîòîðûìè ìîæíî âûáðàòü Gj − 1 ìåñò äëÿ ÷åðòî÷åê, ò.å. ÷èñëî
ñî÷åòàíèé èç Nj +Gj − 1 ýëåìåíòîâ ïî Gj − 1, îòêóäà è ïîëó÷àåòñÿ (5.18).

Ëîãàðèôìèðóÿ êàê è âûøå è ïðåíåáðåãàÿ åäèíèöåé ïî ñðàâíåíèþ ñ áîëüøèìè
÷èñëàìè Gj +Nj è Gj , ïîëó÷èì:

S =
∑
j

{(Gj +Nj) ln(Gj +Nj)−Nj lnNj −Gj lnGj} (5.19)

Ââîäÿ < nj > çàïèøåì ýíòðîïèþ íåðàâíîâåñíîãî áîçå-ãàçà â âèäå:

S =
∑
j

Gj [(1+ < nj >) ln(1+ < nj >)− < nj > ln < nj >]. (5.20)

Èç óñëîâèÿ ìàêñèìóìà ýòîãî âûðàæåíèÿ, òàêæå êàê è âûøå â ôåðìèåâñêîì ñëó÷àå,
ìîæíî ïîëó÷èòü ðàñïðåäåëåíèå Áîçå.

Ïðè Nj ≪ Gj (5.15), (5.20) åñòåñòâåííî ïåðåõîäÿò â áîëüöìàíîâñêóþ ôîðìóëó
(3.23):

S =
∑
j

Gj < nj > ln
e

< nj >
=
∑
j

Gj [< nj > (1− ln < nj >)]; < nj >≪ 1. (5.21)

Â îáðàòíîì ïðåäåëüíîì ñëó÷àå, êîãäà Nj ≫ Gj , ò.å. < nj >≫ 1, ýíòðîïèÿ áîçå-ãàçà
(5.20) ñâîäèòñÿ ê:

S =
∑
j

Gj ln
eNj
Gj

, (5.22)

à ñòàòèñòè÷åñêèé âåñ (5.18) Ωj =
N

Gj−1

j

(Gj−1)! .

5.4 Îáùèå ñâîéñòâà ôåðìè� è áîçå�ãàçîâ.

Ìíîãèå îáùèå âûðàæåíèÿ äëÿ äëÿ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí ôåðìè- è áîçå-ãàçà
ìîæíî âûïèñàòü â îáùåì âèäå. Íèæå, â ýòîì ðàçäåëå, âåðõíèé çíàê ñîîòâåòñòâóåò
ñòàòèñòèêå Ôåðìè, à íèæíèé � Áîçå.
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Ýíåðãèÿ ñâîáîäíîé (ýëåìåíòàðíîé) ÷àñòèöû èìååò âèä:

εp =
1

2m
(p2x + p2y + p2z) =

p2

2m
. (5.23)

Ïðè äàííîì çíà÷åíèè èìïóëüñà ñîñòîÿíèå ÷àñòèöû îïðåäåëÿåòñÿ òàêæå íàïðàâëåíè-
åì åå ñïèíà. Ïîýòîìó ÷èñëî ÷àñòèö â ýëåìåíòå ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà dpxdpydpzdV
ìîæíî ïîëó÷èòü óìíîæåíèåì ðàñïðåäåëåíèÿ Ôåðìè (Áîçå) íà ÷èñëî ñîñòîÿíèé â
ýòîì ýëåìåíòå ôàçîâîãî îáúåìà:

gdτ = g
dpxdpydpzdV

(2π~)3
g = 2s+ 1 (5.24)

ãäå s � ñïèí ÷àñòèöû. Ïîýòîìó èìååì:

dNp =
gdτ

e
εp−µ

T ± 1
. (5.25)

Èíòåãðèðóÿ ïî dV ïîëó÷àåì ïðîñòî ïîëíûé îáúåì ãàçà V . Òîãäà äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
ïî èìïóëüñàì, ïåðåõîäÿ ê ñôåðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì â èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå
(dpxdpydpz → 4πp2dp), ïîëó÷àåì:

dNp =
gV p2dp

2π2~3
(
e

εp−µ

T ± 1
) (5.26)

èëè ðàñïðåäåëåíèå ïî ýíåðãèè:

dNε =
gV m3/2

√
2π2~3

√
εdε

e
ε−µ
T ± 1

=
N (ε)dε

e
ε−µ
T ± 1

(5.27)

ãäå ââåëè î÷åíü ïîëåçíóþ âåëè÷èíó:

N (ε) =
gV m3/2

√
2π2~3

√
ε = gV

mpε
2π2~3

; ãäå pε =
√
2mε (5.28)

� ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé ÷àñòèöû â èíòåðâàëå ýíåðãèé ε, ε+dε. Ïîëó÷åííûå ôîðìóëû
çàìåíÿþò êëàññè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå Ìàêñâåëëà.

Èíòåãðèðóÿ (5.27) ïî dε, ïîëó÷èì:

N =

∫ ∞

0

dε
N (ε)

e
ε−µ
T ± 1

=
gV m3/2

√
2π2~3

∫ ∞

0

dε

√
ε

e
ε−µ
T ± 1

(5.29)

Ââîäÿ áåçðàçìåðíóþ ïåðåìåííóþ ε/T = z, çàïèøåì:

N

V
=
g(mT )3/2√

2π2~3

∫ ∞

0

dz

√
z

ez−
µ
T ± 1

(5.30)

÷òî â íåÿâíîì âèäå îïðåäåëÿåò õèìïîòåíöèàë µ êàê ôóíêöèþ T è ïëîòíîñòè ÷àñòèö
N/V .

Ñîâåðøàÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïåðåõîä îò ñóììèðîâàíèÿ ïî ñîñòîÿíèÿì ê èí-
òåãðèðîâàíèþ ïî ýíåðãèÿì â (5.6), (5.12) ïîëó÷èì:

Ω = ∓gV Tm
3/2

√
2π2~3

∫ ∞

0

dε
√
ε ln

(
1± e

µ−ε
T

)
(5.31)
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Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, íàõîäèì:

Ω = −2

3

gV m3/2

√
2π2~3

∫ ∞

0

dε
ε3/2

e
ε−µ
T ± 1

(5.32)

Ýòî âûðàæåíèå ñîâïàäàåò ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ −2/3 ñ ïîëíîé ýíåðãèåé ãàçà,
ðàâíîé:

E =

∫ ∞

0

εdNε =
gV m3/2

√
2π2~3

∫ ∞

0

dε
ε3/2

e
ε−µ
T ± 1

. (5.33)

Êàê èçâåñòíî èç òåðìîäèíàìèêè Ω = −PV , òàê ÷òî èç (5.32), (5.33) ïîëó÷àåì îáîá-
ùåííîå óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ êâàíòîâîãî èäåàëüíîãî ãàçà â âèäå:

PV =
2

3
E (5.34)

Â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå ãàçà Áîëüöìàíà èìååì E = 3NT/2 (çàêîí ðàâíîðàñïðåäåëåíèÿ)
è (5.33) ïåðåõîäèò â óðàâíåíèå Êëàïåéðîíà: PV = NT .

Ïåðåïèñûâàÿ óðàâíåíèå (5.32) â âèäå (ñð. (5.30)):

P =
g
√
2m3/2T 5/2

3π2~3

∫ ∞

0

dz
z3/2

ez−
µ
T ± 1

(5.35)

ïîëó÷àåì ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ (ïàðàìåòð µ!), ò.å. ñâÿçü ìåæäó P ,
V è T , ïðè äàííîì çíà÷åíèè µ.

Ðàññìîòðèì ìàëûå êâàíòîâûå ïîïðàâêè ê áîëüöìàíîâñêîìó óðàâíåíèþ ñîñòîÿ-
íèÿ. Äëÿ ýòîãî íóæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ eµ/T ≪ 1 (áîëüöìàíîâñêèé ïðåäåë) è ðàç-
ëîæèòü ïîäèíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â (5.35) ïî ñòåïåíÿì e(µ/T )−z, ñîõðàíÿÿ äâà
ïåðâûõ ÷ëåíà ðàçëîæåíèÿ. Òîãäà:∫ ∞

0

dz
z3/2

e
ε−µ
T ± 1

≈
∫ ∞

0

dzz3/2e
µ
T −z

(
1∓ e

µ
T −z

)
=

3
√
π

4
e

µ
T

(
1∓ 1

25/2
e

µ
T

)
. (5.36)

Òîãäà (5.35) ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê:

Ω = −PV = −gV m
3/2T 5/2

(2π~2)3/2
e

µ
T

(
1∓ 1

25/2
e

µ
T

)
(5.37)

Ýòî âûðàæåíèå, ôàêòè÷åñêè, èìååò âèä:

Ω = ΩBoltz ±
gV m3/2T 5/2

16π3/2~3
e

2µ
T . (5.38)

Ìàëûå äîáàâêè ê òåðìîäèíàìè÷åñêèì ïîòåíöèàëàì, âûðàæåííûå ÷åðåç ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ïåðåìåííûå, îäèíàêîâû. Ïîýòîìó, âûðàæàÿ ñ ïîìîùüþ ñîîòâåòñòâóþùèõ
áîëüöìàíîâñêèõ âûðàæåíèé, íàéäåííóþ ïîïðàâêó ê Ω ÷åðåç T è V (âûêëàäêè îïóñ-
êàåì), ëåãêî ïîëó÷èòü ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ ãàçà â âèäå:

F = FBoltz ±
π3/2

2g

N2~3

V T 1/2m3/2
. (5.39)

Îòñþäà íåòðóäíî íàéòè:

PV = NT

{
1± π3/2

2g

N~3

V (mT )3/2

}
(5.40)
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Âèäèì, ÷òî êâàíòîâûå ïîïðàâêè (îáðàùàþùèåñÿ â íóëü ïðè ~ → 0) ïðèâîäÿò ê
äîïîëíèòåëüíîìó ðîñòó äàâëåíèÿ â ôåðìè-ãàçå è åãî óìåíüøåíèþ â áîçå-ãàçå. Â ýòîì
ïðîÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííîå ñòðåìëåíèå ôåðìèîíîâ �èçáåãàòü� äðóã äðóãà (ïðèíöèï
Ïàóëè!), òîãäà êàê äëÿ áîçîíîâ èìååò ìåñòî îáðàòíîå ïîâåäåíèå.

5.5 Âûðîæäåííûé ýëåêòðîííûé ãàç.

Âàæíîå ïðèíöèïèàëüíîå çíà÷åíèå èìååò èçó÷åíèå ñâîéñòâ ôåðìè-ãàçà ïðè äîñòà-
òî÷íî íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ, êîòîðûå, êñòàòè ñêàçàòü, ïðàêòè÷åñêè ìîãóò îêàçàòüñÿ
î÷åíü âûñîêèìè. Èìåÿ ââèäó íàèáîëåå âàæíûå ïðèìåíåíèÿ ñòàòèñòèêè Ôåðìè, áó-
äåì ãîâîðèòü íèæå îá ýëåêòðîííîì ãàçå, ñîîòâåòñòâåííî íèæå ïîëàãàåì g = 2(s =
1/2).

Íà÷íåì ñ ðàññìîòðåíèÿ ñèòóàöèè ïðè T = 0. Ýòî ñëó÷àé òàê íàçûâàåìîãî ïîë-
íîñòüþ âûðîæäåííîãî ôåðìè-ãàçà. Ïîñêîëüêó â êàæäîì êâàíòîâîì ñîñòîÿíèè ìî-
æåò íàõîäèòüñÿ íå áîëåå îäíîãî ýëåêòðîíà, òî, ôàêòè÷åñêè, îíè è çàïîëíÿþò âñå
ñîñòîÿíèÿ ñ ýíåðãèÿìè îò íàèìåíüøåé (ðàâíîé íóëþ) äî íåêîòîðîé íàèáîëüøåé (íà-
çûâàåìîé ýíåðãèåé Ôåðìè), âåëè÷èíà êîòîðîé ïðîñòî îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîì ÷àñòèö
(ïëîòíîñòüþ) â ãàçå.

×èñëî êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé ýëåêòðîíîâ, äâèæóùèõñÿ â îáúåìå V ñ àáñîëþòíîé
âåëè÷èíîé èìïóëüñà â èíòåðâàëå p, p+ dp ðàâíî:

2
4πp2dpV

(2π~)3
. (5.41)

Ýëåêòðîíû çàïîëíÿþò âñå ñîñòîÿíèÿ ñ èìïóëüñîì îò íóëÿ äî ìàêñèìàëüíîãî èì-
ïóëüñà p = pF (èìïóëüñ Ôåðìè). Ïîëíîå ÷èñëî ýëåêòðîíîâ â ýòèõ ñîñòîÿíèÿõ îïðå-
äåëÿåòñÿ èç3:

N =
V

π2~3

∫ pF

0

p2dp =
V p3F
3π2~3

. (5.42)

Òîãäà äëÿ èìïóëüñà Ôåðìè ïîëó÷àåì:

pF = (3π2)1/3
(
N

V

)1/3

~ (5.43)

è èìïóëüñ Ôåðìè òåì áîëüøå, ÷åì áîëüøå ïëîòíîñòü ãàçà. Íåòðóäíî ñîîáðàçèòü, ÷òî
èç (5.43) ïîëó÷àåòñÿ ïðîñòàÿ îöåíêà pF ∼ ~/a, ãäå a � ñðåäíåå ðàññòîÿíèå ìåæäó
÷àñòèöàìè â ãàçå.

Ñîîòâåòñòâåííî, ýíåðãèÿ Ôåðìè ðàâíà4:

εF =
p2F
2m

= (3π2)2/3
~2

2m

(
N

V

)2/3

∼ ~2

ma2
(5.44)

3Ôàêòè÷åñêè òóò ïðîñòî âû÷èñëÿåòñÿ îáúåì ñôåðû Ôåðìè VF =
4πp3F

3
, à ÷èñëî ýëåêòðîíîâ îïðå-

äåëÿåòñÿ ÷èñëîì äîñòóïíûõ èì ñîñòîÿíèé �âíóòðè� ýòîé ñôåðû êàê: N = 2V VF
(2π~)3 , ÷òî è äàåò

(5.42). Ïîâåðõíîñòü ñôåðû Ôåðìè íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ Ôåðìè. Â ìåòàëëàõ, ãäå ýíåðãåòè÷å-
ñêèé ñïåêòð ýëåêòðîíîâ ìîæåò ñóùåñòâåííî îòëè÷àòüñÿ îò ðàññìàòðèâàåìîãî çäåñü ñïåêòðà ñâîáîä-
íûõ ýëåêòðîíîâ, ïîâåðõíîñòü Ôåðìè ìîæåò âîâñå íå áûòü ñôåðè÷åñêîé. Ãåîìåòðèÿ (è òîïîëîãèÿ)
ïîâåðõíîñòåé Ôåðìè èãðàåò î÷åíü áîëüøóþ ðîëü â òåîðèè ìåòàëëîâ [21]. Ñîîòâåòñòâåííî, ïðèâî-
äèìûå çäåñü ïðîñòûå îöåíêè ïðèãîäíû, ñòðîãî ãîâîðÿ, òîëüêî äëÿ ïðîñòûõ ìåòàëëîâ (íàïðèìåð
ùåëî÷íûõ è áëàãîðîäíûõ).

4Çàìåòèì, ÷òî âåëè÷èíà ýíåðãèè Ôåðìè, ïðàêòè÷åñêè, ñîâïàäàåò ñ ââåäåííîé âûøå òåìïåðàòó-
ðîé (ýíåðãèåé) âûðîæäåíèÿ ãàçà (3.79).
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Ðèñ. 5.1: Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Ôåðìè äëÿ ðàçëè÷íûõ òåìïåðàòóð ïðè εF /kB =
50000K.

Åñòåñòâåííî, ÷òî îíà òàêæå ðàñòåò ñ ðîñòîì ïëîòíîñòè ãàçà ∼ (N/V )2/3.

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Ôåðìè:

np =
1

e
εp−µ

T + 1
(5.45)

ïðè T → 0 ïðåâðàùàåòñÿ â �ñòóïåíüêó Ôåðìè�:

np =

{
1 ïðè p ≤ pF
0 ïðè p > pF

(5.46)

èëè

nε =

{
1 ïðè ε ≤ µ = εF
0 ïðè ε > µ = εF

(5.47)

Õèìïîòåíöèàë ãàçà Ôåðìè ïðè T = 0 ñîâïàäàåò ñ ãðàíè÷íîé ýíåðãèåé Ôåðìè:

µ = εF (T = 0) (5.48)

Ïðè êîíå÷íûõ òåìïåðàòóðàõ T ≪ εF (ñèëüíî âûðîæäåííûé ãàç) ñòóïåíüêà Ôåð-
ìè �ðàçìûâàåòñÿ� â îáëàñòè ýíåðãèé ∼ T (ñì. Ðèñ.5-1). Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ñ
ðîñòîì òåìïåðàòóðû, ïðè T ≫ εF ðàñïðåäåëåíèå Ôåðìè ïåðåõîäèò â ðàñïðåäå-
ëåíèå Áîëüöìàíà. Ñîîòâåòñòâåííî, ñ ðîñòîì òåìïåðàòóðû õèìïîòåíöèàë íà÷èíàåò
óìåíüøàòüñÿ îò ïîëîæèòåëüíîé âåëè÷èíû ïîðÿäêà εF è ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíûì
â áîëüöìàíîâñêîé îáëàñòè T ≫ εF .
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Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ãàçà ïðè T = 0 ïîëó÷àåòñÿ óìíîæåíèåì (5.41) íà p2/2m è èíòå-
ãðèðîâàíèåì ïî âñåì èìïóëüñàì äî p = pF :

E =
V

2mπ2~3

∫ pF

0

dpp4 =
V p5F

10mπ2~3
(5.49)

èëè, ñ ó÷åòîì (5.43)

E =
3(3π2)2/3

10

~2

m

(
N

V

)2/3

N (5.50)

Ñ ïîìîùüþ îáùåãî ñîîòíîøåíèÿ (5.34) íàõîäèì óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ ïîëíîñòüþ
âûðîæäåííîãî ãàçà:

P =
(3π2)2/3

5

~2

m

(
N

V

)5/3

(5.51)

òàê ÷òî ïðè T = 0 äàâëåíèå ôåðìè-ãàçà ∼ (N/V )5/3.

Ôàêòè÷åñêè, âñå ýòè ôîðìóëû ïðèìåíèìû è ïðè äîñòàòî÷íî íèçêèõ òåìïåðà-
òóðàõ T ≪ εF . Ïîïðàâêè ê íèì èìåþò ïîðÿäîê âåëè÷èíû (T/εF )

2. Òåìïåðàòóðà
Ôåðìè (òåìïåðàòóðà âûðîæäåíèÿ) TF ≈ εF äëÿ ýëåêòðîííîãî ãàçà ñ ïëîòíîñòüþ
N/V ∼ 1022ñì−3, òèïè÷íîé, íàïðèìåð äëÿ ìåòàëëîâ, è ìàññîé ÷àñòèö m ∼ me,
ãäå me � ìàññà ñâîáîäíîãî ýëåêòðîíà

5, ëåæèò, êàê íåòðóäíî ïîñ÷èòàòü, â èíòåðâàëå
104 − 105K. Ïîýòîìó ýëåêòðîííûé ãàç â ìåòàëëàõ â íîðìàëüíûõ óñëîâèÿõ âñåãäà
ñèëüíî âûðîæäåí. Â ïîëóïðîâîäíèêàõ, ãäå êîíöåíòðàöèÿ (ïëîòíîñòü) ýëåêòðîíîâ
ìîæåò ìåíÿòüñÿ â âåñüìà øèðîêèõ ïðåäåëàõ, ýòî íå òàê. Â íèõ ÷àñòî ñòàòèñòèêà
íîñèòåëåé òîêà áûâàåò áîëüöìàíîâñêîé.

Â çàêëþ÷åíèå ñäåëàåì íåêîòîðûå çàìå÷àíèÿ î ðîëè ìåæýëåêòðîííîãî âçàèìî-
äåéñòâèÿ. Âûðîæäåííûé ýëåêòðîííûé ãàç òåì �èäåàëüíåé�, ÷åì áîëüøå åãî ïëîò-
íîñòü. Â ñàìîì äåëå, õàðàêòåðíàÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ýëåêòðîíîâ ïîðÿäêà ýíåð-

ãèè Ôåðìè: εF ∼ ~2

m (N/V )2/3 ∼ ~2

ma2 , ãäå a ìåæýëåêòðîííîå ðàññòîÿíèå (â ìåòàëëàõ
ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþùåå ñ õàðàêòåðíûì ìåæàòîìíûì ðàññòîÿíèåì). Â òîæå âðåìÿ

õàðàêòåðíàÿ âåëè÷èíà êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ U ∼ e2

a . Òîãäà áåçðàçìåðíûé
ïàðàìåòð òåîðèè âîçìóùåíèé ïî âçàèìîäåéñòâèþ ïðîñòî îïðåäåëÿåòñÿ îòíîøåíèåì
U
εF

∼ e2

~
ma
~ ∼ e2

~
m
pF

= e2

~vF , ãäå ââåëè ñêîðîñòü ýëåêòðîíîâ íà ïîâåðõíîñòè (óðîâíå)

Ôåðìè vF = pF /m. Îòñþäà âèäíî, ÷òî ÷åì ìåíüøå âåëè÷èíà a (ñîîòâåòñòâåííî,
÷åì áîëüøå ïëîòíîñòü ãàçà èëè ñêîðîñòü Ôåðìè), òåì ýòîò áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð
ìåíüøå è ìåíüøå ðîëü ýôôåêòîâ âçàèìîäåéñòâèÿ. Âñïîìíèì òåïåðü, ÷òî ïîñòîÿííàÿ

òîíêîé ñòðóêòóðû e2

~c ≈ 1
137 ∼ 10−2, ãäå c ≈ 3 1010ñì/ñåê � ñêîðîñòü ñâåòà â âàêóó-

ìå. Â ìåòàëëàõ (ïðè òèïè÷íûõ ïëîòíîñòÿõ ýëåêòðîííîãî ãàçà), êàê ëåãêî îöåíèòü,
vF ∼ 108ñì/ñåê. Ïîýòîìó, ôàêòè÷åñêè, â ðåàëüíûõ ìåòàëëàõ ïàðàìåòð òåîðèè âîç-

ìóùåíèé ïî âçàèìîäåéñòâèþ âñåãäà íå ìàë: e2

~vF ∼ 1! Òîëüêî ïðè ïëîòíîñòÿõ, ãîðàçäî
áîëüøèõ ìåòàëëè÷åñêèõ, ãàç ýëåêòðîíîâ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïî÷òè ñâîáîäíûé
(èäåàëüíûé). Ïîýòîìó ñòàíîâèòñÿ íåïîíÿòíûì, ïî÷åìó ïðèáëèæåíèå ïî÷òè ñâîáîä-
íûõ ýëåêòðîíîâ òàê õîðîøî îïèñûâàåò ìíîãèå îñíîâíûå ñâîéñòâà ìåòàëëîâ. Ïîëíîå
ðåøåíèå ýòîé ïðîáëåìû äîñòèãàåòñÿ òîëüêî â ðàìêàõ òåîðèè ôåðìè-æèäêîñòè, ýëå-
ìåíòû êîòîðîé áóäóò ðàññìîòðåíû íàìè ïîçäíåå.

5Íàïîìíèì, ÷òî ìàññà ýëåêòðîíà â ìåòàëëå íå îáÿçàòåëüíî ñîâïàäàåò ñ ìàññîé ñâîáîäíîãî ýëåê-
òðîíà.
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5.6 Ðåëÿòèâèñòñêèé âûðîæäåííûé ýëåêòðîííûé ãàç∗.

Ïî ìåðå ñæàòèÿ ýëåêòðîííîãî ãàçà ñðåäíÿÿ ýíåðãèÿ ýëåêòðîíîâ (è ýíåðãèÿ Ôåðìè
εF ) óâåëè÷èâàåòñÿ è, ðàíî èëè ïîçäíî, ñòàíîâèòñÿ ñðàâíèìîé ñ ýíåðãèåé ïîêîÿmc

2 è
ïîòîì äàæå ïðåâûøàåò åå. Òîãäà ñòàíîâÿòñÿ ñóùåñòâåííûìè ðåëÿòèâèñòñêèå ýôôåê-
òû. Ðàññìîòðèì âûðîæäåííûé óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèé ãàç, ýíåðãèÿ ÷àñòèö êîòîðîãî
âåëèêà ïî ñðàâíåíèþ ñ mc2. Â ýòîì ñëó÷àå ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð ýëåêòðîíîâ èìååò
âèä:

εp =
√
c2p2 +m2c4 ≈ cp. (5.52)

Äëÿ ÷èñëà êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé, à ñîîòâåòñòâåííî è äëÿ èìïóëüñà Ôåðìè èìååì
ïðåæíèå ôîðìóëû:

2
4πp2dpV

(2π~)3
. (5.53)

N =
V

π2~3

∫ pF

0

p2dp =
V p3F
3π2~3

. (5.54)

pF = (3π2)1/3
(
N

V

)1/3

(5.55)

Îäíàêî, äëÿ ýíåðãèè Ôåðìè âîçíèêàåò óæå ñîâñåì äðóãîå âûðàæåíèå:

εF = cpF = (3π2)1/3~c
(
N

V

)1/3

(5.56)

Ñîîòâåòñòâåííî, ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ãàçà:

E =
cV

π2~3

∫ pF

0

dpp3 = V
cp4F
4π2~3

(5.57)

èëè

E =
3(3π2)1/3

4
~cN

(
N

V

)1/3

(5.58)

Äàâëåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïî îáúåìó:

P =
E

3V
=

(3π2)1/3

4
~c
(
N

V

)4/3

(5.59)

è îíî îêàçûâàåòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíûì ïëîòíîñòè â ñòåïåíè 4/3.
Ñîîòíîøåíèå

PV =
E

3
(5.60)

èìååò ìåñòî äëÿ óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîãî ãàçà íå òîëüêî ïðè àáñîëþòíîì íóëå, íî è
ïðè âñåõ òåìïåðàòóðàõ. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè εp = cp èç (5.6), ïåðåõîäÿ îò ñóììèðî-
âàíèÿ ïî èìïóëüñàì ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî ýíåðãèè, ïîëó÷àåì:

Ω = − TV

π2c3~3

∫ ∞

0

dε ln
(
1 + e

µ−ε
T

)
(5.61)

îòêóäà èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì íàéäåì:

Ω = −PV = − V

3π2c3~3

∫ ∞

0

dε
ε3

e
ε−µ
T + 1

(5.62)

Îòìåòèì, ÷òî ñëåäóþùåå îòñþäà äàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì äàâëåíèåì, êîòîðîå
ìîæåò èìåòü êàêîå-ëèáî ìàêðîñêîïè÷åñêîå òåëî [8].
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5.7 Òåïëîåìêîñòü âûðîæäåííîãî ýëåêòðîííîãî ãàçà.

Âûøå ìû óæå îòìå÷àëè, ÷òî ïðè êîíå÷íûõ òåìïåðàòóðàõ îáëàñòü �ðàçìûòèÿ� ñòó-
ïåíüêè Ôåðìè ∼ T . Íàéäåííûå íàìè âûðàæåíèÿ äëÿ T = 0, ôàêòè÷åñêè, ÿâëÿþòñÿ
÷ëåíàìè íóëåâîãî ïîðÿäêà ïî ìàëîìó (ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ) ïàðàìåòðó T/εF .
Ïîñìîòðèì, êàê ìîæíî íàéòè ïåðâûå òåìïåðàòóðíûå ïîïðàâêè ïî ýòîìó ïàðàìåòðó.
Âûðàæåíèå äëÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ýëåêòðîííîãî ãàçà, â ñîîòâåòñòâèè
ñ (5.32), èìååò âèä:

Ω = −4

3

V m3/2

√
2π2~3

∫ ∞

0

dε
ε3/2

e
ε−µ
T + 1

(5.63)

Ðàññìîòðèì èíòåãðàë îáùåãî âèäà ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ Ôåðìè:

I =

∫ ∞

0

dε
f(ε)

e
ε−µ
T + 1

(5.64)

ãäå f(ε) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, òàêàÿ, ÷òî èíòåãðàë ñõîäèòñÿ. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå (5.63)
èìååì f(ε) = ε3/2. Èññëåäîâàíèå (5.64) ìîæíî ïðîâåñòè â îáùåì âèäå [1, 2] è ïîëó-
÷èòü äëÿ íåãî ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå:

I ≈
∫ µ

0

dεf(ε) +
π2

6
T 2f ′(µ) +

7π4

360
T 4f ′′′(µ) + ... (5.65)

êîòîðîå, ôàêòè÷åñêè, îïðåäåëÿåò ðàçëîæåíèå âñåõ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí òèïà (5.63)
â ðÿä ïî ñòåïåíÿì ìàëîãî ïàðàìåòðà T/εF .

Ïîëàãàÿ çäåñü f(ε) = ε3/2 íàõîäèì èç (5.63):

Ω = Ω0 − V T 2

√
2µm3/2

6~3
(5.66)

ãäå ïåðâîå ñëàãàåìîå îòâå÷àåò âêëàäó T = 0. Ðàññìàòðèâàÿ âòîðîå ñëàãàåìîå êàê
ìàëóþ ïîïðàâêó ê Ω0 è âûðàæàÿ â íåì µ ÷åðåç N è V ñ ïîìîùüþ �íóëåâîãî� ïðè-

áëèæåíèÿ (5.48) µ = εF = (3π2)2/3 ~2

2m (N/V )2/3, ìîæåì íåïîñðåäñòâåííî âûïèñàòü
âûðàæåíèå äëÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè6:

F = F0 −
B

2
NT 2

(
V

N

)2/3

(5.67)

ãäå ââåëè îáîçíà÷åíèå B = (π/3)2/3m/~2. Îòñþäà íàõîäèì ýíòðîïèþ:

S = BNT

(
V

N

)2/3

(5.68)

è òåïëîåìêîñòü:

C = T
∂S

∂T
= BNT

(
V

N

)2/3

, (5.69)

òàê ÷òî òåïëîåìêîñòü âûðîæäåííîãî ôåðìè-ãàçà ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ ëèíåéíà
ïî òåìïåðàòóðå (òåïëîåìêîñòü Ïàóëè). Èñïîëüçóÿ ïðèâåäåííîå âûøå âûðàæåíèå äëÿ

6Çäåñü ìû ñíîâà èñïîëüçóåì òåîðåìó î ìàëûõ äîáàâêàõ ê òåðìîäèíàìè÷åñêèì ïîòåíöèàëàì:
(δΩ)T,V,µ = (δF )T,V,N = (δΦ)T,P,N = (δE)S,V,N = (δW )S,P,N
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ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé (5.28) ñ g = 2, ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî (5.69) ìîæíî ïåðåïèñàòü
êàê:

C =
π2

3
νFT (5.70)

ãäå ââåëè ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé ýëåêòðîíîâ íà ïîâåðõíîñòè Ôåðìè:

νF = N (ε = εF ) =
mpF
π2~3

V (5.71)

Ýòî êîíå÷íî íå ñëó÷àéíî. Âûðàæåíèå (5.71) ëåãêî èíòåðïðåòèðîâàòü �íà ïàëüöàõ�.
Ìû óæå âèäåëè, ÷òî â âûðîæäåííîì ôåðìè-ãàçå òåìïåðàòóðà, ôàêòè÷åñêè, çàòðàãè-
âàåò ëèøü óçêèé ñëîé ýíåðãèé ∼ T â îêðåñòíîñòè óðîâíÿ Ôåðìè. ×èñëî ýëåêòðîíîâ
â ýòîì ñëîå δN ∼ νFT . Ïðè íàãðåâàíèè ñèñòåìû íà δT ãðàäóñîâ, òîëüêî ýòè ýëåê-
òðîíû è ìåíÿþò ñâîþ ýíåðãèþ íà âåëè÷èíó ∼ δT êàæäûé. Òîãäà èçìåíåíèå ýíåðãèè
ñèñòåìû ïðè íàãðåâàíèè δE ∼ νFTδT , à òåïëîåìêîñòü C = δE/δT = νFT . Ýòà íà-
ãëÿäíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ êà÷åñòâåííî îáúÿñíÿåò, êàê â ôåðìè-ãàçå ñíèìàåòñÿ ïðîòè-
âîðå÷èå êëàññè÷åñêîãî çàêîíà ðàâíîðàñïðåäåëåíèÿ è òåîðåìû Íåðíñòà. Ôàêòè÷åñêè,
ïðè T → 0 íå âñå ýëåêòðîíû ó÷àñòâóþò â òåïëîâûõ ïðîöåññàõ, à ëèøü òå, ñîñòîÿ-
íèÿ êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò óïîìÿíóòîé ïîëîñêå âáëèçè óðîâíÿ Ôåðìè, è ýòî ÷èñëî
ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè T → 0. Ðåçóëüòàò (5.70) î÷åíü âàæåí. Ôàêòè÷åñêè, îí äàåò
îäèí èç ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ñïîñîáîâ èçìåðåíèÿ âåëè÷èíû ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé íà
óðîâíå Ôåðìè â ìåòàëëå èç èçìåðåíèé ýëåêòðîííîãî âêëàäà â òåïëîåìêîñòü. Â ïðî-
ñòåéøåì ñëó÷àå, êîãäà ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ âûðàæåíèåì (5.71) (ýòî ìîæíî äåëàòü â
ëþáîì ìåòàëëå ñ ïî÷òè ñôåðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ Ôåðìè), îòñþäà ñðàçó ïîëó÷àåì
ýêñïåðèìåíòàëüíûé ìåòîä îïðåäåëåíèÿ ìàññû ýëåêòðîíà â ìåòàëëå (êîòîðàÿ, êàê
ìû çíàåì, íåîáÿçàòåëüíî ðàâíà ìàññå ñâîáîäíîãî ýëåêòðîíà).

Ïðèâåäåì äëÿ ïîëíîòû òàêæå è âûðàæåíèå äëÿ ýíåðãèè âûðîæäåííîãî ôåðìè-
ãàçà:

E = E0 +
B

2
NT 2

(
V

N

)2/3

= E0

[
1 + 0.18

(
mT

~2

)2(
V

N

)4/3
]

(5.72)

ãäå E0 äàåòñÿ âûðàæåíèåì (5.49). Îòñþäà, êñòàòè, ëåãêî âèäåòü, ÷òî îòíîñèòåëüíàÿ
òåìïåðàòóðíàÿ ïîïðàâêà ê ýíåðãèè ñèñòåìû, íà ñàìîì äåëå, èìååò ìàëîñòü (T/εF )

2.
Ðàñ÷åò òåïëîåìêîñòè èç C = ∂E

∂T äàåò, ðàçóìååòñÿ, ïðåæíèé ðåçóëüòàò (5.69).

5.8 Ìàãíåòèçì ýëåêòðîííîãî ãàçà. Ñëàáûå ïîëÿ.

Íàìàãíè÷åííîñòü ýëåêòðîííîãî ãàçà â ñëàáûõ ìàãíèòíûõ ïîëÿõ ñêëàäûâàåòñÿ èç
äâóõ ÷àñòåé: èç ïàðàìàãíèòíîé íàìàãíè÷åííîñòè, ñâÿçàííîé ñ ñîáñòâåííûì ñïè-
íîâûì ìàãíèòíûì ìîìåíòîì ýëåêòðîíîâ (Ïàóëè) è èç äèàìàãíèòíîé íàìàãíè÷åí-
íîñòè, ñâÿçàííîé ñ êâàíòîâàíèåì îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ ýëåêòðîíîâ â ìàãíèòíîì
ïîëå (Ëàíäàó).

Â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü âûðîæäåííûé ãàç ýëåêòðîíîâ: T ≪ εF . Óñëî-
âèå ñëàáîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå íåðàâåíñòâà: µBH ≪ T , ãäå

µB = |e|~
2mc � ìàãíåòîí Áîðà.

Âû÷èñëåíèÿ óäîáíî ïðîâîäèòü ñ ïîìîùüþ òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà Ω,
ò.å. â ïåðåìåííûõ T, V, µ. Òîãäà ìàãíèòíûé ìîìåíò ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ êàê:

M = −
(
∂Ω

∂H

)
T,V,µ

(5.73)
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Çàéìåìñÿ ñíà÷àëà ïàðàìàãíèòíîé ÷àñòüþ íàìàãíè÷åííîñòè. Äîïîëíèòåëüíàÿ ñïè-
íîâàÿ ÷àñòü ýíåðãèè ýëåêòðîíà â ìàãíèòíîì ïîëå ðàâíà ±µBH, äëÿ äâóõ åãî ñïèíî-
âûõ ïðîåêöèé ∓1/2. Ñîîòâåòñòâåííî, â ïîëå ýíåðãèÿ ýëåêòðîíà εp = p2/2m çàìåíÿ-
åòñÿ íà εp∓ = p2/2m± µBH. Ïîñêîëüêó ε âõîäèò â ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ Ôåðìè
âñåãäà â êîìáèíàöèè ε − µ, ýêâèâàëåíòíîå ïðåäûäóùåìó óòâåðæäåíèå ñâîäèòñÿ ê
çàìåíå âåçäå µ→ µ∓µBH. Ïîýòîìó, äëÿ ïîòåíöèàëà Ω ñèñòåìû â ïîëå ìîæíî ñðàçó
íàïèñàòü:

Ω(µ) =
1

2
Ω0(µ+ µBH) +

1

2
Ω0(µ− µBH) (5.74)

ãäå Ω0(µ) � ïîòåíöèàë â îòñóòñòâèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ìíîæèòåëü 1/2 ïðîñòî ó÷è-
òûâàåò óìåíüøåíèå â äâà ðàçà ÷èñëà êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé ýëåêòðîíà ïðè ôèêñèðî-
âàííîé ïðîåêöèè ñïèíà.

Ðàçëîæèì (5.74) ïî ñòåïåíÿì H è ïîëó÷èì (÷ëåíû ïåðâîãî ïîðÿäêà, î÷åâèäíî,
ñîêðàùàþòñÿ):

Ω(µ) = Ω0(µ) +
1

2
µ2
BH

2 ∂
2Ω0(µ)

∂µ2
(5.75)

Îòñþäà ïîëó÷àåì ìàãíèòíûé ìîìåíò (5.73) â âèäå:

M = −µ2
BH

∂2Ω0(µ)

∂µ2
(5.76)

Íî ïðîèçâîäíàÿ ∂Ω0

∂µ = −N è ïàðàìàãíèòíàÿ âîñïðèèì÷èâîñòü, îòíåñåííàÿ ê åäèíèöå
îáúåìà ãàçà, åñòü:

χp = −µ
2
B

V

∂2Ω0(µ)

∂µ2
=
µ2
B

V

(
∂N

∂µ

)
T,V

(5.77)

Ïðåíåáðåãàÿ ìàëûìè ïðè T ≪ εF òåìïåðàòóðíûìè ýôôåêòàìè, ò.å. ñ÷èòàÿ ãàç ïîë-

íîñòüþ âûðîæäåííûì, èìååì µ = εF = (3π2)2/3 ~2

2m (N/V )2/3, è ñîîòâåòñòâåííî:

N = V
(2mµ)3/2

3π2~3
(5.78)

÷òî ïîñëå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â (5.77) äàåò:

χp =
µ2
B(2m)3/2

√
µ

2π2~3
=
µ2
BmpF
π2~3

≡ µ2
BνF (5.79)

� ïàóëèåâñêóþ ïàðàìàãíèòíóþ âîñïðèèì÷èâîñòü. Òàêèì îáðàçîì, ïàðàìàãíèòíàÿ
âîñïðèèì÷èâîñòü âûðîæäåííîãî ýëåêòðîííîãî ãàçà íå çàâèñèò îò òåìïåðàòóðû (ïðè
T ≪ εF ) è ïðîïîðöèîíàëüíà ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé ýëåêòðîíîâ íà óðîâíå Ôåðìè.
Ýòîò ðåçóëüòàò ñâÿçàí ïðîñòî ñ òåì, ÷òî âíåøíåå ìàãíèòíîå ïîëå ïðèâîäèò ê íåðà-
âåíñòâó ÷èñëà ýëåêòðîíîâ ñî ñïèíàìè ïî è ïðîòèâ ïîëÿ: N↑ − N↓ ∼ νFµBH, à ýòî
ñîîòâåòñòâóåò íàìàãíè÷åííîñòè âäîëü ïîëÿ M = µB(N↑ −N↓) ∼ µ2

BνFH, ÷òî è äàåò
âîñïðèèì÷èâîñòü(5.79)7.

7Ñóùåñòâóþò ýêñïåðèìåíòàëüíûå ìåòîäû, ïîçâîëÿþùèå íåïîñðåäñòâåííî èçìåðÿòü èìåííî
òîëüêî ïàðàìàãíèòíóþ ÷àñòü âîñïðèèì÷èâîñòè â ìåòàëëå (íàïðèìåð èçìåðåíèÿ ñäâèãà Íàéòà â
ßÌÐ�ýêñïåðèìåíòàõ) è ïîëó÷àòü, òàêèì îáðàçîì, íåïîñðåäñòâåííóþ èíôîðìàöèþ î âåëè÷èíå ïëîò-
íîñòè ñîñòîÿíèé, àíàëîãè÷íî èçìåðåíèÿì ýëåêòðîííîãî âêëàäà â òåïëîåìêîñòü.
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Ïåðåéäåì òåïåðü ê âû÷èñëåíèþ äèàìàãíèòíîé ÷àñòè âîñïðèèì÷èâîñòè, ñâÿçàí-
íîé ñ îðáèòàëüíûì äâèæåíèåì ýëåêòðîíîâ. Óðîâíè ýíåðãèè îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ
ýëåêòðîíà â ìàãíèòíîì ïîëå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé òàê íàçûâàåìûå óðîâíè Ëàíäàó [7]:

εn,pz = ~ωc(n+
1

2
) +

p2z
2m

= (2n+ 1)µBH +
p2z
2m

(5.80)

ãäå ωc = |e|H
mc � öèêëîòðîííàÿ ÷àñòîòà, n = 0, 1, 2, ..., pz � èìïóëüñ ýëåêòðîíà ïî

íàïðàâëåíèþ ïîëÿ. Ïðè ýòîì ÷èñëî ñîñòîÿíèé â èíòåðâàëå dpz ïðè ôèêñèðîâàííîì
çíà÷åíèè n ðàâíî [7]:

2
V |e|H
(2π~)2c

dpz (5.81)

Òîãäà èç (5.6) èìååì:

Ω = −T
∞∑
n=0

2
V |e|H
(2π~)2c

∫ ∞

−∞
dpz ln

[
1 + exp

(
µ− (n+ 1/2)~ωc − p2z/2m

T

)]
(5.82)

èëè

Ω = 2µBH
∞∑
n=0

f [µ− (2n+ 1)µBH] (5.83)

ãäå

f(µ) = −TmV
2π~3

∫ ∞

−∞
dpz ln

[
1 + exp

(
µ

T
− p2z

2m

)]
(5.84)

Ñóììèðîâàíèå ïî n çäåñü ìîæíî ïðîâåñòè ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåé ôîðìóëû [1, 2]:

∞∑
n=0

F (n+
1

2
) ≈

∫ ∞

0

dxF (x) +
1

24
F ′(0) (5.85)

Óñëîâèå åå ïðèìåíèìîñòè ñîñòîèò â ìàëîñòè îòíîñèòåëüíîãî èçìåíåíèÿ ôóíêöèè
F íà îäíîì øàãå n → n + 1. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî óñëîâèå ñâîäèòñÿ ê òðåáîâàíèþ
µBH ≪ T .

Ïðèìåíÿÿ (5.85) ê (5.83), (5.84), ïîëó÷àåì:

Ω = 2µBH

∫ ∞

0

dxf(µ− 2µBHx) +
2µBH

24

∂f(µ− 2nµBH)

∂n
|n=0 =

=

∫ µ

−∞
dxf(x)− (2µBH)2

24

∂f(µ)

∂µ
(5.86)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå çäåñü íå ñîäåðæèò H è, î÷åâèäíî, ñâîäèòñÿ ê Ω0(µ) â îòñóòñòâèå
ïîëÿ. Òàêèì îáðàçîì:

Ω = Ω0(µ)−
1

6
µ2
BH

2 ∂
2Ω0(µ)

∂µ2
(5.87)

îòêóäà, êàê è âûøå â ïàðàìàãíèòíîì ñëó÷àå, íàõîäèì äèàìàãíèòíóþ âîñïðèèì÷è-
âîñòü â âèäå:

χd =
µ2
B

3V

∂2Ω0(µ)

∂µ2
= −1

3
χp (5.88)
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ãäå ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïîëó÷åíî ñðàâíåíèåì ñ (5.77). Òàêèì îáðàçîì, äèàìàãíèòíàÿ
âîñïðèèì÷èâîñòü (äèàìàãíåòèçì Ëàíäàó) ýëåêòðîííîãî ãàçà ðàâíà 1/3 ïàðàìàãíèò-
íîé âîñïðèèì÷èâîñòè (ïàðàìàãíåòèçì Ïàóëè.). Â öåëîì, âûðîæäåííûé ýëåêòðîííûé
ãàç îêàçûâàåòñÿ ïàðàìàãíèòíûì è åãî ìàãíèòíàÿ âîñïðèèì÷èâîñòü ðàâíà

χ = χp + χd =
2

3
χp. (5.89)

Ñëåäóåò, âïðî÷åì, èìåòü ââèäó, ÷òî ýòè ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó χp è χd ñïðàâåäëè-
âû òîëüêî äëÿ ïðîñòåéøåé ìîäåëè ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ, ðàññìîòðåííîé âûøå. Â
ðåàëüíûõ ìåòàëëàõ, ãäå âèä ñïåêòðà ýëåêòðîíîâ ìîæåò ñóùåñòâåííî îòëè÷àòüñÿ îò
ïðîñòåéøåãî, ýòè ñîîòíîøåíèÿ ìîãóò äîâîëüíî ñèëüíî íàðóøàòüñÿ. Èìåííî ïîýòîìó,
ïðè îáñóæäåíèè ýêñïåðèìåíòîâ ïî èçìåðåíèþ ìàãíèòíîé âîñïðèèì÷èâîñòè ìåòàë-
ëîâ, âîçíèêàåò äîâîëüíî ñëîæíàÿ ïðîáëåìà ðàçäåëåíèÿ ïàðàìàãíèòíîãî è äèàìàã-
íèòíîãî âêëàäîâ.

Ðàçóìååòñÿ ñóììàðíóþ âîñïðèèì÷èâîñòü ìîæíî âû÷èñëèòü è ñðàçó. Äëÿ ýòîãî
íàäî áûëî-áû çàïèñàòü óðîâíè ýíåðãèè ýëåêòðîíà â âèäå εn,pz,± = (2n + 1)µBH +
p2z/2m ∓ µBH, âêëþ÷èâ ñïèíîâîå ðàñùåïëåíèå â ñïåêòð Ëàíäàó. Ýòó ñîâîêóïíîñòü
óðîâíåé ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå: εn,pz = 2nµBH + p2z/2m (n = 0, 1, 2...), ïðè÷åì
êàæäîå çíà÷åíèå ñ n ̸= 0 âñòðå÷àåòñÿ äâàæäû, à c n = 0 � îäèí ðàç. Òîãäà, àíàëîãè÷íî
ïðåäûäóùåìó ðàññìîòðåíèþ, ëåãêî ïîëó÷èòü:

Ω = 2µBH

{
1

2
f(µ) +

∞∑
n=1

f(µ− 2µBHn)

}
(5.90)

à äëÿ âû÷èñëåíèé âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé ñóììèðîâàíèÿ [1, 2]:

1

2
F (0) +

∞∑
n=1

F (n) =

∫ ∞

0

dxF (x)− 1

12
F ′(0) (5.91)

Íåïîñðåäñòâåííûå âû÷èñëåíèÿ ïðèâîäÿò ê ðåçóëüòàòó äëÿ ïîëíîé âîñïðèèì÷èâîñòè
(5.89).

5.9 Ìàãíåòèçì ýëåêòðîííîãî ãàçà. Ñèëüíûå ïîëÿ∗.

Ðàññìîòðèì òåïåðü îáëàñòü òàê íàçûâàåìûõ êâàíòóþùèõ ìàãíèòíûõ ïîëåé, äëÿ
êîòîðûõ:

T < µBH = ~ωc ≪ εF = µ (5.92)

Â ýòèõ óñëîâèÿõ ñòàíîâèòñÿ ñóùåñòâåííîé äèñêðåòíîñòü óðîâíåé Ëàíäàó, ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ äâèæåíèþ ýëåêòðîíà â ïëîñêîñòè, îðòîãîíàëüíîé ìàãíèòíîìó ïîëþ8. Òå-
ïåðü óæå íåëüçÿ îòäåëèòü äðóã îò äðóãà îðáèòàëüíûå è ñïèíîâûå ýôôåêòû è ïðè
âû÷èñëåíèÿõ íóæíî èñõîäèòü èç îáùåé ôîðìóëû (5.90). Êàê áóäåò êðàòêî ïîêàçàíî
íèæå, ïðè ~ωc = µBH > T íàìàãíè÷åííîñòü ýëåêòðîííîãî ãàçà ñîäåðæèò îñöèëëè-
ðóþùóþ êàê ôóíêöèÿ H ÷àñòü, ïðè÷åì àìïëèòóäà ýòèõ îñöèëëÿöèé íå ìàëà. Ìû
îïóñêàåì ðÿä ïîäðîáíîñòåé â âû÷èñëåíèÿõ, êîòîðûå ìîæíî íàéòè â [1, 2].

8Ýòî äâèæåíèå â êëàññèêå åñòü ïðîñòî öèêëîòðîííîå âðàùåíèå ýëåêòðîíà ñ ÷àñòîòîé ωc âîêðóã
íàïðàâëåíèÿ ïîëÿ. Â êâàíòîâîì ñëó÷àå ýòî âðàùåíèå îïèñûâàåòñÿ êàê îáû÷íûé îñöèëëÿòîð ñ òîé
æå ÷àñòîòîé, ÷òî è ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ ïåðâîãî (îñöèëëÿòîðíîãî) ñëàãàåìîãî â ñïåêòðå Ëàíäàó
(5.80). Âòîðîå ñëàãàåìîå â (5.80) ñîîòâåòñòâóåò ñâîáîäíîìó äâèæåíèþ ýëåêòðîíà âäîëü íàïðàâëåíèÿ
ïîëÿ.
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Ïðè ðàñ÷åòå (5.90), â óñëîâèÿõ (5.92) óæå íåëüçÿ ïîëüçîâàòüñÿ ïðîñòûìè ôîð-
ìóëàìè ñóììèðîâàíèÿ òèïà (5.91), ïîñêîëüêó ñóììèðóåìàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò ðåçêî
ìåíÿòüñÿ ïðè ïåðåõîäå îò n ê n + 1. Ñòàíäàðòíûé ïðèåì ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè
ôîðìóëû ñóììèðîâàíèÿ Ïóàññîíà 9:

1

2
F (0) +

∞∑
n=1

F (n) =

∫ ∞

0

dxF (x) + 2Re

∞∑
k=1

∫ ∞

0

dxe2πikxF (x) (5.93)

Òîãäà (5.91) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

Ω = Ω0(µ) +
TmV

π2~3
Re

∞∑
k=1

Ik (5.94)

ãäå

Ik = −2µBH

∫ ∞

−∞
dpz

∫ ∞

0

dxe2πikx ln

[
1 + exp

(
µ

T
− p2z

2mT
− 2xµBH

T

)]
(5.95)

Íàñ èíòåðåñóåò òîëüêî îñöèëëèðóþùàÿ ïî ïîëþ ÷àñòü èíòåãðàëîâ,êîòîðóþ áóäåì
îáîçíà÷àòü Ĩk. Ïîñëå ïîäõîäÿùèõ çàìåí ïåðåìåííûõ èç (5.95) ìîæíî ïîëó÷èòü:

Ĩk = −
∫ ∞

−∞
dpz

∫ ∞

0

dε ln

[
1 + exp

(
µ− ε

T

)]
exp

(
iπkε

µBH

)
exp

(
− iπkpz
2mµBH

)
. (5.96)

Èíòåãðàë ïî pz çäåñü ìîæåò áûòü âû÷èñëåí [1, 2], ïîñëå ÷åãî èìååì:

Ĩk = −e−iπ4
√

2mµBH

k

∫ ∞

0

dεe
iπkε
µBH ln

[
1 + e

µ−ε
T

]
. (5.97)

Çäåñü ìîæíî äâàæäû ïðîâåñòè èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì è ïåðåéòè ê ïåðåìåííîé
ξ = (ε− µ)/T . Îïóñêàÿ íåîñöèëëèðóþùóþ ïî ïîëþ ÷àñòü, ìîæíî íàïèñàòü [1, 2]:

Ĩk =

√
2m(µBH)5/2

Tπ2k5/2
exp

(
iπkµ

µBH
− iπ

4

)∫ ∞

−∞
dξ

eξ

(eξ + 1)2
exp

(
iπkT

µBH
ξ

)
. (5.98)

Ïðè µBH > T îïðåäåëÿþùóþ ðîëü â îñòàâøåìñÿ èíòåãðàëå èãðàåò îáëàñòü ξ ∼ 1,
ò.å. îêðåñòíîñòü óðîâíÿ Ôåðìè ε−µ ∼ T , ÷òî ïîçâîëèëî íàïèñàòü åãî â áåñêîíå÷íûõ
ïðåäåëàõ. Ôàêòè÷åñêè, èíòåãðàë òåïåðü áåðåòñÿ ïî ôîðìóëå [1, 2]:∫ ∞

−∞
dξeiαξ

eξ

(eξ + 1)2
=

πα

sh(πα)
. (5.99)

Îêîí÷àòåëüíî, äëÿ îñöèëëèðóþùåé ÷àñòè ïîòåíöèàëà Ω ïîëó÷àåì:

Ω̃ =

√
2(mµBH)3/2TV

π2~3
∞∑
k=1

cos
(

πµ
µBH

k − π
4

)
k3/2sh

(
π2kT
µBH

) . (5.100)

9Ôîðìóëà Ïóàññîíà ïîëó÷àåòñÿ èç ðàâåíñòâà:
∑∞

n=−∞ δ(x − n) =
∑∞

k=−∞ e2πikx. Ñóììà δ-
ôóíêöèé, ñòîÿùàÿ ñëåâà, åñòü ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñ ïåðèîäîì 1, à ñóììà ñïðàâà åñòü ðàç-
ëîæåíèå ýòîé ôóíêöèè â ðÿä Ôóðüå. Óìíîæàÿ ýòî ðàâåíñòâî íà ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ F (x) è
èíòåãðèðóÿ ïî x îò 0 äî ∞, ïîëó÷àåì ôîðìóëó Ïóàññîíà. Ïðè ýòîì íàäî òîëüêî åùå ó÷åñòü, ÷òî
÷ëåí ñóììû ñ n = 0 ðàâåí

∫∞
0 dxF (x)δ(x) = F (0)/2.



5.10. Âûðîæäåííûé áîçå�ãàç. 99

Ïðè âû÷èñëåíèè ìàãíèòíîãî ìîìåíòà êàê ïðîèçâîäíîé îò (5.100) ïî ïîëþ, íóæíî
äèôôåðåíöèðîâàòü òîëüêî íàèáîëåå áûñòðî ìåíÿþùèåñÿ ìíîæèòåëè cos â ÷èñëèòå-
ëÿõ ÷ëåíîâ ñóììû. Ýòî äàåò ðåçóëüòàò Ëàíäàó:

M̃ = −
√
2µBm

3/2µTV

π~3
√
H

∞∑
k=1

sin
(

πµ
µBH

k − π
4

)
√
ksh

(
π2kT
µBH

) . (5.101)

Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå îñöèëëèðóåò, ïåðèîäè÷íîñòü èìååòñÿ çäåñü ïî îáðàòíîìó
ïîëþ 1/H. Ïåðèîä ïî ïåðåìåííîé 1/H åñòü:

∆

(
1

H

)
=

2µB
µ

(5.102)

è íå çàâèñèò îò òåìïåðàòóðû. Ïðè ýòîì ∆(1/H)H ∼ µBH/µ ≪ 1, ò.å. îñöèëëÿöèè
ïðîèñõîäÿò ñ áîëüøîé �÷àñòîòîé�. Òàêèå îñöèëëÿöèè ìàãíèòíîãî ìîìåíòà â ïîëå
íàáëþäàþòñÿ â ìåòàëëàõ ïðè äîñòàòî÷íî íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ è �÷èñòûõ� îáðàç-
öàõ è íàçûâàþòñÿ ýôôåêòîì äå-Ãààçà � âàí-Àëüôâåíà. Ïðè µBH ∼ T àìïëèòóäà
êîëåáàíèé ìàãíèòíîãî ìîìåíòà M̃ ∼ V µH1/2(mµB)

3/2~−3. Ìîíîòîííàÿ ÷àñòü íà-
ìàãíè÷åííîñòè M îïðåäåëÿåòñÿ âû÷èñëåííîé âûøå âîñïðèèì÷èâîñòüþ (5.89), òàê
÷òî M ∼ V µ1/2Hm3/2µ2

B~−3. Ïîýòîìó M̃/M ∼ (µ/µBH)1/2 ≫ 1 è àìïëèòóäà îñöèë-
ëèðóþùåé ÷àñòè âåëèêà ïî ñðàâíåíèþ ñ ìîíîòîííîé. Íàïðîòèâ, ïðè µBH ≪ T ýòà
àìïëèòóäà ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàåò êàê exp(−π2T/µBH) è ñòàíîâèòñÿ ïðåíåáðå-
æèìî ìàëîé.

Âûðàæåíèå äëÿ ïåðèîäà (5.102) ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∆

(
1

H

)
=

|e|~
mc

1

εF
=

2|e|~
c

π

πp2F
=

2π|e|~
cSF

(5.103)

ãäå SF = πp2F � ïëîùàäü ìàêñèìàëüíîãî �ñå÷åíèÿ� ñôåðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè Ôåðìè
ãàçà ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ïðèìåíèìî è
äëÿ ìåòàëëîâ ñ ïðîèçâîëüíûìè ïîâåðõíîñòÿìè Ôåðìè, åñëè ïîä SF ïîíèìàòü ïëî-
ùàäü ëþáîãî ýêñòðåìàëüíîãî ñå÷åíèÿ ñëîæíîé ïîâåðõíîñòè Ôåðìè [21]. Ïîñêîëüêó
òàêèõ ñå÷åíèé ó ðåàëüíîé ïîâåðõíîñòè Ôåðìè ìîæåò áûòü íåñêîëüêî, âîçíèêàåò è
íåñêîëüêî ïåðèîäîâ îñöèëëÿöèé äå-Ãààçà � âàí-Àëüôâåíà. Ýêñïåðèìåíòàëüíîå èçó-
÷åíèå ýòèõ îñöèëëÿöèé ïîçâîëÿåò íàéòè ýêñòðåìàëüíûå ñå÷åíèÿ ïîâåðõíîñòè Ôåðìè
ðåàëüíîãî ìåòàëëà è óñòàíîâèòü, òàêèì îáðàçîì, åå ôîðìó è òîïîëîãèþ.

Ýôôåêò äå-Ãààçà � âàí-Àëüôâåíà ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì â öåëîì ðÿäó îñöèëëÿöèîí-
íûõ ÿâëåíèé â ìåòàëëàõ, íàõîäÿùèõñÿ â êâàíòóþùåì ìàãíèòíîì ïîëå ïðè íèçêèõ
òåìïåðàòóðàõ. Óïîìÿíåì, íàïðèìåð, àíàëîãè÷íûå îñöèëëÿöèè ýëåêòðîñîïðîòèâëå-
íèÿ ìåòàëëîâ (ýôôåêò Øóáíèêîâà � äå-Ãààçà). Âñå ýòè ýôôåêòû ñâÿçàíû ñ ëàíäàóâ-
ñêèì êâàíòîâàíèåì ñïåêòðà ýëåêòðîíîâ â ìàãíèòíîì ïîëå (5.80) è ñ �ïðîõîæäåíèåì�
äèñêðåòíûõ óðîâíåé ïîïåðå÷íîãî äâèæåíèÿ ÷åðåç óðîâåíü Ôåðìè ïðè èçìåíåíèè
âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ [21]. Ýêñïåðèìåíòàëüíîå íàáëþäåíèå ýòèõ ýôôåêòîâ ÿâ-
ëÿåòñÿ ìîùíûì ñðåäñòâîì âîññòàíîâëåíèÿ ãåîìåòðèè ðåàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé Ôåðìè
ìåòàëëîâ.

5.10 Âûðîæäåííûé áîçå�ãàç.

Ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ ñâîéñòâà áîçå-ãàçà ðàäèêàëüíî îòëè÷àþòñÿ îò ñâîéñòâ
ôåðìè-ãàçà. Ïðè T = 0 âñå ÷àñòèöû ãàçà çàíèìàþò ñîñòîÿíèå ñ íàèìåíüøåé ýíåð-
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ãèåé ε = 0, îãðàíè÷åíèé, ñâÿçàííûõ ñ ïðèíöèïîì Ïàóëè äëÿ íèõ íåò. Ðàññìîòðèì
óðàâíåíèå äëÿ ïîëíîãî ÷èñëà ÷àñòèö, îïðåäåëÿþùåå õèìïîòåíöèàë (5.30) â áîçåâ-
ñêîì ñëó÷àå:

N

V
=
g(mT )3/2√

2π2~3

∫ ∞

0

dz

√
z

ez−
µ
T − 1

(5.104)

Åñëè ïðè çàäàííîé ïëîòíîñòè ãàçà N/V ïîíèæàòü òåìïåðàòóðó, òî èç (5.104) âèäíî,
÷òî õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë µ, îñòàâàÿñü îòðèöàòåëüíûì, óìåíüøàåòñÿ ïî àáñîëþò-
íîé âåëè÷èíå. Ïðè ýòîì îí îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè êîíå÷íîé òåìïåðàòóðå, îïðåäå-
ëÿåìîé ðàâåíñòâîì:

N

V
=
g(mT )3/2√

2π2~3

∫ ∞

0

dz

√
z

ez − 1
(5.105)

Ñòîÿùèé çäåñü èíòåãðàë åñòü ïðîñòî áåçðàçìåðíàÿ êîíñòàíòà ≈ 2.315. Òîãäà, ðåøàÿ
(5.105) îòíîñèòåëüíî T , ïîëó÷àåì õàðàêòåðíóþ òåìïåðàòóðó T0

10:

T0 =
3.31

g2/3
~2

m

(
N

V

)2/3

(5.106)

íàçûâàåìóþ òåìïåðàòóðîé áîçå-êîíäåíñàöèè. Ôèçè÷åñêèé ñìûñë ýòîãî òåðìèíà, òàê-
æå êàê è âîçíèêàþùåãî ïðè ýòîé òåìïåðàòóðå ýôôåêòà ìîæíî ïîíÿòü èç ñëåäóþùèõ
ðàññóæäåíèé.

Ïðè T < T0 óðàâíåíèå (5.105) íå èìååò îòðèöàòåëüíûõ ðåøåíèé äëÿ µ, òîãäà êàê
â ñòàòèñòèêå Áîçå õèìïîòåíöèàë äîëæåí áûòü, êàê ïîêàçàíî âûøå, îòðèöàòåëüíûì
ïðè ëþáûõ òåìïåðàòóðàõ. Ýòî êàæóùååñÿ ïðîòèâîðå÷èå ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî â äàííûõ
óñëîâèÿõ íåçàêîíåí ïåðåõîä îò ñóììèðîâàíèÿ ïî êâàíòîâûì ñîñòîÿíèÿì â (5.11) ê
èíòåãðèðîâàíèþ ïî íåïðåðûâíîé ïåðåìåííîé (ýíåðãèè) â (5.30), (5.104). Â ñàìîì
äåëå, ïðè òàêîì ïåðåõîäå, ïåðâûé ÷ëåí â ñóììå ïî k â (5.11), ñîîòâåòñòâóþùèé
óðîâíþ ñ εk = 0, óìíîæàåòñÿ íà

√
ε = 0 (ñð. ôîðìóëó äëÿ ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé

(5.28)) è ïðîñòî âûïàäàåò. Íà ñàìîì æå äåëå, ïðè ïîíèæåíèè òåìïåðàòóðû T áîçå-
÷àñòèöû áóäóò ñêàïëèâàòüñÿ èìåííî â ýòîì ñîñòîÿíèè ñ íàèìåíüøåé ýíåðãèåé, ïîêà
ïðè T = 0 íå ïîïàäóò òóäà âñå.

Ïîýòîìó, â äåéñòâèòåëüíîñòè, ïðè T < T0 äåëî îáñòîèò ñëåäóþùèì îáðàçîì.
×àñòèöû ñ ýíåðãèåé ε > 0 ðàñïðåäåëåíû ïî ôîðìóëå (µ = 0!):

dNε =
gm3/2V√
2π2~3

√
εdε

e
ε
T − 1

(5.107)

Ñîîòâåòñòâåííî, ïîëíîå ÷èñëî ÷àñòèö ñ ýíåðãèÿìè ε > 0 ðàâíî:

Nε>0 =

∫
dNε =

gV (mT )3/2√
2π2~3

∫ ∞

0

dz

√
z

ez − 1
= N

(
T

T0

)3/2

(5.108)

Îñòàëüíûå

Nε=0 = N

[
1−

(
T

T0

)3/2
]

(5.109)

÷àñòèö íàõîäÿòñÿ â ñîñòîÿíèè ñ íèçøåé ýíåðãèåé ε = 0. Ýòî ÿâëåíèå íàêîïëåíèÿ
ìàêðîñêîïè÷åñêîãî ÷èñëà ÷àñòèö (êîíå÷íîé ÷àñòè ïîëíîãî ÷èñëà ÷àñòèö) íà íóëåâîì

10Çàìåòèì, ÷òî òàê æå êàê è â ñëó÷àå òåìïåðàòóðû Ôåðìè, äàííîå âûðàæåíèå ïî ïîðÿäêó âåëè-
÷èíû, ôàêòè÷åñêè, ñîâïàäàåò ñ òåìïåðàòóðîé âûðîæäåíèÿ ãàçà (3.79).
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óðîâíå è íàçûâàåòñÿ êîíäåíñàöèåé Áîçå � Ýéíøòåéíà. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ðå÷ü èäåò
î �êîíäåíñàöèè� â èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå (p = 0), íå èìåþùåé íè÷åãî îáùåãî ñ
îáû÷íîé êîíäåíñàöèåé ãàçà. ×àñòèöû â áîçå-êîíäåíñàòå îáðàçóþò ìàêðîñêîïè÷åñêîå
êâàíòîâîå ñîñòîÿíèå ñ âåñüìà ñïåöèôè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè.

Ýíåðãèÿ ãàçà ïðè T < T0 îïðåäåëÿåòñÿ ÷àñòèöàìè ñ ε > 0 (ñð. ôîðìóëó (5.33),
çàïèñàííóþ äëÿ µ = 0):

E =
gV (mT )3/2T√

2π2~3

∫ ∞

0

dz
z3/2

ez − 1
≈ 0.770NT

(
T

T0

)3/2

= 0.128g
m3/2T 5/2

~3
V (5.110)

Îòñþäà ïîëó÷àåì òåïëîåìêîñòü:

Cv =

(
∂E

∂T

)
V

=
5E

2T
∼ T 3/2 (5.111)

Èíòåãðèðóÿ òåïëîåìêîñòü, íàõîäèì ýíòðîïèþ:

S =

∫ T

0

Cv
T
dT =

5E

3T
(5.112)

è ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ F = E − TS:

F = −2

3
E (5.113)

Äëÿ äàâëåíèÿ ãàçà èìååì:

P = −
(
∂F

∂V

)
T

≈ 0.0851g
m3/2T 5/2

~3
(5.114)

Â ñàìîé òî÷êå T = T0 âñå ðàññìîòðåííûå ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû íåïðåðûâíû, íî
ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ òåïëîåìêîñòè ïî T èñïûòûâàåò â ýòîé òî÷êå ñêà-
÷îê [1, 2]. Ïîýòîìó, òî÷êà áîçå-êîíäåíñàöèè, ôàêòè÷åñêè, ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé íåêîòîðî-
ãî ôàçîâîãî ïåðåõîäà. Çàìåòèì, âïðî÷åì, ÷òî ñâîéñòâà ýòîãî ïåðåõîäà ñóùåñòâåííî
çàâèñÿò îò âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö, êîòîðûì ìû ïîëíîñòüþ ïðåíåáðåãàëè.

Â òå÷åíèå ìíîãèõ ëåò ÿâëåíèå áîçå-êîíäåíñàöèè â ãàçàõ îñòàâàëîñü ÷èñòî òåî-
ðåòè÷åñêèì ðåçóëüòàòîì, õîòÿ âàæíîñòü ýòîãî ÿâëåíèÿ ïðåêðàñíî îñîçíàâàëàñü è,
ôàêòè÷åñêè, ÿâëåíèå áîçå-êîíäåíñàöèè íàáëþäàëîñü â ÿâëåíèÿõ ñâåðõòåêó÷åñòè è
ñâåðõïðîâîäèìîñòè â êîíäåíñèðîâàííûõ òåëàõ (ãäå, êîíå÷íî, ðîëü âçàèìîäåéñòâèÿ
ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëÿþùåé). Ýòè ïðîáëåìû áóäóò îáñóæäàòüñÿ íèæå. Â ïîñëåäíèå ãî-
äû, îäíàêî, ÿâëåíèå áîçå-êîíäåíñàöèè óäàëîñü íåïîñðåäñòâåííî íàáëþäàòü â óíè-
êàëüíûõ ýêñïåðèìåíòàõ ñ ïàðàìè ùåëî÷íûõ ìåòàëëîâ, îõëàæäåííûìè äî ðåêîðäíî
íèçêèõ òåìïåðàòóð ∼ 10−7K â ñïåöèàëüíûõ ìàãíèòíûõ ëîâóøêàõ. Ýòè ñèñòåìû, êàê
îêàçàëîñü, äîâîëüíî õîðîøî îïèñûâàþòñÿ èìåííî ìîäåëüþ ïî÷òè èäåàëüíîãî áîçå-
ãàçà. Ýòè èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñåé÷àñ îäíîé èç íàèáîëåå èíòåðåñíûõ è àêòèâíî
ðàçâèâàþùèõñÿ îáëàñòåé ôèçèêè ñèñòåì ìíîãèõ ÷àñòèö [22].

5.11 Ñòàòèñòèêà ôîòîíîâ.

Âàæíåéøèì îáúåêòîì ïðèìåíåíèÿ ñòàòèñòèêè Áîçå ÿâëÿåòñÿ ýëåêòðîìàãíèòíîå èç-
ëó÷åíèå, íàõîäÿùååñÿ â ðàâíîâåñèè (ò.í. èçëó÷åíèå ÷åðíîãî òåëà), ò.å. ñòàòèñòèêà
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ôîòîíîâ. Ëèíåéíîñòü óðàâíåíèé (ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè) ýëåêòðîäèíàìèêè îçíà÷à-
åò îòñóòñòâèå âçàèìîäåéñòâèÿ ôîòîíîâ � îíè îáðàçóþò èäåàëüíûé ãàç. Â ñèëó öåëî-
÷èñëåííîñòè ñïèíà ôîòîíîâ (s = 1) ýòî åñòü ãàç áîçîíîâ. Ôàêòè÷åñêè â äàííîé çàäà÷å
ïîäðàçóìåâàåòñÿ íàëè÷èå ñëàáîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ôîòîíîâ ñ âåùåñòâîì, íåîáõîäè-
ìîå äëÿ óñòàíîâëåíèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ. Ìåõàíèçì, îáåñïå÷èâàþùèé
óñòàíîâëåíèå ðàâíîâåñèÿ ñîñòîèò â ïîãëîùåíèè è èñïóñêàíèè ôîòîíîâ âåùåñòâîì 11.
Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïðèâîäèò ê âàæíîé îñîáåííîñòè ôîòîííîãî ãàçà: ÷èñëî ÷àñòèö
N â íåì íå ñîõðàíÿåòñÿ è äîëæíî îïðåäåëÿòüñÿ èç óñëîâèé òåïëîâîãî ðàâíîâåñèÿ.
Òðåáóÿ ìèíèìàëüíîñòè ñâîáîäíîé ýíåðãèè (ïðè çàäàííûõ T è V ), ïîëó÷àåì îäíî
èç óñëîâèé ýòîãî ìèíèìóìà â âèäå:

(
∂F
∂N

)
T,V

= µ = 0, òàê ÷òî õèìïîòåíöèàë ãàçà

ôîòîíîâ:
µ = 0. (5.115)

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ôîòîíîâ ïî êâàíòîâûì ñîñòîÿíèÿì ñ îïðåäåëåííûìè çíà-
÷åíèÿìè èìïóëüñà ~k è ýíåðãèè ~ω = ~ck (è îïðåäåëåííûìè ïîëÿðèçàöèÿìè � ïðî-
åêöèÿìè èõ ñïèíà) äàåòñÿ ôîðìóëîé Áîçå ñ µ = 0:

nk =
1

e
~ω
T − 1

(5.116)

÷òî íàçûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì Ïëàíêà.
Ñ÷èòàÿ îáúåì V äîñòàòî÷íî áîëüøèì, ïåðåéäåì îáû÷íûì îáðàçîì îò äèñêðåòíî-

ãî ê íåïðåðûâíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò èçëó÷åíèÿ. ×èñëî êîëåáàíèé
ñ êîìïîíåíòàìè âîëíîâîãî âåêòîðà k â èíòåðâàëàõ d3k = dkxdkydkz ðàâíî, êàê èç-

âåñòíî, V d3k
(2π)3 [8]. ×èñëî êîëåáàíèé ñ àáñîëþòíîé âåëè÷èíîé âîëíîâîãî âåêòîðà â

èíòåðâàëå k, k + dk åñòü:
V

(2π)3
4πk2dk. (5.117)

Èñïîëüçóÿ ω = ck è óìíîæàÿ íà 2 (èìååòñÿ äâà íåçàâèñèìûõ íàïðàâëåíèÿ ïîëÿ-
ðèçàöèè), ïîëó÷àåì ÷èñëî êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé ôîòîíîâ ñ ÷àñòîòàìè â èíòåðâàëå
ω, ω + dω:

V ω2dω

π2c3
. (5.118)

Òîãäà ÷èñëî ôîòîíîâ â äàííîì èíòåðâàëå ÷àñòîò:

dNω =
V

π2c3
ω2dω

e
~ω
T − 1

(5.119)

Óìíîæàÿ íà ~ω, ïîëó÷èì ýíåðãèþ èçëó÷åíèÿ, çàêëþ÷åííóþ â ýòîì ó÷àñòêå ñïåêòðà:

dEω =
V ~
π2c3

ω3dω

e
~ω
T − 1

(5.120)

� ôîðìóëó Ïëàíêà. Ñîîòâåòñòâóþùèé ãðàôèê ïîêàçàí íà Ðèñ.5-2. Âûðàæàÿ âñå ÷å-
ðåç äëèíó âîëíû λ = 2πc

ω , èìååì:

dEλ =
16π2c~V

λ5
dλ

e
2π~c
Tλ − 1

. (5.121)

11Õîðîøèé ïðèìåð òàêîé ñèñòåìû � �ðåëèêòîâîå� èçëó÷åíèå âî Âñåëåííîé, îñòàâøååñÿ ïîñëå
�áîëüøîãî âçðûâà�.
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Ðèñ. 5.2: Ôóíêöèÿ Ïëàíêà x3

ex−1 ; x = ~ω
T .

Ïðè ìàëûõ ÷àñòîòàõ ~ω ≪ T èç (5.120) ïîëó÷àåì ôîðìóëó Ðýëåÿ � Äæèíñà:

dEω = V
T

π2c3
ω2dω (5.122)

Çäåñü íåò çàâèñèìîñòè îò ~, ýòî êëàññè÷åñêèé ïðåäåë, êîòîðûé ìîæíî ñðàçó æå
ïîëó÷èòü óìíîæåíèåì (5.118) íà T , ò.å. ïðèìåíåíèåì çàêîíà ðàâíîðàñïðåäåëåíèÿ ê
êàæäîìó îñöèëëÿòîðó ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ 12. Â îáðàòíîì ïðåäåëüíîì ñëó÷àå
~ω ≫ T (êâàíòîâûé ïðåäåë) èç (5.120) ïîëó÷àåì ôîðìóëó Âèíà:

dEω = V
~

π2c3
ω3e−

~ω
T dω (5.123)

Ïëîòíîñòü ñïåêòðàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ýíåðãèè ÷åðíîãî èçëó÷åíèÿ ïî ÷àñòîòàì
dEω/dω èìååò ìàêñèìóì ïðè ω = ωm, îïðåäåëÿåìîé ðàâåíñòâîì:

~ωm
T

≈ 2.822 (5.124)

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïîâûøåíèè òåìïåðàòóðû ìàêñèìóì ðàñïðåäåëåíèÿ ñìåùàåòñÿ
â ñòîðîíó áîëüøèõ ÷àñòîò ïðîïîðöèîíàëüíî T (çàêîí ñìåùåíèÿ) 13.

Âû÷èñëèì òåðìîäèíàìè÷åñêèå âåëè÷èíû ôîòîííîãî ãàçà. Ïðè µ = 0 ñâîáîäíàÿ
ýíåðãèÿ F = Φ − PV = Nµ + Ω. Òîãäà, ïîëàãàÿ µ = 0 è ïåðåõîäÿ îò ñóììèðîâàíèÿ

12Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî èíòåãðàë (5.122) ïî âñåì ÷àñòîòàì ðàñõîäèòñÿ, òàê ÷òî ýíåðãèÿ ôîòîí-
íîãî ãàçà îêàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íîé. Ýòî òàê íàçûâàåìàÿ óëüòðàôèîëåòîâàÿ êàòàñòðîôà, êîòîðàÿ
áûëà îäíèì èç ñèëüíûõ óêàçàíèé íà íåäîñòàòî÷íîñòü êëàññè÷åñêîé òåîðèè, ÷òî è ïðèâåëî Ïëàí-
êà ê ââåäåíèþ êâàíòîâ. Çàìåòèì, ÷òî Ïëàíê ïðåäëîæèë ñâîþ ôîðìóëó (5.120), êàê ïðîñòåéøóþ
èíòåðïîëÿöèþ ìåæäó (5.122) è ýêñïåðèìåíòàëüíî îòêðûòûì çàêîíîì (5.123).

13Äëÿ êîñìîëîãè÷åñêîãî �ðåëèêòîâîãî� èçëó÷åíèÿ ýòîò ìàêñèìóì ñîîòâåòñòâóåò T ≈ 3K.
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ïî k ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî ω â (5.12), ïîëó÷àåì:

F = T
V

π2c3

∫ ∞

0

dωω2 ln
(
1− e−

~ω
T

)
(5.125)

Ââîäÿ x = ~ω/T è èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷èì:

F = −V T 4

3π2~3c3

∫ ∞

0

dx
x3

ex − 1
. (5.126)

Èíòåãðàë çäåñü ðàâåí π4/15 [1, 2], òàê ÷òî:

F = −V π2T 4

45(~c)3
= −4σ

3c
V T 4 (5.127)

ãäå êîýôôèöèåíò σ (ïîñòîÿííàÿ Ñòåôàíà � Áîëüöìàíà) ðàâåí:

σ =
π2k4B
60~3c2

(5.128)

åñëè èçìåðÿòü T â ãðàäóñàõ. Ýíòðîïèÿ ôîòîííîãî ãàçà:

S = −∂F
∂T

=
16σ

3c
V T 3. (5.129)

Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ èçëó÷åíèÿ:

E = F + TS =
4σ

c
V T 4 = −3F (5.130)

� çàêîí Áîëüöìàíà. Òåïëîåìêîñòü ãàçà ôîòîíîâ:

Cv =

(
∂E

∂T

)
V

=
16σ

c
T 3 ∼ T 3. (5.131)

Äàâëåíèå èçëó÷åíèÿ:

P = −
(
∂F

∂V

)
T

=
4σ

3c
T 4 (5.132)

òàê ÷òî �óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ�:

PV =
E

3
(5.133)

÷òî õàðàêòåðíî èìåííî äëÿ ðåëÿòèâèñòñêîãî ãàçà ñî ñïåêòðîì ω = ck. Ïîëíîå (ñðåä-
íåå) ÷èñëî ôîòîíîâ ïðè äàííîé òåìïåðàòóðå åñòü:

N =
V

π2c3

∫ ∞

0

dω
ω2

e
~ω
T − 1

=
V T 3

π2c3~3

∫ ∞

0

dx
x2

ex − 1
≈ 0.244

(
T

~c

)3

V. (5.134)



Ãëàâà 6

ÊÎÍÄÅÍÑÈÐÎÂÀÍÍÛÅ
ÒÅËÀ

6.1 Òâåðäûå òåëà. Íèçêèå òåìïåðàòóðû.

Â êðèñòàëëàõ ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ àòîìû ñîâåðøàþò ìàëûå êîëåáàíèÿ âáëèçè
íåêîòîðûõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ, îáðàçóþùèõ êðèñòàëëè÷åñêóþ ðåøåòêó. Ôàêòè-
÷åñêè, òàêàÿ æå ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî è â àìîðôíûõ òâåðäûõ òåëàõ, ãäå ðàâíîâåñíûå
ïîçèöèè íåóïîðÿäî÷åíû â ïðîñòðàíñòâå 1.

Ïóñòü N � åñòü ÷èñëî ìîëåêóë (àòîìîâ), îáðàçóþùèõ òâåðäîå òåëî, ν � ÷èñëî
àòîìîâ â ìîëåêóëå (ν = 1, åñëè òåëî ñîñòîèò èç àòîìîâ). Òîãäà ïîëíîå ÷èñëî àòîìîâ
ðàâíî Nν. Èç îáùåãî ÷èñëà 3Nν ñòåïåíåé ñâîáîäû òðè ñîîòâåòñòâóþò ïîñòóïàòåëü-
íîìó è òðè âðàùàòåëüíîìó äâèæåíèþ òåëà êàê öåëîãî. Ïîýòîìó ÷èñëî êîëåáàòåëü-
íûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû åñòü 3Nν − 6. Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ÷èñëî 3Nν îãðîìíî, ìîæíî
ñïîêîéíî ïðåíåáðå÷ü ÷èñëîì 6 è ñ÷èòàòü ÷èñëî êîëåáàòåëüíûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû
ðàâíûì ïðîñòî 3Nν.

Íèæå ìû íå ó÷èòûâàåì âîâñå ýëåêòðîííûå ñòåïåíè ñâîáîäû, òàê ÷òî âåñü èçëàãà-
åìûé ìàòåðèàë îòíîñèòñÿ, ñòðîãî ãîâîðÿ, ê äèýëåêòðèêàì. Â ïðîñòåéøåì ïðèáëèæå-
íèè, â ìåòàëëàõ ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýëåêòðîííûå âêëàäû âî âñå òåðìîäèíàìè÷åñêèå
âåëè÷èíû ïðîñòî äîáàâëÿþòñÿ àääèòèâíî.

Ñ ìåõàíè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ñèñòåìó ñ 3Nν êîëåáàòåëüíûìè ñòåïåíÿìè ñâîáî-
äû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íàáîð 3Nν íåçàâèñèìûõ îñöèëëÿòîðîâ, êàæäûé èç
êîòîðûõ (â ãàðìîíè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè) ñîîòâåòñòâóåò îòäåëüíîìó íîðìàëüíîìó

êîëåáàíèþ [13]. Èç êâàíòîâîé ìåõàíèêè èçâåñòíî [7], ÷òî ýíåðãèÿ ãàðìîíè÷åñêîãî
îñöèëëÿòîðà èìååò âèä:

εn = ~ω
(
n+

1

2

)
(6.1)

ãäå ~ω � êîëåáàòåëüíûé êâàíò, n = 0, 1, 2... � êîëåáàòåëüíîå êâàíòîâîå ÷èñëî. Òîãäà
ñòàòñóììà îäíîãî îñöèëëÿòîðà îïðåäåëÿåòñÿ êàê:

Zosc =
∞∑
n=0

e−
~ω
T (n+1/2). (6.2)

1Áîëüøàÿ ÷àñòü ïîñëåäóþùåãî ìàòåðèàëà îñíîâàíà íà [1, 2].

105
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Áóäåì îòñ÷èòûâàòü ýíåðãèþ îñöèëëÿòîðà îò íàèáîëåå íèçêîãî (n = 0) êîëåáàòåëü-
íîãî óðîâíÿ, âêëþ÷èâ íóëåâóþ ýíåðãèþ â ïîñòîÿííóþ ε0, îïðåäåëÿþùóþ íà÷àëî
îòñ÷åòà ýíåðãèè. Òîãäà:

Zosc =
∞∑
n=0

e−
~ω
T n =

1

1− e−
~ω
T

, (6.3)

à ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ:

Fosc = T ln
(
1− e−

~ω
T

)
. (6.4)

Ñîîòâåòñòâåííî, ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ òâåðäîãî òåëà ìîæíî íàïèñàòü â âèäå:

F = Nε0 + T
∑
α

ln
(
1− e−

~ωα
T

)
, (6.5)

ãäå ñóììèðîâàíèå èäåò ïî âñåì 3Nν íîðìàëüíûì êîëåáàíèÿì, êîòîðûå íóìåðóþòñÿ
èíäåêñîì α. Çäåñü Nε0 � ýíåðãèÿ íóëåâûõ êîëåáàíèé, êîòîðàÿ, î÷åâèäíî, ïðîïîð-
öèîíàëüíà ÷èñëó ìîëåêóë òåëà, à ε0 � ýíåðãèÿ, îòíåñåííàÿ ê îäíîé ìîëåêóëå ïðè
T = 0.

Ðàññìîòðèì ïðåäåëüíûé ñëó÷àé íèçêèõ òåìïåðàòóð. Ïðè ìàëûõ T â ñóììå ïî α
èãðàþò ðîëü ëèøü ÷ëåíû ñ ìàëûìè ÷àñòîòàìè ~ω ∼ T . Êîëåáàíèÿ ìàëûõ ÷àñòîò â
òâåðäîì òåëå � ýòî îáû÷íûå çâóêîâûå âîëíû. Äëèíà çâóêîâîé âîëíû λ = u/ω, ãäå u �
ñêîðîñòü çâóêà. Äëÿ çâóêîâûõ âîëí äëèíà âîëíû âåëèêà ïî ñðàâíåíèþ ñ ïîñòîÿííîé
ðåøåòêè êðèñòàëëà (èëè ñðåäíèì ìåæàòîìíûì ðàññòîÿíèåì â àìîðôíîì òâåðäîì
òåëå): λ ≫ a. Ñîîòâåòñòâåííî, èõ ÷àñòîòû ω ≪ u/a. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ìîæíî áûëî
ðàññìàòðèâàòü ñóùåñòâåííûå äëÿ íàñ êîëåáàíèÿ êàê çâóêîâûå âîëíû, òåìïåðàòóðà
ñèñòåìû äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ:

T ≪ ~
u

a
. (6.6)

Ïóñòü òåëî èçîòðîïíî (ýòî âåðíî äëÿ àìîðôíûõ òåë). Òîãäà â íåì ìîãóò ðàñïðî-
ñòðàíÿòüñÿ ïðîäîëüíûå (ñêîðîñòü ul) è ïîïåðå÷íûå (ñêîðîñòü ut) çâóêîâûå âîëíû.
Ïðè ýòîì äëÿ èõ ÷àñòîò èìååì:

ω = ulk è ω = utk (6.7)

ãäå k = |k| � ìîäóëü âîëíîâîãî âåêòîðà.
×èñëî ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé â ñïåêòðå çâóêîâûõ âîëí ñ àáñîëþòíîé âåëè÷èíîé

âîëíîâîãî âåêòîðà â èíòåðâàëå k, k + dk è ñ äàííîé ïîëÿðèçàöèåé ðàâíî:

V
4πk2dk

(2π)3
. (6.8)

Ïîëàãàÿ äëÿ ïðîäîëüíîé ïîëÿðèçàöèè k = ω/ul, à äëÿ äâóõ ïîïåðå÷íûõ � k = ω/ut,
íàõîäèì, ÷òî â èíòåðâàëå ÷àñòîò ω, ω + dω èìååòñÿ ñëåäóþùåå ÷èñëî êîëåáàíèé:

V
ω2dω

2π2

(
1

u3l
+

2

u3t

)
. (6.9)

Ââåäåì íåêîòîðóþ ñðåäíþþ ñêîðîñòü çâóêà u ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî ñîîòíîøåíèÿ:

3

u3
=

2

u3t
+

1

u3l
(6.10)
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Òîãäà (6.9) çàïèøåòñÿ â âèäå:

V
3ω2dω

2π2u3
. (6.11)

Â òàêîì âèäå ýòî âûðàæåíèå ïðèìåíèìî íå òîëüêî ê àìîðôíûì òåëàì, íî è ê êðè-
ñòàëëàì, åñëè ïîä u ïîíèìàòü îïðåäåëåííûì îáðàçîì óñðåäíåííóþ ñêîðîñòü çâóêà
â êðèñòàëëå äàííîé ñèììåòðèè. Òîãäà, ïåðåõîäÿ ñ ïîìîùüþ (6.11) îò ñóììèðîâàíèÿ
ïî α â (6.5) ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî ω, ïîëó÷èì:

F = Nε0 +
3V T

2π2u3

∫ ∞

0

dωω2 ln
(
1− e−

~ω
T

)
(6.12)

ãäå èíòåãðèðîâàíèå ìîæíî âåñòè äî áåñêîíå÷íîñòè ââèäó áûñòðîé ñõîäèìîñòè èí-
òåãðàëà ïðè ìàëûõ T . Îòâëåêàÿñü îò âêëàäà Nε0, âèäèì, ÷òî ýòî âûðàæåíèå îòëè-
÷àåòñÿ îò âûðàæåíèÿ (5.125) äëÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè ôîòîííîãî ãàçà ëèøü çàìåíîé
ñêîðîñòè ñâåòà c íà ñêîðîñòü çâóêà è ìíîæèòåëåì 3/2, ñâÿçàííûì ñ òåì, ÷òî ó çâó-
êà òðè ïîëÿðèçàöèè, à ó ôîòîíîâ � äâå. Ñîáñòâåííî, ãîâîðÿ, óæå ñåé÷àñ ÿñíî, ÷òî
ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî òåðìîäèíàìèêà òâåðäîãî òåëà îïðåäåëÿåòñÿ êâàíòàìè çâóêîâûõ
êîëåáàíèé � ôîíîíàìè. Çäåñü ìû âïåðâûå ñòàëêèâàåìñÿ ñ ñèòóàöèåé, êîãäà îïèñà-
íèå ìíîãî÷àñòè÷íîé ñèñòåìû (âçàèìîäåéñòâóþùèõ!) àòîìîâ (ìîëåêóë) îêàçûâàåòñÿ
âîçìîæíûì ñâåñòè ê ìîäåëè èäåàëüíîãî ãàçà êâàçè÷àñòèö.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ïðîñòî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïîëó÷åííûìè âûøå ôîðìóëàìè
äëÿ ôîòîííîãî ãàçà ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè çàìåíàìè. Ìû, îäíàêî, ïîâòîðèì âû÷èñëå-
íèÿ â ÿâíîì âèäå. Îïÿòü ââîäèì áåçðàçìåðíóþ ïåðåìåííóþ x = ~ω/T è èíòåãðèðóÿ
(6.12) ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷àåì:

F = Nε0 − V
T 4

2π2~3u3

∫ ∞

0

dx
x3

ex − 1
= Nε0 − V

π2T 4

30(~u)3
. (6.13)

Ýíòðîïèÿ ñèñòåìû åñòü:

S = −∂F
∂T

= V
2π2T 3

15(~u)3
. (6.14)

Ýíåðãèÿ E = F + TS:

E = Nε0 + V
π2T 4

10(~u)3
. (6.15)

Òåïëîåìêîñòü òâåðäîãî òåëà, â ýòîì ïðèáëèæåíèè (íèçêèå òåìïåðàòóðû!), îêàçûâà-
åòñÿ ðàâíîé:

C =

(
∂E

∂T

)
=

2π2

5(~u)3
V T 3 ∼ T 3. (6.16)

Òåïëîåìêîñòè Cp è Cv çäåñü ìîæíî íå ðàçëè÷àòü, ïîñêîëüêó ïðè íèçêèõ òåìïåðà-
òóðàõ èõ ðàçíîñòü Cp − Cv ∼ T 7, ò.å. ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíîé áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà
ìàëîñòè, ÷åì ñàìà òåïëîåìêîñòü [1, 2].

6.2 Òâåðäûå òåëà. Âûñîêèå òåìïåðàòóðû.

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ îáðàòíîãî ïðåäåëüíîãî ñëó÷àÿ âûñîêèõ òåìïåðàòóð T ≫
~u/a. Òîãäà ìîæåì çàïèñàòü:

1− e−
~ωα
T ≈ ~ωα

T
(6.17)
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òàê ÷òî èç (6.5) èìååì:

F = Nε0 + T
∑
α

ln
~ωα
T

= Nε0 − 3NνT lnT + 3NνT ln ~ < ω > (6.18)

ãäå ââåëè ñðåäíåëîãàðèôìè÷åñêóþ ÷àñòîòó êîëåáàíèé (ôîíîíîâ) < ω > êàê:

ln < ω >=
1

3Nν

∑
α

lnωα (6.19)

Èç (6.18) íàõîäèì ýíåðãèþ òåëà E = F − T ∂F
∂T :

E = Nε0 + 3NνT. (6.20)

Ñëó÷àé âûñîêèõ òåìïåðàòóð ñîîòâåòñòâóåò êëàññè÷åñêîìó ðàññìîòðåíèþ êîëåáàíèé
àòîìîâ, òàê ÷òî (6.20) ñîãëàñóåòñÿ ñ çàêîíîì ðàâíîðàñïðåäåëåíèÿ � íà êàæäóþ èç
3Nν êîëåáàòåëüíûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû ïðèõîäèòñÿ ýíåðãèÿ T . Äëÿ òåïëîåìêîñòè èìå-
åì:

C = Nc = 3Nν, (6.21)

ãäå c = 3ν � òåïëîåìêîñòü íà îäíó ìîëåêóëó2. Òàêèì îáðàçîì, ïðè äîñòàòî÷íî âûñî-
êèõ òåìïåðàòóðàõ òåïëîåìêîñòü òâåðäûõ òåë ïîñòîÿííà è çàâèñèò òîëüêî îò ÷èñëà
àòîìîâ â òåëå. Â ÷àñòíîñòè îäèíàêîâà è ðàâíà 3 (â îáû÷íûõ åäèíèöàõ 3kB) àòîìíàÿ
òåïëîåìêîñòü ëþáûõ ýëåìåíòîâ (ν = 1) � çàêîí Äþëîíãà � Ïòè. Ïðè íîðìàëüíûõ
òåìïåðàòóðàõ ýòîò çàêîí íåïëîõî ïîäòâåðæäàåòñÿ íà ýêñïåðèìåíòå3.

Èñïîëüçóÿ (6.21) çàïèøåì ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ è ýíåðãèþ òåëà â âèäå:

F = Nε0 −NcT lnT +NcT ln ~ < ω > (6.22)

E = Nε0 +NcT. (6.23)

Ýíòðîïèÿ òåëà ðàâíà:

S = −∂F
∂T

= Nc lnT −Nc ln
~ < ω >

e
(6.24)

Ðàçóìååòñÿ, ôîðìóëó (6.18) ìîæíî âûâåñòè è íåïîñðåäñòâåííî èç êëàññè÷åñêîé
ñòàòèñòèêè, èñõîäÿ èç âûðàæåíèÿ:

F = −T ln

∫
dΓe−

E(p,q)
T . (6.25)

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà:

E(p, q) =
1

2

∑
α

(p2α + ω2
αq

2
α) (6.26)

è ó÷èòûâàÿ, ÷òî dΓ = 1
(2π~)3Nν

∏
α dpαdqα, âèäèì, ÷òî èíòåãðàë ðàçáèâàåòñÿ íà ïðî-

èçâåäåíèå 3Nν îäèíàêîâûõ èíòåãðàëîâ âèäà:∫ ∞

−∞
dpα

∫ ∞

−∞
dqα exp

(
−p

2
α + ω2

αq
2
α

2T

)
=

2πT

ωα
(6.27)

2Ñíîâà ïèøåì ïðîñòî C, ïîñêîëüêó ó òâåðäûõ òåë ðàçíèöà ìåæäó Cp è Cv íåçíà÷èòåëüíà [1, 2]
3Äëÿ ñëîæíûõ ñîåäèíåíèé (ν > 1) çàêîí Äþëîíãà � Ïòè ïðàêòè÷åñêè íå äîñòèãàåòñÿ � ïëàâëåíèå

âåùåñòâ èëè èõ ðàçëîæåíèå íàñòóïàåò ðàíüøå.
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è, â èòîãå, ïîëó÷àåì (6.18). Çàìåòèì, ÷òî èíòåãðèðîâàíèå çäåñü ìîæíî âåñòè â áåñ-
êîíå÷íûõ ïðåäåëàõ ââèäó áûñòðîé ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà, õîòÿ ôèçè÷åñêè àòîìû ñî-
âåðøàþò ìàëûå êîëåáàíèÿ â îêðåñòíîñòè óçëà ðåøåòêè. Ñîîòâåòñòâåííî, âñå îáëàñòè
èíòåãðèðîâàíèÿ îòâå÷àþò, ôàêòè÷åñêè, ôèçè÷åñêè ðàçëè÷íûì ìèêðîñîñòîÿíèÿì è
íèêàêîãî äîïîëíèòåëüíîãî ìíîæèòåëÿ òèïà N ! â îïðåäåëåíèå ôàçîâîãî îáúåìà ââî-
äèòü íå íàäî.

6.3 Ôîðìóëà Äåáàÿ.

Äåáàé ïðåäëîæèë î÷åíü õîðîøóþ èíòåðïîëÿöèîííóþ ôîðìóëó äëÿ òåïëîåìêîñòè
òâåðäûõ òåë, ïðèãîäíóþ äëÿ ëþáûõ òåìïåðàòóð. Áóäåì èñõîäèòü èç ìîäåëè, â êîòî-
ðîé âñå êîëåáàòåëüíûå ÷àñòîòû òâåðäîãî òåëà ðàñïðåäåëåíû ïî çàêîíó (6.11), õîòÿ,
íà ñàìîì äåëå, ýòî âûðàæåíèå ñïðàâåäëèâî òîëüêî äëÿ ìàëûõ ÷àñòîò. Ñïåêòð ÷àñòîò
íóæíî îãðàíè÷èòü ñâåðõó, ïîñêîëüêó ÷àñòîòà êîëåáàíèé â òâåðäîì òåëå íå ìîæåò
ïðåâûøàòü íåêîòîðóþ ïðåäåëüíóþ ÷àñòîòó, êîòîðóþ ìîæíî îïðåäåëèòü èç óñëîâèÿ
ðàâåíñòâà ïîëíîãî ÷èñëà êîëåáàíèé ïîëíîìó ÷èñëó êîëåáàòåëüíûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû
3Nν:

3V

2π2u3

∫ ωD

0

dωω2 =
V ω3

D

2π2u3
= 3Nν (6.28)

òàê ÷òî ÷àñòîòà Äåáàÿ ωD ðàâíà4:

ωD = u

(
6π2Nν

V

)1/3

∼ u/a (6.29)

Ñîîòâåòñòâåííî, ðàñïðåäåëåíèå ÷àñòîò, èëè ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé ôîíîíîâ, â ìîäåëè
Äåáàÿ èìååò âèä:

ρ(ω) =

{
9Nν ω

2

ω3
D

ïðè ω ≤ ωD

0 ïðè ω > ωD
(6.30)

ãäå ìû âûðàçèëè u ÷åðåç ωD ñ ïîìîùüþ (6.29).
Ðàçóìååòñÿ, ñî âðåìåí Äåáàÿ â ôèçèêå òâåðäîãî òåëà äîñòèãíóò áîëüøîé ïðî-

ãðåññ, è ðåàëüíàÿ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé ôîíîíîâ â òâåðäûõ òåëàõ ñåé÷àñ èçìåðÿåòñÿ
ýêñïåðèìåíòàëüíî, íàïðèìåð, â ýêñïåðèìåíòàõ ïî íåóïðóãîìó ðàññåÿíèþ íåéòðî-
íîâ. Ïðè ýòîì, â îáëàñòè ìàëûõ ÷àñòîò îíà, åñòåñòâåííî, âñåãäà èìååò äåáàåâñêóþ
çàâèñèìîñòü ∼ ω2, íî ïðè ïîâûøåíèè ÷àñòîòû ìîæåò ñòàòü äîñòàòî÷íî ñëîæíîé (ñì.
íàïðèìåð Ðèñ.6-1.). Ïðåäåëüíàÿ ÷àñòîòà, êîíå÷íî, ñóùåñòâóåò âñåãäà, íî (6.29) îïðå-
äåëÿåò åå òîëüêî ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû. Òåì íå ìåíåå, ìîäåëü Äåáàÿ, â áîëüøèíñòâå
ñëó÷àåâ, äàåò î÷åíü íåïëîõîå îïèñàíèå òåïëîåìêîñòè òâåðäûõ òåë. Äåáàåâñêàÿ ÷àñòî-
òà ïðè ýòîì ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïîäãîíî÷íûé ïàðàìåòð � õàðàêòåðèñòèêà äàííîãî
òâåðäîãî òåëà, îïðåäåëÿåìûé èý ýêñïåðèìåíòà.

Ïåðåõîäÿ ñíîâà â (6.12) îò ñóììèðîâàíèÿ ê èíòåãðèðîâàíèþ, ïîëó÷èì ñâîáîäíóþ
ýíåðãèþ òâåðäîãî òåëà â âèäå:

F = Nε0 + T
9Nν

ω3
D

∫ ωD

0

dωω2 ln
(
1− e−

~ω
T

)
(6.31)

4Ñóùåñòâîâàíèå òàêîé ïðåäåëüíîé ÷àñòîòû, ïî ñóòè äåëà, è îòëè÷àåò çàäà÷ó î ñòàòèñòèêå ôî-
íîíîâ îò ñòàòèñòèêè ôîòîíîâ, äëÿ êîòîðûõ íèêàêîé ïðåäåëüíîé ÷àñòîòû íå ñóùåñòâóåò. Ýëåêòðî-
ìàãíèòíîå ïîëå � ñèñòåìà ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû è â ïðîñòðàíñòâå � âðåìåíè
Ìèíêîâñêîãî íå ñóùåñòâóåò íèêàêîé ìèíèìàëüíîé äëèíû òèïà ïàðàìåòðà ðåøåòêè a.
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Ðèñ. 6.1: Ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé ôîíîíîâ â ìåäè. Ñïëîøíàÿ êðèâàÿ ïîñòðîåíà ïî ðå-
çóëüòàòàì ýêñïåðèìåíòîâ ïî íåóïðóãîìó ðàññåÿíèþ íåéòðîíîâ. Øòðèõîâàÿ êðèâàÿ
ñîîòâåòñòâóåò ìîäåëè Äåáàÿ è ïðîâåäåíà òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïëîùàäè ïîä ýòèìè
äâóìÿ êðèâûìè îäèíàêîâû. Òåìïåðàòóðà Äåáàÿ θD = 340K.

Ââåäåì òåïåðü åùå äåáàåâñêóþ òåìïåðàòóðó:

θD = ~ωD (6.32)

Òîãäà:

F = Nε0 + 9NνT

(
T

θD

)3 ∫ θD/T

0

dzz2 ln
(
1− e−z

)
(6.33)

ãäå ââåëè áåçðàçìåðíóþ ïåðåìåííóþ z = ~ω
T . Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì è ââîäÿ ôóíê-

öèþ Äåáàÿ:

D(x) =
3

x3

∫ x

0

dz
z3

ez − 1
(6.34)

ìîæíî çàïèñàòü (6.33) â âèäå:

F = Nε0 +NνT

{
3 ln

(
1− e−

θD
T

)
−D

(
θD
T

)}
. (6.35)

Òîãäà ýíåðãèÿ E = F − T ∂F
∂T åñòü:

E = Nε0 + 3NνTD

(
θD
T

)
(6.36)

à òåïëîåìêîñòü:

C = 3Nν

{
D

(
θD
T

)
− θD

T
D′
(
θD
T

)}
(6.37)
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Ðèñ. 6.2: Òåìïåðàòóðíàÿ çàâèñèìîñòü òåïëîåìêîñòè â ìîäåëè Äåáàÿ.

Íà Ðèñ.6-2 ïðèâåäåí ãðàôèê çàâèñèìîñòè C
3Nν îò T

θD
.

Ïðè T ≪ θD àðãóìåíò ôóíêöèè Äåáàÿ âåëèê θD
T ≫ 1 è ìîæíî çàìåíèòü âåðõíèé

ïðåäåë èíòåãðàëà íà áåñêîíå÷íîñòü, òîãäà èíòåãðàë ðàâåí π4

15 , òàê ÷òî

D(x) ≈ π4

5x3
. (6.38)

Òîãäà èç (6.37) ïîëó÷èì:

C ≈ 12Nνπ4

5

(
T

θD

)3

(6.39)

÷òî ñîâïàäàåò ñ (6.16).
Ïðè T ≫ θD àðãóìåíò ôóíêöèè Äåáàÿ ìàë (x≪ 1), òàê ÷òî â ïåðâîì ïðèáëèæå-

íèè D(x) ≈ 1 è (6.37) äàåò C = 3Nν, ò.å. çàêîí Äþëîíãà � Ïòè.
Çàìåòèì, ÷òî ôàêòè÷åñêèé âèä ôóíêöèè Äåáàÿ D(x) òàêîâ, ÷òî êðèòåðèåì ïðè-

ìåíèìîñòè ïðåäåëüíûõ âûðàæåíèé äëÿ òåïëîåìêîñòè ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíàÿ âå-
ëè÷èíà T è θD/4 � òåïëîåìêîñòü ïðèìåðíî ïîñòîÿííà ïðè T ≫ θD/4 è ∼ T 3 ïðè
T ≪ θD/4. Â ìåòàëëàõ, â îáëàñòè íèçêèõ òåìïåðàòóð T ≪ θD/4 íà÷èíàåò ïðîÿâ-
ëÿòüñÿ ëèíåéíûé ïî T âêëàä â òåïëîåìêîñòü îò ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ (5.70), êî-
òîðûé äîñòàòî÷íî ìàë ïî âåëè÷èíå è áûñòðî �ìàñêèðóåòñÿ� ðåøåòî÷íûì âêëàäîì
ïðè âûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ. Äëÿ åãî âûäåëåíèÿ óäîáíî ñòðîèòü ýêñïåðèìåíòàëüíóþ
çàâèñèìîñòü òåïëîåìêîñòè ìåòàëëîâ îò òåìïåðàòóðû â îáëàñòè íèçêèõ òåìïåðàòóð â
êîîðäèíàòàõ C/T, T 2. Ïîñêîëüêó â ìåòàëëå ïðè ýòîì C = γT +βT 3, òî C

T = γ+βT 2,
è ïî âåëè÷èíå C/T ïðè T → 0 ëåãêî îïðåäåëèòü êîýôôèöèåíò γ, êîòîðûé, ôàêòè÷å-
ñêè, äàåò, ñîãëàñíî, (5.70) âåëè÷èíó ïëîòíîñòè ýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé ìåòàëëà íà
óðîâíå Ôåðìè 5.

5Çàìåòèì, ÷òî â àìîðôíûõ ñòåêëàõ, äàæå äèýëåêòðè÷åñêèõ, òàêæå ÷àñòî íàáëþäàåòñÿ ëèíåéíûé
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Òàáëèöà 6.1: Òåìïåðàòóðû Äåáàÿ íåêîòîðûõ âåùåñòâ (K).
Pb Na KBr Ag NaCl Ga Cu Al Mo SiO2 Si LiF
105 158 180 225 280 320 340 430 450 470 645 732

Â Òàáëèöå 6-1 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ òåìïåðàòóðû Äåáàÿ, íàéäåííûå èç èçìåðåíèé
òåïëîåìêîñòè ðåàëüíûõ òâåðäûõ òåë. Åñëè èñêëþ÷èòü ðÿä îñîáûõ ñëó÷àåâ, òèïà àë-
ìàçà, ó êîòîðîãî θD ∼ 2000K, òåìïåðàòóðû Äåáàÿ áîëüøèíñòâà òâåðäûõ òåë ëåæàò
â èíòåðâàëå 102K.

6.4 Êâàíòîâàÿ æèäêîñòü. Ñïåêòð áîçåâñêîãî òèïà.

Â îòëè÷èå îò ãàçîâ è òâåðäûõ òåë äëÿ æèäêîñòåé âû÷èñëåíèå òåðìîäèíàìè÷åñêèõ
âåëè÷èí â îáùåì âèäå ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî ââèäó ñèëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ
ìåæäó àòîìàìè è ìîëåêóëàìè è îòñóòñòâèÿ ìàëîñòè êîëåáàíèé, õàðàêòåðíîé äëÿ
òâåðäûõ òåë. Îäíàêî, îáùåå òåîðåòè÷åñêîå ðàññìîòðåíèå îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì
äëÿ òàê íàçûâàåìûõ êâàíòîâûõ æèäêîñòåé, íàõîäÿùèõñÿ âáëèçè âáëèçè àáñîëþòíî-
ãî íóëÿ òåìïåðàòóðû, êîãäà ñèñòåìà íàõîäèòñÿ âáëèçè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ. Ôàêòè-
÷åñêè â ïðèðîäå ñóùåñòâóåò òîëüêî îäíà ðåàëüíàÿ æèäêîñòü, êîòîðàÿ íå êðèñòàë-
ëèçóåòñÿ âïëîòü äî àáñîëþòíîãî íóëÿ � ýòî ãåëèé. Âàæíåéøèì ïðèìåðîì êâàíòîâîé
æèäêîñòè ÿâëÿþòñÿ ýëåêòðîíû ïðîâîäèìîñòè â ìåòàëëàõ. Ñóùåñòâóåò åùå ðÿä ïðè-
ìåðîâ áîëåå ýêçîòè÷åñêîãî õàðàêòåðà, íàïðèìåð íóêëîíû â àòîìíîì ÿäðå, âåùåñòâî
â íåéòðîííûõ çâåçäàõ è ò.ï. Ìíîãèå ñâîéñòâà ýòèõ ñèñòåì î÷åíü íåîáû÷íû, â íèõ,
íàïðèìåð, íàáëþäàþòñÿ òàêèå çàìå÷àòåëüíûå ÿâëåíèÿ êàê ñâåðõòåêó÷åñòü è ñâåðõ-
ïðîâîäèìîñòü. Â öåëîì, òåîðèÿ êâàíòîâûõ æèäêîñòåé ïðåäñòàâëÿåò ïðèíöèïèàëü-
íûé èíòåðåñ è ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç öåíòðàëüíûõ ðàçäåëîâ ñîâðåìåííîé òåîðèè ñèñòåì
ìíîãèõ ÷àñòèö.

Ìû âèäåëè, ÷òî âû÷èñëåíèå òåðìîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí òðåáóåò çíàíèÿ ñïåêòðà
óðîâíåé ýíåðãèè äàííîãî òåëà. Â ñëó÷àå ñèñòåì ñèëüíî âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö,
òàêèõ êàê êâàíòîâûå æèäêîñòè, ðå÷ü ìîæåò èäòè òîëüêî îá óðîâíÿõ, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ âñåé æèäêîñòè â öåëîì, à îòíþäü íå ñîñòàâëÿþùèõ åå îòäåëüíûõ àòîìîâ. Ïðè
âû÷èñëåíèè ñòàòñóììû ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ äîñòàòî÷íî ó÷åñòü ëèøü óðîâíè,
ñîîòâåòñòâóþùèå ñëàáûì âîçáóæäåíèÿì ñèñòåìû íàä åå îñíîâíûì ñîñòîÿíèåì, ÷òî
ñóùåñòâåííî óïðîùàåò òåîðåòè÷åñêîå ðàññìîòðåíèå.

Îñíîâíàÿ èäåÿ Ëàíäàó ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñëàáî âîçáóæäåííûå ñîñòîÿíèÿ ìàêðî-
ñêîïè÷åñêîãî òåëà (â äàííîì ñëó÷àå æèäêîñòè) ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñîâîêóïíîñòü
îòäåëüíûõ ýëåìåíòàðíûõ âîçáóæäåíèé � êâàçè÷àñòèö, îáëàäàþùèõ îïðåäåëåííîé
ýíåðãèåé (ñïåêòðîì âîçáóæäåíèé). Â ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíîé ñèñòåìå (æèä-
êîñòü) êâàíòîâûì ÷èñëîì, õàðàêòåðèçóþùèì ýòè âîçáóæäåíèÿ åñòåñòâåííî ìîæíî
ñ÷èòàòü èìïóëüñ (â êðèñòàëëå � êâàçèèìïóëüñ). Ïîêà êâàçè÷àñòèö ìàëî (íèçêèå
òåìïåðàòóðû) êâàçè÷àñòèöû íå âçàèìîäåéñòâóþò äðóã ñ äðóãîì è èõ ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü, â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè, êàê èäåàëüíûé ãàç6.

ïî òåìïåðàòóðå âêëàä â òåïëîåìêîñòü, ñâÿçàííûé ñ âêëàäîì òàê íàçûâàåìûõ òóííåëüíûõ ñîñòîÿíèé
(äâóõóðîâíåâûõ ñèñòåì). Îäíàêî ðàññìîòðåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ âîïðîñîâ âûõîäèò çà ïðåäåëû
íàøèõ ëåêöèé.

6Ïîä÷åðêíåì, ÷òî èäåÿ ââåäåíèÿ êâàçè÷àñòèö àáñîëþòíî íåòðèâèàëüíà. Îêîí÷àòåëüíîå òåîðåòè-
÷åñêîå îôîðìëåíèå îíà ïîëó÷èëà â ðàìêàõ ñîâðåìåííîé òåîðèè ñèñòåì ìíîãèõ ÷àñòèö, îñíîâàííîé
íà ìåòîäå ôóíêöèé Ãðèíà (ñì. íèæå Ãë.11). Òîëüêî â ðàìêàõ òàêîãî ïîäõîäà ìîæíî ñôîðìóëèðî-
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Îäèí èç âîçìîæíûõ òèïîâ ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà ñëàáî âîçáóæäåííûõ ñîñòî-
ÿíèé êâàíòîâîé æèäêîñòè - ñïåêòð áîçåâñêîãî òèïà, êîãäà ýëåìåíòàðíûå âîçáóæäå-
íèÿ ìîãóò ïîÿâëÿòüñÿ è èñ÷åçàòü ïîîäèíî÷êå. Ìîìåíò èìïóëüñà ëþáîé êâàíòîâîé
ñèñòåìû (â äàííîì ñëó÷àå æèäêîñòè) ìîæåò èçìåíÿòüñÿ ëèøü íà öåëîå ÷èñëî. Ïî-
ýòîìó âîçíèêàþùèå ïîîäèíî÷êå ýëåìåíòàðíûå âîçáóæäåíèÿ äîëæíû îáëàäàòü öå-
ëî÷èñëåííûì ìîìåíòîì è ïîä÷èíÿòüñÿ ñòàòèñòèêå Áîçå. Æèäêîñòü, ñîñòîÿùàÿ èç
÷àñòèö, ïîä÷èíÿþùèõñÿ ñòàòèñòèêå Áîçå, äîëæíà îáëàäàòü ñïåêòðîì èìåííî òàêîãî
òèïà. Ïðèìåð áîçå-æèäêîñòè � æèäêèé He4 (íî íå He3, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ôåðìè-
æèäêîñòüþ).

Âàæíåéøåé õàðàêòåðèñòèêîé êâàçè÷àñòèö ÿâëÿåòñÿ èõ çàêîí äèñïåðñèè (ñïåêòð)
� çàâèñèìîñòü èõ ýíåðãèè îò èìïóëüñà. Â áîçå-æèäêîñòè ýëåìåíòàðíûå âîçáóæäåíèÿ
ñ ìàëûìè èìïóëüñàìè p (áîëüøèìè äëèíàìè âîëí ~/p) ñîîòâåòñòâóþò îáû÷íûì
çâóêîâûì âîëíàì â æèäêîñòè è èõ ñïåêòð:

ε(p) = up (6.40)

ãäå u � ñêîðîñòü çâóêà â æèäêîñòè. Òàêèå ýëåìåíòàðíûå âîçáóæäåíèÿ (êâàçè÷àñòè-
öû) íàçûâàþòñÿ ôîíîíàìè. Çíàíèå ñïåêòðà ε(p) ïðè ìàëûõ p ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü
òåðìîäèíàìè÷åñêèå âåëè÷èíû æèäêîñòè äëÿ ñòîëü íèçêèõ T , êîãäà ïðàêòè÷åñêè âñå
ýëåìåíòàðíûå âîçáóæäåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ôîíîíàìè. Ñîîòâåòñòâóþùèå ôîðìóëû ìîæíî
âûïèñàòü ñðàçó, âîñïîëüçîâàâøèñü ïîëó÷åííûìè âûøå âûðàæåíèÿìè äëÿ òåðìîäè-
íàìè÷åñêèõ âåëè÷èí òâåðäîãî òåëà ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ. Ðàçíèöà ëèøü â òîì,
÷òî âìåñòî òðåõ íåçàâèñèìûõ ïîëÿðèçàöèé çâóêà â òâåðäîì òåëå (äâóõ ïîïåðå÷íûõ
è îäíîé ïðîäîëüíîé), â æèäêîñòè âîçìîæíî òîëüêî îäíà (ïðîäîëüíàÿ), òàê ÷òî âñå
âûðàæåíèÿ íóæíî ðàçäåëèòü íà 3. Íàïðèìåð, äëÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè æèäêîñòè èç
(6.13) èìååì:

F = F0 − V
π2T 4

90(~u)3
(6.41)

ãäå F0 � ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ æèäêîñòè ïðè T = 0. Ýíåðãèÿ æèäêîñòè:

E = E0 + V
π2T 4

30(~u)3
(6.42)

à òåïëîåìêîñòü:

C = V
2π2T 3

15(~u)3
∼ T 3 (6.43)

Ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ èìïóëüñà êâàçè÷àñòèöû çàâèñèìîñòü ε(p), êîíå÷íî, îòêëîíÿ-
åòñÿ îò ëèíåéíîé, äàëüíåéøèé åå õîä çàâèñèò îò âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö æèäêîñòè è
íå ìîæåò áûòü îïðåäåëåí â îáùåì âèäå. Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ èìïóëüñàõ ôóíê-
öèÿ ε(p) âîîáùå íå äîëæíà ñóùåñòâîâàòü, ïîñêîëüêó ýëåìåíòàðíûå âîçáóæäåíèÿ ñ
áîëüøèìè èìïóëüñàìè íåóñòîé÷èâû îòíîñèòåëüíî ðàñïàäà íà íåñêîëüêî âîçáóæäå-
íèé ñ ìåíüøèì èìïóëüñîì.

Èñõîäÿ èç àíàëèçà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ïî æèäêîìó He4 Ëàíäàó ïîñòó-
ëèðîâàë âèä ñïåêòðà ýëåìåíòàðíûõ âîçáóæäåíèé â ýòîé ñèñòåìå, ïîêàçàííûé íà
Ðèñ.6-3. Â ýòîì ñïåêòðå èìååòñÿ õàðàêòåðíûé ìèíèìóì ïðè p = p0, âáëèçè êîòîðîãî

âàòü êðèòåðèè ñóùåñòâîâàíèÿ êâàçè÷àñòèö â òîé èëè èíîé ñèñòåìå. Ñóùåñòâóþò ñèòóàöèè (ñèëü-
íî êîððåëèðîâàííûå ñèñòåìû), êîãäà êâàçè÷àñòèöû ââåñòè íåëüçÿ è òðåáóåòñÿ ñóùåñòâåííî áîëåå
ñëîæíîå îïèñàíèå.
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Ðèñ. 6.3: Ñïåêòð ýëåìåíòàðíûõ âîçáóæäåíèé æèäêîãî He4. Òî÷êè � ýêñïåðèìåíò ïî
íåóïðóãîìó ðàññåÿíèþ íåéòðîíîâ.

ôóíêöèÿ ε(p) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå:

ε(p) = ∆+
(p− p0)

2

2µ̃
(6.44)

Êâàçè÷àñòèöû â ýòîé ÷àñòè ñïåêòðà íàçûâàþòñÿ ðîòîíàìè7. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ýòîò
ñïåêòð ïîäòâåðæäåí ïðÿìûìè ýêñïåðèìåíòàìè ïî íåóïðóãîìó ðàññåÿíèþ íåéòðîíîâ.
Ýìïèðè÷åñêèå çíà÷åíèÿ êîíñòàíò íà ðîòîííîì ó÷àñòêå:

∆ = 8.5K;
p0
~

= 1.9 108cm−1; µ̃ = 0.16mHe (6.45)

Çàìåòèì, ÷òî p0 ∼ ~a−1, ãäå a � ñðåäíåå ìåæàòîìíîå ðàññòîÿíèå â æèäêîñòè.
Ïîñêîëüêó ýíåðãèÿ ðîòîíà ñîäåðæèò �ùåëü� ∆, òî â îáëàñòè òåìïåðàòóð T < ∆,

ò.å. ïðè òåìïåðàòóðàõ äîñòàòî÷íî íèçêèõ, ÷òîáû ìîæíî áûëî ãîâîðèòü î ðàçðåæåí-
íîì ðîòîííîì ãàçå, ïîñëåäíèé ìîæíî îïèñûâàòü âìåñòî ñòàòèñòèêè Áîçå ðàñïðå-
äåëåíèåì Áîëüöìàíà. Ñîîòâåòñòâåííî äëÿ âû÷èñëåíèÿ �ðîòîííîé� ÷àñòè òåðìîäè-
íàìè÷åñêèõ âåëè÷èí He4 ìîæíî èñõîäèòü èç (3.41), ïîäñòàâèâ â êîòîðîå ñïåêòð
êâàçè÷àñòèö ε(p), íå çàâèñÿùèé îò êîîðäèíàò, íåìåäëåííî íàïèøåì:

F = −NT ln
eV

N

∫
d3p

(2π~)3
e−

ε(p)
T (6.46)

×èñëî ÷àñòèö N â ãàçå ðîòîíîâ íå çàäàíî, à ñàìî îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì ìèíèìóìà
F . Èç ∂F

∂N = µ = 0 íàõîäèì äëÿ ÷èñëà ðîòîíîâ:

Nr =
V

(2π~)3

∫
d3pe−

ε(p)
T (6.47)

7Ýòî íàçâàíèå èìååò ÷èñòî èñòîðè÷åñêîå ïðîèñõîæäåíèå. Â ðàííèõ ðàáîòàõ Ëàíäàó ïîñòóëèðî-
âàë ñóùåñòâîâàíèå äâóõ îòäåëüíûõ òèïîâ êâàçè÷àñòèö â He4 � ôîíîíîâ è ðîòîíîâ, ò.å. ñóùåñòâî-
âàíèå äâóõ íåçàâèñèìûõ âåòâåé ñïåêòðà. Â ïîñëåäñòâèè âûÿñíèëîñü, ÷òî èìååòñÿ åäèíûé ñïåêòð,
â êîòîðîì ìîæíî âûäåëèòü ôîíîííûé è ðîòîííûé ó÷àñòêè. Âîïðåêè íà÷àëüíîìó ìíåíèþ Ëàíäàó
îêàçàëîñü, òàêæå, ÷òî ïðèðîäà òàêîãî ñïåêòðà òåñíî ñâÿçàíà â ÿâëåíèåì áîçå-êîäåíñàöèè.
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ãäå ïðîñòî ñòîèò ðàñïðåäåëåíèå Áîëüöìàíà ñ µ = 0. Ïîäñòàâëÿÿ N = Nr èç (6.47) â
(6.46), ïîëó÷èì:

Fr = −NrT ln e = −TNr = − V T

(2π~)3

∫
d3pe−

ε(p)
T (6.48)

Âîñïîëüçóåìñÿ òåïåðü â (6.47) è (6.48) ÿâíûì âèäîì ðîòîííîãî ñïåêòðà (6.44). Èç-çà
p20 ≫ µ̃T ìîæíî ïðè èíòåãðèðîâàíèè âûíåñòè p2 ≈ p20 çà çíàê èíòåãðàëà, à èíòåãðàë
âçÿòü â áåñêîíå÷íûõ ïðåäåëàõ. Òîãäà:

Nr =
2(µ̃T )1/2p20V

(2π)3/2~3
e−

∆
T ; Fr = −TNr (6.49)

Ñîîòâåòñòâåííî, âêëàä ðîòîíîâ â ýíòðîïèþ è òåïëîåìêîñòü:

Sr = Nr

(
3

2
+

∆

T

)
Cr = Nr

[
3

4
+

∆

T
+

(
∆

T

)2
]

(6.50)

òàê ÷òî òåìïåðàòóðíàÿ çàâèñèìîñòü ýêñïîíåíöèàëüíà è ïðè T < ∆ ýòè âêëàäû ìà-
ëû ïî ñðàâíåíèþ ñ íàéäåííûìè âûøå ôîíîííûìè âêëàäàìè. Ïðè T > ∆ ðîòîííûå
âêëàäû â òåðìîäèíàìè÷åñêèå âåëè÷èíû ìîãóò ïðåâçîéòè ôîíîííûå, ÷òî è ïðîèñõî-
äèò ïðè ïîâûøåíèè òåìïåðàòóðû.

6.5 Ñâåðõòåêó÷åñòü.

Æèäêèé ãåëèé ïðè òåìïåðàòóðàõ íèæå òàê íàçûâàåìîé λ-òî÷êè Tλ = 2.18K îáëà-
äàåò çàìå÷àòåëüíûì ñâîéñòâîì ñâåðõòåêó÷åñòè � ñâîéñòâîì òå÷ü ïî óçêèì òðóáêàì
è ùåëÿì íå îáíàðóæèâàÿ âÿçêîñòè. Ýòî ÿâëåíèå áûëî ýêñïåðèìåíòàëüíî îòêðûòî
Êàïèöåé â 1938 ãîäó, à òåîðèÿ ýòîãî ÿâëåíèÿ áûëà ïîñòðîåíà ÷åðåç íåñêîëüêî ëåò
Ëàíäàó.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñèòóàöèþ ïðè T = 0. Ïóñòü æèäêîñòü òå÷åò ïî òðóáêå ñ
ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ v. Íàëè÷èå âÿçêîñòè ïðîÿâèëîñü áû â òîì, ÷òî áëàãîäàðÿ
òðåíèþ î ñòåíêè òðóáêè è òðåíèþ âíóòðè ñàìîé æèäêîñòè ïðîèñõîäèëè áû ïðî-
öåññû äèññèïàöèè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè òå÷åíèÿ è ïîñòåïåííîå çàìåäëåíèå ïîòîêà.
Óäîáíî ðàññìîòðåòü òå÷åíèå â ñèñòåìå êîîðäèíàò äâèæóùåéñÿ âìåñòå ñ æèäêîñòüþ.
Â ýòîé ñèñòåìå æèäêèé ãåëèé ïîêîèòñÿ, à ñòåíêè òðóáêè äâèæóòñÿ ñî ñêîðîñòüþ
(−v). Ïðè íàëè÷èè âÿçêîñòè ïîêîÿùèéñÿ ãåëèé äîëæåí áûë áû íà÷àòü äâèãàòüñÿ.
Ñ ìèêðîñêîïè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ÿñíî, ÷òî ïîÿâëåíèå äâèæåíèÿ äîëæíî íà÷àòü-
ñÿ ñ ïîñòåïåííîãî âîçáóæäåíèÿ âíóòðåííèõ äâèæåíèé, ò.å. ñ ïîÿâëåíèÿ â æèäêîñòè
ýëåìåíòàðíûõ âîçáóæäåíèé (êâàçè÷àñòèö).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â æèäêîñòè ïîÿâèëîñü îäíî åäèíñòâåííîå ýëåìåíòàðíîå âîç-
áóæäåíèå ñ èìïóëüñîì p è ýíåðãèåé ε(p). Òîãäà ýíåðãèÿ æèäêîñòè E0 ñäåëàåòñÿ ðàâ-
íîé ýíåðãèè ýòîãî âîçáóæäåíèÿ ε(p), à èìïóëüñ P0 � èìïóëüñó p. Ïåðåéäåì òåïåðü
îáðàòíî â ëàáîðàòîðíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò, â êîòîðîé òðóáêà ïîêîèòñÿ. Ñîãëàñíî
èçâåñòíûì èç ìåõàíèêè [13] ôîðìóëàì ïðåîáðàçîâàíèÿ ýíåðãèè è èìïóëüñà ïðè ïðå-
îáðàçîâàíèÿõ Ãàëèëåÿ èìååì äëÿ ýíåðãèè E è èìïóëüñà P æèäêîñòè â ëàáîðàòîðíîé
ñèñòåìå:

P = P0 +Mv E = E0 +P0v +
Mv2

2
(6.51)
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ãäå M � ìàññà äâèæóùåéñÿ æèäêîñòè. Ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî E0 è P0 âåëè÷èíû ε(p) è
p, çàïèøåì:

E = ε(p) + pv +
Mv2

2
(6.52)

Íî çäåñü ÷ëåí 1/2Mv2 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîñòî ïåðâîíà÷àëüíóþ êèíåòè÷åñêóþ
ýíåðãèþ òåêóùåé æèäêîñòè, à ε(p)+pv òîãäà åñòü èçìåíåíèå ýíåðãèè æèäêîñòè áëà-

ãîäàðÿ ïîÿâëåíèþ â íåé îäíîãî ýëåìåíòàðíîãî âîçáóæäåíèÿ. Ýòî èçìåíåíèå äîëæíî
áûòü îòðèöàòåëüíûì, ïîñêîëüêó ýíåðãèÿ äâèæóùåéñÿ æèäêîñòè äîëæíà óìåíüøàòü-
ñÿ:

ε(p) + pv < 0. (6.53)

Ïðè çàäàííîì p âåëè÷èíà, ñòîÿùàÿ â ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà, èìååò íàèìåíüøåå
çíà÷åíèå ïðè àíòèïàðàëëåëüíûõ p è v, ïîýòîìó â ëþáîì ñëó÷àå äîëæíî áûòü ε(p)−
pv < 0, òàê ÷òî:

v >
ε(p)

p
(6.54)

Ýòî íåðàâåíñòâî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ õîòÿ áû äëÿ íåêîòîðûõ çíà÷åíèé èìïóëüñà
p ýëåìåíòàðíîãî âîçáóæäåíèÿ. Ïîýòîìó îêîí÷àòåëüíîå óñëîâèå âîçìîæíîñòè ïîÿâ-
ëåíèÿ âîçáóæäåíèé â äâèæóùåéñÿ æèäêîñòè ïîëó÷èì, íàéäÿ ìèíèìóì âåëè÷èíû
ε(p)/p:

vc =Min
ε(p)

p
(6.55)

Ãåîìåòðè÷åñêè âåëè÷èíà ε(p)/p åñòü òàíãåíñ óãëà íàêëîíà ïðÿìîé, ïðîâåäåííîé èç
íà÷àëà êîîðäèíàò â ïëîñêîñòè ε, p â íåêîòîðóþ òî÷êó êðèâîé ε = ε(p). Åãî ìèíèìóì
îïðåäåëÿåòñÿ òî÷êîé, ãäå ýòà ïðÿìàÿ êàñàòåëüíà ê ε(p). Åñëè ýòîò ìèíèìóì îòëè÷åí
îò íóëÿ, òî ïðè ñêîðîñòÿõ äâèæåíèÿ æèäêîñòè íå ïðåâûøàþùèõ vc, îïðåäåëåííîé â
(6.55), â æèäêîñòè íå ñìîãóò ïîÿâèòüñÿ ýëåìåíòàðíûå âîçáóæäåíèÿ, ò.å. òå÷åíèå
áóäåò ïðîèñõîäèòü áåç äèññèïàöèè (òðåíèÿ). Ýòî è åñòü ñâåðõòåêó÷åñòü, à óñëîâèå
(6.55) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êðèòåðèé ñâåðõòåêó÷åñòè Ëàíäàó. Âåëè÷èíà vc íàçûâàåòñÿ
êðèòè÷åñêîé ñêîðîñòüþ, åå ñóùåñòâîâàíèå ïîäòâåðæäàåòñÿ íà ýêñïåðèìåíòå.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðåäëîæåííûé Ëàíäàó ñïåêòð ýëåìåíòàðíûõ âîçáóæäåíèéHe4

óäîâëåòâîðÿåò êðèòåðèþ ñâåðõòåêó÷åñòè. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ýòîìó êðèòåðèþ
ìîã áû óäîâëåòâîðèòü ñïåêòð ñî �ùåëüþ� ïðè p = 0. Â òîæå âðåìÿ ñïåêòð ñâîáîäíûõ
÷àñòèö ε(p) = p2/2m ýòîìó êðèòåðèþ ñ î÷åâèäíîñòüþ íå óäîâëåòâîðÿåò. Ïî ñóùåñòâó
äåëî ñâîäèòñÿ ê òðåáîâàíèþ, ÷òîáû êðèâàÿ ε(p) íå êàñàëàñü îñè àáñöèññ â íà÷àëå
êîîðäèíàò. Ïîýòîìó ê ñâåðõòåêó÷åñòè ïðèâåäåò ïî ñóùåñòâó ëþáîé ñïåêòð, â êîòîðîì
äëèííîâîëíîâûå âîçáóæäåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ôîíîíàìè (èëè èìååòñÿ ùåëü ïðè p = 0).

Ïðè T > 0 æèäêîñòü íå íàõîäèòñÿ â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè è â íåé èìååòñÿ íåêîòî-
ðîå ÷èñëî ýëåìåíòàðíûõ âîçáóæäåíèé. Ïðîâåäåííûå êèíåìàòè÷åñêèå ðàññóæäåíèÿ,
ñàìè ïî ñåáå, îñòàþòñÿ â ñèëå, ïîñêîëüêó â íèõ íå áûëî èñïîëüçîâàíî òî îáñòî-
ÿòåëüñòâî, ÷òî æèäêîñòü ïåðâîíà÷àëüíî íàõîäèòñÿ â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè. Äâèæå-
íèå æèäêîñòè îòíîñèòåëüíî ñòåíîê òðóáêè ïðè âûïîëíåíèè óêàçàííûõ óñëîâèé ïî
ïðåæíåìó íå ñìîæåò ïðèâåñòè ê ïîÿâëåíèþ â íåé íîâûõ âîçáóæäåíèé. Íåîáõîäè-
ìî, îäíàêî, âûÿñíèòü, êàêèì îáðàçîì áóäåò ïðîÿâëÿòüñÿ íàëè÷èå âîçáóæäåíèé, óæå
ñóùåñòâóþùèõ â æèäêîñòè ïðè êîíå÷íûõ òåìïåðàòóðàõ.

Ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî ãàç êâàçè÷àñòèö äâèæåòñÿ êàê öåëîå îòíîñèòåëüíî æèäêî-
ñòè ñî ñêîðîñòüþ v. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ äâèæóùåãîñÿ êàê öåëîå ãàçà ïîëó-
÷àåòñÿ èç ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ n(ε) íåïîäâèæíîãî ãàçà ïóòåì çàìåíû ε→ ε−pv,
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ãäå p � èìïóëüñ êâàçè÷àñòèöû8. Ïîýòîìó ïîëíûé èìïóëüñ ãàçà, îòíåñåííûé ê åäè-
íèöå îáúåìà, ðàâåí:

P =

∫
d3p

(2π~)3
pn(ε− pv) (6.56)

Ïóñòü ñêîðîñòü v ìàëà, ðàçëîæèì òîãäà ïîäèíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå ïî ñòåïåíÿì
pv = pv cos θ. ×ëåí ðàçëîæåíèÿ íóëåâîãî ïîðÿäêà èñ÷åçàåò ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî
íàïðàâëåíèÿì âåêòîðà p (óãëó θ), è îñòàåòñÿ:

P = −
∫

d3p

(2π~)3
p(pv)

dn(ε)

dε
. (6.57)

Èíòåãðèðóÿ è çäåñü ïî íàïðàâëåíèÿì âåêòîðà p, ïîëó÷àåì:

P = −v
4π

3

1

(2π~)3

∫
dpp4

dn(ε)

dε
. (6.58)

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà ñïåêòð ôîíîíîâ ε = up è èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, èìååì:

P = −v
1

(2π~)3

∫ ∞

0

dpp4
dn(p)

dp
= v

16π

3u

1

(2π~)3

∫ ∞

0

dpp3n(p). (6.59)

Íî èíòåãðàë
1

(2π~)3

∫ ∞

0

dp4πp2upn(p) =

∫
d3p

(2π~)3
εn(ε) (6.60)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýíåðãèþ Eph åäèíèöû îáúåìà ôîíîííîãî ãàçà, òàê ÷òî:

P = v
4Eph
3u2

(6.61)

Êîýôôèöèåíò ïåðåä v çäåñü îïðåäåëÿåò ìàññîâóþ ïëîòíîñòü æèäêîñòè, ïåðåíîñè-
ìóþ ïîòîêîì ãàçà êâàçè÷àñòèö. Íè÷òî íå ìåøàåò íàøèì êâàçè÷àñòèöàì ïðè ýòîì
äâèæåíèè ñòàëêèâàòüñÿ ñî ñòåíêàìè òðóáêè è îáìåíèâàòüñÿ ñ íèìè èìïóëüñîì, êàê
ýòî ïðîèñõîäèò â ïîòîêå îáû÷íîãî ãàçà. Ïîíÿòíî, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ÷àñòü ìàñ-
ñû æèäêîñòè âåäåò ñåáÿ êàê íîðìàëüíàÿ æèäêîñòü. Íî ýòî íå âñÿ ìàññà æèäêîñòè,
îñòàëüíàÿ âåäåò ñåáÿ êàê ñâåðõòåêó÷àÿ æèäêîñòü! Â ñàìîì äåëå, ïîäñòàâëÿÿ â (6.61)
âûðàæåíèå (6.42) äëÿ ýíåðãèè ôîíîííîãî ãàçà, ïîëó÷èì äëÿ ôîíîííîé ÷àñòè íîð-

ìàëüíîé ïëîòíîñòè ρn:

(ρn)ph =
2π2T 4

45~3u5
, (6.62)

÷òî îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè T → 0, êîãäà âñÿ ìàññà æèäêîñòè ñòàíîâèòñÿ ñâåðõòåêó-
÷åé. Ïîýòîìó ãîâîðÿò, ÷òî ïîëíàÿ ïëîòíîñòü ρ He4 ïðè T > 0 ñîñòîèò èç íîðìàëüíîé
è ñâåðõòåêó÷åé êîìïîíåíò: ρ = ρn + ρs, ïðè÷åì ýòî êîíå÷íî íå îçíà÷àåò âîçìîæíî-
ñòè ðåàëüíîãî ðàçäåëåíèÿ æèäêîñòè íà äâå ÷àñòè. Âåñüìà ñóùåñòâåííî, ÷òî ìåæäó
ýòèìè ÷àñòÿìè ìàññû æèäêîñòè íå ïðîèñõîäèò è ïåðåäà÷è èìïóëüñà (íåò òðåíèÿ!):

8Â ñàìîì äåëå, ïóñòü ãàç âîçáóæäåíèé äâèæåòñÿ îòíîñèòåëüíî æèäêîñòè ñî ñêîðîñòüþ
v.Ðàññìîòðèì ñèñòåìó êîîðäèíàò, â êîòîðîé ãàç êàê öåëîå ïîêîèòñÿ, à æèäêîñòü äâèæåòñÿ ñî ñêîðî-
ñòüþ −v. Òîãäà ýíåðãèÿ æèäêîñòè E â ýòîé ñèñòåìå ñâÿçàíà ñ ýíåðãèåé E0 â ñèñòåìå, ãäå æèäêîñòü

ïîêîèòñÿ ñîîòíîøåíèåì: E = E0 − P0v + Mv2

2
. Ïóñòü â ñèñòåìå ïîêîÿ æèäêîñòè ïîÿâëÿåòñÿ âîç-

áóæäåíèå ñ ýíåðãèåé ε(p). Òîãäà äîïîëíèòåëüíàÿ ýíåðãèÿ â ñèñòåìå ïîêîÿ ãàçà áóäåò ε− pv, ÷òî è
äîêàçûâàåò íàøå óòâåðæäåíèå.
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ìû ïîëó÷èëè ýòó êàðòèíó èç ðàññìîòðåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ â ðàâíî-
ìåðíî äâèæóùåìñÿ ãàçå âîçáóæäåíèé. Íî åñëè êàêîå-ëèáî äâèæåíèå èìååò ìåñòî â
ñîñòîÿíèè òåïëîâîãî ðàâíîâåñèÿ, òî îíî íå ñîïðîâîæäàåòñÿ òðåíèåì.

Âûøå íàøëè ôîíîííûé âêëàä â ρn, äëÿ íàõîæäåíèÿ ðîòîííîé ÷àñòè çàìåòèì,
÷òî ïîñêîëüêó ðîòîíû ìîæíî îïèñûâàòü áîëüöìàíîâñêîé ñòàòèñòèêîé, òî ∂n

∂ε = − n
T

è èç (6.58) èìååì:

(ρn)r =
4π

3T (2π~)3

∫
dpp4n(p) =

1

3T

∫
d3p

(2π~)3
p2n(p) ≈

≈ p20
3T

Nr
V

=
2µ̃1/2p40

3(2π)3/2T 1/2~3
e−

∆
T (6.63)

ãäå p0 � èìïóëüñ, ñîîòâåòñòâóþùèé ðîòîííîìó ìèíèìóìó. Ïðè ó÷åòå âåëè÷èíû ïà-
ðàìåòðîâ, îïðåäåëÿþùèõ ðåàëüíûé ñïåêòð âîçáóæäåíèé â He4 îêàçûâàåòñÿ, ÷òî
ðîòîííàÿ ÷àñòü ρn ñðàâíèâàåòñÿ ñ ôîíîííîé ïðè T ∼ 0.6K, à ïðè áîëüøèõ òåìïåðà-
òóðàõ îêàçûâàåòñÿ ïðåîáëàäàþùåé.

Ïî ìåðå ïîâûøåíèÿ T âñå áîëüøàÿ ÷àñòü ìàññû æèäêîñòè ñòàíîâèòñÿ íîðìàëü-
íîé è ρn → ρ (ãäå ρ ïîëíàÿ ïëîòíîñòü He4) ïðè T → Tλ ñíèçó. Ïëîòíîñòü ñâåðõòå-
êó÷åé êîìïîíåíòû ρs → 0 ïðè T → Tλ è ρs = 0 ïðè T > Tλ. Âåëè÷èíà ρn âáëèçè
λ-òî÷êè íå ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà òî÷íî, íî íåïëîõàÿ îöåíêà Tλ ïîëó÷àåòñÿ èç óñëî-
âèÿ (ρn)r ≈ ρ. Èñïîëüçîâàíèå çäåñü âûðàæåíèÿ (6.63) äàåò Tλ ≈ 2.8K â íåïëîõîì
ñîãëàñèè ñ ýêñïåðèìåíòîì.

Ïåðåõîä He4 â ñâåðõòåêó÷åå ñîñòîÿíèå ÿâëÿåòñÿ ôàçîâûì ïåðåõîäîì II-ðîäà. Òà-
êîé ïåðåõîä âñåãäà ñâÿçàí ñ ïîÿâëåíèåì (èñ÷åçíîâåíèåì) êàêîãî-ëèáî êà÷åñòâåííîãî
ñâîéñòâà (äàëüíåãî ïîðÿäêà!). Â ñëó÷àå λ-ïåðåõîäà â He4 ýòî, ïðåæäå âñåãî, ïîÿâëå-
íèå (èñ÷åçíîâåíèå) ñâåðõòåêó÷åé êîìïîíåíòû æèäêîñòè. Ñ ìèêðîñêîïè÷åñêîé òî÷êè
çðåíèÿ ðå÷ü èäåò îá îïðåäåëåííûõ ñâîéñòâàõ îäíî÷àñòè÷íîé ìàòðèöû ïëîòíîñòè
ñèñòåìû:

ρ(r, r′) =

∫
dqΨ⋆(r, q)Ψ(r′, q) (6.64)

ãäå Ψ(r, q) � âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ âñåé ñèñòåìû, ïðè÷åì r � êîîðäèíàòû îäíîé ÷àñòèöû,
à q � ñîâîêóïíîñòü êîîðäèíàò âñåõ îñòàëüíûõ ÷àñòèö, ïî êîòîðûì ïðîèíòåãðèðîâàíî.
Äëÿ èçîòðîïíîãî òåëà (æèäêîñòè) ýòà ìàòðèöà ïëîòíîñòè çàâèñèò òîëüêî îò |r− r′|.
Â íîðìàëüíîì (íå ñâåðõòåêó÷åì) ñîñòîÿíèè ρ(r, r′) → 0 ïðè |r− r′| → ∞. Ýòî íå òàê
â ñâåðõòåêó÷åé ôàçå.

Ðàññìîòðèì êîìïîíåíòû Ôóðüå ìàòðèöû ïëîòíîñòè:∫
d3(r− r′)eik(r−r′)ρ(r, r′), (6.65)

êîòîðûå ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ ñîâïàäàþò ñ:∫
dq

∣∣∣∣∫ dV eikrΨ(r, q)

∣∣∣∣2 (6.66)

ò.å. îïðåäåëÿþò ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé èìïóëüñà ÷àñòè-
öû p = ~k. Åñëè ρ(r, r′) → 0 ïðè |r− r′| → ∞, òî ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè â p-
ïðîñòðàíñòâå ïðè p → 0 îñòàåòñÿ êîíå÷íîé. Åñëè æå ρ(r, r′) èìååò íà áåñêîíå÷íîñòè
êîíå÷íîå çíà÷åíèå ρ∞ > 0, òî èíòåãðàë (6.65) ðàâåí (2π)3δ(k)ρ∞. Ýòî ñîîòâåòñòâó-
åò êîíå÷íîé âåðîÿòíîñòè ÷àñòèöå èìåòü ðàâíûé íóëþ èìïóëüñ. Òàêèì îáðàçîì, â
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ñâåðõòåêó÷åé æèäêîñòè, â îòëè÷èå îò íåñâåðõòåêó÷åé, êîíå÷íîå ÷èñëî ÷àñòèö îá-
ëàäàåò ðàâíûì íóëþ èìïóëüñîì � îòêóäà ÿñíà î÷åâèäíàÿ ñâÿçü ÿâëåíèÿ ñâåðõòå-
êó÷åñòè ñ áîçå � êîíäåíñàöèåé! Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ñîâîêóïíîñòü ýòèõ ÷àñòèö îòíþäü
íåëüçÿ îòîæäåñòâëÿòü ñî ñâåðõòåêó÷åé ÷àñòüþ æèäêîñòè â óêàçàííîì âûøå ñìûñëå.
Íåïðàâèëüíîñòü ýòîãî âèäíà óæå èç òîãî, ÷òî ïðè T = 0 âñÿ ìàññà æèäêîñòè ÿâëÿ-
åòñÿ ñâåðõòåêó÷åé, òîãäà êàê îòíþäü íå âñå ÷àñòèöû â ñèñòåìå ñ âçàèìîäåéñòâèåì
èìåþò ðàâíûé íóëþ èìïóëüñ (ñð. íèæå íà ïðèìåðå ñëàáî íåèäåàëüíîãî áîçå-ãàçà).

6.6 Ôîíîíû â (áîçå)�æèäêîñòè∗.

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïîäðîáíåå ïðîèñõîæäåíèå ñïåêòðà ýëåìåíòàðíûõ âîçáóæäå-
íèé He4, ïîêàçàííîãî íà Ðèñ.6-3. Ýíåðãèÿ æèäêîñòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôóíêöèî-
íàë åå ïëîòíîñòè è ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ñêîðîñòè, êîòîðûé ìîæåò áûòü çàïèñàí êàê:

E[ρ(r),v(r)] =
1

2

∫
drρ(r)v2(r) + E(1)[ρ(r)] (6.67)

ãäå E(1) � ÷àñòü ýíåðãèè, íå çàâèñÿùàÿ îò ñêîðîñòè. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìàëûå
êîëåáàíèÿ ïëîòíîñòè:

ρ(r) = ρ+ δρ(r) (6.68)

ãäå ρ � ðàâíîâåñíàÿ ïëîòíîñòü, δρ(r) è v(r) � ìàëûå âåëè÷èíû, îïèñûâàþùèå ýòè
êîëåáàíèÿ. Ïî îïðåäåëåíèþ:

ρ =
1

V

∫
drρ(r)

∫
drδρ(r) = 0 (6.69)

Ñ òî÷íîñòüþ äî âåëè÷èí âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî δρ è v ôóíêöèÿ ρ(r) â ïåðâîì
÷ëåíå ïðàâîé ÷àñòè (6.67) ìîæåò áûòü çàìåíåíà åå ñðåäíèì ρ. Ñ òîé æå òî÷íîñòüþ
E(1) çàïèøåòñÿ â âèäå:

E(1)[ρ(r)] = E(1)(ρ) +

∫
drψ(r)δρ(r) +

1

2

∫
dr

∫
dr′φ(r, r′)δρ(r)δρ(r′) (6.70)

Ôóíêöèè ψ(r) è φ(r, r′) îïðåäåëÿþòñÿ òîëüêî ñâîéñòâàìè æèäêîñòè, íå âîçìóùåííîé
êîëåáàíèÿìè, ò.å. îäíîðîäíîé è èçîòðîïíîé, â ñèëó ÷åãî ψ(r) = ψ = const, à φ(r, r′)
çàâèñèò òîëüêî îò ðàññòîÿíèÿ |r− r′|: φ(r, r′) = φ(|r− r′|). Ïîýòîìó ÷ëåí ïåðâîãî
ïîðÿäêà â ðàçëîæåíèè E(1) (6.70) ïðîïîðöèîíàëåí

∫
dV δρ(r) = 0, è îêîí÷àòåëüíî

èìååì:

E(1)[ρ(r)] = E(1)(ρ) +
1

2

∫
dr

∫
dr′φ(|r− r′|)δρ(r)δρ(r′) (6.71)

Ñêîðîñòü v ñâÿçàíà ñ êîëåáàíèÿìè ïëîòíîñòè óðàâíåíèåì íåïðåðûâíîñòè:

ρ̇+ div(ρv) = 0, (6.72)

êîòîðîå ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî δρ è v ìîæíî çàïèñàòü êàê:

δ̇ρ+ ρdivv = 0. (6.73)
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Ïåðåéäåì ê êîìïîíåíòàì Ôóðüå:

δρ(r) =
1

V

∑
p

ρpe
ipr v(r) =

1

V

∑
p

vpe
ipr (6.74)

φ(r) =
1

V

∑
p

φpe
ipr (6.75)

è ó÷òåì, ÷òî ìàëûå êîëåáàíèÿ â æèäêîñòè ÿâëÿþòñÿ ïðîäîëüíûìè, òàê ÷òî ñêîðîñòü
vp â âîëíå ñ âîëíîâûì âåêòîðîì p íàïðàâëåíû ïî p:

vp = app (6.76)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè âûðàæåíèÿ â óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè íåìåäëåííî ïîëó÷àåì:

vp = iρ̇p
1

ρ

p

p2
(6.77)

òàê ÷òî (6.71) ïåðåïèñûâàåòñÿ êàê:

E = E(1)(ρ) +
1

V

∑
p

(
|ρ̇p|
2ρp2

+
1

2
φp|ρ2p|

)
. (6.78)

Ïåðâûé ÷ëåí â (6.78) � ýíåðãèÿ íåâîçìóùåííîé æèäêîñòè, âòîðîé ðàñïàäàåòñÿ íà
ñóììó ÷ëåíîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýíåðãèþ ãàðìîíè÷åñêîãî îñ-
öèëëÿòîðà ñ ÷àñòîòîé ωp:

ω2
p = ρp2φp (6.79)

ãäå ó÷ëè, ÷òî â èçîòðîïíîé æèäêîñòè φp = φp, ò.å. çàâèñèò òîëüêî îò ìîäóëÿ |p|. Â
êâàíòîâîì ñëó÷àå ýíåðãèÿ êàæäîãî òàêîãî îñöèëëÿòîðà9:

ε(p) = ωp

(
n+

1

2

)
n = 0, 1, 2... (6.80)

Ñïåêòð ñèñòåìû, ôàêòè÷åñêè, îïðåäåëÿåòñÿ ñïåêòðîì ýòèõ îñöèëëÿòîðîâ, ò.å. ñîîò-
íîøåíèÿìè (6.79), (6.80).

Äëÿ îêîí÷àòåëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è íåîáõîäèìî âûðàçèòü φp ÷åðåç õàðàêòåðè-
ñòèêè ñèñòåìû. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî â êâàíòîâîì ñëó÷àå ýíåðãèÿ îñíîâíîãî ñîñòî-
ÿíèÿ íå ñîâïàäàåò, êàê â êëàññè÷åñêîì, ñ E(1)(ρ), òàê êàê ñëåäóåò åùå ó÷åñòü ýíåðãèþ
íóëåâûõ êîëåáàíèé ωp/2. Òàêèì îáðàçîì, ýíåðãèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ êâàíòîâîé
áîçå-æèäêîñòè îêàçûâàåòñÿ ðàâíîé:

E0 = E(1)(ρ) +
∑
p

1

2
ωp (6.81)

ïðè÷åì, ñ ó÷åòîì (6.78):

V
ωp
2

=
1

2ρp2
< |ρ̇2p| > +

1

2
φp < |ρp|2 >= φp < |ρp|2 > (6.82)

9Çäåñü ìû, äëÿ êðàòêîñòè, ïîëüçóåìñÿ ÷àñòî óïîòðåáëÿåìîé òåîðåòèêàìè ñèñòåìîé åäèíèö, â
êîòîðîé ~ = 1 è ñîîòâåòñòâåííî íå ðàçëè÷àåì èìïóëüñ è âîëíîâîé âåêòîð.
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ãäå óãëîâûå ñêîáêè îáîçíà÷àþò óñðåäíåíèå ïî îñíîâíîìó ñîñòîÿíèþ è ó÷òåíî, ÷òî
äëÿ îñöèëëÿòîðà ñðåäíÿÿ ïî îñíîâíîìó ñîñòîÿíèþ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñîâïàäàåò
ñî ñðåäíåé ïîòåíöèàëüíîé. Òîãäà, âûðàæàÿ â (6.79) φp ÷åðåç (6.82), ïîëó÷àåì:

ε(p) = ωp = V ρ
p2

2 < |ρp|2 >
(6.83)

èëè

ε(p) =
p2

2mS(p)
(6.84)

ãäå ââåëè:

S(p) =
< |ρp|2 >
Vmρ

(6.85)

� òàê íàçûâàåìûé ñòðóêòóðíûé ôàêòîð æèäêîñòè, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé ôóðüå-
êîìïîíåíòó êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé ïëîòíîñòè:

S(r− r′) =
1

n
< [n(r)− n][n(r′)− n] > (6.86)

ãäå n(r) = ρ(r)/m � îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü ÷èñëà ÷àñòèö â òî÷êå r, à n � ñðåäíÿÿ
ïëîòíîñòü ÷èñëà ÷àñòèö â æèäêîñòè.

Ôîðìóëà (6.84) âïåðâûå áûëà ïîëó÷åíà Ôåéíìàíîì, èçëîæåííûé âûøå âûâîä
ïðèíàäëåæèò Ïèòàåâñêîìó. Îíà âûðàæàåò ñïåêòð âîçáóæäåíèé ÷åðåç ñòðóêòóðíûé
ôàêòîð æèäêîñòè. Âåëè÷èíà S(p) íå ìîæåò áûòü ðàññ÷èòàíà â îáùåì âèäå, íî â ðå-
àëüíûõ æèäêîñòÿõ îíà äîñòàòî÷íî ëåãêî èçìåðÿåòñÿ â ýêñïåðèìåíòàõ ïî ðàññåÿíèþ
íåéòðîíîâ èëè ðåíòãåíîâñêèõ ëó÷åé.

Â îáëàñòè ìàëûõ èìïóëüñîâ, êàê ìû óæå âèäåëè, ñïåêòð âîçáóæäåíèé ëèíååí ïî
èìïóëüñó: ε(p) ≈ up, ñîîòâåòñòâåííî èìååì S(p) ≈ p/2mu. Â îáëàñòè î÷åíü áîëüøèõ
èìïóëüñîâ, ñóùåñòâåííî ïðåâûøàþùèõ ñðåäíåå ìåæàòîìíîå ðàññòîÿíèå, p ≫ a−1,
èìååì S(p) = 1, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò íà ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ S(r) = δ(r). Â ïðîìåæó-
òî÷íîé îáëàñòè p ∼ a−1 ñòðóêòóðíûé ôàêòîð S(p) íàõîäèòñÿ èç ýêñïåðèìåíòà è äëÿ
áîëüøèíñòâà æèäêîñòåé èìååò õàðàêòåðíûé ìàêñèìóì ïðè p ∼ a−1 (ñì. Ðèñ.6-4).
Íàëè÷èå ýòîãî ìàêñèìóìà, ïî ñóòè äåëà, îòðàæàåò ñîõðàíåíèå äîñòàòî÷íî ñèëüíûõ
êîððåëÿöèé â ïîëîæåíèÿõ àòîìîâ æèäêîñòè íà ðàññòîÿíèÿõ ïîðÿäêà ìåæàòîìíîãî.

Èç ôîðìóëû Ôåéíìàíà (6.84) òîãäà ÿñíî, ÷òî íà áîëüøèõ èìïóëüñàõ p ≫ a−1

ñïåêòð âîçáóæäåíèé ñâîäèòñÿ ê ñïåêòðó ñâîáîäíûõ ÷àñòèö: ε(p) = p2/2m. Â ïðî-
ìåæóòî÷íîé îáëàñòè p ∼ a−1 íàëè÷èå ìàêñèìóìà S(p) ïðèâîäèò ê ñóùåñòâîâàíèþ
ðîòîííîãî ìèíèìóìà.

Ñòðîãî ãîâîðÿ, ïðîâåäåííûé �ãèäðîäèíàìè÷åñêèé� âûâîä ôîðìóëû Ôåéíìàíà
ñïðàâåäëèâ ëèøü äëÿ èìïóëüñîâ p < 1/a, ò.å. òàì, ãäå æèäêîñòü ìîæåò ðàññìàòðè-
âàòüñÿ êàê ñïëîøíàÿ ñðåäà. Îäíàêî, ýòà ôîðìóëà äàåò ïðàâèëüíûé îòâåò è â ïðåäåëå
p≫ 1/a, ò.å. ïðè ïåðåõîäå ê ñâîáîäíûì ÷àñòèöàì. Ïîýòîìó åå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê õîðîøóþ èíòåðïîëÿöèþ è â îáëàñòè p ∼ 1/a, êà÷åñòâåííî îáúÿñíÿþùóþ ôîðìó
ñïåêòðà Ëàíäàó.

Îòìåòèì, ÷òî ñïåêòð êîëåáàíèé ïëîòíîñòè â îáû÷íûõ (êëàññè÷åñêèõ) æèäêîñòÿõ
èìååò êà÷åñòâåííî àíàëîãè÷íûé âèä, íî ñ ñèëüíûì çàòóõàíèåì êîëåáàíèé â îáëàñòè
âîëíîâûõ âåêòîðîâ p ∼ 1/a. Ñóùåñòâîâàíèå â íèõ �ðîòîííîãî� ìèíèìóìà òàêæå
ñâÿçàíî ñ õàðàêòåðíûì ìàêñèìóìîì ñòðóêòóðíîãî ôàêòîðà.
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Ðèñ. 6.4: Õàðàêòåðíûé âèä ñòðóêòóðíîãî ôàêòîðà æèäêîãî He4.

6.7 Âûðîæäåííûé áîçå�ãàç ñ âçàèìîäåéñòâèåì.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñèñòåìó âçàèìîäåéñòâóþùèõ áîçå-÷àñòèö ñ ìèêðîñêîïè÷åñêîé
òî÷êè çðåíèÿ. Îãðàíè÷èìñÿ àíàëèçîì ñëàáî íåèäåàëüíîãî áîçå-ãàçà, äëÿ êîòîðîãî
ìîæíî ïðîâåñòè ïîñëåäîâàòåëüíûé àíàëèç ìåòîäîì, ïðåäëîæåííûì Áîãîëþáîâûì.

Ðàññìîòðèì ïðåäåëüíî óïðîùåííóþ ìîäåëü áîçå-ãàçà ñ òî÷å÷íûì îòòàëêèâàíèåì
ìåæäó ÷àñòèöàìè. Îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì T = 0. Ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû â ïðåäñòàâ-
ëåíèè âòîðè÷íîãî êâàíòîâàíèÿ ìîæåò áûòü çàïèñàí êàê:

H =
∑
p

p2

2m
a+p ap +

v0
2V

∑
p1+p2=p′

1+p′
2

a+p′
1
a+p′

2
ap2ap1 (6.87)

ãäå v0 > 0 � êîíñòàíòà îòòàëêèâàòåëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, à îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ
è óíè÷òîæåíèÿ áîçîíîâ óäîâëåòâîðÿþò êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèÿì:

apa
+
p′ − a+p′ap = δpp′ (6.88)

apap′ − ap′ap = 0 a+p a
+
p′ − a+p′a

+
p = 0

Â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè èäåàëüíîãî áîçå-ãàçà âñå ÷àñòèöû íàõîäÿòñÿ â êîíäåíñàòå �
ñîñòîÿíèè ñ íóëåâûì èìïóëüñîì è ýíåðãèåé. Íà ÿçûêå ÷èñåë çàïîëíåíèÿ Np=0 =
N0 = N , ãäå N � ïîëíîå ÷èñëî ÷àñòèö â ãàçå, ñîîòâåòñòâåííî Np ̸=0 = 0. Â ñëàáî
íåèäåàëüíîì áîçå-ãàçå â îñíîâíîì è ñëàáî âîçáóæäåííûõ ñîñòîÿíèÿõ Np ̸=0 ̸= 0, íî
î÷åíü ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ ìàêðîñêîïè÷åñêèì çíà÷åíèåì N0. Òîò ôàêò, ÷òî a

+
0 a0 =

N0 ≈ N ≫ 1, îçíà÷àåò, ÷òî âûðàæåíèå äëÿ êîììóòàòîðà îïåðàòîðîâ ðîæäåíèÿ è
óíè÷òîæåíèÿ êîíäåíñàòíûõ ÷àñòèö a0a

+
0 − a+0 a0 = 1 ìàëî ïî ñðàâíåíèþ ñ ñàìèìè

a0, a
+
0 , òàê ÷òî åäèíèöåé â ïðàâîé ÷àñòè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü è ñ÷èòàòü ýòè îïåðàòîðû

c-÷èñëàìè:
a0 = a+0 =

√
N0 (6.89)

Òîãäà â ãàìèëüòîíèàíå (6.87) ìîæíî àêêóðàòíî âûäåëèòü âñå ÷ëåíû, ñîäåðæàùèå
êîíäåíñàòíûå îïåðàòîðû è çàìåíèòü èõ íà (6.89), à äàëåå ïîñòðîèòü òåîðèþ âîçìó-
ùåíèé ïî ñòåïåíÿì ìàëûõ, â óêàçàííîì ñìûñëå, âåëè÷èí ap, a

+
p ñ p ̸= 0. Ïðè ýòîì
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ãëàâíûé âêëàä äàþò ïðîöåññû ðàññåÿíèÿ (âçàèìîäåéñòâèÿ) êîíäåíñàòíûõ è íàä-
êîíäåíñàòíûõ ÷àñòèö (ò.å. ïðîöåññû ïåðåõîäà â êîíäåíñàò è èç íåãî), à ïðîöåññàìè
ðàññåÿíèÿ íàäêîíäåíñàòíûõ ÷àñòèö äðóã íà äðóãå ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

Íóëåâîé ÷ëåí â ãàìèëüòîíèàíå âçàèìîäåéñòâèÿ ñîäåðæèò:

v0
2V

a+0 a
+
0 a0a0 =

v0
2V

a40 =
v0
2V

N2
0 (6.90)

×ëåíû ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî ap, a
+
p ñ p ̸= 0 îòñóòñòâóþò ââèäó íåâîçìîæíîñòè ñîáëþ-

äåíèÿ â íèõ çàêîíà ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà, óêàçàííîãî â ÿâíîì âèäå â (6.87). ×ëåíû
âòîðîãî ïîðÿäêà èìåþò âèä:

v0
2V

a20
∑
p>0

(apa−p + a+p a
+
−p + 2a+p ap + 2a+−pa−p) (6.91)

Îãðàíè÷èâàÿñü òîëüêî ÷ëåíàìè âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè, ìîæíî çàìåíèòü çäåñü
a20 = N0 íà ïîëíîå ÷èñëî ÷àñòèö N . Â ÷ëåíå æå (6.90) íóæíî ó÷åñòü áîëåå òî÷íîå
ñîîòíîøåíèå:

a20 +
∑
p>0

a+p ap = N (6.92)

è âûðàçèòü N0 ÷åðåç N è
∑

p a
+
p ap. Ïðîäåëûâàÿ âñå ýòî ÿâíî è îáúåäèíÿÿ (6.90) è

(6.91), ïîëó÷èì:

N2

2V
v0 +

N

V
v0
∑
p>0

(apa−p + a+p a
+
−p + a+p ap + a+−pa−p) (6.93)

Òàêèì îáðàçîì, ãàìèëüòîíèàí (6.87) ñ èíòåðåñóþùåé íàñ òî÷íîñòüþ ïåðåïèñûâàåòñÿ
â âèäå:

H =
N2

2V
v0 +

∑
p>0

(
N

V
v0 +

p2

2m

)
(a+p ap + a+−pa−p) +

+
N

V
v0
∑
p>0

(apa−p + a+p a
+
−p) (6.94)

Ïîëó÷åííûé ãàìèëüòîíèàí êâàäðàòè÷åí ïî îïåðàòîðàì ap è a+p è ìîæåò áûòü äèà-
ãîíàëèçîâàí ñ ïîìîùüþ òàê íàçûâàåìîãî u− v ïðåîáðàçîâàíèÿ Áîãîëþáîâà. Ââåäåì
íîâûå îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ áîçîíîâ α+

p è αp, ñâÿçàííûå ñ a
+
p è ap

ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì âèäà:

ap = upαp + vpα
+
p

a+p = upα
+
p + vpαp (6.95)

Íîâûå îïåðàòîðû äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü îáû÷íûì áîçåâñêèì êîììóòàöèîííûì ñî-
îòíîøåíèÿì òèïà (6.89), îòêóäà ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî êîýôôèöèåíòû up è vp ñâÿçàíû
óñëîâèåì:

u2p − v2p = 1. (6.96)

Ïîäñòàâëÿÿ a+p è ap â âèäå (6.95) â ãàìèëüòîíèàí (6.94), ïîëó÷àåì:

H =
∑
p>0

{(
p2

2m
+
Nv0
V

)
(u2p + v2p) + 2

Nv0
V

upvp

}
(α+

pαp + α+
−pα−p) +
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+
∑
p>0

{(
p2

2m
+
Nv0
V

)
2upvp +

Nv0
V

(u2p + v2p)

}
(α+

pα
+
−p + αpα−p) +

+
∑
p>0

{
2

(
p2

2m
+
Nv0
V

)
v2p + 2

Nv0
V

upvp

}
+
N2v0
2V

(6.97)

Äëÿ äèàãîíàëèçàöèè ýòîãî ãàìèëüòîíèàíà íåîáõîäèìî, ÷òîáû ÷ëåíû âèäà α+
pα

+
−p è

αpα−p îòñóòñòâîâàëè, ïîýòîìó íóæíî ïîòðåáîâàòü:(
p2

2m
+
Nv0
V

)
2upvp +

Nv0
V

(u2p + v2p) = 0 (6.98)

÷òî äàåò âòîðîå óñëîâèå, îêîí÷àòåëüíî ôèêñèðóþùåå âûáîð êîýôôèöèåíòîâ up è vp.
Ðåøàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé (6.96),(6.98), íàõîäèì:

up =
1√

1−A2
p

vp =
Ap√
1−A2

p

(6.99)

ãäå

Ap =
V

Nv0

{
ε(p)− p2

2m
− Nv0

V

}
(6.100)

ε(p) =

√
N

V

p2v0
m

+
p4

4m2
(6.101)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè êîýôôèöèåíòû â (6.97), ïîëó÷àåì ãàìèëüòîíèàí â äèàãîíàëüíîì
âèäå, ò.å. â âèäå ãàìèëüòîíèàíà íîâûõ íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ êâàçè÷àñòèö, ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ îïåðàòîðàì α+

p è αp:

H = E0 +
∑
p ̸=0

ε(p)α+
pαp (6.102)

ñî ñïåêòðîì ε(p) (6.101), êîòîðûé ðàäèêàëüíî èçìåíèëñÿ ïî ñðàâíåíèþ ñî ñïåêòðîì
ñâîáîäíûõ áîçîíîâ çà ñ÷åò âçàèìîäåéñòâèÿ. Ýíåðãèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ:

E0 =
N2

2V
v0 +

1

2

∑
p ̸=0

[
ε(p)− p2

2m
− N

V
v0

]
(6.103)

Ïðè ìàëûõ èìïóëüñàõ ýíåðãèÿ êâàçè÷àñòèöû (6.101) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå:

ε(p) =

√
v0
mV0

p ≡ up (6.104)

ãäå V0 = V/N � îáúåì, ïðèõîäÿùèéñÿ íà îäíó ÷àñòèöó, à âåëè÷èíà u, öåëèêîì îïðå-
äåëÿþùàÿñÿ âçàèìîäåéñòâèåì, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñêîðîñòü (áîãîëþáîâñêîãî) çâóêà.

Ïðè áîëüøèõ èìïóëüñàõ èç (6.101) ïîëó÷àåì ε(p) ≈ p2

2m + v0
V0
, ò.å. ñïåêòð ñâîáîäíûõ

÷àñòèö.
Òàêèì îáðàçîì, â îáëàñòè ìàëûõ èìïóëüñîâ, âçàèìîäåéñòâèå áîçîíîâ ïðèâîäèò

ê ïîëíîé ïåðåñòðîéêå ñïåêòðà ýëåìåíòàðíûõ âîçáóæäåíèé, êîòîðûé îêàçûâàåòñÿ
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êà÷åñòâåííî áëèçêèì ê ñïåêòðó, ïîñòóëèðîâàííîìó Ëàíäàó, è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
ñâåðõòåêó÷åñòè:

vc =

(
ε(p)

p

)
p→0

=

√
v0
mV0

> 0 (6.105)

îïðåäåëÿåò ñîîòâåòñòâóþùóþ êðèòè÷åñêóþ ñêîðîñòü, ñîâïàäàþùóþ, â äàííîé ìîäå-
ëè, ñî ñêîðîñòüþ çâóêà. Èç ïðîâåäåííîãî àíàëèçà ÿñíî, ÷òî ÿâëåíèå áîçå-êîíäåíñàöèè
èãðàåò îïðåäåëÿþùóþ ðîëü â âîçíèêíîâåíèè ÿâëåíèÿ ñâåðõòåêó÷åñòè.

6.8 Êâàíòîâàÿ æèäêîñòü. Ñïåêòð ôåðìèåâñêîãî òè-
ïà.

Æèäêîñòü, ñîñòîÿùàÿ èç ÷àñòèö ñ ïîëóöåëûì ñïèíîì (ôåðìè�æèäêîñòü), îáëàäà-
åò ñïåêòðîì ýëåìåíòàðíûõ âîçáóæäåíèé è ñâîéñòâàìè, ðàäèêàëüíî îòëè÷àþùèìè-
ñÿ îò ñëó÷àÿ áîçå�æèäêîñòè. Ïðèìåðîì ðåàëüíîé ôåðìè�æèäêîñòè ÿâëÿåòñÿ He3.
Ýëåêòðîíû â ìåòàëëàõ òàêæå îáðàçóþò æèäêîñòü ôåðìèåâñêîãî òèïà. Áîëåå ýêçî-
òè÷åñêèì ïðèìåðîì ìîãóò áûòü íóêëîíû â àòîìíûõ ÿäðàõ, âåùåñòâî íåéòðîííûõ
çâåçä è ò.ï. Ìû óâèäèì, ÷òî ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð êâàíòîâîé æèäêîñòè ôåðìèåâ-
ñêîãî òèïà â èçâåñòíîì ñìûñëå àíàëîãè÷åí ñïåêòðó èäåàëüíîãî ôåðìè-ãàçà, à ðîëü
ýôôåêòîâ âçàèìîäåéñòâèÿ ñâîäèòñÿ ê ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøèì �ïåðåíîðìèðîâêàì�
ýêñïåðèìåíòàëüíî íàáëþäàåìûõ âåëè÷èí.

Ôåíîìåíîëîãè÷åñêàÿ òåîðèÿ ôåðìè�æèäêîñòè áûëà ïðåäëîæåíà Ëàíäàó. Èñõîä-
íûé ïóíêò ïðè ïîñòðîåíèè ýòîé òåîðèè ñîñòîèò â óòâåðæäåíèè, ÷òî êëàññèôèêàöèÿ
óðîâíåé ýíåðãèè ôåðìèåâñêîé ñèñòåìû îñòàåòñÿ íåèçìåííîé ïðè �âêëþ÷åíèè� âçàè-
ìîäåéñòâèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè, ò.å. ïðè ïåðåõîäå îò ôåðìè-ãàçà ê ôåðìè-æèäêîñòè.
Â ýòîé êëàññèôèêàöèè ðîëü ÷àñòèö ãàçà ïåðåõîäèò ê ýëåìåíòàðíûì âîçáóæäåíè-
ÿì, ÷èñëî êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì ÷àñòèö è êîòîðûå ïîä÷èíÿþòñÿ ñòàòèñòèêå
Ôåðìè.

Ïóñòü np � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ êâàçè÷àñòèö ïî èìïóëüñàì. Îñíîâíîå ñîñòî-
ÿíèå ñîîòâåòñòâóåò ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, â êîòîðîé çàíÿòû âñå ñîñòîÿíèÿ êâàçè-
÷àñòèö ñ p < pF (ñôåðà Ôåðìè â èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå). Âåëè÷èíà pF ñâÿçàíà ñ
ïëîòíîñòüþ æèäêîñòè (÷èñëîì ÷àñòèö â åäèíèöå îáúåìà) òàêîé æå ôîðìóëîé (5.43),
êàê è â ñëó÷àå ôåðìè-ãàçà10:

pF = (3π2)1/3
(
N

V

)1/3

~. (6.106)

Âàæíî, îäíàêî, ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ïîëíàÿ ýíåðãèÿ æèäêîñòè E íå ñâîäèòñÿ ê ñóììå
ýíåðãèé êâàçè÷àñòèö: E ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôóíêöèîíàë 11 îò ôóíêöèè ðàñïðåäå-
ëåíèÿ îáùåãî âèäà, íå ñâîäÿùèéñÿ ê

∫
dτnpεp, êàê ýòî èìååò ìåñòî â èäåàëüíîì

10Ýòîò ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ, êàê ëåãêî ïîíÿòü, ïðÿìûì ñëåäñòâèåì ñäåëàííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ î
êëàññèôèêàöèè óðîâíåé.

11Îáû÷íàÿ ôóíêöèÿ îñóùåñòâëÿåò îòîáðàæåíèå îäíîãî ìíîæåñòâà ÷èñåë â äðóãîå. Ôóíêöèîíàë
� ýòî îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà ôóíêöèé â ìíîæåñòâî ÷èñåë. Òèïè÷íûé ïðèìåð ôóíêöèîíàëà � îïðå-

äåëåííûé èíòåãðàë: F [f(x)] =
∫ b
a dxf(x). Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ îò ôóíêöèè åñòü ñíîâà ôóíêöèÿ,

à îòíþäü íå ôóíêöèîíàë. Èñïîëüçóåìîå äàëåå ôóíêöèîíàëüíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ìîæíî îïðå-
äåëèòü ôîðìàëüíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

δF [f(x)]

δf(y)
= lim

ε→0

F [f(x) + εδ(x− y)]− F [f(x)]

ε
. (6.107)
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ãàçå. Ïåðâè÷íûì ïîíÿòèåì ÿâëÿåòñÿ èìåííî E, ïðè T = 0 ñîâïàäàþùàÿ ñ ýíåðãèåé
îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ôåðìè-æèäêîñòè.

Íîðìèðóåì ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ óñëîâèåì:∫
dτnp =

N

V
(6.109)

ãäå N � ÷èñëî ÷àñòèö æèäêîñòè, dτ = d3p/(2π~)3. Èçìåíåíèå E ïðè áåñêîíå÷íî
ìàëîì èçìåíåíèè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

δE

V
=

∫
dτεpδnp (6.110)

εp =
δE

δnp
(6.111)

Âåëè÷èíà εp åñòü âàðèàöèîííàÿ (ôóíêöèîíàëüíàÿ) ïðîèçâîäíàÿ ýíåðãèè ïî ôóíê-
öèè ðàñïðåäåëåíèÿ, îíà ñîîòâåòñòâóåò èçìåíåíèþ ýíåðãèè ñèñòåìû ïðè äîáàâëåíèè
îäíîé êâàçè÷àñòèöû ñ èìïóëüñîì p. Ýòà âåëè÷èíà ñàìà ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëîì
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, ò.å. âèä εp îïðåäåëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì âñåõ êâàçè÷àñòèö
â æèäêîñòè.

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ êâàçè÷àñòèö èìååò (â ðàâíîâåñèè) âèä îáû÷íîãî ðàñïðå-
äåëåíèÿ Ôåðìè. Â ñàìîì äåëå, ââèäó ñîâïàäåíèÿ êëàññèôèêàöèè óðîâíåé ýíåðãèè
æèäêîñòè è èäåàëüíîãî ôåðìè-ãàçà, ýíòðîïèÿ æèäêîñòè îïðåäåëÿåòñÿ òåì æå êîì-
áèíàòîðíûì âûðàæåíèåì (5.15), êîòîðîå â ñëó÷àå æèäêîñòè ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê:

S = −
∫
dτ [np lnnp + (1− np) ln(1− np)] (6.112)

Âàðüèðóÿ ýòî âûðàæåíèå ïðè äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ ïîñòîÿíñòâà ïîëíîãî ÷èñëà
÷àñòèö è ïîëíîé ýíåðãèè, ìîæíî êàê è â ñëó÷àå ãàçà ïîëó÷èòü:

np =
1

e
εp−µ

T + 1
(6.113)

Ïîä÷åðêíåì, îäíàêî, ÷òî εp çäåñü ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëîì np, òàê ÷òî (6.113) ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ñëîæíîå íåÿâíîå îïðåäåëåíèå np. Â ðàìêàõ ìèêðîñêîïè÷åñêîãî ïîä-
õîäà ê òåîðèè ôåðìè-æèäêîñòè ìîæíî äîêàçàòü îáùåå óòâåðæäåíèå î íàëè÷èè ñêà÷-
êà12 â ðàñïðåäåëåíèè ÷àñòèö æèäêîñòè ïðè εp = µ ïðè T = 0 (òåîðåìà Ìèãäàëà),
÷òî äîêàçûâàåò ñóùåñòâîâàíèå ïîâåðõíîñòè Ôåðìè â ñèñòåìå âçàèìîäåéñòâóþùèõ
ôåðìèîíîâ. Ïîçæå ìû åùå âåðíåìñÿ ê ýòîìó âîïðîñó.

Âñïîìíèì òåïåðü ïðî ñïèí êâàçè÷àñòèö σ⃗. Â îäíîðîäíîé èçîòðîïíîé æèäêîñòè
ñêàëÿðíàÿ âåëè÷èíà ε ìîæåò çàâèñåòü òîëüêî îò ñêàëÿðíûõ àðãóìåíòîâ, òàê ÷òî σ⃗
ìîæåò âõîäèòü â ýíåðãèþ êâàçè÷àñòèö (â îòñóòñòâèå âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ!)
òîëüêî â âèäå σ̂2 èëè (σ⃗p)2 (ïåðâàÿ ñòåïåíü σ⃗p íåäîïóñòèìà, ïîñêîëüêó ÿâëÿåòñÿ
ïñåâäîñêàëÿðîì èç-çà àêñèàëüíîñòè âåêòîðà ñïèíà). Äëÿ ñïèíà s = 1/2 èìååì:

σ⃗2 =
3

4
(σ⃗p)2 =

1

4
p2 (6.114)

Íàïðèìåð, äëÿ F [f(x)] â âèäå îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà:

δF [f(x)]

δf(y)
= lim

ε→0

1

ε

[∫
dx[f(x) + εδ(x− y)]−

∫
dxf(x)

]
=

∫
dxδ(x− y) = 1 (6.108)

12Âåëè÷èíà ýòîãî ñêà÷êà â ôåðìè-æèäêîñòè < 1, â îòëè÷èå îò ôåðìè-ãàçà.
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òàê ÷òî âåëè÷èíà σ ïîëíîñòüþ âûïàäàåò è ýíåðãèÿ êâàçè÷àñòèö âîâñå íå çàâèñèò
îò ñïèíà. Ñîîòâåòñòâåííî, âñå óðîâíè äâóêðàòíî âûðîæäåíû è íóæíî âåçäå ïèñàòü

dτ = 2 d3p
(2π~)3 .

Ìû ïðèïèñàëè êàæäîé êâàçè÷àñòèöå îïðåäåëåííûé èìïóëüñ. Óñëîâèå ïðèìåíè-
ìîñòè ýòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ òðåáóåò, ÷òîáû íåîïðåäåëåííîñòü èìïóëüñà áûëà ìàëà
íå òîëüêî â ñðàâíåíèè ñ âåëè÷èíîé ñàìîãî èìïóëüñà, íî è ïî ñðàâíåíèþ ñ øèðèíîé
îáëàñòè �ðàçìûòèÿ� ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. Â ñèëó ïðèíöèïà Ïàóëè âçàèìíî ðàñ-
ñåèâàòüñÿ ìîãóò òîëüêî êâàçè÷àñòèöû èç îáëàñòè ðàçìûòèÿ, ïðè÷åì â ðåçóëüòàòå
ðàññåÿíèÿ îíè äîëæíû ïåðåõîäèòü â ñâîáîäíûå ñîñòîÿíèÿ â òîé æå îáëàñòè. Ïîýòî-
ìó âåðîÿòíîñòü ñòîëêíîâåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó øèðèíû ∆p ýòîé îáëàñòè.
Ñîîòâåòñòâåííî, ïîðÿäêà ∆p2 è íåîïðåäåëåííîñòü èìïóëüñà, ñâÿçàííàÿ ñ ïðîöåññàìè
ðàññåÿíèÿ. Îòñþäà ÿñíî, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîé ∆p íåîïðåäåëåííîñòü èìïóëüñà
áóäåò ìàëà íå òîëüêî ïî ñðàâíåíèþ ñ pF , íî è ïî ñðàâíåíèþ ñ ∆p, äîñòàòî÷íî áëèçêî
ê ïîâåðõíîñòè Ôåðìè êâàçè÷àñòèöû âñåãäà õîðîøî îïðåäåëåíû.

Òàêèì îáðàçîì âåëè÷èíà εp èìååò íåïîñðåäñòâåííûé ôèçè÷åñêèé ñìûñë ëèøü â
îêðåñòíîñòè ïîâåðõíîñòè Ôåðìè. Ðàçëàãàÿ åå çäåñü â ðÿä ïî ñòåïåíÿì p−pF , èìååì:

ξp = εp − µ ≈ vF (|p| − pF ) µ = εF (6.115)

ãäå vF =
∂εp
∂p |p=pF � ñêîðîñòü íà ïîâåðõíîñòè Ôåðìè.

Âûøå óæå îòìå÷àëîñü, ÷òî ïðè ðîæäåíèè êâàçè÷àñòèö, ìîìåíò èìïóëüñà êâàíòî-
âîé ñèñòåìû ìîæåò èçìåíÿòüñÿ òîëüêî íà öåëîå ÷èñëî. Â ïðèìåíåíèè ê ôåðìèîíàì
ñî ñïèíîì s = 1/2 ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êâàçè÷àñòèöû ìîãóò ðîæäàòüñÿ ïîïàðíî. Â
ôåðìè-æèäêîñòè òàê è ïðîèñõîäèò: ðîæäåíèå ÷àñòèöû ñ ýíåðãèåé (6.115) íàä îñ-
íîâíûì ñîñòîÿíèåì èäåò ïóòåì åå âîçáóæäåíèÿ èç çàïîëíåííîé ñôåðû Ôåðìè, ÷òî
ñîïðîâîæäàåòñÿ îäíîâðåìåííûì ðîæäåíèåì äûðêè (ñ òîé æå ýíåðãèåé) ïîä ïîâåðõ-
íîñòüþ Ôåðìè.

Â èäåàëüíîì ôåðìè-ãàçå εp = p2/2m è vF = pF /m. Ïî àíàëîãèè, â ôåðìè-
æèäêîñòè ìîæíî ââåñòè âåëè÷èíó

m∗ =
pF
vF

(6.116)

è íàçâàòü åå ýôôåêòèâíîé ìàññîé êâàçè÷àñòèö13. Òîãäà òåïëîåìêîñòü ôåðìè-æèäêîñòè
äàåòñÿ �ãàçîâîé� ôîðìóëîé (5.70) ñ çàìåíîé m→ m∗:

C =
π2

3
νFT νF =

m∗pF
π2~3

(6.117)

Ïðè ðàññìîòðåíèè ñèñòåì ñ ïåðåìåííûì ÷èñëîì ÷àñòèö óäîáíî èñïîëüçîâàòü òåð-
ìîäèíàìè÷åñêèé ïîòåíöèàë Ω = F−µN . Ïðè T = 0 èìååì, î÷åâèäíî, F = E, òàê ÷òî
Ω = E − µN . Ðàññìîòðèì �âîçáóæäåííîå� ñîñòîÿíèå ñèñòåìû, îáðàçîâàâ ðàçíîñòü:

Ω− Ω0 = E − E0 − µ(N −N0) (6.118)

ãäå èíäåêñ 0 îòíîñèòñÿ ê îñíîâíîìó ñîñòîÿíèþ. Ñîãëàñíî ãèïîòåçå Ëàíäàó, äîáàâ-
ëåíèå îäíîé êâàçè÷àñòèöû ê îñíîâíîìó ñîñòîÿíèþ ñîîòâåòñòâóåò äîáàâëåíèþ òî÷íî
îäíîé �ãîëîé� ÷àñòèöû ê ðàññìàòðèâàåìîé ôåðìè-ñèñòåìå: ñîñòîÿíèå ñ îäíîé äî-
áàâî÷íîé êâàçè÷àñòèöåé ïîëó÷àåòñÿ èç ñîñòîÿíèÿ èäåàëüíîé ñèñòåìû, ñîäåðæàùåé

13Íàïðèìåð, äëÿ æèäêîãîHe3 èç ýêñïåðèìåíòà èçâåñòíî, ÷òîm∗ ≈ 2.4mHe3 , pF /~ ≈ 0.8 108ñì−1.
Îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè òåîðèè ôåðìè-æèäêîñòè äëÿ He3 îãðàíè÷åíà T < 0.5K.
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N + 1 ÷àñòèö, à ïîëíîå ÷èñëî ÷àñòèö ñîõðàíÿåòñÿ ïðè àäèàáàòè÷åñêîì âêëþ÷åíèè
âçàèìîäåéñòâèÿ. Èìååì:

N −N0 =
∑
p

δnp =

∫
dτδnp (6.119)

Ïîñêîëüêó, ñîãëàñíî (6.111):

E[np] = E0 +
∑
p

εpδnp +O(δn2
p) (6.120)

ïîëó÷èì:

Ω− Ω0 =
∑
p

(εp − µ)δnp +O(δn2
p) (6.121)

Ïîñêîëüêó ìû ðàññìàòðèâàåì íåáîëüøèå âàðèàöèè δnp âáëèçè ïîâåðõíîñòè Ôåðìè,
ò.å. â òîíêîì ýíåðãåòè÷åñêîì ñëîå ∼ δ îêîëî íåå, òî âåëè÷èíà εp−µ ∼ δ. Íî è δnp ∼ δ,
òàê ÷òî Ω−Ω0 ∼ δ2, ïîýòîìó â ðàçëîæåíèè (6.121) íóæíî âûïèñàòü âñå ÷ëåíû ∼ δ2.
Òîãäà çàïèøåì:

Ω− Ω0 =
∑
p

(εp − µ)δnp +
1

2

∑
pp′

f(p,p′)δnpδnp′ +O(δ3p) (6.122)

ãäå ââåëè:

f(p,p′) =
δ2E

δnpδnp′
(6.123)

� òàê íàçûâàåìóþ ôóíêöèþ Ëàíäàó, îïèñûâàþùóþ âçàèìîäåéñòâèå êâàçè÷àñòèö.
Â ñàìîì äåëå, èç îïðåäåëåíèÿ (6.111) è (6.122) âèäíî, ÷òî âàðèàöèÿ δnp ïðèâîäèò ê
èçìåíåíèþ ýíåðãèè êâàçè÷àñòèöû:

δεp =

∫
dτ ′f(p,p′)δnp′ (6.124)

êîòîðîå öåëèêîì îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ëàíäàó. Â ýòîì ãëàâíîå îòëè÷èå òåîðèè
ôåðìè-æèäêîñòè îò ìîäåëè ñâîáîäíûõ ôåðìèîíîâ.

Áóäåì ñ÷èòàòü ôóíêöèþ f(p,p′) íåïðåðûâíîé ïðè p è p′ áëèçêèõ ê pF . Ïðàê-
òè÷åñêè òðåáóåòñÿ çíàòü f(p,p′) òîëüêî íà ñàìîé ïîâåðõíîñòè Ôåðìè, ò.å. ïðè |p| =
|p′| = pF . Òîãäà f(p,p

′) çàâèñèò òîëüêî îò âçàèìíîé îðèåíòàöèè âåêòîðîâ p è p′

(óãëà ìåæäó íèìè) è îò ñïèíîâ σ,σ′. Óäîáíî çàïèñàòü f(p,p′), âûäåëèâ åå íåçàâèñè-
ìûå êîìïîíåíòû, ñîîòâåòñòâóþùèå ïàðàëëåëüíîé è àíòèïàðàëëåëüíîé îðèåíòàöèè
ñïèíîâ:

f↑↑(p,p
′) = fs(p,p′) + fa(p,p′) (6.125)

f↑↓(p,p
′) = fs(p,p′)− fa(p,p′) (6.126)

(6.127)

Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî àíòèñèììåòðè÷íàÿ ÷àñòü fa(p,p′) îáóñëîâëåíà íåêîòîðîé ýíåð-
ãèåé îáìåííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ 2fa(p,p′), êîòîðàÿ ïîÿâëÿåòñÿ ëèøü êîãäà ñïèíû
ïàðàëëåëüíû. Â ëèòåðàòóðå ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ è äðóãàÿ ôîðìà çàïèñè ôóíêöèè
Ëàíäàó:

fσ,σ′(p,p′) = φ(p,p′) + (σ̂σ̂′)ψ(p,p′) (6.128)
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ãäå σ̂ è σ̂′ � ñïèíîâûå ìàòðèöû äâóõ ôåðìèîíîâ.
Èòàê, â èçîòðîïíîé æèäêîñòè ôóíêöèè fa(p,p′) è fs(p,p′) çàâèñÿò òîëüêî îò

óãëà θ ìåæäó p è p′. Òîãäà èõ ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿäû ïî ïîëèíîìàì Ëåæàíäðà:

fs(a)(p,p′) =

∞∑
l=0

Pl(cos θ)f
s(a)
l (6.129)

Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ f(p,p′) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ íàáîðîì êîýôôèöèåíòîâ fsl
è fal , íàçûâàåìûõ ôåðìè-æèäêîñòíûìè êîíñòàíòàìè. Óäîáíî ââåñòè áåçðàçìåðíûå

êîíñòàíòû F
s,(a)
l ñ ïîìîùüþ:

νF f
s,(a)
l =

m∗pF
π2~3

f
s,(a)
l ≡ F

s,(a)
l (6.130)

Âåëè÷èíû ýòèõ êîíñòàíò îïðåäåëÿþò ôåðìè-æèäêîñòíûå ïåðåíîðìèðîâêè ðÿäà ôè-
çè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ôåðìè-æèäêîñòè, ñîîòâåòñòâåííî õîòÿ-áû ÷àñòü èç íèõ ìîæ-
íî îïðåäåëèòü èç ýêñïåðèìåíòà. Îáû÷íî îêàçûâàþòñÿ ñóùåñòâåííûìè òîëüêî íåñêîëü-
êî ïåðâûõ êîíñòàíò. Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî âûâåñòè ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå ìåæäó
èñòèííîé ìàññîé ÷àñòèö è ýôôåêòèâíîé ìàññîé êâàçè÷àñòèöû â ôåðìè-æèäêîñòè
[3, 23]:

1

m
=

1

m∗ +
pF

(2π~)3
4π

∫
d cos θ cos θf(p,p′) (6.131)

êîòîðîå, ñ ó÷åòîì (6.129), (6.130) è ñâîéñòâ ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà äàåò:

m∗

m
= 1 +

F s1
3

(6.132)

Çàìåòèì, ÷òî îòñþäà ñ î÷åâèäíîñòüþ ñëåäóåò îãðàíè÷åíèå F s1 > −3. Àíàëîãè÷íûì
îáðàçîì, ó÷òÿ âçàèìîäåéñòâèå ñ âíåøíèì ìàãíèòíûì ïîëåì (ñì. íèæå), ìîæíî íàéòè
ñïèíîâóþ (ïàðàìàãíèòíóþ) âîñïðèèì÷èâîñòü ôåðìè-æèäêîñòè [3, 23]:

χp = µ2
B

m∗pF
π2~3

1

1 + F a0
(6.133)

êîòîðàÿ îòëè÷àåòñÿ îò ñîîòâåòñòâóþùåãî âûðàæåíèÿ äëÿ ôåðìè-ãàçà (5.79) çàìåíîé
m→ m∗ è ôåðìè-æèäêîñòíîé ïåðåíîðìèðîâêîé 1 + F a0 .

6.9 Ýëåêòðîííàÿ ôåðìè�æèäêîñòü ìåòàëëîâ∗.

Âûøå ìû ïîäðàçóìåâàëè, ÷òî ôåðìè-æèäêîñòü ñîñòîèò èç íåéòðàëüíûõ ÷àñòèö (íà-
ïðèìåð He3), òàê ÷òî èõ âçàèìîäåéñòâèå èìååò êîðîòêîäåéñòâóþùèé õàðàêòåð. Êî-
ãäà ðå÷ü èäåò î ýëåêòðîííîé ôåðìè-æèäêîñòè ìåòàëëîâ, ñòàíîâèòñÿ ñóùåñòâåííîé
ðîëü äàëüíîäåéñòâóþùåãî êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Ïðè íàëè÷èè äàëüíîäåé-
ñòâóþùèõ ñèë, âîîáùå ãîâîðÿ, íàðóøàåòñÿ îñíîâíîå ñîîòíîøåíèå òåîðèè ôåðìè-
æèäêîñòè (6.124). Îêàçûâàåòñÿ, îäíàêî, ÷òî ìîæíî ïðåäëîæèòü íåêîòîðûé îáîá-
ùåííûé ïîäõîä ê òåîðèè çàðÿæåííûõ ôåðìè-æèäêîñòåé (Ñèëèí), êîòîðûé êîððåêò-
íî ó÷èòûâàåò ðîëü êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ è, â çíà÷èòåëüíîé ìåðå, ïðèâîäèò
òåîðèþ ê âèäó âåñüìà áëèçêîìó ê òåîðèè íåéòðàëüíîé ôåðìè-æèäêîñòè.



130 Ãëàâà 6. ÊÎÍÄÅÍÑÈÐÎÂÀÍÍÛÅ ÒÅËÀ

Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ëîêàëüíîé âî âðåìåíè ñâÿçè ìîæíî
çàïèñàòü îáîáùåíèå (6.124) â âèäå:

δε(p, r) = Spσ′

∫
dr′
∫

d3p′

(2π~)3
F (p,p′; r, r′)δn(p′, r′) (6.134)

ãäå ââåëè ÿâíóþ çàâèñèìîñòü îò êîîðäèíàò ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ (÷òî íóæíî äëÿ
ðàññìîòðåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííî íåîäíîðîäíûõ âîçìóùåíèé) è âûïèñàëè Sp ïî ñïèíî-
âîé ïåðåìåííîé14. Âåëè÷èíà F (p,p′; r, r′) � âòîðàÿ âàðèàöèîííàÿ ïðîèçâîäíàÿ ýíåð-
ãèè ôåðìè-æèäêîñòè, òàêæå çàâèñèò íå òîëüêî îò èìïóëüñîâ p è p′ è ñïèíîâ, íî è
îò êîîðäèíàò r è r′. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå (ïðèáëèæåíèå ñàìîñîãëàñîâàííîãî ïîëÿ
Õàðòðè), ïðåíåáðåãàÿ îáìåííûìè ýôôåêòàìè, äëÿ ÷àñòèö, âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïî
öåíòðàëüíîìó çàêîíó ñèë ñ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé U(|r− r′|), èìååì:

FH(p,p′; r, r′) = U(|r− r′|). (6.135)

Ýòî âûðàæåíèå âîçíèêàåò â ïðåíåáðåæåíèè êîððåëÿöèîííûìè ýôôåêòàìè, àíàëî-
ãè÷íûìè òåì, ÷òî ðàññìàòðèâàëèñü âûøå äëÿ êëàññè÷åñêîé ïëàçìû. Íàïðîòèâ, ðàç-
íîñòü F − FH öåëèêîì îáóñëîâëåíà ýòèìè ýôôåêòàìè, èç êîòîðûõ ïðîñòåéøèì ÿâ-
ëÿåòñÿ ýôôåêò îáìåííîé êîððåëÿöèè. Âàæíî, ÷òî õàðàêòåðíûå ðàññòîÿíèÿ, íà êî-
òîðûõ ïðîÿâëÿþòñÿ êîððåëÿöèîííûå ýôôåêòû, ïîðÿäêà äëèíû âîëíû ýëåêòðîíà íà
óðîâíå Ôåðìè, ò.å. ïîðÿäêà ñðåäíåãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè (ýëåêòðîíàìè)
(N/V )−1/3 ∼ 10−8ñì (â ìåòàëëå). Ïîýòîìó, äëÿ ïðàêòè÷åñêè èíòåðåñíîãî êðóãà çà-
äà÷, êîãäà õàðàêòåðíûé ìàñøòàá èçìåíåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ êâàçè÷àñòèö ñóùåñòâåí-
íî ïðåâûøàåò ðàäèóñ êîððåëÿöèé, ìîæíî ïðèíÿòü:

F (p,p′; r, r′)− FH(p,p′; r, r′) ≈ δ(r− r′)f(p,p′) (6.136)

Òîãäà (6.134) ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå:

δε(p, r) = Spσ′

∫
dr′
∫

d3p′

(2π~)3
U(|r− r′|)δn(p′, r′) + Spσ′

∫
d3p′

(2π~)3
f(p,p′)δn(p′, r)

(6.137)
Äëÿ ýëåêòðîíîâ â ìåòàëëå U(r) = e2/r. Â ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè, êîãäà ðàñïðåäåëå-
íèå ÷àñòèö íå çàâèñèò îò êîîðäèíàò, ïðîñòðàíñòâåííî íåëîêàëüíàÿ ñâÿçü â ïåðâîì
ñëàãàåìîì (6.137) íåñóùåñòâåííà, òàê ÷òî ñâîéñòâà ñèñòåìû çàðÿæåííûõ ÷àñòèö â
èçâåñòíîì ñìûñëå ïîäîáíû ðàññìîòðåííûì âûøå ñâîéñòâàì íåéòðàëüíîé ôåðìè-
æèäêîñòè. Çàìåòèì, ÷òî ïåðâîå ñëàãàåìîå â (6.137), åñëè ïîíèìàòü åãî áóêâàëüíî,
ðàñõîäèòñÿ â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíûõ ðàñïðåäåëåíèé, Ýòà ðàñõîäèìîñòü,
îäíàêî, ôèêòèâíà, åñëè ó÷åñòü ñóùåñòâîâàíèå â ìåòàëëå îäíîðîäíîãî ôîíà ïîëîæè-
òåëüíûõ èîíîâ, îáåñïå÷èâàþùåãî îáùóþ ýëåêòðîíåéòðàëüíîñòü ñèñòåìû. Äëÿ ïðî-
ñòðàíñòâåííî íåîäíîðîäíûõ ðàñïðåäåëåíèé ýòî ñëàãàåìîå ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ
êàê ïðîÿâëåíèå ñàìîñîãëàñîâàííîãî ñêàëÿðíîãî ïîòåíöèàëà φ(r):

eφ(r) = Spσ′

∫
dr′
∫

d3p′

(2π~)3
e2

|r− r′|
δn(p′, r′). (6.138)

Ýòîò ïîòåíöèàë ìîæíî íàéòè ðåøàÿ óðàâíåíèå Ïóàññîíà:

∇2φ(r) = −4πeSpσ′

∫
d3p′

(2π~)3
δn(p′, r) (6.139)

14Ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ êâàçè÷àñòèö çäåñü ïîäðàçóìåâàåòñÿ â ñìûñëå Âèãíåðà, ÷òîáû ó÷åñòü
êîîðäèíàòíóþ çàâèñèìîñòü.
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êîòîðîå îêàçûâàåòñÿ íåîáõîäèìîé ñîñòàâíîé ÷àñòüþ òåîðèè çàðÿæåííîé ôåðìè-æèäêîñòè
Ëàíäàó � Ñèëèíà.

Ó÷òåì åùå âçàèìîäåéñòâèå ñ ìàãíèòíûì ïîëåì B. Òîãäà âûðàæåíèå (6.137) äëÿ
çàðÿæåííîé ôåðìè-æèäêîñòè ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå:

δε(p, r) = −µBσ⃗B+ eφ(r) + Spσ′

∫
d3p′

(2π~)3
f(p,p′)δn(p, r) (6.140)

Âàæíî, ÷òî âåëè÷èíû δε è φ îïðåäåëÿþòñÿ òåïåðü ñèñòåìîé ñâÿçàííûõ óðàâíåíèé
(6.139), (6.140) ñàìîñîãëàñîâàííûì îáðàçîì. Â ÷àñòíîñòè, îòñþäà ìîæíî ïîëó÷èòü
è ÿâëåíèå ýêðàíèðîâêè äàëüíîäåéñòâóþùèõ êóëîíîâñêèõ ñèë â êâàíòîâîé ñèñòåìå,
àíàëîãè÷íîå îïèñàííîìó âûøå äëÿ êëàññè÷åñêîé ïëàçìû [23].

Â óñëîâèÿõ, êîãäà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ðåëÿòèâèñòñêèìè ýôôåêòàìè ñïèí � îðáè-
òàëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ôóíêöèþ f(p,p′) ìîæíî ñíîâà ïðåäñòàâèòü â âèäå (6.127)
èëè (6.128). Äàëåå ìîæíî ñíîâà ââåñòè ôåðìè-æèäêîñòíûå êîíñòàíòû (6.129), (6.130),
êîòîðûå ïîäëåæàò îïðåäåëåíèþ èç ýêñïåðèìåíòà. Â ðåçóëüòàòå, è â òåîðèè çàðÿæåí-
íîé ôåðìè-æèäêîñòè ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû âûðàæåíèÿ äëÿ òåïëîåìêîñòè (6.117),
ýôôåêòèâíîé ìàññû (6.132) è ñïèíîâîé âîñïðèèì÷èâîñòè (6.133), ñîâåðøåííî àíàëî-
ãè÷íûå ñëó÷àþ íåéòðàëüíîé ôåðìè-æèäêîñòè [23]. Åñòåñòâåííî, ÷òî çíà÷åíèÿ ôåðìè-
æèäêîñòíûõ êîíñòàíò â ðàçíûõ ìåòàëëàõ ðàçëè÷íû è îòëè÷àþòñÿ îò òàêîâûõ â æèä-
êîì He3, ÿâëÿÿñü õàðàêòåðèñòèêîé âçàèìîäåéñòâèÿ êâàçè÷àñòèö â äàííîì âåùåñòâå.
Êðîìå òîãî, â ìåòàëëàõ ýëåêòðîííàÿ ôåðìè-æèäêîñòü ìîæåò áûòü àíèçîòðîïíîé, à
ïîâåðõíîñòü Ôåðìè íå ñôåðè÷åñêîé, ÷òî îïðåäåëÿåòñÿ ýôôåêòàìè êðèñòàëëè÷åñêîé
ðåøåòêè. Â ýòîì ñëó÷àå òðåáóåòñÿ îáîáùåíèå ðàññìîòðåííîé èçîòðîïíîé ìîäåëè.
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7.1 Êóïåðîâñêàÿ íåóñòîé÷èâîñòü.

Âûøå ðàññìàòðèâàëàñü òàê íàçûâàåìàÿ íîðìàëüíàÿ ôåðìè-æèäêîñòü, â êîòîðîé
âçàèìîäåéñòâèå ÷àñòèö íîñèò îòòàëêèâàòåëüíûé õàðàêòåð. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îñíîâ-
íîå ñîñòîÿíèå ôåðìè-æèäêîñòè ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷èâûì, åñëè èìååòñÿ, ôîðìàëüíî
ñêîëü óãîäíî ñëàáîå, ïðèòÿæåíèå ìåæäó êâàçè÷àñòèöàìè â îêðåñòíîñòè ïîâåðõíî-
ñòè Ôåðìè. Ýòà íåóñòîé÷èâîñòü, îáíàðóæåííàÿ Êóïåðîì, ïðèâîäèò ê îáðàçîâàíèþ
ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé ôåðìèîíîâ (êóïåðîâñêèõ ïàð), ò.å. ýôôåêòèâíûõ áîçîíîâ â
ôåðìèåâñêîé ñèñòåìå. Îíà ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâîé äëÿ ïîíèìàíèÿ òàêèõ ÿâëåíèé êàê
ñâåðõïðîâîäèìîñòü ìåòàëëîâ è ñâåðõòåêó÷åñòü æèäêîãî He3.

Ìû ïðîâåäåì íåñêîëüêî óïðîùåííîå ðàññìîòðåíèå êóïåðîâñêîé íåóñòîé÷èâîñòè,
êîòîðîå äàåò �ïî÷òè� ïðàâèëüíûé îòâåò [24]. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì èìåòü ââèäó
ýëåêòðîíû â ìåòàëëå. Âûøå óæå îòìå÷àëîñü, ÷òî êâàçè÷àñòèöû â ôåðìè-æèäêîñòè
ðîæäàþòñÿ ïîïàðíî (÷àñòèöà íàä ïîâåðõíîñòüþ Ôåðìè, äûðêà ïîä íåé). Âáëèçè
ïîâåðõíîñòè Ôåðìè, â ñîîòâåòñòâèè ñ (6.115), èìååì:

ξp = vF (|p| − pF ) (÷àñòèöà)

ξp = vF (pF − |p|) (äûðêà) (7.1)

òàê ÷òî ýíåðãèþ êâàçè÷àñòèöû ìîæíî çàïèñàòü êàê |ξp|.
Áóäåì èíòåðåñîâàòüñÿ âçàèìîäåéñòâèåì äâóõ ÷àñòèö (èëè äûðîê) âáëèçè ïîâåðõ-

íîñòè Ôåðìè. Óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà äëÿ äâóõ êâàçè÷àñòèö, âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñ
ïîìîùüþ ïîòåíöèàëà U(r1, r2), èìååò âèä

1:

[H0(r1) +H0(r2) + U(r1, r2)]ψ(r1, r2) = Eψ(r1, r2) (7.2)

ãäå H0(r) � ãàìèëüòîíèàí ñâîáîäíîé êâàçè÷àñòèöû:

H0(r)ψp(r) = |ξp|ψp(r) (7.3)

ãäå äëÿ ñâîáîäíîé êâàçè÷àñòèöû ψp(r) =
1√
V
eipr/~. Áóäåì èíòåðåñîâàòüñÿ âîçìîæ-

íîñòüþ îáðàçîâàíèÿ ñâÿçàííîãî ñîñòîÿíèÿ ýòèõ äâóõ ÷àñòèö (êóïåðîâñêîé ïàðû). Â

1Èìåííî çäåñü âîçíèêàåò íåêîòîðîå îãðóáëåíèå èñòèííîé ìíîãî÷àñòè÷íîé çàäà÷è � ìû ðàññìàò-
ðèâàåì äâå âûäåëåííûå êâàçè÷àñòèöû íà ôîíå �æåñòêî� ôèêñèðîâàííîé ïîâåðõíîñòè Ôåðìè.
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îñíîâíîì ñîñòîÿíèè èìïóëüñ ñâÿçàííîé ïàðû äîëæåí áûòü ðàâåí íóëþ è, â ïðîñòåé-
øåì ñëó÷àå, äîëæåí áûòü ðàâåí íóëþ åå ñïèí 2. Ïàðà áóäåò îïèñûâàòüñÿ ñóïåðïî-
çèöèåé ñîñòîÿíèé äâóõ ñâîáîäíûõ êâàçè÷àñòèö ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè èìïóëüñàìè è
ñïèíàìè:

ψ(r1, r2) =
∑
p

cpψp↑(r1)ψ−p↓(r2) (7.4)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî â (7.2), ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòîâ cp:

2|ξp|cp +
∑
p′

Upp′cp′ = Ecp (7.5)

ãäå Upp′ � ìàòðè÷íûé ýëåìåíò âçàèìîäåéñòâèÿ. Ïðèìåì äëÿ ýòîãî ìàòðè÷íîãî ýëå-
ìåíòà ñëåäóþùóþ ìîäåëü:

Upp′ =

{
−g ïðè pF − ~ωD

vF
< |p|, |p′| < pF + ~ωD

vF
0 âíå ýòîãî èíòåðâàëà.

(7.6)

Çíàê êîíñòàíòû âçàèìîäåéñòâèÿ g âûáðàí ñîîòâåòñòâóþùèì ïðèòÿæåíèþ, à îãðàíè-
÷åíèå íà èìïóëüñû îçíà÷àåò, ÷òî ýòî ïðèòÿæåíèå ñóùåñòâóåò òîëüêî â ñëîå øèðèíîé
2~ωD âîêðóã óðîâíÿ Ôåðìè. Òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî çäåñü ôèãóðèðóåò äåáàåâñêàÿ
÷àñòîòà, ñâÿçàíî ïðîñòî ñ òåì, ÷òî â áîëüøèíñòâå ðåàëüíûõ ìåòàëëîâ ìèêðîñêîïè-
÷åñêèé ìåõàíèçì òàêîãî ïðèòÿæåíèÿ ñâÿçàí ñ ýëåêòðîí � ôîíîííûì âçàèìîäåéñòâè-
åì, à ôîíîíû è ìîãóò òîëüêî äåéñòâîâàòü íà ýëåêòðîíû â ñëîå øèðèíîé 2~ωD ≪ εF
âáëèçè ïîâåðõíîñòè Ôåðìè.

Èç (7.5) è (7.6) íàõîäèì âûðàæåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòà cp:

cp =
gI

2|ξp| − E
(7.7)

ãäå

I =

p′=pF+
~ωD
vF∑

p′=pF− ~ωD
vF

cp′ (7.8)

Ñâÿçàííîå ñîñòîÿíèå ñîîòâåòñòâóåò îòðèöàòåëüíîìó çíà÷åíèþ ýíåðãèèE = −2∆(∆ >
0). Ïîäñòàâëÿÿ ýòî â (7.7), à (7.7) â (7.8), ïîëó÷àåì:

I =
1

2
gI

p′=pF+
~ωD
vF∑

p′=pF− ~ωD
vF

1

|ξp′ |+∆
=

=
1

2
gIνF

∫ ~ωD

−~ωD

dξ
1

|ξ|+∆
≈ 1

2
gIνF ln

~ωD
∆

(7.9)

ãäå ìû ïåðåøëè îò ñóììèðîâàíèÿ ïî p ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî ξ = vF (p − pF ), ââå-
äÿ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé íà ïîâåðõíîñòè Ôåðìè νF = mpF

π2~3 è ó÷ëè, ÷òî ∆ ≪ ~ωD.
Ïîñëåäíèé êîýôôèöèåíò 1/2 ñâÿçàí ñ òåì, ÷òî ìû çäåñü ñóììèðóåì ïî ñîñòîÿíèÿì
îäíîé èç êâàçè÷àñòèö ïàðû, ó êîòîðîé ïðîåêöèÿ ñïèíà çàäàíà, òîãäà êàê ïëîòíîñòü

2Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü óïðîùåííóþ ìîäåëü ñ ïî÷òè òî÷å÷íûì ïðèòÿæåíèåì êâàçè÷àñòèö, à
ïðèíöèï Ïàóëè çàïðåùàåò äâóì ôåðìèîíàì èìåòü îäèíàêîâûé ñïèí â îäíîé òî÷êå.
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ñîñòîÿíèé νF çàïèñàíà äëÿ îáåèõ ïðîåêöèé ñïèíà. Ñîîòâåòñòâåííî, èç (7.9) ïîëó÷àåì
óðàâíåíèå äëÿ ∆:

1 =
1

2
gνF ln

~ωD
∆

(7.10)

êîòîðîå âñåãäà (äàæå ïðè ñêîëü óãîäíî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ g) èìååò íåòðèâèàëüíîå
ðåøåíèå:

∆ = ~ωD exp

[
− 2

gνF

]
(7.11)

îïðåäåëÿþùåå êîíå÷íóþ ýíåðãèþ ñâÿçè ïàðû. Òàêèì îáðàçîì, íàøà ôåðìèåâñêàÿ ñè-
ñòåìà íåóñòîé÷èâà îòíîñèòåëüíî îáðàçîâàíèÿ ñâÿçàííûõ ïàð ýëåêòðîíîâ ïðè ñêîëü
óãîäíî ñëàáîì ïðèòÿæåíèè âáëèçè ïîâåðõíîñòè Ôåðìè. Ýòî è åñòü íåóñòîé÷èâîñòü
Êóïåðà. Ïðîâåäåííîå ðàññìîòðåíèå íåñêîëüêî íåòî÷íî � ðå÷ü øëà î äâóõ âûäåëåí-
íûõ ýëåêòðîíàõ íà ôîíå æåñòêîé ïîâåðõíîñòè Ôåðìè, íî îíî äàåò ïðàâèëüíûé ðå-
çóëüòàò äëÿ ýíåðãèè ñâÿçè ïàðû ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû. Êóïåðîâñêèå ïàðû, î÷åâèäíî,
ÿâëÿþòñÿ áîçîíàìè è ìîãóò ïðåòåðïåâàòü áîçå-êîíäåíñàöèþ ïðè äîñòàòî÷íî íèçêèõ
òåìïåðàòóðàõ, ÷òî è åñòü ãëàâíàÿ èäåÿ â îáúÿñíåíèè ìåõàíèçìà ñâåðõòåêó÷åñòè â
ôåðìè-ñèñòåìå (ñâåðõïðîâîäèìîñòè).

7.2 Ñâåðõòåêó÷èé ôåðìè-ãàç. Ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð.

Èòàê, ôèçè÷åñêàÿ ïðèðîäà ñâåðõïðîâîäèìîñòè ìåòàëëîâ ñîñòîèò â ñòðåìëåíèè ýëåê-
òðîíîâ ê ñïàðèâàíèþ, ò.å. îáðàçîâàíèþ ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé èç ïàð ÷àñòèö, íàõî-
äÿùèõñÿ (â èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå) âáëèçè ïîâåðõíîñòè Ôåðìè è îáëàäàþùèõ
ðàâíûìè ïî âåëè÷èíå è ïðîòèâîïîëîæíûìè ïî íàïðàâëåíèþ èìïóëüñàìè è ñïèíà-
ìè. Ìèêðîñêîïè÷åñêèé ìåõàíèçì ïðèòÿæåíèÿ â òðàäèöèîííûõ ñâåðõïðîâîäíèêàõ (ñ
òåìïåðàòóðîé ñâåðõïðîâîäÿùåãî ïåðåõîäà Tc < 30K) ñâÿçàí ñ ýëåêòðîí � ôîíîííûì
âçàèìîäåéñòâèåì. Ïðèðîäà ïðèòÿæåíèÿ â âûñîêîòåìïåðàòóðíûõ ñâåðõïðîâîäíèêàõ
íà îñíîâå îêñèäîâ ìåäè (Tc > 30K) åùå îêîí÷àòåëüíî íå âûÿñíåíà, ñêîðåå âñåãî
îíà ñâÿçàíà ñ âçàèìîäåéñòâèåì íîñèòåëåé òîêà ñ àíòèôåððîìàãíèòíûìè ñïèíîâû-
ìè ôëóêòóàöèÿìè. Â ñâåðõòåêó÷åì He3 (ãäå â îáëàñòè T < 2.610−3K ñóùåñòâóåò
íåñêîëüêî ñâåðõòåêó÷èõ ôàç) ýòî îáìåí ïàðàìàãíîíàìè (ñïèíîâûìè ôëóêòóàöèÿìè)
ìåæäó êâàçè÷àñòèöàìè â ãåëèè. Ïðåäëàãàëèñü è äðóãèå ìåõàíèçìû ñïàðèâàòåëüíîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ, íàïðèìåð òàê íàçûâàåìûé ýêñèòîííûé ìåõàíèçì. Â ëþáîì ñëó÷àå
ðå÷ü èäåò î âçàèìîäåéñòâèè çà ñ÷åò îáìåíà òåì èëè èíûì êâàíòîì êîëëåêòèâíûõ (áî-
çîííûõ) âîçáóæäåíèé ìåæäó ôåðìèîííûìè êâàçè÷àñòèöàìè. Â äàëüíåéøåì ìû íå
ðàññìàòðèâàåì ýòè ìåõàíèçìû, îãðàíè÷èâàÿñü îáñóæäåíèåì òðàäèöèîííîé ìîäåëè
ñâåðõïðîâîäèìîñòè ìåòàëëîâ, íà îñíîâå ïðîñòåéøåé ìîäåëè, ïðåäëîæåííîé Áàðäè-
íûì, Êóïåðîì è Øðèôôåðîì (ìîäåëü ÁÊØ)3.

Áàðäèí, Êóïåð è Øðèôôåð ïðåäëîæèëè ñëåäóþùèé ìîäåëüíûé ãàìèëüòîíèàí
ñâåðõïðîâîäíèêà:

H =
∑
pσ

ξpa
+
pσapσ − g

V

∑
pp′

a+p′↑a
+
−p′↓a−p↓ap↑ (7.12)

3Ïðè ýòîì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ñèíãëåòíîå ñïàðèâàíèå ýëåêòðîíîâ (ñ ïðîòèâîïî-
ëîæíûìè ñïèíàìè) è íóëåâûì îðáèòàëüíûì ìîìåíòîì ïàðû (s-ñïàðèâàíèå), õîòÿ â íåêîòîðûõ
ìåòàëëàõ è ñâåðõòåêó÷åì He3 ñïàðèâàíèå ïðîèñõîäèò â òðèïëåòíîì ñîñòîÿíèè ïî ñïèíó (ïàðàë-
ëåëüíûå ñïèíû â ïàðå) è íå îáÿçàòåëüíî â s-ñîñòîÿíèè ïî îðáèòàëüíîìó ìîìåíòó. Íàïðèìåð, â
óïîìÿíóòûõ âûñîêîòåìïåðàòóðíûõ ñâåðõïðîâîäíèêàõ ðåàëèçóåòñÿ ñèíãëåòíîå d-ñïàðèâàíèå.
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ãäå ξp = vF (|p| − pF ) � ýíåðãèÿ ýëåêòðîíà âáëèçè ïîâåðõíîñòè Ôåðìè â íîðìàëüíîì
ìåòàëëå (îòñ÷èòàííàÿ îò óðîâíÿ Ôåðìè), a+pσ, apσ � îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òî-
æåíèÿ ýëåêòðîíà ñ èìïóëüñîì p è ïðîåêöèåé ñïèíà σ. Çíàê êîíñòàíòû âçàèìîäåé-
ñòâèÿ g âûáðàí ñîîòâåòñòâóþùèì ïðèòÿæåíèþ, è îíà ñ÷èòàåòñÿ îòëè÷íîé îò íóëÿ
òîëüêî â íåêîòîðîì ýíåðãåòè÷åñêîì ñëîå âáëèçè ïîâåðõíîñòè Ôåðìè, êàê â (7.6). Çà-
ìåòèì, ÷òî ýòîò ãàìèëüòîíèàí èìååò ñèëüíî �óðåçàííûé� âèä � âçàèìîäåéñòâóþò, â
ñîîòâåòñòâèè ñ èçëîæåííîé âûøå êàðòèíîé, òîëüêî ýëåêòðîíû ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè
èìïóëüñàìè è ñïèíàìè, à âñå ïðî÷èå âçàèìîäåéñòâèÿ ïðîñòî âûáðîøåíû4.

Ïðè àíàëèçå ãàìèëüòîíèàíà (7.12) âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì, ïðåäëîæåííûì Áîãî-
ëþáîâûì. Ââåäåì âìåñòî ÷àñòè ãàìèëüòîíèàíà (7.12), îòâåòñòâåííîé çà âçàèìîäåé-
ñòâèå:

Hint = − g

V

∑
pp′

a+p′↑a
+
−p′↓a−p↓ap↑ (7.13)

ãàìèëüòîíèàí âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ñàìîñîãëàñîâàííûì ïîëåì âèäà:

Hint = − g

V

∑
pp′

{
< a+p′↑a

+
−p′↓ > a−p↓ap↑+ < a−p↓ap↑ > a+p′↑a

+
−p′↓

}
(7.14)

ãäå óãëîâûå ñêîáêè îáîçíà÷àþò óñðåäíåíèå ïî îñíîâíîìó ñîñòîÿíèþ ïðè T = 0 è
ñòàòèñòè÷åñêîå ñðåäíåå ïðè T > 0: < ... >= Z−1Sp(e−

H
T ...). Â ðåçóëüòàòå, ïîëíûé

ãàìèëüòîíèàí ïðèíèìàåò âèä5:

H =
∑
pσ

ξpa
+
pσapσ +

∑
p

{
∆∗ap↑a−p↓ +∆a+−p↓a

+
p↑

}
+

1

g
V |∆|2 (7.15)

ãäå ââåëè:

∆∗ =
g

V

∑
p′

< a+p′↑a
+
−p′↓ > (7.16)

∆ =
g

V

∑
p′

< a−p′↓ap′↑ > (7.17)

òàê íàçûâàåìûå àíîìàëüíûå ñðåäíèå, òåñíî ñâÿçàííûå ñ ïàðàìåòðîì ïîðÿäêà ñâåðõ-
ïðîâîäÿùåãî ïåðåõîäà. Êîìáèíàöèè îïåðàòîðîâ ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ, ñòîÿùèå
çäåñü ïîä çíàêîì óñðåäíåíèÿ, ïî ñóòè äåëà, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îïåðàòîðû ðîæäå-
íèÿ è óíè÷òîæåíèÿ êóïåðîâñêèõ ïàð (áîçîíîâ!) ñ íóëåâûì èìïóëüñîì, àíàëîãè÷íûå
(6.89). Ïîýòîìó, èñïîëüçóÿ áîãîëþáîâñêóþ èäåîëîãèþ, ïðèìåíÿâøóþñÿ âûøå ê áîçå-
ãàçó, ìû è ìîæåì çàìåíèòü ýòè êîìáèíàöèè îïåðàòîðîâ â ãàìèëüòîíèàíå (7.13) íà
c-÷èñëà (7.16), (7.17), ò.å. ïðåäïîëîæèòü, ÷òî êóïåðîâñêèå ïàðû ïðè íèçêèõ òåìïå-
ðàòóðàõ ïðåòåðïåâàþò áîçå � êîíäåíñàöèþ è ò.ä. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî ∆∗ = ∆, ò.å. âûáðàòü ôàçó êîìïëåêñíîãî ÷èñëà ∆ = |∆|eiϕ (ïàðàìåòðà

4Â ðåçóëüòàòå òàêîãî óïðîùåíèÿ (âûäåëåíèÿ íàèáîëåå ñóùåñòâåííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ) çàäà÷ó
óäàåòñÿ èññëåäîâàòü äîñòàòî÷íî äåòàëüíî, à òåîðèÿ ÁÊØ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç âûñøèõ äîñòèæåíèé
ñîâðåìåííîé òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè, åå îñíîâíûå èäåè ñîõðàíÿþò ñèëó â ïðèìåíåíèè ê ñàìûì ðàç-
íûì ñèñòåìàì è ìàñøòàáàì ýíåðãèè (òåìïåðàòóðû).Ïîìèìî óæå óïîìÿíóòûõ ïðèìåðîâ, óêàæåì
íà ïðèìåíèìîñòü åå ê ïðîöåññàì ñïàðèâàíèÿ íóêëîíîâ â àòîìíûõ ÿäðàõ, ê ñâåðõòåêó÷åñòè ÿäåðíîé
ìàòåðèè â íåéòðîííûõ çâåçäàõ, à òàêæå ê íåêîòîðûì ìîäåëÿì ñîâðåìåííîé òåîðèè ýëåìåíòàðíûõ
÷àñòèö.

5Îáðàòèòå âíèìàíèå íà ñìåíó çíàêà, ñâÿçàííóþ ñ òåì, ÷òî ìû ïåðåñòàâèëè ìåñòàìè àíòèêîì-
ìóòèðóþùèå ôåðìè-îïåðàòîðû. Êðîìå òîãî çäåñü ó÷òåíî ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå, ïîëó÷àþùååñÿ ïðè
óñðåäíåíèè (7.13) â äóõå (7.14), íå ñîäåðæàùåå îïåðàòîðîâ ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ, è äàþùåå
âêëàä â ýíåðãèþ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ
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ïîðÿäêà) ðàâíîé íóëþ: ϕ = 0. Â îòñóòñòâèå âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ ýòî ìîæíî
ñäåëàòü, ïîñêîëüêó ýíåðãèÿ ñèñòåìû âñå ðàâíî îêàçûâàåòñÿ íå çàâèñÿùåé îò ôà-
çû6. Çàìåòèì, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå àíîìàëüíûõ ñðåäíèõ òèïà (7.17) ÿâíî íàðóøàåò
çàêîí ñîõðàíåíèå ÷èñëà ÷àñòèö, â íîðìàëüíîì ìåòàëëå òàêèå ñðåäíèå áåçóñëîâíî
ðàâíû íóëþ [20]. Òàêèì îáðàçîì, èõ ïîÿâëåíèå îçíà÷àåò íàðóøåíèå ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé ñèììåòðèè ïðè ôàçîâîì ïåðåõîäå èç íîðìàëüíîãî ìåòàëëà â ñâåðõïðîâîäÿùåå
ñîñòîÿíèå7. Äàëüíåéøèé àíàëèç äîëæåí ïîêàçàòü, ñàìîñîãëàñîâàííûì îáðàçîì, ÷òî
òàêèå ñðåäíèå äåéñòâèòåëüíî îòëè÷íû îò íóëÿ ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ � ýòî è
áóäåò ïåðåõîä â ñâåðõïðîâîäÿùåå ñîñòîÿíèå.

Ïîñêîëüêó ãàìèëüòîíèàí (7.15) èìååò òåïåðü âèä êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ïî ôåð-
ìèîííûì îïåðàòîðàì, îí ìîæåò áûòü äèàãîíàëèçîâàí ñ ïîìîùüþ u−v�ïðåîáðàçîâàíèÿ
Áîãîëþáîâà. Ïåðåéäåì ê íîâûì îïåðàòîðàì:

bp↓ = upap↓ + vpa
+
−p↑ bp↑ = upap↑ − vpa

+
−p↓ (7.18)

b+p↓ = upa
+
p↓ + vpa−p↑ b+p↑ = upa

+
p↑ − vpa−p↓ (7.19)

Â ñèëó ïðåäïîëàãàåìîé èçîòðîïèè ýëåêòðîííîé æèäêîñòè êîýôôèöèåíòû up è vp
çàâèñÿò òîëüêî îò |p|. Ïðåîáðàçîâàíèå (7.19) �îáúåäèíÿåò� îïåðàòîðû êâàçè÷àñòèö
ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè èìïóëüñàìè è ñïèíàìè. �Ñòàðûå� îïåðàòîðû óäîâëåòâîðÿëè
ôåðìèåâñêèì êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèÿì:{

apσ, a
+
p′σ′

}
= δpp′δσσ′ {apσ, ap′σ′} =

{
a+pσ, a

+
p′σ′

}
= 0 (7.20)

ãäå ôèãóðíûå ñêîáêè îáîçíà÷àþò àíòèêîììóòàòîðû. Ìû äîëæíû ïîòðåáîâàòü, ÷òî-
áû è íîâûå îïåðàòîðû óäîâëåòâîðÿëè òàêèì æå ñîîòíîøåíèÿì:{

bpσ, b
+
p′σ′

}
= δpp′δσσ′ {bpσ, bp′σ′} =

{
b+pσ, b

+
p′σ′

}
= 0 (7.21)

ò.å. ÷òîáû �íîâûå� êâàçè÷àñòèöû îñòàâàëèñü ôåðìèîíàìè. Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî îò-
ñþäà âûòåêàåò ñëåäóþùåå óñëîâèå íà êîýôôèöèåíòû u è v:

u2p + v2p = 1 (7.22)

Ïðè ýòîì îáðàòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ èìåþò âèä:

ap↑ = upbp↑ + vpb
+
−p↓ ap↓ = upbp↓ − vpb

+
−p↑ (7.23)

a+p↑ = upb
+
p↑ + vpb−p↓ a+p↓ = upb

+
p↓ − vpb−p↑ (7.24)

Ïîäñòàâëÿÿ (7.24) â ãàìèëüòîíèàí (7.15), ïîëó÷àåì:

H = 2
∑
p

ξpv
2
p − 2∆

∑
p

upvp +
1

g
V∆2 +

+
∑
p

{
[ξp(u

2
p − v2p) + 2∆upvp](b

+
p↑bp↑ + b+p↓bp↓)

}
+

+
∑
p

{
[2ξpupvp −∆(u2p − v2p)](b

+
p↑b

+
−p↓ + b−p↓bp↑)

}
(7.25)

6Â íåÿâíîì âèäå ýòî æå áûëî ñäåëàíî è â (6.89), â ìîäåëè áîçå-ãàçà.
7Çäåñü ìû ñòàëêèâàåìñÿ ñ ÿâëåíèåì, êîòîðîå â ñîâðåìåííîé òåîðèè íàçûâàåòñÿ ñïîíòàííûì

íàðóøåíèåì ñèììåòðèè � íîâîå îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû (ñâåðõïðîâîäíèê) èìååò áîëåå íèçêóþ
ñèììåòðèþ, íåæåëè ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû (7.12). Òàêîå ÿâëåíèå ÿâëÿåòñÿ òèïè÷íûì äëÿ ëþáîãî
ôàçîâîãî ïåðåõîäà II ðîäà.
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Ðèñ. 7.1: Ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð ýëåêòðîíîâ â òåîðèè ÁÊØ.

Òåïåðü âèäíî, ÷òî íóæíî íàëîæèòü ñëåäóþùåå óñëîâèå íà êîýôôèöèåíòû u è v:

2ξpupvp −∆(u2p − v2p) = 0 (7.26)

è íåäèàãîíàëüíûå ÷ëåíû â (7.25) èñ÷åçíóò. Òîãäà îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì ãàìèëüòî-
íèàí íîâûõ �ñâîáîäíûõ� (!) êâàçè÷àñòèö â âèäå:

H = E0 +
∑
p

ε(p)[(b+p↑bp↑ + b+p↓bp↓)] (7.27)

ãäå

E0 = 2
∑
p

[ξpv
2
p −∆upvp] +

1

g
V∆2 (7.28)

îïðåäåëÿåò ýíåðãèþ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ, à

ε(p) = ξp(u
2
p − v2p) + 2∆upvp (7.29)

� ýíåðãèþ íîâûõ êâàçè÷àñòèö. Èç (7.22) è (7.26) ëåãêî íàõîäèì ÿâíûå âûðàæåíèÿ
äëÿ êîýôôèöèåíòîâ u è v:

u2p
v2p

}
=

1

2

1± ξp√
ξ2p +∆2

 (7.30)

Òîãäà äëÿ ñïåêòðà íîâûõ êâàçè÷àñòèö èç (7.29) ïîëó÷àåì:

ε(p) =
√
ξ2p +∆2 (7.31)

� ñïåêòð ÁÊØ ñî ùåëüþ øèðèíîé 2∆ íà ïîâåðõíîñòè Ôåðìè! Êà÷åñòâåííûé âèä
ýòîãî ñïåêòðà ïðèâåäåí íà Ðèñ.7-1. Î÷åâèäíûì îáðàçîì, ýòîò ñïåêòð óäîâëåòâîðÿåò
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óñëîâèþ ñâåðõòåêó÷åñòè Ëàíäàó �Min ε(p)p > 0, ò.å. îáåñïå÷èâàåò ñâåðõïðîâîäèìîñòü

â ñèñòåìå çàðÿæåííûõ ÷àñòèö8.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè êîíå÷íûõ çíà÷åíèÿõ ∆ (ò.å. íà êà÷åñòâåííîì ÿçûêå, ïðè
íàëè÷èè áîçå-êîíäåíñàòà êóïåðîâñêèõ ïàð) â ñèñòåìå âîçíèêàåò ñâåðõïðîâîäèìîñòü.
Îñòàëîñü, îäíàêî, ïîêàçàòü, ÷òî òàêàÿ ñèòóàöèÿ âîçìîæíà, ò.å. íóæíî íàéòè óñëîâèÿ
êîãäà ñòàíîâÿòñÿ îòëè÷íûìè îò íóëÿ àíîìàëüíûå ñðåäíèå (7.16), (7.17). Ñîâåðøàÿ
â (7.16) u− v�ïðåîáðàçîâàíèå, çàïèøåì:

∆ =
g

V

∑
p

< a+p↑a
+
−p↓ >=

g

V

∑
p

upvp(1− np↑ − np↓) (7.32)

ãäå

np↑ =< b+p↑bp↑ > 1− np↓ =< bp↓b
+
p↓ > (7.33)

Â ñàìîì äåëå:

< a+p↑a
+
−p↓ >=< (upb

+
p↑ + vpb−p↓)(upb

+
−p↓ − vpbp↑) >=

= u2p < b+p↑b
+
−p↓ > −upvp < b+p↑bp↑ > +vpup < b−p↓b

+
−p↓ > −v2p < b−p↓bp↑ >=

= upvp(1− np↑ − np↓)

(7.34)

ïîñêîëüêó ïðè ïðàâèëüíîì âûáîðå íîâîãî îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ
óñëîâèå < b+p↑b

+
−p↓ >=< b−p↓bp↑ >= 0, ò.å. íîâûå êâàçè÷àñòèöû íå äîëæíû ñàìîïðî-

èçâîëüíî ðîæäàòüñÿ è óíè÷òîæàòüñÿ9. Àíàëîãè÷íî:

< ap↑a−p↓ >= upvp(1− np↓ − np↑) =< a+p↑a
+
−p↓ > (7.35)

Ïîäñòàâëÿÿ â (7.32) ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ up è vp èç (7.30), èìååì:

1 =
g

2V

∑
p

1− np↑ − np↓√
ξ2p +∆2

(7.36)

óðàâíåíèå äëÿ ýíåðãåòè÷åñêîé ùåëè â òåîðèè ÁÊØ.

8Åñëè â ñèñòåìå òå÷åò òîê, òî âñÿ ïîâåðõíîñòü Ôåðìè ñìåùåíà â èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå íà
íåêîòîðûé âåêòîð q, òàêîé, ÷òî mvs = ~q, ãäå vs � äðåéôîâàÿ ñêîðîñòü ýëåêòðîíîâ. Òîãäà ýíåðãèÿ

ýëåìåíòàðíîãî âîçáóæäåíèÿ âáëèçè ïîâåðõíîñòè Ôåðìè èìååò âèä ε(p) ≈
√
ξ2p +∆2 + pFvs, ãäå

ó÷ëè ìàëîñòü äðåéôîâîé ñêîðîñòè, òàê ÷òî ξp+q ≈ ξp + vFq. Äëÿ ýëåêòðîíà ñ èìïóëüñîì ïàðàë-

ëåëüíûì èëè àíòèïàðàëëåëüíûì vs èìååì ε(p) ≈
√
ξ2p +∆2 ± pF vs. Òàêèì îáðàçîì ìåæäó äâóìÿ

ïðîòèâîïîëîæíûìè òî÷êàìè íà ïîâåðõíîñòè Ôåðìè âîçíèêàåò ðàçíîñòü ýíåðãèé ~ω = 2pF vs è
ñïåêòð âîçáóæäåíèé ñòàíîâèòñÿ íåñèììåòðè÷íûì. Îäíàêî, ïîêóäà ~ω = 2pF vs < 2∆ ùåëü â ñïåê-
òðå ñîõðàíÿåòñÿ è, ïðè T = 0, âîçáóæäåííûå êâàçè÷àñòèöû ÁÊØ îòñóòñòâóþò! Ñîîòâåòñòâåííî,
íåò è äèññèïàöèè òîêà. Ïðè vspf > ∆ âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ çîíû êâàçè÷àñòèö íà÷èíàþò ïåðåêðû-
âàòüñÿ è âîçáóæäåíèå êâàçè÷àñòèö â âåðõíþþ çîíó âîçìîæíî äàæå ïðè T = 0 � ñâåðõïðîâîäèìîñòü
ïðîïàäàåò. Ñîîòâåòñòâåííî, âîçíèêàåò è ïðîñòåéøàÿ îöåíêà êðèòè÷åñêîãî òîêà ñâåðõïðîâîäíèêà:
jc = evcs = e∆

pF
.

9Ìàòåìàòè÷åñêè ýòî ñëåäñòâèå òîãî îáñòîÿòåëüñòâà, ÷òî äëÿ äèàãîíàëèçîâàííîãî ãàìèëüòîíèà-
íà (7.27) â ìàòðèöå ïëîòíîñòè èìåþòñÿ òîëüêî äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû. Ñîîòâåòñòâåííî ñðåäíèå
îò äèàãîíàëüíûõ ïðîèçâåäåíèé îïåðàòîðîâ (7.33) îòëè÷íû îò íóëÿ, òîãäà êàê ñðåäíèå îò íåäèàãî-
íàëüíûõ ïðîèçâåäåíèé (7.34) ðàâíû íóëþ.
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Â îòñóòñòâèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ÷èñëà çàïîëíåíèÿ np↑ = np↓ è îïðåäåëÿþòñÿ îáû÷-
íûì ðàñïðåäåëåíèåì Ôåðìè ÷àñòèö ñî ñïåêòðîì (7.31):

np↑ = np↓ =
1

e
ε(p)
T + 1

(7.37)

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé T = 0. Â ýòîì ñëó÷àå, ïðè ∆ ̸= 0, êâàçè÷àñòèö íåò,
ò.å. np↑ = np↓ = 0. Ïðè T > 0 îíè, êîíå÷íî, ìîãóò âîçáóæäàòüñÿ ïîïàðíî (÷àñòèöà
� äûðêà) è ñóùåñòâóþò â ñîîòâåòñòâóþùåì êîëè÷åñòâå íàä ùåëüþ. Òîãäà, â (7.36)
ìîæíî ïåðåéòè îò ñóììèðîâàíèÿ ïî p ê èíòåãðèðîâàíèþ è çàïèñàòü:

1 =
g

2

∫
d3p

(2π~)3
1− 2np√
ξ2p +∆2

(7.38)

Íî ïðè T = 0, â ñîîòâåòñòâèè ñî ñêàçàííûì, èìååì:

1 =
g

2

∫
dp

(2π~)3
4πp2√
ξ2p +∆2

0

(7.39)

Ñðàçó çàìåòèì, ÷òî ýòî óðàâíåíèå çàâåäîìî íå èìååò ðåøåíèÿ äëÿ ∆0 ïðè g < 0,
ò.å. â ñëó÷àå îòòàëêèâàíèÿ, ò.ê. çíàêè îáåèõ ÷àñòåé óðàâíåíèÿ çàâåäîìî ðàçíûå.
Âñïîìíèì òåïåðü, ÷òî êîíñòàíòà âçàèìîäåéñòâèÿ g, ôàêòè÷åñêè, îòëè÷íà îò íóëÿ
òîëüêî â ñëîå øèðèíîé ∼ 2ωD âîêðóã ïîâåðõíîñòè Ôåðìè (ñì. (7.6)). Òîãäà â (7.39):∫

dpp2
1√

∆2
0 + v2F (p− pF )2

≈ p2F
v2F

∫ ~ωD

−~ωD

dξp√
ξ2p +∆2

0

≈ 2p2F
v2F

ln
2~ωD
∆0

(7.40)

Òîãäà óðàâíåíèå (7.39) ïðèíèìàåò âèä:

1 =
gmpF
2π2~3

ln
2~ωD
∆0

(7.41)

ðåøåíèå êîòîðîãî äàåò:

∆0 = 2~ωD exp

(
− 2

gνF

)
≡ 2~ωD exp

(
− 1

λp

)
(7.42)

ãäå νF = mpF
π2~3 � ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé íà óðîâíå Ôåðìè, à λp = gνF /2 � áåçðàçìåðíàÿ

êîíñòàíòà ñïàðèâàòåëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïðè T = 0 ýíåðãåòè-
÷åñêàÿ ùåëü ∆0 îòëè÷íà îò íóëÿ, ôîðìàëüíî, ïðè ñêîëü óãîäíî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ
ñïàðèâàòåëüíîé êîíñòàíòû âçàèìîäåéñòâèÿ λp

10.
Ïðè êîíå÷íûõ òåìïåðàòóðàõ, ïîëàãàÿ â (7.38) ∆ = 0, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå, îïðå-

äåëÿþùåå êðèòè÷åñêóþ òåìïåðàòóðó ñâåðõïðîâîäÿùåãî ïåðåõîäà:

1 =
g

2

∫
d3p

(2π~)3
1− 2np
|ξp|

= λp

∫ ~ωD

−~ωD

dξp
1

2ξp
th

ξp
2Tc

(7.43)

10Îáðàòèòå âíèìàíèå íà äîïîëíèòåëüíûé ìíîæèòåëü 2 â (7.42), ïî ñðàâíåíèþ ñ àíàëîãè÷íûì
âûðàæåíèåì (7.11), ïîëó÷åííûì âûøå èç áîëåå ïðîñòûõ ñîîáðàæåíèé. Íåòî÷íîñòü ðåøåíèÿ (7.11)
ñâÿçàíà ñ îòìå÷åííîé âûøå ãðóáîñòüþ ðàññìîòðåíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ ýëåêòðîíîâ íà ôîíå
æåñòêîé ïîâåðõíîñòè Ôåðìè. Íàéäåííîå ñåé÷àñ ðåøåíèå (7.42) ÿâëÿåòñÿ óæå âïîëíå êîððåêòíûì.
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Òàáëèöà 7.1: Òåìïåðàòóðà ñâåðõïðîâîäÿùåãî ïåðåõîäà äëÿ ðÿäà ìåòàëëîâ (K).
Al Sn In Hg Pb Nb Nb3Sn Nb3Ge La1.83Sr0.17CuO4 Y Ba2Cu3O7

1.2 3.75 3.4 4.16 7.22 7.78 18.0 23.2 37 92

Òàáëèöà 7.2: Ýêñïåðèìåíòàëüíûå çíà÷åíèÿ ~ωD, Tc è êîíñòàíòû ñâÿçè λp.

~ωD(K) Tc(K) λp
Zn 235 0.9 0.18
Cd 164 0.56 0.18
Hg 70 4.16 0.35
Al 375 1.2 0.18
T l 100 2.4 0.27
Sn 195 3.75 0.25
Pb 96 7.22 0.39

ðåøåíèå êîòîðîãî äàåò [24]:

Tc =
2γ

π
~ωD exp

(
− 1

λp

)
(7.44)

ãäå γ ≈ 1.78 � ïîñòîÿííàÿ Ýéëåðà. Ïðè ýòîé òåìïåðàòóðå ýíåðãåòè÷åñêàÿ ùåëü îá-
ðàùàåòñÿ â íóëü (ñì. íèæå), è ñâåðõïðîâîäíèê ïåðåõîäèò â íîðìàëüíîå ñîñòîÿíèå
11.

Â Òàáëèöå 7-1 ïðèâåäåíû òåìïåðàòóðû ñâåðõïðîâîäÿùåãî ïåðåõîäà äëÿ ðÿäà ìå-
òàëëîâ è ñîåäèíåíèé. Â ïîñëåäíèõ äâóõ ñòîëáöàõ ýòîé òàáëèöû ïðèâåäåíû äàííûå
ïî äâóì òèïè÷íûì âûñîêîòåìïåðàòóðíûì ñâåðõïðîâîäíèêàì (ÂÒÑÏ) íà îñíîâå îê-
ñèäîâ ìåäè, êîòîðûå àêòèâíî èññëåäóþòñÿ c 1987 ãîäà. Ìàêñèìàëüíàÿ òåìïåðàòóðà
ñâåðõïðîâîäÿùåãî ïåðåõîäà Tc ∼ 135K (ïîä äàâëåíèåì äî ∼ 150K) íàáëþäàëàñü â
ñèñòåìå Hg2Ba2Ca2Cu3O8. ÂÒÑÏ�ñèñòåìû çàâåäîìî íå îïèñûâàþòñÿ ýëåìåíòàðíîé
òåîðèåé ÁÊØ, îïèñàííîé âûøå. Îêîí÷àòåëüíîãî ïîíèìàíèÿ ïðèðîäû ñâåðõïðîâî-
äèìîñòè â íèõ ïîêà åùå íåò, õîòÿ â ïîñëåäíåå âðåìÿ áîëåå èëè ìåíåå âûÿñíèëàñü
íåôîíîííàÿ ïðèðîäà ñïàðèâàíèÿ (âçàèìîäåéñòâèå, îòâåòñòâåííîå çà ñâåðõïðîâîäè-
ìîñòü, ñêîðåå âñåãî, ñâÿçàíî ñ àíòèôåððîìàãíèòíûìè ñïèíîâûìè ôëóêòóàöèÿìè) è
åãî àíèçîòðîïíûé õàðàêòåð (d-ñïàðèâàíèå).

Â òðàäèöèîííûõ ñâåðõïðîâîäíèêàõ, òåîðèÿ ÁÊØ äàåò äîñòàòî÷íî ïîëíîå îïè-
ñàíèå ýòîãî ÿâëåíèÿ è íèêàêèõ ñîìíåíèé â ýëåêòðîí � ôîíîííîì ìåõàíèçìå ñïà-
ðèâàíèÿ â íèõ íå ñóùåñòâóåò. Â Òàáëèöå 7-2 [26] ìû ïðèâîäèì çíà÷åíèÿ λp è ~ωD
äëÿ ðÿäà òðàäèöèîííûõ ñâåðõïðîâîäíèêîâ, ãäå çàâåäîìî ïðèìåíèìà ðàññìîòðåííàÿ
âûøå ìîäåëü �ñëàáîé ñâÿçè� ÁÊØ.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, â ñâåðõòåêó÷åì He3 ïðè òåìïåðàòóðàõ íèæå 2.6mK
òàêæå ïðîèñõîäèò êóïåðîâñêîå ñïàðèâàíèå êâàçè÷àñòèö íåéòðàëüíîé ôåðìè-æèäêîñòè,

11Åñëè ìåõàíèçì ñïàðèâàíèÿ îòëè÷åí îò ýëåêòðîí � ôîíîííîãî, â ýòîé ôîðìóëå â ïðåäýêñïîíåíòå
ñòîèò õàðàêòåðíàÿ ÷àñòîòà òåõ áîçîííûõ âîçáóæäåíèé, îáìåí êîòîðûìè, îòâå÷àåò çà ïðèòÿæåíèå
íîñèòåëåé òîêà. Â ÷àñòíîñòè, â òàê íàçûâàåìîì ýêñèòîííîì ìåõàíèçìå ñïàðèâàíèÿ çäåñü ìîæåò
ñòîÿòü ýíåðãèÿ ∼ EF ≫ ~ωD, ïî÷åìó ýòîò ìåõàíèçì è ïðåäëàãàëñÿ äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ âûñîêîòåì-
ïåðàòóðíîé ñâåðõïðîâîäèìîñòè. Â ðåàëüíûõ ÂÒÑÏ � ñèñòåìàõ, ïî âèäèìîìó, çäåñü ñòîèò õàðàê-
òåðíàÿ ýíåðãèÿ àíòèôåððîìàãíèòíûõ ñïèíîâûõ ôëóêòóàöèé, à îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ òåîðèè ÁÊØ
ñîõðàíÿþòñÿ.
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çà ñ÷åò îáìåíà ñïèíîâûìè âîçáóæäåíèÿìè (ïàðàìàãíîíàìè). Â ýòîé ñèñòåìå ñóùå-
ñòâóåò íåñêîëüêî ñâåðõòåêó÷èõ ôàç, îòëè÷àþùèõñÿ òèïîì ñïàðèâàíèÿ (îðáèòàëüíûì
è ñïèíîâûì ìîìåíòîâ ïàð). Ýòî ïðèâîäèò ê íåîáû÷àéíîìó áîãàòñòâó ôèçè÷åñêèõ
ÿâëåíèé, íàáëþäàåìûõ â ýòîé ñèñòåìå [27].

Ïðåäñòàâëåíèþ î ñâÿçàííûõ ïàðàõ, õîòÿ îíî è ëåæèò â îñíîâå ñîâðåìåííîé òåî-
ðèè ñâåðõïðîâîäèìîñòè, íå ñëåäóåò ïðèäàâàòü ñëèøêîì áóêâàëüíûé ñìûñë. Òî÷íåå
ñëåäóåò ãîâîðèòü î êîððåëÿöèè ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè ïàð ÷àñòèö â p�ïðîñòðàíñòâå,
ïðèâîäÿùåé ê êîíå÷íîé âåðîÿòíîñòè ÷àñòèöàì èìåòü ðàâíóþ íóëþ ñóììó èìïóëüñîâ
è ñïèíîâ. Â ñàìîì äåëå, ðàçáðîñ δp â îáëàñòè ýòîé êîððåëÿöèè ñîîòâåòñòâóåò ýíåðãèè
ñâÿçè ïàðû (ùåëè) ∼ ∆, ò.å. δp ∼ ∆/vF . Ñîîòâåòñòâóþùàÿ äëèíà ξ ∼ ~/δp ∼ ~vF /∆
îïðåäåëÿåò õàðàêòåðíûé ìàñøòàá ðàññòîÿíèé ìåæäó ÷àñòèöàìè ñ êîððåëèðîâàííû-
ìè èìïóëüñàìè (ðàçìåð ïàðû). Ïðè T = 0 ýòà, òàê íàçûâàåìàÿ äëèíà êîãåðåíòíîñòè,
ðàâíà:

ξ0 ∼ ~vF
∆0

∼ vF
ωD

exp

(
1

λp

)
(7.45)

Ïîñêîëüêó â ìåòàëëàõ òèïè÷íû çíà÷åíèÿ vF
ωD

∼ ~
pF

εF
~ωD

≫ a, ãäå a � õàðàêòåðíîå

ðàññòîÿíèå ìåæäó îòäåëüíûìè ýëåêòðîíàìè. Êðîìå òîãî è ýêñïîíåíòà â (7.45) çíà-
÷èòåëüíî ïðåâûøàåò åäèíèöó, ïîñêîëüêó îáû÷íî λp < 1. Îòñþäà ÿñíî, ÷òî âñåãäà
ξ0 ≫ a, òàê ÷òî �âíóòðè� êàæäîé ïàðû ïîìåùàåòñÿ ìíîæåñòâî îòäåëüíûõ ýëåêòðî-
íîâ, èëè, èíûìè ñëîâàìè ïàðû ñèëüíî ïåðåêðûâàþòñÿ è òåðÿþò ñâîþ èíäèâèäó-
àëüíîñòü. Ýòî íå ñîâñåì òàê â ÂÒÑÏ � ñèñòåìàõ, ãäå çà ñ÷åò âûñîêîãî çíà÷åíèÿ
Tc (áîëüøîé ýíåðãèè ñâÿçè ïàðû) è îòíîñèòåëüíî ìàëîé êîíöåíòðàöèè íîñèòåëåé
ðàçìåð ïàð ëèøü íå î÷åíü çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàåò ñðåäíåå ðàññòîÿíèå ìåæäó íîñè-
òåëÿìè. Ýòè ñèñòåìû íàõîäÿòñÿ â ïåðåõîäíîé îáëàñòè îò �ðûõëûõ� ïàð òåîðèè ÁÊØ
ê �êîìïàêòíûì� áîçîíàì.

Èòàê, â òåîðèè ÁÊØ ýëåêòðîíû íîðìàëüíîãî ìåòàëëà ïðåâðàùàþòñÿ â íîâûå
ôåðìèîííûå êâàçè÷àñòèöû ñ ñïåêòðîì (7.31). Îäíîâðåìåííî ïðîèñõîäèò è ïåðå-
ñòðîéêà îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ íîðìàëüíîãî ìåòàëëà. Ïðèâåäåì, áåç âûâîäà, îñíîâíûå
ôîðìóëû äëÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ñâåðõïðîâîäíèêà [26]. Ýòî ñîñòîÿíèå èìååò âèä:

|BCS >=
∏
p

(up + vpa
+
p↑a−p↓)|0 > (7.46)

ãäå |0 > � ñîñòîÿíèå ñèñòåìû áåç ýëåêòðîíîâ (âàêóóì), óäîâëåòâîðÿþùåå î÷åâèäíîìó
óñëîâèþ: apσ|0 >= 0. Óñëîâèå u2p+v

2
p = 1 îáåñïå÷èâàåò íîðìèðîâêó < BCS|BCS >=

1. Ñðåäíåå ÷èñëî ÷àñòèö â ñîñòîÿíèè ÁÊØ åñòü:

< N >=
∑
pσ

< BCS|a+pσapσ|BCS >= 2
∑
p

v2p =
V

(2π~)3

∫
d3p2v2p (7.47)

Ïðè ýòîì ôëóêòóàöèÿ ÷èñëà ÷àñòèö â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè ÁÊØ îòëè÷íà îò íóëÿ
(ýòî ñîñòîÿíèå, êàê îòìå÷àëîñü âûøå, íàðóøàåò çàêîí ñîõðàíåíèÿ ÷èñëà ÷àñòèö!):

< N2 > − < N >2=
∑
p

4u2pv
2
p (7.48)

Îòñþäà ëåãêî âèäåòü, ÷òî < N2 > − < N >2∼ V ∼< N >, îäíàêî îòíîñèòåëüíàÿ
ôëóêòóàöèÿ:

< N2 > − < N >2

< N >2
∼ 1

< N >
(7.49)
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è ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ îòíîñèòåëüíàÿ ôëóêòóàöèÿ óáûâàåò ïðè < N >→ ∞ êàê
1/
√
< N >.
ßâíûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî òàê îïðåäåëåííîå îñíîâíîå ñîñòîÿíèå óäîâëå-

òâîðÿåò óñëîâèþ bp↑|BCS >= bp↓|BCS >= 0, ò.å. ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûì âàêóóìîì
äëÿ êâàçè÷àñòèö òåîðèè ÁÊØ, ïîëó÷åííûõ èç êâàçè÷àñòèö íîðìàëüíîãî ìåòàëëà
ïóòåì u− v � ïðåîáðàçîâàíèÿ.

7.3 Ñâåðõòåêó÷èé ôåðìè�ãàç. Òåðìîäèíàìè÷åñêèå âå-
ëè÷èíû.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñèòóàöèþ ïðè T > 0. Óðàâíåíèå äëÿ ùåëè (7.38) ìîæíî ïåðåïè-
ñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

−1 +
g

2

∫
d3p

(2π~)3
1

ε(p)
= g

∫
d3p

(2π~)3
np
ε(p)

(7.50)

ãäå ε(p) äàåòñÿ (7.31). Çàìåòèì, ÷òî èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè îòëè÷àåòñÿ îò òàêîâîãî
â (7.39) òîëüêî çàìåíîé ∆ íà ∆0. Òîãäà, çàìåíÿÿ åäèíèöó â ëåâîé ÷àñòè íà ëîãà-
ðèôì èç (7.41), ïåðåïèñûâàåì ëåâóþ ÷àñòü (7.50) êàê g mpF

2π2~3 ln
∆0

∆ . Â ïðàâîé ÷àñòè

ïîäñòàâëÿåì ôóíêöèþ Ôåðìè np = [e
ε(p)
T + 1]−1 è ïåðåõîäèì ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî

dξ = vF dp. Òîãäà (7.50) ïðèíèìàåò âèä:

ln
∆0

∆
=

∫ ∞

−∞

dξ√
ξ2 +∆2

(
e
√

ξ2+∆2

T + 1

) = 2I

(
∆

T

)
(7.51)

ãäå

I(u) =

∫ ∞

−∞

dx√
x2 + u2(exp

√
x2 + u2 + 1)

(7.52)

Ýòîò èíòåãðàë äîñòàòî÷íî ïðîñòî âû÷èñëÿåòñÿ â ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ [1, 3], è ìû
èìååì:

I(u) =

{ (
π
2u

)1/2
e−u ïðè u≫ 1

ln
(
π
γu

)
+ 7ζ(3)

8π2 u
2 ïðè u≪ 1

(7.53)

ãäå γ ≈ 1.78 � ïîñòîÿííàÿ Ýéëåðà, ζ(3) ≈ 1.202 � ζ-ôóíêöèÿ Ðèìàíà îò àðãóìåíòà
3. Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ïðåäåëüíûå âûðàæåíèÿ â (7.51), ïîëó÷àåì äëÿ îáëàñòè íèçêèõ
òåìïåðàòóð T ≪ ∆:

∆ = ∆0

[
1−

√
2πT

∆0
e−

∆0
T

]
, (7.54)

à âáëèçè òî÷êè ïåðåõîäà â íîðìàëüíîå ñîñòîÿíèå, êîãäà ∆ → 0, èìååì:

ln
∆0

∆
= ln

πT

γ∆
+

7ζ(3)

8π2

∆2

T 2
(7.55)

Èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ âèäíî, ÷òî ùåëü ∆ îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè òåìïåðàòóðå:

Tc =
γ

π
∆0 ≈ 0.57∆0 (7.56)
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Ðèñ. 7.2: Òåìïåðàòóðíàÿ çàâèñèìîñòü ýíåðãåòè÷åñêîé ùåëè â òåîðèè ÁÊØ.

÷òî, ñ ó÷åòîì (7.42), ñîâïàäàåò ñ (7.44). Îòìåòèì, ÷òî îòñþäà âûòåêàåò õàðàêòåðíîå
îòíîøåíèå òåîðèè ÁÊØ: 2∆0

Tc
≈ 3.52, ýêñïåðèìåíòàëüíîå ïîäòâåðæäåíèå êîòîðîãî

â öåëîì ðÿäå òðàäèöèîííûõ ñâåðõïðîâîäíèêîâ ïîñëóæèëî, â ñâîå âðåìÿ, âàæíûì
ñâèäåòåëüñòâîì ïðàâèëüíîñòè ýòîé òåîðèè 12.

Âáëèçè Tc èç (7.55) ëåãêî ïîëó÷èòü:

∆(T ) = Tc

[
8π2

7ζ(3)

(
1− T

Tc

)]1/2
≈ 3.06Tc

√
1− T

Tc
(7.57)

÷òî äåìîíñòðèðóåò õàðàêòåðíîå êîðíåâîå ïîâåäåíèå ùåëè, òèïè÷íîå äëÿ ïàðàìåòðà
ïîðÿäêà ïðè ôàçîâûõ ïåðåõîäàõ II ðîäà.

Îáùèé âèä çàâèñèìîñòè ýíåðãåòè÷åñêîé ùåëè ∆ îò òåìïåðàòóðû â òåîðèè ÁÊØ,
ñëåäóþùèé èç (7.51) ïîêàçàí íà Ðèñ. 7-2. Ýòà çàâèñèìîñòü òàêæå äîñòàòî÷íî õîðîøî
ïîäòâåðæäàåòñÿ â ýêñïåðèìåíòàõ íà òðàäèöèîííûõ ñâåðõïðîâîäíèêàõ ñ íå î÷åíü
âûñîêîé òåìïåðàòóðîé ñâåðõïðîâîäÿùåãî ïåðåõîäà Tc.

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ äðóãèõ ñâîéñòâ ñâåðõïðîâîäíèêîâ ïðè êîíå÷íûõ òåì-
ïåðàòóðàõ. Ïðèâåäåì áåç âûâîäà âûðàæåíèå äëÿ ðàçíîñòè ñâîáîäíûõ ýíåðãèé ñâåðõ-
ïðîâîäÿùåãî è íîðìàëüíîãî ñîñòîÿíèÿ âáëèçè Tc(T < Tc), âûòåêàþùåå èç òåîðèè
ÁÊØ [1, 3]:

Fs − Fn = −V 2mpFT
2
c

7ζ(3)~3

(
1− T

Tc

)2

, (7.58)

12Âî ìíîãèõ ñâåðõïðîâîäíèêàõ íàáëþäàþòñÿ çàìåòíûå îòêëîíåíèÿ îò ýòîãî ïðåäñêàçàíèÿ òåîðèè
ÁÊØ. Îáùåïðèíÿòàÿ òî÷êà çðåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî �èäåàëüíîå� çíà÷åíèå 3.52 äëÿ îòíîøåíèÿ
ïîëíîé øèðèíû ýíåðãåòè÷åñêîé ùåëè ê âåëè÷èíå Tc õàðàêòåðíî äëÿ ñâåðõïðîâîäíèêîâ ñî ñëàáîé
ñâÿçüþ (ìàëîé âåëè÷èíîé êîíñòàíòû ñïàðèâàòåëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ), â ïîëíîì ñîîòâåòñòâèåì ñ
òåîðèåé ÁÊØ.
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îòêóäà âèäíî, ÷òî ñâåðõïðîâîäÿùåå ñîñòîÿíèå ïðè T < Tc èìååò áîëåå íèçêóþ ñâî-
áîäíóþ ýíåðãèþ, íåæåëè íîðìàëüíîå. Äëÿ ðàçíîñòè ýíòðîïèé èç (7.58) ñëåäóåò:

Ss − Sn = −∂F
∂T

= −V 4mpFTc
7ζ(3)~3

(
1− T

Tc

)
(7.59)

Ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷àåì âåëè÷èíó ñêà÷êà òåïëîåìêîñòè â òî÷êå ïåðåõîäà:

Cs − Cn = T
∂S

∂T
= V

4mpFTc
7ζ(3)~3

(7.60)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî Cn = V mpFT/3~3 (ñì. (5.70)), ïîëó÷èì:

Cs(Tc)

Cn(Tc)
=

12

7ζ(3)
+ 1 ≈ 2.43. (7.61)

Ýòî óíèâåðñàëüíîå çíà÷åíèå òàêæå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äîñòàòî÷íî ëåãêî ïðîâåðÿå-
ìîå íà ýêñïåðèìåíòå ïðåäñêàçàíèå òåîðèè ÁÊØ. Îïÿòü-òàêè îíî õîðîøî ïîäòâåð-
æäàåòñÿ â ñâåðõïðîâîäíèêàõ ñî ñëàáîé ñâÿçüþ.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ òåïëîåìêîñòè â îáëàñòè íèçêèõ òåìïåðàòóð, óäîáíî èñõîäèòü èç
ñîîòíîøåíèÿ:

δE =
∑
p

ε(p)(δnp↑ + δnp↓) = 2
∑
p

ε(p)δnp (7.62)

äëÿ èçìåíåíèÿ ïîëíîé ýíåðãèè êâàçè÷àñòèö ïðè âàðüèðîâàíèè ÷èñåë çàïîëíåíèÿ.
Ðàçäåëèâ ýòî âûðàæåíèå íà δT è ïåðåõîäÿ îò ñóììèðîâàíèÿ ê èíòåãðèðîâàíèþ,
ïîëó÷èì äëÿ òåïëîåìêîñòè:

C = V
mpF
π2~3

∫ ∞

−∞
dξpε(p)

∂np
∂T

(7.63)

Ïðè T ≪ ∆0 ìîæíî ïîëîæèòü np ≈ e−
ε(p)
T è ε(p) ≈ ∆0 +

ξ2p
2∆0

. Òîãäà ïðîñòîå èíòå-
ãðèðîâàíèå äàåò:

C = V

√
2mpF∆

5/2
0

π3/2~3T 3/2
e−

∆0
T (7.64)

òàê ÷òî ïðè T → 0 òåïëîåìêîñòü ýëåêòðîííîãî ãàçà â ñâåðõïðîâîäíèêå ýêñïîíåíöè-
àëüíî ìàëà, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ ùåëè â ýíåðãåòè÷åñêîì
ñïåêòðå êâàçè÷àñòèö.

Ïðè T = 0 ìîæíî ïîêàçàòü [1, 3], ÷òî ðàçíîñòü ýíåðãèé îñíîâíûõ ñîñòîÿíèé
ñâåðõïðîâîäÿùåé è íîðìàëüíîé ôàçû ðàâíà:

Es − En = −V mpF
4π2~3

∆2
0 = −1

4
V νF∆

2
0. (7.65)

Îòðèöàòåëüíûé çíàê ýòîé ðàçíîñòè ñîîòâåòñòâóåò íåóñòîé÷èâîñòè �íîðìàëüíîãî�
îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ â ñëó÷àå ïðèòÿæåíèÿ ìåæäó êâàçè÷àñòèöàìè è �âûãîäíîñòè�
ñâåðõïðîâîäÿùåãî ñîñòîÿíèÿ. Ôèçè÷åñêèé ñìûñë ðåçóëüòàòà (7.65) âïîëíå ÿñåí: â
ñëîå øèðèíîé ∼ ∆0 âáëèçè óðîâíÿ Ôåðìè èìååòñÿ ∼ νF∆0 êâàçè÷àñòèö, à çà ñ÷åò
îáðàçîâàíèÿ ùåëè ýíåðãèÿ êàæäîé èç íèõ ïîíèæàåòñÿ íà âåëè÷èíó ∼ ∆0. Åñëè îöå-
íèòü âûèãðûø ýíåðãèè â ðàñ÷åòå íà îäèí ýëåêòðîí, ïîëó÷èì âåëè÷èíó ∼ ∆2/εF .
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7.4 Ó÷åò êóëîíîâñêîãî îòòàëêèâàíèÿ∗.

Äî ñèõ ïîð ìû ïðåäïîëàãàëè, ÷òî â ñâåðõïðîâîäíèêå ñóùåñòâóåò íåêîòîðîå ïðèòÿ-
æåíèå ýëåêòðîíîâ â ñëîå øèðèíîé 2ωD âáëèçè ïîâåðõíîñòè Ôåðìè 13. Òàêîå ïðèòÿ-
æåíèå äåéñòâèòåëüíî ìîæåò ñóùåñòâîâàòü çà ñ÷åò ýëåêòðîí � ôîíîííîãî âçàèìîäåé-
ñòâèÿ. Îäíàêî, â ìåòàëëàõ çàâåäîìî ñóùåñòâóåò è äîñòàòî÷íî ñèëüíîå êóëîíîâñêîå
îòòàëêèâàíèå ìåæäó âñåìè ýëåêòðîíàìè, êîòîðîå, î÷åâèäíî, ïðåïÿòñòâóåò îáðàçî-
âàíèþ êóïåðîâñêèõ ïàð è ñâåðõïðîâîäèìîñòè. Ïîñìîòðèì, êàê ìîæíî ó÷åñòü ýòî
îòòàëêèâàíèå â óðàâíåíèÿõ òåîðèè ÁÊØ.

Â îáùåì ñëó÷àå, ýíåðãåòè÷åñêàÿ ùåëü ñâåðõïðîâîäíèêà, ñ ó÷åòîì ðàçëè÷íûõ ìå-
õàíèçìîâ âçàèìîäåéñòâèÿ, îïðåäåëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíûì èíòåãðàëüíûì óðàâ-
íåíèåì. Âáëèçè Tc ýòî óðàâíåíèå âñåãäà ìîæíî ëèíåàðèçîâàòü ïî âåëè÷èíå ∆, ïî-
ñêîëüêó îíà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè T → Tc. Â ÷àñòíîñòè, â ïðèáëèæåíèè ñëàáîé
ñâÿçè ìîæíî íàïèñàòü ñëåäóþùåå óðàâíåíèå äëÿ ùåëè âáëèçè Tc, ÿâëÿþùååñÿ ïðÿ-
ìûì îáîáùåíèåì óðàâíåíèÿ (7.43) è îïðåäåëÿþùåå òåìïåðàòóðó ñâåðõïðîâîäÿùåãî
ïåðåõîäà [26]:

∆(ξ) =

∞∫
−∞

dτV (ξ, ξ′)N(ξ′)
1

2ξ′
th(

ξ′

2Tc
)∆(ξ′), (7.66)

çäåñü N(ξ) - ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé ýëåêòðîíîâ â íîðìàëüíîì ìåòàëëå (â ðàñ÷åòå íà
îäíî íàïðàâëåíèå ñïèíà), à V (ξ, ξ′) � �ïîòåíöèàë� ýôôåêòèâíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ
ìåæäó íèìè. Ïðè ýòîì ìû ñ÷èòàåì, ÷òî âåëè÷èíà ∆(ξ) ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé íåèç-
âåñòíîé ôóíêöèåé ýíåðãèè êâàçè÷àñòèöû ξ, êîòîðàÿ ïîäëåæèò îïðåäåëåíèþ, â çà-
âèñèìîñòè îò ïðèíèìàåìîé ìîäåëè âçàèìîäåéñòâèÿ. Âûøå ∆ ñ÷èòàëàñü êîíñòàíòîé
è ñîêðàùàëàñü, ïîëíîñòüþ âûïàäàÿ èç óðàâíåíèÿ (7.43).

Ýôôåêòèâíîå ýëåêòðîí-ýëåêòðîííîå ïðèòÿæåíèå îïðåäåëÿåòñÿ, â äåéñòâèòåëü-
íîñòè, íåêîòîðûì áàëàíñîì ìåæäó ñïàðèâàíèåì çà ñ÷åò ýëåêòðîí-ôîíîííîãî âçàè-
ìîäåéñòâèÿ è êóëîíîâñêèì îòòàëêèâàíèåì. Â êà÷åñòâå �ïîòåíöèàëà� ýôôåêòèâíîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ ìîæíî ïðèíÿòü ãðóáóþ ìîäåëü ñëåäóþùåãî âèäà14:

V (ξ, ξ′) = −Vc(ξ, ξ′) + Vph(ξ, ξ
′), (7.67)

ãäå

Vc(ξ, ξ
′) = Vcθ(εF − |ξ|)θ(εF − |ξ′|) (7.68)

Vph(ξ, ξ
′) = Vphθ(ωD − |ξ|)θ(ωD − |ξ′|) (7.69)

� ïîòåíöèàëû ñîîòâåòñòâåííî ýëåêòðîí-ýëåêòðîííîãî è ýëåêòðîí � ôîíîííîãî âçà-
èìîäåéñòâèÿ, ωD - äåáàåâñêàÿ ÷àñòîòà. Êîíñòàíòû Vc > 0 è Vph > 0 îïèñûâàþò
ñîîòâåòñòâåííî îòòàëêèâàòåëüíîå è ïðèòÿãèâàþùåå âçàèìîäåéñòâèÿ, äåéñòâóþùèå
(â ñèëó εF ≫ ωD) â ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûõ èíòåðâàëàõ ýíåðãèé: ôîíîííîå ïðèòÿ-
æåíèå äåéñòâóåò òîëüêî íà ýëåêòðîíû â ñëîå øèðèíîé 2ωD âáëèçè óðîâíÿ Ôåðìè,
à îòòàëêèâàíèå äåéñòâóåò ìåæäó âñåìè ýëåêòðîíàìè ïðîâîäèìîñòè, íà ìàñøòàáå
ýíåðãèé ïîðÿäêà εF .

13Äàëåå â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ïîëàãàåì ~ = 1 è èçìåðÿåì ωD â ýíåðãåòè÷åñêèõ åäèíèöàõ.
14Ìåæýëåêòðîííîå îòòàëêèâàíèå ñ÷èòàåì êîðîòêîäåéñòâóþùèì èç-çà ñèëüíîé ýêðàíèðîâêè êó-

ëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ â ìåòàëëàõ.
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Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ýòîãî âûðàæåíèÿ â óðàâíåíèå (7.66) è ïðåîáðàçîâàíèé ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì ÷åòíîñòè ùåëåâîé ôóíêöèè ∆(ξ) ïîëó÷èì:

∆(ξ) = [Vphθ(ωD − ξ)− Vcθ(εF − ξ)]

ωD∫
0

dξ′N(ξ′)
1

ξ′
th(

ξ′

2Tc
)∆(ξ′)−

− Vcθ(εF − ξ)

εF∫
ωD

dξ′N(ξ′)
1

ξ′
th(

ξ′

2Tc
)∆(ξ′). (7.70)

Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ áóäåì, â ãðóáîì ïðèáëèæåíèè, èñêàòü â �äâóõñòóïåí÷à-
òîì�âèäå [26]:

∆(ξ) =

{
∆ph, |ξ| < ωD,
∆c, ωD < |ξ| < εF ,

(7.71)

ãäå ∆ph,∆c - íåêîòîðûå êîíñòàíòû, äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîòîðûõ ïîñëå ïîäñòàíîâêè
(7.71) â óðàâíåíèå (7.70) èìååì îäíîðîäíóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñëåäóþ-
ùåãî âèäà:{

1− (Vph − Vc)N(0)K

(
ωD
2Tc

)}
∆ph + VcN(0)

[
K

(
εF
2Tc

)
−K

(
ωD
2Tc

)]
∆c = 0,

VcN(0)K

(
ωD
2Tc

)
∆ph +

{
1 + VcN0(0)

[
K

(
εF
2Tc

)
−K

(
ωD
2Tc

)]}
∆c = 0,(7.72)

ãäå ìû çàìåíèëè ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé íà êîíñòàíòó N(0) = 1
2νF - ïëîòíîñòü ñîñòî-

ÿíèé ýëåêòðîíîâ íîðìàëüíîãî ìåòàëëà íà óðîâíå Ôåðìè è ââåëè îáîçíà÷åíèå

K(x) =

x∫
0

dx′
1

x′
th(x′). (7.73)

Óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè (ðàâåíñòâî íóëþ äåòåðìèíàíòà) ýòîé îäíîðîäíîé ñèñòåìû
óðàâíåíèé äàåò óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ Tc:

(λ− µ∗)K(
ωD
2Tc

) = 1,

µ∗ = µ

{
1 + µ

[
K

(
εF
2Tc

)
−K

(
ωD
2Tc

)]}−1

, (7.74)

ãäå ââåëè µ∗ - òàê íàçûâàåìûé êóëîíîâñêèé ïñåâäîïîòåíöèàë, µ = VcN0(0) - áåç-
ðàçìåðíàÿ êîíñòàíòà êóëîíîâñêîãî îòòàëêèâàíèÿ, λ = VphN0(0) - áåçðàçìåðíàÿ êîí-
ñòàíòà ñïàðèâàíèÿ çà ñ÷åò ýëåêòðîí-ôîíîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ.

Â ñèëó íåðàâåíñòâà εF ≫ ωD ≫ Tc èíòåãðàë (7.73) ìîæíî âû÷èñëèòü ïðè x≫ 1,
òîãäà K(x) = ln

(
4γ
π x
)
, ãäå γ îïÿòü ïîñòîÿííàÿ Ýéëåðà. Òîãäà äëÿ òåìïåðàòóðû

ñâåðõïðîâîäÿùåãî ïåðåõîäà íåìåäëåííî ïîëó÷àåì 15:

Tc =
2γ

π
ωD exp

(
− 1

λ− µ∗

)
. (7.75)

15Ýòîò âàæíûé ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí Òîëìà÷åâûì âñêîðå ïîñëå ñîçäàíèÿ òåîðèè ÁÊØ.
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÷òî ñîâïàäàåò ñ ôîðìóëîé ÁÊØ (7.44), åñëè ïîëîæèòü ñïàðèâàòåëüíóþ êîíñòàíòó
âçàèìîäåéñòâèÿ λp = λ − µ∗. Êóëîíîâñêèé ïñåâäîïîòåíöèàë µ∗ äàåòñÿ ïðè ýòîì
âûðàæåíèåì:

µ∗ ≈ µ

1 + µ ln εF
ωD

. (7.76)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî êóëîíîâñêîå îòòàëêèâàíèå, åñòåñòâåííî, ìåøàåò ñïàðèâàíèþ è
ïîíèæàåò Tc, óìåíüøàÿ âåëè÷èíó λp íà âåëè÷èíó µ

∗. Îäíàêî ýòîò ýôôåêò â ìåòàë-
ëàõ äîâîëüíî ñèëüíî ïîäàâëåí çà ñ÷åò áîëüøîé (ïðè εF ≫ ωD) âåëè÷èíû ln(εF /ωD)
(òàê íàçûâàåìûé òîëìà÷åâñêèé ëîãàðèôì). Â ÷àñòíîñòè, âïîëíå ìîæåò îêàçàòüñÿ,
÷òî äàæå ïðè λ < µ, ò.å. êîãäà âî âñåé îáëàñòè ýíåðãèé ïîëíàÿ êîíñòàíòà ìåæ-
ýëåêòðîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ôîðìàëüíî ñîîòâåòñòâóåò îòòàëêèâàíèþ, ñâåðõïðîâî-
äèìîñòü ñîõðàíÿåòñÿ, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå λ > µ∗.

Èç ôîðìóëû (7.75) âèäíû ïðèíöèïèàëüíûå âîçìîæíîñòè ïîâûøåíèÿ êðèòè÷å-
ñêîé òåìïåðàòóðû ñâåðõïðîâîäÿùåãî ïåðåõîäà:

1. Ìîæíî ïîâûøàòü âåëè÷èíó ωD èëè ïåðåõîäèòü ê äðóãèì (íåôîíîííûì) ìå-
õàíèçìàì ñïàðèâàíèÿ çà ñ÷åò îáìåíà êîëëåêòèâíûìè âîçáóæäåíèÿìè ñ õàðàê-
òåðíûìè ÷àñòîòàìè, ïðåâûøàþùèìè ωD. Ïðèìåð ýòîãî � òàê íàçûâàåìûé ýê-
ñèòîííûé ìåõàíèçì, â êîòîðîì ωD çàìåíÿåòñÿ íà âåëè÷èíó ïîðÿäêà εF .

2. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìîæíî ïûòàòüñÿ óâåëè÷èâàòü êîíñòàíòó ñïàðèâàòåëüíîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ λp çà ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ êîíñòàíòû ïðèòÿæåíèÿ λ èëè óìåíüøå-
íèÿ êóëîíîâñêîãî ïñåâäîïîòåíöèàëà µ∗.

Ñîáñòâåííî ãîâîðÿ, âñå ïîïûòêè ïîèñêà âûñîêîòåìïåðàòóðíîé ñâåðõïðîâîäèìîñòè
øëè â ðàìêàõ ýòîé èäåîëîãèè. Íà ýòîì æå ñòðîèòñÿ áîëüøèíñòâî îáúÿñíåíèé ìåõà-
íèçìà ñâåðõïðîâîäèìîñòè â ðåàëüíûõ âûñîêîòåìïåðàòóðíûõ ñâåðõïðîâîäíèêàõ. Çà-
äà÷à ýòî äîñòàòî÷íî ñëîæíàÿ, ïîñêîëüêó äàæå íà ýòîì ýëåìåíòàðíîì óðîâíå âèäíî,
÷òî ïðèâåäåííûå óñëîâèÿ äîñòàòî÷íî ïðîòèâîðå÷èâû - íàïðèìåð ðîñò ïðåäýêñïîíåí-
òû ωD (7.75) äî âåëè÷èí ñîïîñòàâèìûõ ñ εF íåèçáåæíî âåäåò ê ñîîòâåòñòâóþùåìó
ðîñòó êóëîíîâñêîãî ïñåâäîïîòåíöèàëà çà ñ÷åò óìåíüøåíèÿ òîëìà÷åâñêîãî ëîãàðèô-
ìà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, óâåëè÷åíèå ýôôåêòèâíîé ñïàðèâàòåëüíîé êîíñòàíòû ñâÿçè
òðåáóåò âûõîäà çà ðàìêè èñïîëüçîâàâøåãîñÿ íàìè ïðèáëèæåíèÿ ñëàáîé ñâÿçè ïðî-
ñòîé òåîðèè ÁÊØ16.

16Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàçâèòèÿ òåîðèè òðàäèöèîííûõ ñâåðõïðîâîäíèêîâ ïðè-
âåäåì èíòåðïîëÿöèîííóþ ôîðìóëó Àëëåíà � Äàéíñà äëÿ Tc, ïðèãîäíóþ äëÿ øèðîêîãî èíòåðâàëà
çíà÷åíèé áåçðàçìåðíîé êîíñòàíòû ýëåêòðîí � ôîíîííîãî ñïàðèâàòåëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, â òîì
÷èñëå ñóùåñòâåííî ïðåâûøàþùèõ λ ∼ 1:

Tc =
f1f2

1.20
ωlogexp

{
−

1.04(1 + λ)

λ− µ⋆(1 + 0.62λ)

}
(7.77)

ãäå

f1 = [1 + (λ/λ1)
3/2]1/3; f2 = 1 +

[< ω2 >1/2 /ωlog − 1]λ2

λ2 + λ22

λ1 = 2.46(1 + 3.8µ⋆); λ2 = 1.82(1 + 6.3µ⋆)
< ω2 >1/2

ωlog
(7.78)

ãäå ωlog � ñðåäíåëîãàðèôìè÷åñêàÿ ÷àñòîòà ôîíîíîâ, à < ω2 > � ñðåäíèé (ïî ôîíîííîìó ñïåê-
òðó) êâàäðàò èõ ÷àñòîòû. Ýòè ïàðàìåòðû âõîäÿò âìåñòî âåëè÷èíû ωD òåîðèè ÁÊØ, îñòàëüíûå
ïàðàìåòðû óæå áûëè îïðåäåëåíû âûøå.



7.5. Òåîðèÿ Ãèíçáóðãà � Ëàíäàó. 149

Â çàêëþ÷åíèå íàøåãî îáçîðà ìèêðîñêîïè÷åñêîé òåîðèè ñâåðõïðîâîäèìîñòè îò-
ìåòèì, ÷òî âûøå ìû âñþäó ïðåäïîëàãàëè, ÷òî êóïåðîâñêîå ñïàðèâàíèå ïðîèñõîäèò
â ñèíãëåòíîì ñîñòîÿíèè (àíòèïàðàëëåëüíûå ñïèíû) è ñ íóëåâûì îðáèòàëüíûì ìî-
ìåíòîì ïàðû (s-ñïàðèâàíèå). Â ðåàëüíîñòè ñèòóàöèÿ ìîæåò áûòü ñëîæíåå. Ýêñïå-
ðèìåíòàëüíî ïîêàçàíî, ÷òî â íåêîòîðûõ ñèñòåìàõ êóïåðîâñêîå ñïàðèâàíèå ïðîèñ-
õîäèò â òðèïëåòíîì ñîñòîÿíèè (ïàðàëëåëüíûå ñïèíû â ïàðå), à òàêæå â ñîñòîÿíèè
ñ íåíóëåâûì îðáèòàëüíûì ìîìåíòîì (He3, ñèñòåìû ñ òàê íàçûâàåìûìè òÿæåëûìè
ôåðìèîíàìè è ò.ï.). Íàïðèìåð, â âûñîêîòåìïåðàòóðíûõ ñâåðõïðîâîäíèêàõ íà îñíîâå
îêñèäîâ ìåäè ðåàëèçóåòñÿ ñèíãëåòíîå d-ñïàðèâàíèå. Åñòåñòâåííî, ÷òî äëÿ ìèêðîñêî-
ïè÷åñêîãî îïèñàíèÿ òàêèõ ñèñòåì òðåáóåòñÿ áîëåå ñëîæíàÿ òåîðèÿ, îäíàêî îñíîâíûå
èäåè è êà÷åñòâåííûå âûâîäû òåîðèè ÁÊØ îñòàþòñÿ â ñèëå.

7.5 Òåîðèÿ Ãèíçáóðãà � Ëàíäàó.

Ïîëíàÿ ìèêðîñêîïè÷åñêàÿ òåîðèÿ, îïèñûâàþùàÿ ïîâåäåíèå ñâåðõïðîâîäíèêà â ìàã-
íèòíîì ïîëå äîâîëüíî ãðîìîçäêà è ñëîæíà. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñèòóàöèÿ ñóùåñòâåííî
óïðîùàåòñÿ ïðè T → Tc, ãäå ìîæíî ïîñòðîèòü ôåíîìåíîëîãè÷åñêóþ òåîðèþ Ãèí-
çáóðãà � Ëàíäàó (ÃË), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ÿðêèì ïðèìåðîì ïðèìåíåíèÿ îáùåé òåîðèè
Ëàíäàó ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ II ðîäà [1, 2] 17.

Â îáùåé òåîðèè Ëàíäàó îòëè÷èå �íåñèììåòðè÷íîé� ôàçû îò �ñèììåòðè÷íîé� îïè-
ñûâàåòñÿ ïàðàìåòðîì ïîðÿäêà. Äëÿ ñâåðõïðîâîäíèêîâ åñòåñòâåííûì òàêèì ïàðàìåò-
ðîì ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíàÿ ýíåðãåòè÷åñêàÿ ùåëü èëè, òî÷íåå, àíîìàëüíîå ñðåäíåå
(7.17), êîòîðîå ïðîïîðöèîíàëüíî êîíäåíñàòíîé âîëíîâîé ôóíêöèè êóïåðîâñêèõ ïàð.
Â îáùåì ñëó÷àå ýòîò ïàðàìåòð ïîðÿäêà ìîæåò áûòü íåîäíîðîäíûì â ïðîñòðàíñòâå.
Ñ÷èòàÿ, äëÿ ïðîñòîòû, ñèììåòðèþ êðèñòàëëà êóáè÷åñêîé çàìåòèì, ÷òî ñâåðõïðîâî-
äÿùåå ñîñòîÿíèå õàðàêòåðèçóåòñÿ ñêàëÿðíîé âåëè÷èíîé ns � ïëîòíîñòüþ ñâåðõïðî-
âîäÿùèõ ýëåêòðîíîâ (ïàð). Ïîýòîìó óäîáíî íîðìèðîâàòü êîíäåíñàòíóþ âîëíîâóþ
ôóíêöèþ óñëîâèåì |Ψ|2 = ns/2, è ââåäÿ ôàçó ϕ çàïèñàòü åå â âèäå [3]:

Ψ =

√
ns
2
eiϕ ∼ ∆ (7.79)

Òàêèì îáðàçîì, ïàðàìåòð ïîðÿäêà ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíîé (äâóõêîìïîíåíòíîé) âåëè-
÷èíîé.

Ïî îáùèì ïðàâèëàì êâàíòîâîé ìåõàíèêè ìîæåì òîãäà çàïèñàòü ïëîòíîñòü ñâåðõ-
ïðîâîäÿùåãî òîêà â âèäå:

js = − ie~
2m

(Ψ⋆∇Ψ−Ψ∇Ψ⋆) =
e~
2m

ns∇ϕ (7.80)

ãäå ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî äëÿ ñëó÷àÿ îäíîðîäíîé â ïðîñòðàíñòâå ïëîò-
íîñòè ns, à óäâîåííàÿ ìàññà ââåäåíà ÷èñòî ôîðìàëüíî, ÷òîáû ïîä÷åðêíóòü, ÷òî íî-
ñèòåëÿìè ýòîãî òîêà ÿâëÿþòñÿ êóïåðîâñêèå ïàðû.

Îòïðàâíûì ïóíêòîì òåîðèè ÃË ÿâëÿåòñÿ âûðàæåíèå äëÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè
ñâåðõïðîâîäíèêà â âèäå ôóíêöèîíàëà îò Ψ(r). Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñâåðõïðîâîä-
íèê â îòñóòñòâèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû íå äîëæíû

17Îòìåòèì, ÷òî òåîðèÿ Ãèíçáóðãà � Ëàíäàó ìîæåò áûòü âûâåäåíà èç ìèêðîñêîïè÷åñêîé òåîðèè
ÁÊØ, íî ôàêòè÷åñêè îíà áûëà ïðåäëîæåíà çàäîëãî äî ïîÿâëåíèÿ ýòîé òåîðèè.
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çàâèñåòü îò êàëèáðîâî÷íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ψ → Ψeiα. Ýòèì òðåáîâàíèåì èñêëþ-
÷àþòñÿ ÷ëåíû íå÷åòíîé ñòåïåíè â ðàçëîæåíèè Ëàíäàó18.

Êîíêðåòíûé âèä ðàçëîæåíèÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè ñâåðõïðîâîäíèêà ïî ñòåïåíÿì
ïàðàìåòðà ïîðÿäêà Ψ ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå19:

F = Fn +

∫
dV

{
~2

4m
|∇Ψ|2 + a|Ψ|2 + b

2
|Ψ|4

}
(7.81)

Çäåñü Fn � ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ íîðìàëüíîãî ñîñòîÿíèÿ, êîýôôèöèåíò b > 0, à êîýô-
ôèöèåíò a áåðåòñÿ, êàê âñåãäà â òåîðèè Ëàíäàó, â âèäå:

a = α(T − Tc) α > 0 (7.82)

òàê, ÷òîáû ïðè T < Tc áûëî a < 0. Êîýôôèöèåíò ïðè |∇Ψ|2 âûáðàí òàê, ÷òîáû äëÿ
òîêà â äàëüíåéøåì ïîëó÷èëîñü âûðàæåíèå (7.80). Îòîæäåñòâëåíèå m ñ ìàññîé ýëåê-
òðîíà íå èìååò îñîáåííî ãëóáîêîãî ñìûñëà è ÿâëÿåòñÿ óñëîâíûì, êàê è îïðåäåëåíèå
ns.

Â ñëó÷àå îäíîðîäíîãî ïàðàìåòðà ïîðÿäêà èìååì:

F = Fn + αV (T − Tc)|Ψ|2 + bV

2
|Ψ|4 (7.83)

Ðàâíîâåñíîå çíà÷åíèå |Ψ|2 îïðåäåëÿåòñÿ ìèíèìóìîì ýòîãî âûðàæåíèÿ è ðàâíî:

|Ψ|2 = −a
b
=
α

b
(Tc − T ) (7.84)

ïðè T < Tc, è íóëþ ïðè T > Tc. Âåëè÷èíà ïàðàìåòðà ïîðÿäêà |Ψ| îáðàùàåòñÿ â
íóëü ïðè T → Tc ïî êîðíåâîìó çàêîíó, â ïîëíîì ñîîòâåòñòâèè ñ (7.57). Ïðè ýòîì
âåëè÷èíà ns ∼ |Ψ|2 → 0 ïî ëèíåéíîìó çàêîíó.

Ïîäñòàâëÿÿ (7.84) â (7.83) ïîëó÷àåì:

Fs − Fn = −V α
2

2b
(T − Tc)

2 (7.85)

÷òî ýêâèâàëåíòíî (7.58)20. Äèôôåðåíöèðóÿ ïî T èç (7.85), àíàëîãè÷íî (7.59), ìîæíî
íàéòè ðàçíîñòü ýíòðîïèé, à çàòåì è ñêà÷îê òåïëîåìêîñòè â òî÷êå ïåðåõîäà:

Cs − Cn = V
α2Tc
b

(7.86)

18Çàìåòèì, ÷òî êàëèáðîâî÷íàÿ èíâàðèàíòíîñòü ñîîòâåòñòâóåò â êâàíòîâîé ìåõàíèêå çàêîíó ñî-
õðàíåíèÿ ÷èñëà ÷àñòèö. Ñàì ïàðàìåòð ïîðÿäêà íå èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.
Â ýòîì ñìûñëå â ñâåðõïðîâîäÿùåé ôàçå ýòà ñèììåòðèÿ, êàê îòìå÷åíî âûøå, ÿâëÿåòñÿ íàðóøåííîé.
Íàðóøåíèå ñèììåòðèè ïðîèñõîäèò ïðè ëþáîì ôàçîâîì ïåðåõîäå II ðîäà, ïîýòîìó êîíäåíñèðîâàí-
íàÿ ôàçà è íàçûâàåòñÿ íåñèììåòðè÷íîé.

19Íàïîìíèì, ÷òî îñíîâíûì ïîñòóëàòîì òåîðèè Ëàíäàó ÿâëÿåòñÿ èìåííî âîçìîæíîñòü ïðîâåñòè
òàêîå ðàçëîæåíèå, èñõîäÿ èç ìàëîñòè âåëè÷èíû ïàðàìåòðà ïîðÿäêà âáëèçè òåìïåðàòóðû ïåðåõîäà
[1, 2].

20Òåîðèÿ ÃË áûëà âûâåäåíà èç ìèêðîñêîïè÷åñêîé òåîðèè ÁÊØ Ãîðüêîâûì. Ïðè ýòîì äëÿ ôå-
íîìåíîëîãè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ α è b áûëè ïîëó÷åíû ñîîòâåòñòâóþùèå âûðàæåíèÿ ÷åðåç ìèê-
ðîñêîïè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìû. Ýòè âûðàæåíèÿ ëåãêî ïîëó÷èòü, ñðàâíèâàÿ (7.84), (7.57)

c (7.57), (7.85). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ �÷èñòîãî� ñâåðõïðîâîäíèêà áåç ïðèìåñåé èìååì: α = 6π2Tc
7ζ(3)εF

è

b = αTc
n

, ãäå n =
p3F

3π2~3 � ïëîòíîñòü ýëåêòðîíîâ, à Tc äàåòñÿ ôîðìóëîé ÁÊØ (7.44).
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÷òî ñîîòâåòñòâóåò (7.86).
Âáëèçè Tc (7.85) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàëóþ äîáàâêó ê ñâîáîäíîé ýíåðãèè, à ñî-

îòâåòñòâåííî, êàê èçâåñòíî èç òåðìîäèíàìèêè, ýòà æå âåëè÷èíà (âûðàæåííàÿ ÷åðåç
T, P âìåñòî T, V ) äàåò ðàçíîñòü òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ Ãèááñà Φs − Φn.

Ýòà ðàçíîñòü ñîâïàäàåò ñ âåëè÷èíîé −V B2
c

8π , ãäå Bc � êðèòè÷åñêîå ìàãíèòíîå ïîëå,
ðàçðóøàþùåå ñâåðõïðîâîäèìîñòü. Òîãäà ëåãêî ïîëó÷èòü:

Bc =

(
4πa2

b

)1/2

=

(
4πα2

b

)
(Tc − T ). (7.87)

Ïðè íàëè÷èè âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ, âûðàæåíèå (7.81) äëÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè
ìîæåò áûòü çàïèñàíî êàê:

F = Fn +

∫
dV

{
B2

8π
+

~2

4m
|(∇− 2ie

~c
A)Ψ|2 + a|Ψ|2 + b

2
|Ψ|4

}
(7.88)

ãäå B = rotA. Ñòðóêòóðà ãðàäèåíòíîãî ÷ëåíà çäåñü îïðåäåëÿåòñÿ êàëèáðîâî÷íîé
(ãðàäèåíòíîé) èíâàðèàíòíîñòüþ ýëåêòðîäèíàìèêè, êîýôôèöèåíò 2ie

~c çäåñü íîñèò àá-
ñîëþòíûé õàðàêòåð, â îòëè÷èå îò êîýôôèöèåíòà ~2/4m. Â ÷àñòíîñòè, íàëè÷èå 2e
îòðàæàåò çàðÿä êóïåðîâñêîé ïàðû.

Íàõîäÿ ìèíèìóì F êàê ôóíêöèîíàëà òðåõ íåçàâèñèìûõ âåëè÷èí Ψ,Ψ⋆,A 21,
ìîæíî íàéòè äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, îïðåäåëÿþùåå ðàñïðåäåëåíèå Ψ è ìàã-
íèòíîãî ïîëÿ â ñâåðõïðîâîäíèêå. Âàðüèðóÿ (7.88) ïî Ψ⋆ è ïðåîáðàçóÿ èíòåãðàë îò
(∇− 2ieA/~c)∇δΨ⋆ èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷èì:

δF =

∫
dV

{
− ~2

4m
(∇− 2ie

~c
A)2Ψ+ aΨ+ b|Ψ|2Ψ

}
δΨ⋆ +

~2

4m

∮
ds(∇Ψ− 2ie

~c
AΨ)δΨ⋆

(7.89)
ãäå âòîðîé èíòåãðàë áåðåòñÿ ïî ïîâåðõíîñòè òåëà. Ïîëàãàÿ δF = 0 ïîëó÷èì, â êà-
÷åñòâå óñëîâèÿ ðàâåíñòâà íóëþ îáúåìíîãî èíòåãðàëà ïðè ëþáûõ δΨ⋆, ñëåäóþùåå
óðàâíåíèå Ãèíçáóðãà � Ëàíäàó:

1

4m
(−i~∇− 2e

c
A)2Ψ+ aΨ+ b|Ψ|2Ψ = 0 (7.90)

Âàðüèðîâàíèå ïî Ψ äàåò êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííîå óðàâíåíèå äëÿ Ψ⋆. Âàðüèðîâàíèå
(7.88) ïî A ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ Ìàêñâåëëà:

rotB =
4π

c
j (7.91)

ãäå

j = − ie~
2m

(Ψ⋆∇Ψ−Ψ∇Ψ⋆)− 2e2

mc
|Ψ|2A (7.92)

Çäåñü ìû çàïèñàëè j êàê ñâåðõïðîâîäÿùèé òîê, ïîñêîëüêó â ðàâíîâåñèè íîðìàëüíûé
òîê îòñóòñòâóåò.

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ê ýòèì óðàâíåíèÿì ïîëó÷àþòñÿ èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà íóëþ
ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëà â (7.89):

n(−i~∇Ψ− 2e

~c
A)Ψ = 0 (7.93)

21Êîìïëåêñíàÿ âåëè÷èíà Ψ ñîñòîèò èç äâóõ âåùåñòâåííûõ, ïîýòîìó óäîáíî ðàññìàòðèâàòü Ψ è
Ψ⋆, êàê íåçàâèñèìûå âåëè÷èíû.
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ãäå n � âåêòîð íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè òåëà. Îòñþäà, êñòàòè, ñëåäóåò nj = 0. Óñëîâèå
(7.93) ñïðàâåäëèâî íà ãðàíèöå ñâåðõïðîâîäíèêà ñ âàêóóìîì (äèýëåêòðèêîì), â ñëó-
÷àå ãðàíèöû ñ ìåòàëëîì îíî èìååò äðóãîé âèä. Ãðàíè÷íîå óñëîâèå äëÿ B ñâîäèòñÿ
ê òðåáîâàíèþ íåïðåðûâíîñòè B íà ãðàíèöå.

Â ñëàáîì ìàãíèòíîì ïîëå ìîæíî ïðåíåáðå÷ü åãî âëèÿíèåì íà âåëè÷èíó |Ψ|2 è
ñ÷èòàòü åå ðàâíîé (7.84). Ïðè îäíîðîäíîì â ïðîñòðàíñòâå ns = 2|Ψ|2 èç (7.92) èìååì
(ñð. (7.80)):

j =
~e
2m

ns(∇ϕ− 2e

~c
A) (7.94)

Ïðèìåíÿÿ îïåðàöèþ rot ê îáåèì ÷àñòÿì ýòîãî ðàâåíñòâà è èñïîëüçóÿ rotA = B,
ïîëó÷àåì óðàâíåíèå Ëîíäîíîâ:

rotj = −nse
2

mc
B (7.95)

Èç óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà (7.91) è divB = 0, ïîäñòàâëÿÿ j èç ïåðâîãî èç íèõ â (7.95)
è ó÷èòûâàÿ rotrotB = grad divB −∇2B = −∇2B, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå Ëîíäîíîâ â
âèäå:

∇2B =
1

δ2
B (7.96)

ãäå

δ2 =
mc2

4πe2ns
δ =

(
mc2b

8πe2|a|

)1/2

=

[
mc2b

8πe2α(Tc − T )

]1/2
. (7.97)

Âáëèçè ïëîñêîé ïîâåðõíîñòè ñâåðõïðîâîäíèêà, âûáèðàÿ åå â êà÷åñòâå ïëîñêîñòè yz
è íàïðàâëÿÿ îñü x âíóòðü òåëà, ïðèâåäåì (7.96) ê âèäó:

d2B

dx2
=

1

δ2
B (7.98)

îòêóäà ñëåäóåò ðåøåíèå:
B(x) = B0e

−x/δ, (7.99)

ãäå âåêòîð B0 ïàðàëëåëåí ïîâåðõíîñòè. Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì îïèñàíèå ýôôåêòà
Ìåéññíåðà � �âûòàëêèâàíèÿ� âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ èç ñâåðõïðîâîäíèêà. Õàðàê-
òåðíàÿ äëèíà δ íàçûâàåòñÿ ãëóáèíîé ïðîíèêíîâåíèÿ. Ýòà âåëè÷èíà ÿâëÿåòñÿ íåïî-
ñðåäñòâåííî èçìåðèìîé. Òèïè÷íûå åå çíà÷åíèÿ â ðåàëüíûõ ñâåðõïðîâîäíèêàõ ïðè
íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ δ ∼ 10−5−10−6ñì. Ïðè T → Tc îíà ðàñõîäèòñÿ ñîãëàñíî (7.97),
÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïîëíîìó ïðîíèêíîâåíèþ ïîëÿ â íîðìàëüíûé ìåòàëë.

Íàðÿäó ñ δ â òåîðèè ÃË âîçíèêàåò åùå îäíà õàðàêòåðíàÿ äëèíà: äëèíà êîãå-
ðåíòíîñòè èëè êîððåëÿöèîííûé ðàäèóñ ôëóêòóàöèé ïàðàìåòðà ïîðÿäêà ξ(T ). Ïî
èçâåñòíûì ôîðìóëàì òåîðèè Ëàíäàó ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ II ðîäà (ñì. íèæå) ýòîò
ðàäèóñ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç êîýôôèöèåíòû ÃË ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ξ(T ) =
~

2(m|a|)1/2
=

~
2(mα)1/2(T − Tc)1/2

∼ ξ0

√
Tc

Tc − T
; ξ0 ∼ ~vF

Tc
(7.100)

ãäå â ïîñëåäíèõ îöåíêàõ ó÷ëè ìèêðîñêîïè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ÃË
è îöåíêó äëèíû êîãåðåíòíîñòè òåîðèè ÁÊØ (7.45), îïðåäåëÿþùóþ ðàçìåð êóïåðîâ-
ñêèõ ïàð. Âèäèì, ÷òî äëèíà êîãåðåíòíîñòè ξ(T ) (ðàçìåð ïàðû) òàêæå ðàñõîäèòñÿ
ïðè T → Tc (ïàðû �ðàñïóõàþò� è ðàçðóøàþòñÿ ïðè T = Tc).
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Áåçðàçìåðíîå îòíîøåíèå õàðàêòåðíûõ äëèí:

κ =
δ(T )

ξ(T )
=

mcb1/2

(2π)1/2|e|~
(7.101)

îïðåäåëÿåò òàê íàçûâàåìûé ïàðàìåòð Ãèíçáóðãà � Ëàíäàó. Â çàâèñèìîñòè îò åãî
âåëè÷èíû ñâåðõïðîâîäíèêè äåëÿòñÿ íà äâà êëàññà ñ ñóùåñòâåííî ðàçëè÷àþùèìèñÿ
ñâîéñòâàìè âî âíåøíåì ìàãíèòíîì ïîëå: ñâåðõïðîâîäíèêè ñ κ < 1√

2
íàçûâàþòñÿ

ñâåðõïðîâîäíèêàìè I ðîäà, à ñâåðõïðîâîäíèêè ñ κ > 1√
2
îòíîñÿò ê II ðîäó. Ê ïî-

ñëåäíåìó êëàññó îòíîñèòñÿ áîëüøèíñòâî èíòåðåñíûõ ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ
ñèñòåì, â ÷àñòíîñòè, âñå èçâåñòíûå âûñîêîòåìïåðàòóðíûå ñâåðõïðîâîäíèêè.

Ðàññìîòðèì îäíî çàìå÷àòåëüíîå ñëåäñòâèå âûðàæåíèÿ (7.94) è ýôôåêòà Ìåéñ-
ñíåðà. Ïóñòü èìååòñÿ ñâåðõïðîâîäíèê â âèäå òîðà, ïîìåùåííûé â ìàãíèòíîå ïîëå.
Ñ÷èòàåì, ÷òî òîëùèíà òîðà è åãî äèàìåòð çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàþò ãëóáèíó ïðî-
íèêíîâåíèÿ è äëèíó êîãåðåíòíîñòè. Ïîêàæåì, ÷òî âåëè÷èíà ìàãíèòíîãî ïîòîêà,
ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç îòâåðñòèå òîðà ìîæåò áûòü ëèøü öåëûì êðàòíûì íåêîòîðîãî
ýëåìåíòàðíîãî �êâàíòà ïîòîêà� (êâàíòîâàíèå ïîòîêà). Â òîëùå òåëà (âíå îáëàñòè
ïðîíèêíîâåíèÿ ïîëÿ) ïëîòíîñòü òîêà j = 0, à âåêòîðíûé ïîòåíöèàë îòëè÷åí îò íó-
ëÿ (ðàâåí íóëþ ëèøü åãî ðîòîð, ò.å. ìàãíèòíàÿ èíäóêöèÿ B). Âûáåðåì êàêîé-ëèáî
çàìêíóòûé êîíòóð C, îõâàòûâàþùèé ñîáîé îòâåðñòèå òîðà è ïðîõîäÿùèé âíóòðè
òåëà âäàëè îò åãî ïîâåðõíîñòè. Öèðêóëÿöèÿ âåêòîðà A âäîëü êîíòóðà C ñîâïàäàåò ñ
ïîòîêîì ìàãíèòíîé èíäóêöèè ÷åðåç íàòÿíóòóþ íà êîíòóð ïîâåðõíîñòü, ò.å. ïîòîêîì
Φ ÷åðåç îòâåðñòèå òîðà: ∮

Adl =

∫
rotAdf =

∫
Bdf ≡ Φ (7.102)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðèðàâíÿâ âûðàæåíèå (7.94) íóëþ è ïðîèíòåãðèðîâàâ åãî ïî
êîíòóðó, ïîëó÷èì: ∮

Adl =
~c
2e

∮
∇ϕdl = ~c

2e
δϕ (7.103)

ãäå δϕ � èçìåíåíèå ôàçû âîëíîâîé ôóíêöèè ïðè îáõîäå êîíòóðà. Íî èç òðåáîâàíèÿ
îäíîçíà÷íîñòè ýòîé ôóíêöèè ñëåäóåò, ÷òî èçìåíåíèå ôàçû ìîæåò áûòü ëèøü öåëûì
êðàòíûì îò 2π. Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê ðåçóëüòàòó:

Φ = nϕ0 ãäå ϕ0 =
π~c
|e|

= 2 10−7ãñ ñì2 (7.104)

ãäå n � öåëîå ÷èñëî. Âåëè÷èíà ϕ0 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýëåìåíòàðíûé êâàíò ìàãíèò-
íîãî ïîòîêà. Ýòîò çàìå÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò ïîäòâåðæäàåòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî, ÷òî
ÿâëÿåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, ïðÿìûì äîêàçàòåëüñòâîì òîãî, ÷òî íîñèòåëÿìè ñâåðõïðîâî-
äÿùåãî òîêà ÿâëÿþòñÿ êâàçè÷àñòèöû ñ çàðÿäîì 2e (êóïåðîâñêèå ïàðû).

Åñëè ðàññìîòðåòü ìàññèâíûé öèëèíäðè÷åñêèé ñâåðõïðîâîäíèê âî âíåøíåì ïðî-
äîëüíîì ìàãíèòíîì ïîëå B, òî ñâåðõïðîâîäíèê I ðîäà ïðè óâåëè÷åíèè ïîëÿ èñ-
ïûòûâàåò ôàçîâûé ïåðåõîä I ðîäà ïðè äîñòèæåíèè êðèòè÷åñêîãî ïîëÿ Bc, êîòîðîå
îáñóæäàëîñü âûøå. Äëÿ ñâåðõïðîâîäíèêîâ II ðîäà, åùå äî äîñòèæåíèÿ òåðìîäèíàìè-
÷åñêîãî êðèòè÷åñêîãî ïîëÿ Bc â íåì îêàçûâàåòñÿ òåðìîäèíàìè÷åñêè âûãîäíûì âîç-
íèêíîâåíèå �âêðàïëåíèé� íîðìàëüíîé ôàçû â âèäå îðèåíòèðîâàííûõ ïàðàëëåëüíî
ïîëþ òàê íàçûâàåìûõ âèõðåé Àáðèêîñîâà, ÷åðåç êîòîðûå ïîëå ÷àñòè÷íî ïðîíèêàåò
âíóòðü ñâåðõïðîâîäíèêà. Íèæíþþ ãðàíèöó ïîëåé, êîãäà ýòî ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíûì,
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Ðèñ. 7.3: Ôàçîâàÿ äèàãðàììà ñâåðõïðîâîäíèêà II ðîäà â ìàãíèòíîì ïîëå.

íàçûâàþò ïåðâûì (íèæíèì) êðèòè÷åñêèì ïîëåì Bc1. Ïðè B < Bc1 ñâåðõïðîâîäíèê
íàõîäèòñÿ â òàê íàçûâàåìîì ìåéññíåðîâñêîì ñîñòîÿíèè. Åñëè æå íà÷àòü ñ ìåòàëëà â
íîðìàëüíîì ñîñòîÿíèè â áîëüøîì âíåøíåì ïîëå, òî ïðè ïîíèæåíèè âåëè÷èíû ýòîãî
ïîëÿ ïðè äîñòèæåíèè íåêîòîðîãî âòîðîãî (âåðõíåãî) êðèòè÷åñêîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ
Bc2 > Bc ñòàíîâèòñÿ òåðìîäèíàìè÷åñêè âûãîäíûì ïîÿâëåíèå �âêðàïëåíèé� ñâåðõ-
ïðîâîäÿùåé ôàçû. Òàêèì îáðàçîì, â îáëàñòè ïîëåé Bc1 < B < Bc2 ñâåðõïðîâîäíèê
II ðîäà íàõîäèòñÿ â òàê íàçûâàåìîì ñìåøàííîì ñîñòîÿíèè (ôàçà Øóáíèêîâà). Ôà-
çîâàÿ äèàãðàììà òàêîãî ñâåðõïðîâîäíèêà â ìàãíèòíîì ïîëå ñõåìàòè÷åñêè ïîêàçàíà
íà Ðèñ.7-3.

Âåëè÷èíó ïîëÿ Bc2 ìîæíî íàéòè èç òåîðèè ÃË. ßñíî, ÷òî ïðè B < Bc2, íî
áëèçêî ê íåìó, çàðîäûøè ñâåðõïðîâîäÿùåé ôàçû èìåþò ìàëûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà
ïîðÿäêà Ψ (Ψ → 0 ïðè B → Bc2). Òîãäà ìîæíî íàïèñàòü ëèíåàðèçîâàííîå óðàâíåíèå
ÃË âèäà:

1

4m
(−i~∇− 2e

c
A)2Ψ = |a|Ψ, (7.105)

êîòîðîå èìååò âèä óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà äëÿ ÷àñòèöû ñ ìàññîé 2m è çàðÿäîì 2e
â ìàãíèòíîì ïîëå. Ïðè ýòîì âåëè÷èíà |a| â ïðàâîé ÷àñòè èãðàåò ðîëü óðîâíÿ ýíåð-
ãèè. Ãðàíè÷íîå óñëîâèå ïðè ýòîì � Ψ = 0 íà áåñêîíå÷íîñòè. Âñïîìèíàåì çàäà÷ó
Ëàíäàó î çàðÿæåííîé êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîé ÷àñòèöå â îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå
[7]. Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ýíåðãèè òàêîé ÷àñòèöû åñòü E0 = ~ωB/2, ãäå öèêëîòðîí-
íàÿ ÷àñòîòà ωB = 2|e|B/2mc = |e|B/mc. Îò ýòîãî çíà÷åíèÿ íà÷èíàåòñÿ íåïðåðûâ-
íûé ñïåêòð ýíåðãèé. Ïîýòîìó çàðîäûøè ñâåðõïðîâîäÿùåé ôàçû ìîãóò ñóùåñòâîâàòü
òîëüêî ïðè

|a| > |e|~
2mc

B (7.106)
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òàê ÷òî

Bc2 =
2mc|a|
|e|~

=
√
2κBc = ϕ0

1

2πξ2(T )
(7.107)

ãäå ââåëè ϕ0 = πc~
|e| � ââåäåííûé âûøå êâàíò ìàãíèòíîãî ïîòîêà òåîðèè ñâåðõïðî-

âîäèìîñòè, ïðåäñòàâëÿþùèé ìàãíèòíûé ïîòîê ÷åðåç îäèí âèõðü Àáðèêîñîâà. Ïðè
ïîëó÷åíèè ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâ èñïîëüçîâàíû ôîðìóëû (7.87), (7.100) è (7.101). Îïè-
ñàíèå âèõðåâîé ñòðóêòóðû ñìåøàííîãî ñîñòîÿíèÿ ñâåðõïðîâîäíèêîâ II ðîäà Àáðè-
êîñîâûì îñòàåòñÿ îäíèì èç ñàìûõ ÿðêèõ ïðèìåíåíèé òåîðèè Ãèíçáóðãà � Ëàíäàó
è òåîðèè ñâåðõïðîâîäèìîñòè âîîáùå, íî ìû îãðàíè÷èìñÿ ëèøü ýòèì êà÷åñòâåííûì
èçëîæåíèåì.

Â çàêëþ÷åíèå, êðàòêî îáñóäèì ïðåäåëû ïðèìåíèìîñòè òåîðèè ÃË. Ïðåæäå âñå-
ãî, òðåáóåòñÿ âûïîëíåíèå óñëîâèÿ Tc − T ≪ Tc, ÷òî ýêâèâàëåíòíî ξ(T ) ≫ ξ0. Òîãäà
ìîæíî ñòðîèòü ðàçëîæåíèå Ëàíäàó. Îäíàêî, â îáëàñòè T → Tc ïðèìåíèìîñòü òåîðèè
òàêæå îãðàíè÷åíà îáùèì óñëîâèåì ïðèìåíèìîñòè òåîðèè ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ Ëàí-
äàó, ñâÿçàííûì ñ âîçðàñòàíèåì ôëóêòóàöèé ïàðàìåòðà ïîðÿäêà â íåïîñðåäñòâåííîé
îêðåñòíîñòè Tc (â òàê íàçûâàåìîé êðèòè÷åñêîé îáëàñòè). Â ñëó÷àå ñâåðõïðîâîäè-
ìîñòè ýòî óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ î÷åíü ñëàáûì. Ïðè îáñóæäåíèè ôëóêòóàöèé ïàðàìåòðà
ïîðÿäêà â òåîðèè Ëàíäàó, ìû óâèäèì, ÷òî îáëàñòü åå ïðèìåíèìîñòè (âîçìîæíîñòü
ïðåíåáðåæåíèÿ ôëóêòóàöèÿìè) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç êîýôôèöèåíòû ÃË ñëåäóþùèì
íåðàâåíñòâîì:

Tc − T ≫ b2T 2
c

α(~2/m)3
(7.108)

Îöåíèâàÿ ïðàâóþ ÷àñòü ñ ïîìîùüþ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ, ïîëó÷åííûõ â òåîðèè
ÁÊØ, ïîëó÷èì:

Tc − T

Tc
≫
(
Tc
εF

)4

(7.109)

Ââèäó êðàéíåé ìàëîñòè îòíîøåíèÿ Tc/εF ∼ 10−3 − 10−4 â îáû÷íûõ ñâåðõïðîâîäíè-
êàõ, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïðàêòè÷åñêè ýòî óñëîâèå âîîáùå íåñóùåñòâåííî. Ñèòóàöèÿ
ìåíÿåòñÿ â âûñîêîòåìïåðàòóðíûõ ñâåðõïðîâîäíèêàõ, ãäå êðèòè÷åñêàÿ îáëàñòü ðå-
àëüíî íàáëþäàåòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî.
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Ãëàâà 8

ÔËÓÊÒÓÀÖÈÈ

8.1 Ðàñïðåäåëåíèå Ãàóññà.

Ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû, õàðàêòåðèçóþùèå ìàêðîñêîïè÷åñêîå òåëî, ïðàêòè÷åñêè âñå-
ãäà ñ î÷åíü áîëüøîé òî÷íîñòüþ ðàâíû ñâîèì ñðåäíèì çíà÷åíèÿì. Îäíàêî, êàê íè
ìàëû îòêëîíåíèÿ îò ýòèõ ñðåäíèõ çíà÷åíèé, îíè âñå æå ïðîèñõîäÿò � ôèçè÷åñêèå âå-
ëè÷èíû ôëóêòóèðóþò. Âîçíèêàåò âîïðîñ î íàõîæäåíèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé
ýòèõ ôëóêòóàöèé1.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ çàìêíóòóþ ñèñòåìó, è ïóñòü x åñòü íåêîòîðàÿ ôèçè-
÷åñêàÿ âåëè÷èíà, õàðàêòåðèçóþùàÿ ñèñòåìó â öåëîì èëè åå ÷àñòü. Äàëåå óäîáíî
ïîëàãàòü, ÷òî ñðåäíåå çíà÷åíèå < x > óæå âû÷òåíî èç x, òàê ÷òî âåçäå íèæå ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ, ÷òî < x >= 0. Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ < x >= x∗ � íàèáîëåå âåðîÿòíîìó
çíà÷åíèþ x.

Ïðè îáùåì àíàëèçå ïîíÿòèÿ ýíòðîïèè ìû âèäåëè (ñì. (1.180)), ÷òî ïðè ðàññìîò-
ðåíèè ýíòðîïèè ñèñòåìû, êàê ôóíêöèè íåêîòîðûõ ìàêðîïàðàìåòðîâ x = (x1, x2, ..., xn),
âåðîÿòíîñòü èõ êîíêðåòíûõ çíà÷åíèé îïðåäåëÿåòñÿ êàê:

w(x) = C exp{S(E,N, V, x)} (8.1)

� ïðèíöèï Áîëüöìàíà. Ïîýòîìó âåðîÿòíîñòü ëþáîé ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíå èìåòü çíà-
÷åíèå â èíòåðâàëå x, x+dx ïðîïîðöèîíàëüíà expS(x), ãäå S(x) � ýíòðîïèÿ, ôîðìàëü-
íî ðàññìàòðèâàåìàÿ êàê ôóíêöèÿ òî÷íîãî çíà÷åíèÿ x. Òàêèì îáðàçîì, ìû ôàêòè-
÷åñêè îïðåäåëÿåì ñòàòèñòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå âåëè÷èí x â íàèáîëåå îáùåì âèäå,
ïîçâîëÿþùåå íàéòè èõ ñðåäíåå è ôëóêòóàöèè. Ôîðìóëà (8.1) ëåæèò â îñíîâå òåîðèè
ôëóêòóàöèé, ïðåäëîæåííîé Ýéíøòåéíîì.

Åñëè íå âû÷èòàòü < x > èç x, òî ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî â ðàâíîâåñèè ýíòðîïèÿ
ðàâíà S0 = S(< x >). Òîãäà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñèñòåìà ïîïàäåò â ñîñòîÿíèå,
õàðàêòåðèçóåìîå çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà x, ëåæàùèì â èíòåðâàëå < x >,< x > +dx,
èìååò âèä:

dw = w(x)dx = C̃ exp[S(x)− S(< x >)]dx = C̃e∆Sdx (8.2)

ãäå ∆S � èçìåíåíèå ýíòðîïèè ïðè ôëóêòóàöèè dx. Â (8.1) âåëè÷èíà e−S(<x>) ïðîñòî
âêëþ÷åíà â íîðìèðîâî÷íóþ ïîñòîÿííóþ C.

1Ïîñëåäóþùåå èçëîæåíèå ñëåäóåò [1, 2].
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Ðàññìîòðèì ïðåäåëû ïðèìåíèìîñòè (8.1), (8.2). Âñå ðàññóæäåíèÿ, êîòîðûå ïðè-
âåëè íàñ ê íåé, íåÿâíî ïîäðàçóìåâàëè êëàññè÷åñêèé õàðàêòåð âåëè÷èí x. Ïîýòîìó
íóæíî íàéòè óñëîâèå ïðåíåáðåæèìîñòè êâàíòîâûìè ýôôåêòàìè. Èç êâàíòîâîé ìå-
õàíèêè èçâåñòíî [7], ÷òî ìåæäó êâàíòîâîé íåîïðåäåëåííîñòüþ ýíåðãèè è êàêîé-ëèáî
äðóãîé âåëè÷èíû x èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

∆E∆x ∼ ~ẋ (8.3)

ãäå ẋ � êëàññè÷åñêàÿ ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ âåëè÷èíû x 2.
Ïóñòü τ � õàðàêòåðíîå âðåìÿ èçìåíåíèÿ âåëè÷èíû x, òàê ÷òî ẋ ∼ x/τ è

∆E∆x ∼ ~x
τ

(8.8)

ßñíî, ÷òî ãîâîðèòü îá îïðåäåëåííîì çíà÷åíèè âåëè÷èíû x ìîæíî ëèøü ïðè óñëîâèè
∆x≪ x, îòêóäà íåîáõîäèìî, ÷òîáû

∆E ≫ ~
τ

(8.9)

ò.å. êâàíòîâàÿ íåîïðåäåëåííîñòü ýíåðãèè äîëæíà áûòü âåëèêà ïî ñðàâíåíèþ ñ ~/τ .
Ýíòðîïèÿ ñèñòåìû áóäåò ïðè ýòîì èìåòü íåîïðåäåëåííîñòü

∆S ≫ ~
Tτ

(8.10)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû (8.1), (8.2) èìåëè ðåàëüíûé ñìûñë, íåîáõîäèìî, ÷òîáû íåòî÷íîñòü
ýíòðîïèè áûëà ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ åäèíèöåé:

T ≫ ~
τ

τ ≫ ~
T

(8.11)

Ýòî è åñòü èñêîìîå óñëîâèå. Ïðè ñëèøêîì íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ èëè ïðè ñëèøêîì
áûñòðîì èçìåíåíèè âåëè÷èíû x (ìàëûå τ !) ôëóêòóàöèè íåëüçÿ ðàññìàòðèâàòü òåð-
ìîäèíàìè÷åñêè, îíè ñòàíîâÿòñÿ êâàíòîâûìè. Íèæå ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ àíàëèçîì
ëèøü òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ôëóêòóàöèé.

Âåðíåìñÿ ê ôîðìóëå (8.1). Ýíòðîïèÿ S èìååò ìàêñèìóì ïðè x =< x >= 0.
Ïîýòîìó:

∂S

∂x

∣∣∣∣
x=0

= 0,
∂2S

∂x2

∣∣∣∣
x=0

< 0. (8.12)

2Â ñàìîì äåëå, ïóñòü äâå ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû f è g, îïåðàòîðû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò êîì-
ìóòàöèîííîìó ñîîòíîøåíèþ:

f̂ ĝ − ĝf̂ = −i~ĉ (8.4)

ãäå ĉ � íåêîòîðûé îïåðàòîð. Â êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðåäåëå ~ → 0 â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ĉ ìîæíî
çàìåíèòü c-÷èñëîì. Òîãäà:

f̂ ĝ − ĝf̂ = −i~c (8.5)

Ýòî ñîîòíîøåíèå àíàëîãè÷íî pxx−xpx = −i~, òîëüêî ~ → ~c. Ïîñåìó, ïî àíàëîãèè ñ ñîîòíîøåíèåì
Ãåéçåíáåðãà ∆x∆px ∼ ~, ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî â êâàçèêëàññè÷åñêîì ñëó÷àå äëÿ âåëè÷èí f è g
èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåëåííîñòè:

∆f∆g ∼ ~c (8.6)

Â ÷àñòíîñòè, åñëè îäíîé èç âåëè÷èí ÿâëÿåòñÿ ýíåðãèÿ f ≡ H, à îïåðàòîð äðóãîé (ĝ) íå çàâèñèò

ÿâíî îò âðåìåíè, òî ñîãëàñíî ġ = i
~ (Ĥĝ − ĝĤ), ïîëó÷àåì c = ġ, è êâàçèêëàññè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå

íåîïðåäåëåííîñòåé ïðèíèìàåò âèä:
∆E∆g ∼ ~ġ (8.7)

÷òî ïðè g = x è äàåò (8.3).
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Âåëè÷èíà x ïðè ôëóêòóàöèÿõ î÷åíü ìàëà. Ðàçëàãàÿ S(x) â ðÿä ïî ñòåïåíÿì x è
îãðàíè÷èâàÿñü ÷ëåíîì âòîðîãî ïîðÿäêà, ïîëó÷èì:

S(x) = S(0)− β

2
x2; β > 0 (8.13)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî â (8.1), ïîëó÷àåì:

w(x)dx = Ae−
β
2 x

2

dx (8.14)

Íîðìèðîâî÷íàÿ ïîñòîÿííàÿ A îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì
∫∞
−∞ dxw(x) = 1, ÷òî äàåò

A =
√
β/2π.

Òàêèì îáðàçîì, ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ôëóêòóàöèé âåëè÷èíû x îïðåäåëÿ-
åòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì Ãàóññà:

w(x) =

√
β

2π
e−

β
2 x

2

(8.15)

Ñðåäíèé êâàäðàò ôëóêòóàöèè ðàâåí:

< x2 >=

∫ ∞

−∞
dxx2w(x) =

1

β
(8.16)

Ïîýòîìó ðàñïðåäåëåíèå Ãàóññà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

w(x) =
1√

2π < x2 >
exp

(
− x2

2 < x2 >

)
(8.17)

Ôóíêöèÿ w(x) èìååò òåì áîëåå îñòðûé ìàêñèìóì, ÷åì ìåíüøå < x2 >.
Ïî èçâåñòíîìó < x2 > ìîæíî íàéòè àíàëîãè÷íóþ âåëè÷èíó äëÿ ëþáîé ôóíêöèè

φ(x). Ââèäó ìàëîñòè x èìååì:

< (∆φ)2 >=

(
dφ

dx

)2

x=0

< x2 > . (8.18)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü îäíîâðåìåííîãî îòêëîíå-
íèÿ ðÿäà òåðìîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí îò ñâîèõ ñðåäíèõ çíà÷åíèé, îáîçíà÷èì ýòè
îòêëîíåíèÿ x1, x2, ..., xn. Ââîäèì ýíòðîïèþ S(x1, x2, ..., xn) è ïèøåì ðàñïðåäåëåíèå
âåðîÿòíîñòåé â âèäå wdx1...dxn ∼ exp[S(x1, ..., xn)]dx1...dxn. Ðàçëàãàåì S ïî ñòåïå-
íÿì xi ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ âòîðîãî ïîðÿäêà ïîëó÷àåì:

∆S = −1

2

n∑
i,k=1

βikxixk = −1

2
βikxixk (8.19)

� ñóùåñòâåííî îòðèöàòåëüíóþ êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó. Î÷åâèäíî, ÷òî βik = βki. Â
ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ïîäðàçóìåâàåòñÿ îáû÷íîå ïðàâèëî ñóììèðîâàíèÿ ïî ïîâòîðÿ-
þùèìñÿ èíäåêñàì. Òîãäà:

w = A exp

(
−1

2
βikxixk

)
(8.20)

ãäå A îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì íîðìèðîâêè
∫
dx1...dxnw = 1. Ñîîòâåòñòâóþùèå âû-

÷èñëåíèÿ ìîæíî ïðîâåñòè ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðîèçâåäåì íàä âåëè÷èíàìè xi ëè-
íåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå:

xi = aikx
′
k (8.21)
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äèàãîíàëèçóþùåå êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó βikxixk. Äëÿ òîãî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü

βikxixk = x′2i ≡ x′ix
′
kδik (8.22)

íóæíî, ÷òîáû êîýôôèöèåíòû ïðåîáðàçîâàíèÿ (8.22) óäîâëåòâîðÿëè ñîîòíîøåíèÿì:

βikailakm = δlm (8.23)

Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ñëåâà ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ îïðåäåëèòåëåé:

βa2 = 1 β = Detβik a = Detaik (8.24)

ßêîáèàí ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ xi → x′i ðàâåí a. Ïîýòîìó ïîñëå ïðîâåäåíèÿ ëè-
íåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (8.21) èíòåãðàë ðàñïàäàåòñÿ íà ïðîèçâåäåíèå n îäèíàêîâûõ
èíòåãðàëîâ è ñ ó÷åòîì (8.24) ïîëó÷àåì:

Aa

[∫ ∞

−∞
dx′ exp

(
−1

2
x′2
)]n

=
A√
β
(2π)n/2 = 1 (8.25)

Òàêèì îáðàçîì, îêîí÷àòåëüíî ðàñïðåäåëåíèå Ãàóññà äëÿ íåñêîëüêèõ âåëè÷èí èìååò
âèä:

w =

√
β

(2π)n/2
exp

(
−1

2
βikxixk

)
β = Det|βik| (8.26)

Ñ åãî ïîìîùüþ ìîæíî íàéòè:
< xixk >= β−1

ik (8.27)

ãäå β−1
ik � ýëåìåíò ìàòðèöû, îáðàòíîé ìàòðèöå βik. Åñëè ôëóêòóàöèè êàêèõ-ëèáî

äâóõ âåëè÷èí x1 è x2 ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìû, òî ñðåäíåå îò èõ ïðîèçâåäåíèÿ
ôàêòîðèçóåòñÿ: < x1x2 >=< x1 >< x2 >= 0, òàê ÷òî β−1

12 = 0. Ïðè ãàóññîâîì
ðàñïðåäåëåíèè âåðîÿòíîñòåé ñïðàâåäëèâà è îáðàòíàÿ òåîðåìà: åñëè < x1x2 >= 0
(ò.å. β−1

12 = 0), òî ôëóêòóàöèè âåëè÷èí x1 è x2 ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìû.

8.2 Ôëóêòóàöèè îñíîâíûõ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí.

Çàéìåìñÿ òåïåðü âû÷èñëåíèåì ñðåäíèõ êâàäðàòîâ ôëóêòóàöèé îñíîâíûõ òåðìîäè-
íàìè÷åñêèõ âåëè÷èí, îòíîñÿùèõñÿ ê âûäåëåííîé â òåëå êàêîé-ëèáî ìàëîé åãî ÷àñòè.
Ýòà ìàëàÿ ÷àñòü äîëæíà, ðàçóìååòñÿ, ñîäåðæàòü åùå äîñòàòî÷íî ìíîãî ÷àñòèö.

Äëÿ òàêèõ âåëè÷èí, êàê ýíåðãèÿ è îáúåì, èìåþùèõ íàðÿäó ñ òåðìîäèíàìè÷å-
ñêèì òàêæå è ÷èñòî ìåõàíè÷åñêèé ñìûñë, ïîíÿòèå ôëóêòóàöèé ñàìîî÷åâèäíî. Îíî,
îäíàêî, íóæäàåòñÿ â óòî÷íåíèè äëÿ òàêèõ âåëè÷èí, êàê ýíòðîïèÿ è òåìïåðàòóðà,
îïðåäåëåíèå êîòîðûõ íåèçáåæíî ñâÿçàíî ñ ðàññìîòðåíèåì òåëà â òå÷åíèå êîíå÷íûõ
èíòåðâàëîâ âðåìåíè.

Âåðîÿòíîñòü w ôëóêòóàöèè∼ expS, ãäå S � ïîëíàÿ ýíòðîïèÿ çàìêíóòîé ñèñòåìû,
ò.å. âñåãî òåëà â öåëîì. Ñ òåì æå óñïåõîì, êàê ìû âèäåëè âûøå, ìîæíî íàïèñàòü:

w ∼ exp∆S (8.28)

ãäå ∆S � èçìåíåíèå ýíòðîïèè ïðè ôëóêòóàöèè. Èç òåðìîäèíàìèêè èçâåñòíî [1, 2],
÷òî

∆S = −Rmin
T0

(8.29)
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ãäå Rmin � ìèíèìàëüíàÿ ðàáîòà, íåîáõîäèìàÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû îáðàòèìûì îáðàçîì
ïðîèçâåñòè çàäàííîå èçìåíåíèå òåðìîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí äàííîé ìàëîé ÷àñòè
òåëà (ïðè ôëóêòóàöèè), ïî îòíîøåíèþ ê êîòîðîé îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü òåëà èãðàåò
ðîëü ñðåäû ñ òåìïåðàòóðîé T0. Òàêèì îáðàçîì:

w ∼ exp

(
−Rmin

T0

)
(8.30)

Ïîäñòàâèì ñþäà (ïðè ôèêñèðîâàííûõ òåìïåðàòóðå è äàâëåíèè ñðåäû):

Rmin = ∆E − T0∆S + P0∆V (8.31)

ãäå ∆E,∆S,∆V � èçìåíåíèÿ ýíåðãèè, ýíòðîïèè è îáúåìà ìàëîé ÷àñòè òåëà ïðè
ôëóêòóàöèè, à T0 è P0 � òåìïåðàòóðà è äàâëåíèå �ñðåäû�, ò.å. ðàâíîâåñíûå çíà÷åíèÿ
òåìïåðàòóðû è äàâëåíèÿ òåëà. Íèæå èíäåêñ íóëü îïóñêàåì, ïîäðàçóìåâàÿ â êîýô-
ôèöèåíòàõ ðàâíîâåñíûå çíà÷åíèÿ. Òîãäà èìååì:

w ∼ exp

(
−∆E − T∆S + P∆V

T

)
∼ exp

(
−∆Φ

T

)
(8.32)

ãäå ∆Φ � èçìåíåíèå òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ïðè ôëóêòóàöèè. Ïðè ∆V = 0,
ò.å. ïðè îòñóòñòâèè ôëóêòóàöèé îáúåìà, èìååì:

w ∼ exp

(
−∆F

T

)
(8.33)

ãäå ∆F � èçìåíåíèå ñâîáîäíîé ýíåðãèè ïðè ôëóêòóàöèè.
Çàìåòèì, ÷òî ôîðìóëû (8.32), (8.33) â òàêîì âèäå ïðèìåíèìû ê ëþáûì ôëóêòó-

àöèÿì � êàê íåáîëüøèì, òàê è çíà÷èòåëüíûì. Â ïðèìåíåíèè ê ìàëûì ôëóêòóàöèÿì
äåéñòâóåì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðàçëàãàÿ ∆E â ðÿä, ïîëó÷èì:

∆E − T∆S + P∆V =
1

2

[
∂2E

∂S2
(∆S)2 + 2

∂2E

∂S∂V
∆S∆V +

∂2E

∂V 2
(∆V )2

]
(8.34)

ãäå ÷ëåíû ïåðâîãî ïîðÿäêà â ðàçëîæåíèè ∆E ñîêðàòèëèñü ñ ó÷åòîì ∂E
∂S = T è ∂E

∂V =
−P . Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî (8.34) ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê:

1

2

[
∆S∆

(
∂E

∂S

)
V

+∆V∆

(
∂E

∂V

)
S

]
=

1

2
(∆S∆T −∆P∆V ). (8.35)

Òîãäà ïîëó÷àåì âåðîÿòíîñòü ôëóêòóàöèè â âèäå:

w ∼ exp

(
∆P∆V −∆T∆S

2T

)
. (8.36)

Èç ýòîé îáùåé ôîðìóëû ìîæíî íàéòè ôëóêòóàöèè ðàçëè÷íûõ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ
âåëè÷èí.

Âûáåðåì ñíà÷àëà â êà÷åñòâå íåçàâèñèìûõ V è T . Òîãäà:

∆S =

(
∂S

∂T

)
V

∆T +

(
∂S

∂V

)
T

∆V =
Cv
T

∆T +

(
∂P

∂T

)
V

∆V (8.37)
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∆P =

(
∂P

∂T

)
V

∆T +

(
∂P

∂V

)
T

∆V. (8.38)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè âûðàæåíèÿ â (8.36) âèäèì, ÷òî ÷ëåíû ñ ∆V∆T ñîêðàùàþòñÿ è îñòà-
åòñÿ:

w ∼ exp

{
− Cv
2T 2

(∆T )2 +
1

2T

(
∂P

∂V

)
T

(∆V )2
}
. (8.39)

Ýòî âûðàæåíèå ðàñïàäàåòñÿ íà äâà ìíîæèòåëÿ, çàâèñÿùèå òîëüêî îò ∆T èëè ∆V .
Äðóãèìè ñëîâàìè, ôëóêòóàöèè òåìïåðàòóðû è îáúåìà ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìû:

< ∆T∆V >= 0 (8.40)

Ñðàâíèâàÿ ïîî÷åðåäíî êàæäûé èç äâóõ ìíîæèòåëåé, íà êîòîðûå ðàñïàäàåòñÿ (8.39)
ñ îáùåé ôîðìóëîé ðàñïðåäåëåíèÿ Ãàóññà (8.17), íàõîäèì ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ
ñðåäíèõ êâàäðàòîâ ôëóêòóàöèé òåìïåðàòóðû è îáúåìà:

< (∆T )2 >=
T 2

Cv
(8.41)

< (∆V )2 >= −T
(
∂V

∂P

)
T

. (8.42)

Ïîëîæèòåëüíîñòü ýòèõ âåëè÷èí îáåñïå÷èâàåòñÿ òåðìîäèíàìè÷åñêèìè íåðàâåíñòâà-
ìè Cv > 0 è (∂P/∂V )T < 0 [1, 2].

Âûáåðåì òåïåðü â êà÷åñòâå íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ â (8.36) P è S. Òîãäà:

∆V =

(
∂V

∂P

)
S

∆P +

(
∂V

∂S

)
P

∆S (8.43)

∆T =

(
∂T

∂S

)
P

∆S +

(
∂T

∂P

)
S

∆P =
T

Cp
∆S +

(
∂T

∂P

)
S

∆P (8.44)

Íî ñîãëàñíî dW = TdS + V dP èìååì
(
∂V
∂S

)
P
= ∂2W

∂P∂S =
(
∂T
∂P

)
S
, òîãäà:

∆V =

(
∂V

∂P

)
S

∆P +

(
∂T

∂P

)
S

∆S (8.45)

Ïîäñòàâëÿÿ ∆V è ∆T â (8.36), íàéäåì:

w ∼ exp

{
1

2T

(
∂V

∂P

)
S

(∆P )2 − 1

2Cp
(∆S)2

}
(8.46)

Êàê è âûøå, ýòî âûðàæåíèå ðàñïàäàåòñÿ íà ìíîæèòåëè, çàâèñÿùèå îò ∆P è ∆S.
Òàêèì îáðàçîì:

< (∆S)2 >= Cp (8.47)

< (∆P )2 >= −T
(
∂P

∂V

)
S

(8.48)

Èç ïîëó÷åííûõ ôîðìóë âèäíî, ÷òî ñðåäíèå êâàäðàòû ôëóêòóàöèé àääèòèâíûõ òåð-
ìîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí � îáúåìà è ýíòðîïèè � ïðîïîðöèîíàëüíû ðàçìåðàì (îáúå-
ìó) òåõ ÷àñòåé òåëà, ê êîòîðûì îíè îòíîñÿòñÿ. Ñîîòâåòñòâåííî, ñðåäíåêâàäðàòè÷íûå
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ôëóêòóàöèè ýòèõ âåëè÷èí ∼
√
V , à îòíîñèòåëüíûå ôëóêòóàöèè ∼ 1/

√
V . Â òîæå âðå-

ìÿ äëÿ òåìïåðàòóðû è äàâëåíèÿ îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíû êîðíþ èç îáúåìà óæå
ñàìè èõ ñðåäíåêâàäðàòè÷íûå ôëóêòóàöèè.

Âûðàæåíèÿ äëÿ ôëóêòóàöèé òåðìîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí ìîãóò áûòü ïîëó÷å-
íû è íåïîñðåäñòâåííî èç ðàñïðåäåëåíèÿ Ãèááñà. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì
ôëóêòóàöèè ÷èñëà ÷àñòèö. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ áîëüøîãî êàíîíè÷åñêîãî àíñàì-
áëÿ èìååì:

< N >= e
Ω
T

∑
N

Ne
µN
T

∑
n

e−
EnN

T (8.49)

Äèôôåðåíöèðóÿ ýòî âûðàæåíèå ïî µ (ïðè ïîñòîÿííûõ V è T ), ïîëó÷èì:

∂ < N >

∂µ
=

1

T
e

Ω
T

∑
N

(
N2 +N

∂Ω

∂µ

)
e

µN
T

∑
n

e−
EnN

T =

=
1

T

(
< N2 > + < N >

∂Ω

∂µ

)
(8.50)

Íî ∂Ω/∂µ = − < N >, òàê ÷òî:

∂ < N >

∂µ
=

1

T
(< N2 > − < N >2) =

1

T
< (∆N)2 >, (8.51)

ñîîòâåòñòâåííî:

< (∆N)2 >= T (∂N/∂µ)T,V . (8.52)

Èç ïîëó÷åííûõ ôîðìóë ÿñíî, ÷òî ñðåäíåêâàäðàòè÷íûå ôëóêòóàöèè òàêèõ âåëè÷èí,
êàê ýíåðãèÿ, îáúåì è äàâëåíèå ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè T → 0. Ýòî îáùåå ñâîéñòâî
âñåõ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí, èìåþùèõ òàêæå è ÷èñòî ìåõàíè÷åñêèé ñìûñë,
íî âîîáùå ãîâîðÿ, íå îòíîñèòñÿ ê òàêèì ÷èñòî òåðìîäèíàìè÷åñêèì âåëè÷èíàì, êàê
ýíòðîïèÿ è òåìïåðàòóðà. Ñîãëàñíî (8.41), åñëè ñ÷èòàòü ýíåðãèþ òåëà çàäàííîé âåëè-
÷èíîé, òî íåëüçÿ ïðèïèñûâàòü òåëó âïîëíå îïðåäåëåííóþ òåìïåðàòóðó, îíà ôëóê-
òóèðóåò è (8.41) õàðàêòåðèçóåò òî÷íîñòü, ñ êîòîðîé ìîæåò áûòü äàíî îïðåäåëåíèå
òåìïåðàòóðû èçîëèðîâàííîãî òåëà.

8.3 Ôëóêòóàöèè â èäåàëüíîì ãàçå.

Ðàññìîòðèì âîïðîñ î âû÷èñëåíèè < (∆N)2 > ñ íåñêîëüêî äðóãîé ñòîðîíû. Ñîãëàñíî
(8.42) äëÿ ôëóêòóàöèé îáúåìà èìååì < (∆V )2 >= −T

(
∂V
∂P

)
T
. Äåëÿ îáå ÷àñòè ýòîãî

ðàâåíñòâà íà N2, íàõîäèì ôëóêòóàöèþ îáúåìà, ïðèõîäÿùåãîñÿ íà îäíó ÷àñòèöó:

< (∆
V

N
)2 >= − T

N2

(
∂V

∂P

)
T

(8.53)

îòñþäà ìîæíî íàéòè ôëóêòóàöèþ ÷èñëà ÷àñòèö, íàõîäÿùèõñÿ â îïðåäåëåííîì âû-
äåëåííîì â òåëå îáúåìå. Ïîñêîëüêó ïðè ýòîì V åñòü çàäàííàÿ âåëè÷èíà, òî èìååì
∆ V
N = V∆ 1

N = − V
N2∆N , òîãäà ïîäñòàíîâêà â (8.53) äàåò:

< (δN)2 >= −T N
2

V 2

(
∂V

∂P

)
T

(8.54)
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Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ èäåàëüíîãî ãàçà V = NT/P , ïîëó÷àåì:

< (∆N)2 >= N (8.55)

Òîãäà îòíîñèòåëüíàÿ ôëóêòóàöèÿ åñòü:

< (∆N)2 >1/2

N
=

1√
N
. (8.56)

Ðàññìîòðèì äàëåå ôëóêòóàöèè â ðàñïðåäåëåíèè ÷àñòèö ãàçà ïî ðàçëè÷íûì êâàíòî-
âûì ñîñòîÿíèÿì. Ïóñòü nk � ÷èñëî ÷àñòèö, íàõîäÿùèõñÿ â k-ì êâàíòîâîì ñîñòîÿíèè.
Ââèäó ïîëíîé ñòàòèñòè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè ýòîé ñèñòåìû ÷àñòèö îò îñòàëüíûõ ÷à-
ñòèö ãàçà, ìîæíî ïðèìåíèòü ê íåé ôîðìóëó (8.52):

< (∆nk)
2 >= T

∂ < nk >

∂µ
(8.57)

Äëÿ ôåðìè(áîçå)-ãàçà, ïîñëå ïîäñòàíîâêè < nk >= [e(εk−µ)/T + 1]−1 ïîëó÷àåì:

< (∆nk)
2 >=< nk > (1− < nk >). (8.58)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, äëÿ áîçå-ãàçà:

< (∆nk)
2 >=< nk > (1+ < nk >). (8.59)

Äëÿ áîëüöìàíîâñêîãî ãàçà, ïîñëå ïîäñòàíîâêè < nk >= e(µ−εk)/T ïîëó÷àåì âûðàæå-
íèå:

< (∆nk)
2 >=< nk > (8.60)

â êîòîðîå ïåðåõîäÿò ïðåäûäóùèå ôîðìóëû (8.58) è (8.59) ïðè nk ≪ 1. Ïðîñóììèðóåì
(8.58) è (8.59) ïî ãðóïïå èç Gj áëèçêèõ óðîâíåé, ñîäåðæàùèõ Nj =

∑
nk ÷àñòèö. Â

ñèëó ñòàòèñòè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè ôëóêòóàöèé ðàçëè÷íûõ nk ïîëó÷èì:

< (∆Nj)
2 >= Gj < nj > (1∓ < nj >) = Nj

(
1∓ < Nj >

Gj

)
(8.61)

ãäå < nj > � ñðåäíåå çíà÷åíèå áëèçêèõ äðóã ê äðóãó < nk >, < Nj >=< nj > Gj .
Ýòè ôîðìóëû ìîæíî ïðèìåíèòü, íàïðèìåð, ê ãàçó ôîòîíîâ, äëÿ ÷åãî ïîëîæèì

â (8.59) µ = 0. Ðàññìîòðèì ñîâîêóïíîñòü êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé ôîòîíîâ (â îáúå-
ìå V ) ñ áëèçêèìè çíà÷åíèÿìè ÷àñòîò, ëåæàùèìè â ìàëîì èíòåðâàëå ∆ωj . ×èñëî
ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîñòîÿíèé ðàâíî Gj = V ω2

j∆ωj/π
2c3. Îáùàÿ ýíåðãèÿ êâàíòîâ â

ýòîì èíòåðâàëå ÷àñòîò åñòü E∆ωj = Nj~ωj . Óìíîæàÿ (8.61) íà (~ωj)2 è îïóñêàÿ èí-
äåêñ j, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå Ýéíøòåéíà äëÿ ôëóêòóàöèè ýíåðãèè E∆ω

ôîòîííîãî ãàçà â çàäàííîì èíòåðâàëå ÷àñòîò ∆ω:

< (∆E∆ω)
2 >= ~ωE∆ω +

π2c3(E∆ω)
2

V ω2∆ω
. (8.62)

Ðàññìîòðèì åùå âîïðîñ î ôëóêòóàöèè ÷èñëà ÷àñòèö â âûäåëåííîì îáúåìå èäå-
àëüíîãî ãàçà V . Ïðè ýòîì èìååò ñìûñë ðàññìîòðåòü è áîëüøèå ôëóêòóàöèè, êîãäà
N− < N > ñòàíîâèòñÿ ñðàâíèìûì ñ < N >. Ýòîò âîïðîñ èìååò ñìûñë ëèøü â ïðè-
ìåíåíèè ê áîëüöìàíîâñêîìó ãàçó, òàê êàê â ãàçàõ Ôåðìè è Áîçå âåðîÿòíîñòü òàêèõ
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ôëóêòóàöèé ìîæåò ñòàòü çàìåòíîé ëèøü â ñòîëü ìàëûõ îáúåìàõ, ÷òî ñòàíîâÿòñÿ ñó-
ùåñòâåííûìè êâàíòîâûå ôëóêòóàöèè. Ñîãëàñíî áîëüøîìó ðàñïðåäåëåíèþ Ãèááñà,
ðàñïðåäåëåíèå N ÷àñòèö ãàçà ïî ðàçëè÷íûì êâàíòîâûì ñîñòîÿíèÿì ïðîïîðöèîíàëü-
íî

exp

{
Ω+ µN −

∑
εk

T

}
, (8.63)

ãäå
∑
εk åñòü ñóììà ýíåðãèé îòäåëüíûõ ÷àñòèö. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ èñêîìîé âåðîÿòíîñòè

wN íàäî ïðîñóììèðîâàòü ýòî âûðàæåíèå ïî âñåì ñîñòîÿíèÿì ÷àñòèö, ïðèõîäÿùèìÿ
íà çàäàííûé îáúåì V . Ïðîèçâîäÿ ñóììèðîâàíèå ïî ñîñòîÿíèÿì êàæäîé ÷àñòèöû
íåçàâèñèìî, íóæíî åùå ðàçäåëèòü ðåçóëüòàò íà N !, òàê ÷òî ïîëó÷àåòñÿ:

wN =
eΩ/T

N !

(∑
k

e
µ−εk

T

)N
(8.64)

Ñòîÿùàÿ çäåñü ñóììà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîñòî ñðåäíåå ÷èñëî ÷àñòèö â ðàññìàò-
ðèâàåìîì îáúåìå: ∑

k

e
µ−εk

T =< N > . (8.65)

Òîãäà:

wN = const
< N >N

N !
, (8.66)

è íàõîäÿ èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè const = e−<N> 3 ïîëó÷àåì:

wN =
< N >N e−<N>

N !
(8.67)

� òàê íàçûâàåìîå ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà. Ñ åãî ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíî ïîêàçûâà-
åòñÿ [1, 2], ÷òî äëÿ ñðåäíåãî êâàäðàòà ôëóêòóàöèè ÷èñëà ÷àñòèö èìååì ïðåæíåå
çíà÷åíèå:

< (∆N)2 >=< N > (8.68)

òàê ÷òî ýòî âûðàæåíèå ñïðàâåäëèâî íå òîëüêî ïðè áîëüøèõ, íî âîîáùå ïðè ëþáûõ
çíà÷åíèÿõ < N >.

3Ýòî ñâîäèòñÿ ê Ω = −PV = − < N > T , â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ èäåàëüíîãî
ãàçà.
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Ãëàâà 9

ÔÀÇÎÂÛÅ ÏÅÐÅÕÎÄÛ È
ÊÐÈÒÈ×ÅÑÊÈÅ ßÂËÅÍÈß

9.1 Ìåòîä ìîëåêóëÿðíîãî ïîëÿ â òåîðèè ìàãíåòèç-
ìà.

Äàííûé ðàçäåë êóðñà ïîñâÿùåí ýëåìåíòàðíîìó ââåäåíèþ â òåîðèþ ôàçîâûõ ïåðåõî-
äîâ II ðîäà è êðèòè÷åñêèõ ÿâëåíèé. Ïðîñòåéøåé ìèêðîñêîïè÷åñêîé ìîäåëüþ òàêîãî
ïåðåõîäà ÿâëÿåòñÿ òåîðèÿ ìîëåêóëÿðíîãî ïîëÿ Âåéññà, êà÷åñòâåííî îïèñûâàþùàÿ
ôàçîâûé ïåðåõîä â ôåððîìàãíèòíîå ñîñòîÿíèå. Íà ýòîì ïðèìåðå ëåãêî èçó÷èòü îñ-
íîâíûå îñîáåííîñòè çàäà÷è, êîòîðûå ïðîÿâëÿþòñÿ, ôàêòè÷åñêè, ïðè ôàçîâûõ ïåðå-
õîäàõ ïî÷òè â ëþáûõ äðóãèõ ñèñòåìàõ.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñòàòèñòè÷åñêóþ ìåõàíèêó ñâîáîäíûõ ñïèíîâ â ìàãíèòíîì
ïîëå (ïàðàìàãíåòèê ñ ëîêàëèçîâàííûìè ìàãíèòíûìè ìîìåíòàìè). Ãàìèëüòîíèàí ñè-
ñòåìû èç N íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ñïèíîâ Si âî âíåøíåì ìàãíèòíîì ïîëå H, èìååò
âèä:

H = −gµB
N∑
i=1

SiH (9.1)

ãäå g � ãèðîìàãíèòíîå îòíîøåíèå, à µB = e~
2mc � ìàãíåòîí Áîðà. Â äàëüíåéøåì, äëÿ

êðàòêîñòè èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå µ̃ = gµB. Ñïèíîâûå ñîñòîÿíèÿ õàðàêòåðèçóþòñÿ
åãî ïðîåêöèåé íà âíåøíåå ìàãíèòíîå ïîëå, êîòîðàÿ ìîæåò ïðèíèìàòü 2S+1 çíà÷åíèé
(mi = −S,−S + 1, ..., S − 1, S).

Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà òàêîé ñèñòåìû ñïèíîâ èìååò âèä:

Z =
∑
S

exp

(
− µ̃

T

N∑
i=1

SiH

)
=

m1=S∑
m1=−S

...

mN=S∑
mN=−S

exp

(
x

N∑
i=1

mi

)
(9.2)

ãäå

x ≡ µ̃H

T
(9.3)

167
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Îïåðàöèÿ ñóììèðîâàíèÿ â (9.2) îñîáåííî ïðîñòà äëÿ S = 1/2:

Z =
N∏
i=1


mi=1/2∑
mi=−1/2

exp(xmi)

 =

=
N∏
i=1

2ch

(
1

2
x

)
= 2NchN

(
1

2
x

)
(9.4)

Ïðè ïðîèçâîëüíîì S èìååì:

Z =

{
exp(−xS)[1− exp{(2S + 1)x}]

1− exp(x)

}N
=

[
sh {(S + 1/2)x}

sh(x/2)

]N
(9.5)

Ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè ñèñòåìû ïîëó÷àåì:

F (T,H) = −T lnZ = −NT ln

[
sh {(S + 1/2)x}

sh(x/2)

]
(9.6)

Îòñþäà íàìàãíè÷åííîñòü:

M(T,H) = −
(
∂F

∂H

)
T

= T
∂

∂H
lnZ =M0BS(Sx) (9.7)

ãäå M0 ≡M(T = 0,H = 0) = NSµ̃ = NSgµB � ìàêñèìàëüíàÿ âåëè÷èíà íàìàãíè÷åí-
íîñòè, à

BS(x) ≡
2S + 1

2S
cth

(
2S + 1

2S
x

)
− 1

2S
cth

(
1

2S
x

)
(9.8)

� òàê íàçûâàåìàÿ ôóíêöèÿ Áðèëëþýíà. Ýòà ôóíêöèÿ ñâÿçûâàåò íàìàãíè÷åííîñòü
ñèñòåìû ñïèíîâ ïàðàìàãíåòèêà ñ âåëè÷èíîé ïðèëîæåííîãî ïîëÿ, îíà ïîêàçàíà íà
Ðèñ. 9-1. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå S = 1/2 ôóíêöèÿ Áðèëëþýíà ðàâíà:

B1/2

(
1

2
x

)
= 2cth(x)− cth(x/2) = th(x/2). (9.9)

Èç Ðèñ. 9-1 âèäíî, ÷òî M = 0 ïðè H = 0, êàê è äîëæíî áûòü â ïàðàìàãíåòè-
êå. Â ôåððîìàãíåòèêàõ ñèòóàöèÿ èíàÿ, ñïèíû âçàèìîäåéñòâóþò ìåæäó ñîáîé, è ïðè
íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ â ñèñòåìå èìååòñÿ ñïîíòàííàÿ íàìàãíè÷åííîñòü, ñóùåñòâóþ-
ùàÿ è â îòñóòñòâèå âíåøíåãî ïîëÿ, ò.å. ïðè H = 0. Îñíîâíîå ïðåäïîëîæåíèå òåîðèè
ìîëåêóëÿðíîãî (ñðåäíåãî) ïîëÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî âçàèìîäåéñòâèå ñïèíîâ ïðèâî-
äèò ê âîçíèêíîâåíèþ íåêîòîðîãî �ìîëåêóëÿðíîãî� ìàãíèòíîãî ïîëÿ Hm, êîòîðîå
äîáàâëÿåòñÿ ê âíåøíåìó ïîëþ H. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýòî ïîëå ïðîïîðöèîíàëüíî
íàìàãíè÷åííîñòè ñèñòåìû:

Hm = λM(T,H) (9.10)

òàê ÷òî ýôôåêòèâíîå ïîëå, äåéñòâóþùåå íà êàæäûé ñïèí ðàâíî:

Heff = H + λM(T,H) (9.11)

Ïàðàìåòð λ > 0 íàçûâàåòñÿ ïàðàìåòðîì ìîëåêóëÿðíîãî ïîëÿ. Âñå ïîëó÷åííûå âûøå
ñîîòíîøåíèÿ îñòàþòñÿ òîãäà â ñèëå, íóæíî òîëüêî îñóùåñòâèòü çàìåíó H → Heff .
Â ÷àñòíîñòè, ïðè òàêîé çàìåíå èç (9.7) ïîëó÷àåì:

M =M0BS

[
µ̃S

T
(H + λM)

]
(9.12)
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Ðèñ. 9.1: Çàâèñèìîñòü îòíîñèòåëüíîé íàìàãíè÷åííîñòè ïàðàìàãíåòèêà σ =M/M0 îò
îò ïàðàìåòðà µ̃HS/T , îïèñûâàåìàÿ ôóíêöèåé Áðèëëþýíà äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé
ñïèíà S.

Ïðè H = 0 âîçíèêàåò óðàâíåíèå äëÿ íàìàãíè÷åííîñòè M :

M =M0BS

(
µ̃λM

T
S

)
(9.13)

Ãðàôè÷åñêîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ èçîáðàæåíî íà Ðèñ. 9-2. Óðàâíåíèå (9.13)
èìååò òðèâèàëüíîå ðåøåíèå M = 0 äëÿ âñåõ çíà÷åíèé T . Îäíàêî ñóùåñòâóåò åùå
è âòîðîå ðåøåíèå M ̸= 0, êîãäà íà÷àëüíûé ó÷àñòîê ãðàôèêà ïðàâîé ÷àñòè (9.13)
èäåò áîëåå êðóòî, ÷åì ëåâàÿ ÷àñòü. ×òîáû èññëåäîâàòü ýòîò âîïðîñ àíàëèòè÷åñêè,
ïðîâåäåì ðàçëîæåíèå ôóíêöèè Áðèëëþýíà â ðÿä:

BS(x) =
S + 1

3S
x− S + 1

3S

2S2 + 2S + 1

30S2
x3 + ... (9.14)

Òîãäà íà÷àëüíûé íàêëîí êðèâîé, èçîáðàæàþùèé çàâèñèìîñòü ïðàâîé ÷àñòè (9.13),
îïðåäåëèòñÿ âûðàæåíèåì:

M0

(
S + 1

3S

)
µ̃Sλ

T
= C

λ

T
(9.15)

ãäå ââåëè ïîñòîÿííóþ Êþðè:

C ≡ Nµ̃2S(S + 1)

3
(9.16)

âûðàçèâ M0 ÷åðåç ìèêðîïàðàìåòðû, ñîãëàñíî ôîðìóëå, ïðèâåäåííîé ïîñëå (9.7).
Òåïåðü èç (9.15) âèäíî, ÷òî íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå ñóùåñòâóåò ïðè T < λC, îòêóäà
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Ðèñ. 9.2: Ãðàôè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äëÿ íàìàãíè÷åííîñòè â òåîðèè ìîëåêó-
ëÿðíîãî ïîëÿ (β = 1/T ).

ÿñíî, ÷òî êðèòè÷åñêàÿ òåìïåðàòóðà ôàçîâîãî ïåðåõîäà â ôåððîìàãíèòíîå ñîñòîÿíèå
â òåîðèè ìîëåêóëÿðíîãî ïîëÿ ðàâíà:

Tc = λC (9.17)

Ïðè òàêèõ òåìïåðàòóðàõ M ̸= 0 äàæå â îòñóòñòâèå âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Òåì-
ïåðàòóðà ïåðåõîäà Tc, î÷åâèäíî, ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè λ → 0, êîãäà ìû âîçâðàùà-
åìñÿ ê ñëó÷àþ ïàðàìàãíåòèêà.

Ðàññìîòðèì âîïðîñ î ïðîèñõîæäåíèè ìîëåêóëÿðíîãî ïîëÿ ñ ìèêðîñêîïè÷åñêîé
òî÷êè çðåíèÿ. Â îñíîâå áîëüøèíñòâà ìîäåëåé ìàãíèòíîãî óïîðÿäî÷åíèÿ ëåæèò ïðåä-
ñòàâëåíèå îá îáìåííîé ïðèðîäå âçàèìîäåéñòâèÿ ñïèíîâ, êîòîðîå â ïðîñòåéøåì ñëó-
÷àå îïèñûâàåòñÿ ìîäåëüþ Ãåéçåíáåðãà, ãàìèëüòîíèàí êîòîðîé èìååò âèä:

H = −1

2

∑
i ̸=j

JijSiSj − µ̃
∑
i

SiH (9.18)

ãäå Jij � òàê íàçûâàåìûé îáìåííûé èíòåãðàë, êîòîðûé âûáèðàåì ïîëîæèòåëüíûì
(ñëó÷àé ôåððîìàãíèòíîãî óïîðÿäî÷åíèÿ).

×àñòî ðàññìàòðèâàåòñÿ è áîëåå ïðîñòîé âàðèàíò òàê íàçûâàåìîé ìîäåëè Èçèíãà,
ýêâèâàëåíòíûé (9.18), â êîòîðîé îñòàâëåíû òîëüêî Sz êîìïîíåíòû ñïèíà. Åå ãàìèëü-
òîíèàí îáû÷íî çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

H = −1

2

∑
i ̸=j

Jijsisj − µ̃
∑
i

siH (9.19)

ãäå ïåðåìåííûå si = ±1. Çàìåòèì, ÷òî ìîäåëü Èçèíãà ìîæåò áûòü ðåøåíà òî÷íî
íà äâóìåðíîé ðåøåòêå [1, 2]. Ýòî ðåøåíèå Îíñàãåðà èãðàåò î÷åíü áîëüøóþ ðîëü â
òåîðèè ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ, íî ìû åãî ðàññìàòðèâàòü íå áóäåì.

Ìîäåëü ìîëåêóëÿðíîãî ïîëÿ ñâîäèòñÿ ê ïðèáëèæåííîé çàìåíå (9.18) íà ýôôåê-
òèâíûé ãàìèëüòîíèàí âèäà:

H = −
∑
i̸=j

Jij < Sz > Siz − µ̃
∑
i

SizH (9.20)
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ãäå ìàãíèòíîå ïîëå ñ÷èòàåòñÿ íàïðàâëåííûì ïî îñè z, à < Sz > îáîçíà÷àåò ñðåäíåå
çíà÷åíèå z-êîìïîíåíòû ñïèíà íà ëþáîì óçëå ðåøåòêè. ßñíî, ÷òî ïðè (9.20) ýêâèâà-
ëåíòíî ðàññìîòðåííîé âûøå ìîäåëè ñâîáîäíûõ ñïèíîâ, íàõîäÿùèõñÿ â ýôôåêòèâíîì
(ìîëåêóëÿðíîì) ïîëå, íàïðàâëåííîì âäîëü îñè z, ñëåäóþùåãî âèäà:

Heff = H +
J0
µ̃
< Sz >= H +

J0
Nµ̃2

M (9.21)

ãäå

J0 =
∑
j

Jij Jii = 0 (9.22)

Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ìîëåêóëÿðíîå ïîëå íà äàííîì óçëå ñîçäàåòñÿ ñàìîñîãëàñîâàí-
íûì îáðàçîì âñåìè îñòàëüíûìè ñïèíàìè ñèñòåìû. Ñðàâíèâàÿ (9.21) ñ (9.11), âèäèì,
÷òî êîíñòàíòà ìîëåêóëÿðíîãî ïîëÿ λ îïðåäåëÿåòñÿ â ýòîé ìîäåëè âûðàæåíèåì:

λ =
J0
Nµ̃2

(9.23)

Òîãäà èç (9.17) ñëåäóåò, ÷òî êðèòè÷åñêàÿ òåìïåðàòóðà ôàçîâîãî ïåðåõîäà â ôåððî-
ìàãíèòíîå ñîñòîÿíèå ðàâíà:

Tc =
1

3
J0S(S + 1) (9.24)

Â ñëó÷àå, åñëè âçàèìîäåéñòâóþò ñïèíû òîëüêî íà áëèæàéøèõ ñîñåäÿõ â ðåøåòêå,
ò.å. Jij = J òîëüêî êîãäà óçåë j ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç z áëèæàéøèõ ñîñåäåé óçëà i, à â
îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ Jij = 0, èìååì:

Tc =
1

3
zJS(S + 1) (9.25)

Âåðíåìñÿ ê ðàññìîòðåíèþ ïðîñòåéøåãî ñëó÷àÿ S = 1/2. Ñîãëàñíî (9.9) è (9.12)
ìîæíî çàïèñàòü:

M =M0th

[
1

2T
µ̃(H + λM)

]
(9.26)

Ââîäÿ îòíîñèòåëüíûå ïåðåìåííûå σ =M/M0 è t = T/Tc, íàïèøåì (9.26) êàê:

σ = th

(
1

2

µ̃H

T
+
σ

t

)
(9.27)

Ïîëüçóÿñü th(x+ y) = thx+thy
1+(thx)(thy) , ïåðåïèøåì (9.27) â âèäå:

h ≡ th

(
µ̃H

2T

)
=

1− th(σ/t)

1− σth(σ/t)
(9.28)

Âáëèçè êðèòè÷åñêîé òî÷êè (H = 0, M = 0, T = Tc) àðãóìåíòû âñåõ ãèïåðáî-
ëè÷åñêèõ òàíãåíñîâ â (9.28) ìàëû, è ìû ìîæåì ïðîèçâåñòè èõ ðàçëîæåíèå â ðÿä:
thx = x− 1

3x
3 + 2

15x
5 + .... Òîãäà:

h = σ

(
1− 1

t

)
+ σ3

[
1

3t3
+

1− 1/t

t

]
(9.29)

Èç ýòîãî, òàê íàçûâàåìîãî óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ìàãíåòèêà, ìîæíî ïîëó÷èòü ïîâå-
äåíèå áîëüøèíñòâà åãî ôèçè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê âáëèçè êðèòè÷åñêîé òî÷êè.
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Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìû ðàññìîòðèì íàìàãíè÷åííîñòü è ìàãíèòíóþ âîñïðèèì÷è-
âîñòü. Èç óðàâíåíèÿ (9.28) âèäíî, ÷òî â íóëåâîì ïîëå h = 0 è äëÿ T < Tc óðàâíåíèå
(9.29) ïðèíèìàåò âèä:

σ2 =
T/Tc − 1

T 3
c

3T 3 + Tc

T

(
1− Tc

T

) + ... ≈ 3

(
T

Tc

)2
Tc − T

Tc
(9.30)

Òàêèì îáðàçîì, íàìàãíè÷åííîñòü â íóëåâîì ïîëå âáëèçè Tc (ïðè T < Tc) âåäåò ñåáÿ
êàê:

σ ∼ |τ |β τ =
T − Tc
Tc

(9.31)

ãäå êðèòè÷åñêèé èíäåêñ íàìàãíè÷åííîñòè β = 1/2.
Èçîòåðìè÷åñêàÿ âîñïðèèì÷èâîñòü â íóëåâîì ïîëå χT =

(
∂M
∂H

)
T
óäîâëåòâîðÿåò

ñîîòíîøåíèþ:

χT =

(
∂M

∂σ

)
T

(
∂σ

∂h

)
T

(
∂h

∂H

)
T

=

(
1

2
Nµ̃

)(
µ̃

2T

)(
∂σ

∂h

)
T

=
C

T

(
∂σ

∂h

)
T

(9.32)

ãäå äëÿ ïîñòîÿííîé Êþðè èñïîëüçîâàëè (9.16) äëÿ S = 1/2. Äèôôåðåíöèðóÿ îáå
÷àñòè (9.29) ïî h ïðè T ≈ Tc, ïîëó÷àåì:

1 =
∂σ

∂h

[(
1− 1

t

)
+ 3σ2

(
1

3t3

)]
(9.33)

èëè, èñïîëüçóÿ (9.32),

χT =
C

T

[
τ

t
+
σ3

t3

]−1

. (9.34)

Äàëåå, äëÿ T > Tc èìååì σ = 0 ïðè H = 0 è (9.34) ñâîäèòñÿ ê:

χT =
C

T

(
Tc
T

T − Tc
Tc

)−1

=
C

T − Tc
∼ τ−γ (9.35)

ãäå êðèòè÷åñêèé èíäåêñ âîñïðèèì÷èâîñòè γ = 1. Ïðè T < Tc, ñîãëàñíî (9.30) èìååì
σ2 ≈ −3τ , òàê ÷òî èç (9.34):

χT ≈ 1

2

C

T

1

(−τ)
∼ |τ |−1 (9.36)

òàê ÷òî êðèòè÷åñêèé èíäåêñ âîñïðèèì÷èâîñòè ïðè T < Tc òàêæå γ
′ = 1.

Ïðÿìûìè ðàñ÷åòàìè â ðàìêàõ ìîäåëè ìîëåêóëÿðíîãî ïîëÿ ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî
òåïëîåìêîñòü ñèñòåìû ïðè T = Tc èñïûòûâàåò êîíå÷íûé ñêà÷îê ∆CH = 3/2N .
Ìîæíî èçó÷èòü êðèòè÷åñêîå ïîâåäåíèå è ðÿäà äðóãèõ õàðàêòåðèñòèê, õàðàêòåðèçó-
þùååñÿ ñâîèìè êðèòè÷åñêèìè èíäåêñàìè.

Â öåëîì, ìîäåëü ìîëåêóëÿðíîãî ïîëÿ äàåò íåïëîõîå êà÷åñòâåííîå îïèñàíèå ôåð-
ðîìàãíèòíîãî ïåðåõîäà. Îíà ëåãêî îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé àíòèôåððîìàãíèòíîãî ïå-
ðåõîäà. Ôàêòè÷åñêè, ýòà ìîäåëü ñëóæèò ïðîîáðàçîì áîëüøîãî ÷èñëà ïîäîáíûõ ìî-
äåëåé ñðåäíåãî ïîëÿ, ÿâëÿþùèõñÿ èñõîäíûìè ïðè ìèêðîñêîïè÷åñêîì îïèñàíèè ðàç-
ëè÷íûõ ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ â ñàìûõ ðàçíûõ òèïàõ ôèçè÷åñêèõ ñèñòåì. Íàïðèìåð,
ðàññìîòðåííàÿ âûøå ìîäåëü ÁÊØ òåîðèè ñâåðõïðîâîäèìîñòè, ÿâëÿåòñÿ òèïè÷íûì
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ïðèìåðîì òàêîé ìîäåëè ñðåäíåãî ïîëÿ, â êîòîðîé ðîëü ýòîãî ïîëÿ èãðàþò àíîìàëü-
íûå ñðåäíèå (7.16), (7.17), à ãàìèëüòîíèàí (7.14) èëè (7.15) ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì àíàëî-
ãîì (9.20) 1. Â òåîðèè ñâåðõïðîâîäèìîñòè òàêîé ïîäõîä äàåò î÷åíü òî÷íîå îïèñàíèå
ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû âáëèçè Tc. Â áîëüøèíñòâå äðóãèõ ñëó÷àåâ, â ÷àñòíîñòè â ðåàëü-
íûõ ìàãíèòíûõ ñèñòåìàõ, ýòî îïèñàíèå ÿâëÿåòñÿ ñóãóáî êà÷åñòâåííûì. Â ÷àñòíîñòè,
âåëè÷èíà êðèòè÷åñêèõ èíäåêñîâ äîñòàòî÷íî ñèëüíî îòëè÷àåòñÿ îò ïðåäñêàçàíèé òåî-
ðèè ñðåäíåãî ïîëÿ. Ôèçè÷åñêàÿ ïðè÷èíà ýòèõ îòëè÷èé ñîñòîèò â âîçðàñòàþùåé ðîëè
ôëóêòóàöèé â êðèòè÷åñêîé îáëàñòè âáëèçè Tc.

9.2 Êâàçèñðåäíèå∗.

Â ìèêðîñêîïè÷åñêîé òåîðèè ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ âîçíèêàåò âåñüìà âàæíûé âîïðîñ
î âûðîæäåíèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû è òåñíî ñâÿçàííûé ñ íèì âîïðîñ î
ïðàâèëüíîì îïðåäåëåíèè ñòàòèñòè÷åñêèõ ñðåäíèõ. Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìå-
ðà ôåððîìàãíåòèê Ãåéçåíáåðãà, îïèñûâàåìûé ãàìèëüòîíèàíîì (9.18). Â îòñóòñòâèå
âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ (ïðè H = 0) ýòîò ãàìèëüòîíèàí î÷åâèäíûì îáðàçîì èí-
âàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ãðóïïû òðåõìåðíûõ âðàùåíèé. Ýòî ÿñíî èç òîãî, ÷òî â
(9.18) âõîäÿò òîëüêî ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ ñïèíîâ íà ðàçíûõ óçëàõ ðåøåòêè.
Â òîæå âðåìÿ, ôåððîìàãíèòíîå îñíîâíîå ñîñòîÿíèå íå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî
ýòîé ãðóïïû � âåêòîð ñïîíòàííîé íàìàãíè÷åííîñòè èìååò âïîëíå îïðåäåëåííîå íà-
ïðàâëåíèå è îñòàåòñÿ èíâàðèàíòíîñòü òîëüêî îòíîñèòåëüíî âðàùåíèé âîêðóã ýòîãî
íàïðàâëåíèÿ. Î÷åâèäíî, îäíàêî, ÷òî ëþáîå äðóãîå îñíîâíîå ñîñòîÿíèå òîé æå ñèñòå-
ìû, ñîîòâåòñòâóþùåå äðóãîìó íàïðàâëåíèþ âåêòîðà íàìàãíè÷åííîñòè îòâå÷àåò òîé
æå ñàìîé ýíåðãèè. Ñîîòâåòñòâåííî, â çàäà÷å âîçíèêàåò áåñêîíå÷íûé íàáîð îñíîâíûõ
ñîñòîÿíèé, îòëè÷àþùèõñÿ òîëüêî íàïðàâëåíèåì âåêòîðà íàìàãíè÷åííîñòè. Âíåøíåå
ìàãíèòíîå ïîëå (äàæå áåñêîíå÷íî ñëàáîå) ñíèìàåò ýòî âûðîæäåíèå è ïîçâîëÿåò îä-
íîçíà÷íî ðàññ÷èòàòü âñå ñòàòèñòè÷åñêèå ñðåäíèå. Â ôîðìàëüíîì àïïàðàòå òåîðèè
ýòî îòðàæàåòñÿ â íåîáõîäèìîñòè ââåäåíèÿ êîíöåïöèè êâàçèñðåäíèõ [25] � îäíîãî èç
öåíòðàëüíûõ ïîíÿòèé òåîðèè ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ.

Èòàê, ðàññìîòðèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè ìîäåëü Ãåéçåíáåðãà â îòñóòñòâèå âíåøíåãî
ìàãíèòíîãî ïîëÿ:

H = −1

2

∑
i ̸=j

JijSiSj (9.37)

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû êàæäàÿ èç êîìïîíåíò âåêòîðà ñóììàðíîãî ñïèíà

S =
∑
j

Sj (9.38)

ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ.

Âîñïîëüçóåìñÿ êîììóòàöèîííûìè ñîîòíîøåíèÿìè:

SxSy − SySx = iSz

SySz − SzSy = iSx

SzSx − SxSz = iSy (9.39)

1Ãàìèëüòîíèàí ÁÊØ äàæå ìîæíî ïåðåïèñàòü ÷åðåç íåêîòîðûå �ïñåâäîñïèíîâûå� îïåðàòîðû
(Àíäåðñîí), êîãäà îí ïî÷òè â òî÷íîñòè ñâîäèòñÿ ê âèäó (9.20)
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

iSp(Sze
−H

T ) = Sp[(SxSy − SySx)e
−H

T ] (9.40)

Íî ïîñêîëüêó Sx êîììóòèðóåò ñ H, ïîëó÷èì:

Sp(SySxe
−H

T ) = Sp(Sye
−H

T Sx) = Sp(SxSye
−H

T ), (9.41)

è ïîýòîìó

Sp(Sze
−H

T ) = 0. (9.42)

Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî íàõîäèì:

Sp(Sxe
−H

T ) = 0 Sp(Sye
−H

T ) = 0 (9.43)

Ââåäåì âåêòîð íàìàãíè÷åííîñòè, îòíåñåííîé ê åäèíèöå îáúåìà:

M =
µ̃

V

∑
j

Sj =
µ̃

V
S. (9.44)

Òîãäà èìååì:
Sp(Me−

H
T ) = 0 (9.45)

è ñðåäíÿÿ íàìàãíè÷åííîñòü:

<M >= lim
V→∞

Sp(Me−
H
T )

Sp(e−
H
T )

= 0. (9.46)

Èòàê, îáû÷íîå ñòàòèñòè÷åñêîå (ãèááñîâñêîå) ñðåäíåå çíà÷åíèå íàìàãíè÷åííîñòè ñè-
ñòåìû âñåãäà ðàâíî íóëþ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò èçîòðîïèè ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî ãðóï-
ïû òðåõìåðíûõ âðàùåíèé.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ýòîò ðåçóëüòàò ñïðàâåäëèâ äëÿ ëþáûõ òåìïåðàòóð, â òîì ÷èñëå
è äëÿ òåìïåðàòóð íèæå òåìïåðàòóðû Êþðè. Êàçàëîñü áû âîçíèêàåò íåêîòîðûé ïà-
ðàäîêñ, ïîñêîëüêó ïðè T < Tc â ñèñòåìå ñóùåñòâóåò ñïîíòàííàÿ íàìàãíè÷åííîñòü.
Îäíàêî, íàïðàâëåíèå âåêòîðà íàìàãíè÷åííîñòè â îòñóòñòâèå âíåøíåãî ìàãíèòíîãî
ïîëÿ ïðîèçâîëüíî è â ýòîì ñìûñëå ñîñòîÿíèå ñòàòèñòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ â ðàññìàò-
ðèâàåìîé ñèñòåìå ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî âûðîæäåííûì.

Âêëþ÷èì òåïåðü âíåøíåå ìàãíèòíîå ïîëå νe(ν > 0, e2 = 1), çàìåíèâ ãàìèëüòî-
íèàí (9.37) íà

Hνe = H + νV eM. (9.47)

Òîãäà, ïðè òåìïåðàòóðàõ íèæå òî÷êè Êþðè

<M >= eMν (9.48)

ãäå Mν áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê êîíå÷íîìó, îòëè÷íîìó îò íóëÿ ïðåäåëó, êîãäà èíòåí-
ñèâíîñòü ν âíåøíåãî ïîëÿ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Ñ ôîðìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ çäåñü
âîçíèêàåò �íåñòàáèëüíîñòü� îáû÷íûõ ñðåäíèõ � ïðè äîáàâëåíèè ê ãàìèëüòîíèàíó
÷ëåíà ñ áåñêîíå÷íî ìàëûì âíåøíèì ïîëåì2 ñðåäíåå çíà÷åíèå < M > ïðåòåðïåâàåò
êîíå÷íîå, îòëè÷íîå îò íóëÿ ïðèðàùåíèå:

em ãäå m = lim
ν→0

Mν . (9.49)

2Ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî ñíà÷àëà ïðîâîäèòñÿ ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè V →
∞, à çàòåì ν óñòðåìëÿåòñÿ ê íóëþ.
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Â ñâÿçè ñ ýòèì óäîáíî ââåñòè ïîíÿòèå êâàçèñðåäíåãî. Ðàññìîòðèì êàêóþ � ëèáî äè-
íàìè÷åñêóþ âåëè÷èíó A, ñîñòàâëåííóþ èç ñïèíîâûõ îïåðàòîðîâ. Òîãäà êâàçèñðåäíåå
îò íåå îïðåäåëÿåòñÿ êàê:

≺ A ≻= lim
ν→0

< A >νe (9.50)

ãäå < A >νe � îáû÷íîå ñòàòèñòè÷åñêîå ñðåäíåå îò A ïðè ãàìèëüòîíèàíå Hνe.

Òàêèì îáðàçîì, íàëè÷èå âûðîæäåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî îòðàæàåòñÿ íà êâàçèñðåä-
íèõ èõ çàâèñèìîñòüþ îò ïðîèçâîëüíîãî îðòà e. Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî îáû÷íîå ñðåä-
íåå:

< A >=

∫
≺ A ≻ de (9.51)

ò.å. ïîëó÷àåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì âåêòîðà e. Ïîíÿòíî, ÷òî
äëÿ îïèñàíèÿ âûðîæäåííîãî ñîñòîÿíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ êâàçèñðåäíèå
áîëåå óäîáíû è �ôèçè÷íû�, ÷åì îáû÷íûå ñðåäíèå. Ôàêòè÷åñêè, îíè è èñïîëüçóþòñÿ
â ïðàêòè÷åñêèõ ðàñ÷åòàõ.

Â êà÷åñòâå äðóãîãî ïðèìåðà ìîæíî óïîìÿíóòü ìîäåëü ñâåðõïðîâîäèìîñòè ÁÊØ.
Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, ñâåðõïðîâîäÿùåå ñîñòîÿíèå íàðóøàåò êàëèáðîâî÷íóþ
ñèììåòðèþ, ñâÿçàííóþ ñ çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ ÷àñòèö, ÷òî ïðîÿâëÿåòñÿ â ïîÿâëåíèè
àíîìàëüíûõ ñðåäíèõ òèïà (7.16), (7.17). Â ýòîì ñëó÷àå îòñóòñòâóåò ðåàëüíîå ôèçè÷å-
ñêîå ïîëå, íàðóøàþùåå ýòó ñèììåòðèþ, ïîäîáíî òîìó êàê âíåøíåå ìàãíèòíîå ïîëå
íàðóøàåò ïîëíóþ âðàùàòåëüíóþ ñèììåòðèþ ãåéçåíáåðãîâñêîãî ìàãíåòèêà. Îäíàêî,
ìîæíî ââåñòè ôèêòèâíûé áåñêîíå÷íî ñëàáûé �èñòî÷íèê� êóïåðîâñêèõ ïàð, äîáàâèâ
åãî ê ãàìèëüòîíèàíó ÁÊØ (7.12), çàïèñàâ:

Hν = H − ν
∑
p

[a−p↓ap↑ + a+p↑a
+
−p↓] (9.52)

÷òî ñíèìàåò âûðîæäåíèå ïî îòíîøåíèþ ê êàëèáðîâî÷íîé ñèììåòðèè, èëè, ÷òî òî-
æå ñàìîå, íàðóøàåò çàêîí ñîõðàíåíèÿ ÷èñëà ÷àñòèö. Ñîîòâåòñòâåííî, âñå ñðåäíèå,
âû÷èñëåííûå â ñâåðõïðîâîäÿùåì ñîñòîÿíèè ñëåäóåò ïîíèìàòü êàê êâàçèñðåäíèå, ïî-
ëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ ãàìèëüòîíèàíà (9.52), ñ ïîñëåäóþùèì ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì
ν → 0. Åñòåñòâåííî, ÷òî âñå òàêèå ñðåäíèå çàâèñÿò îò ïðîèçâîëüíîãî ôàçîâîãî óãëà
ϕ. Ïîëîæèâ âûøå, ïðè îáñóæäåíèè ñâåðõïðîâîäÿùåãî ñîñòîÿíèÿ, ýòó ôàçó ϕ = 0,
ìû, ôàêòè÷åñêè, ïîñòóïèëè ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ïðè ðàññìîòðåíèè
ôåððîìàãíåòèêà ôèêñèðóåòñÿ ïðîèçâîëüíî íàïðàâëåííàÿ â îáû÷íîì ïðîñòðàíñòâå
îñü z, âäîëü êîòîðîé îðèåíòèðîâàíî âíåøíåå ìàãíèòíîå ïîëå. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì,
ìîæíî ðàññìîòðåòü è ÿâëåíèå áîçå-êîíäåíñàöèè [25]. Ôàêòè÷åñêè, ïðè ðàññìîòðåíèè
ëþáîãî ôàçîâîãî ïåðåõîäà, ïîäðàçóìåâàåòñÿ ââåäåíèå áåñêîíå÷íî ìàëîãî áîãîëþáîâ-
ñêîãî ïîëÿ èëè �èñòî÷íèêà�, ñíèìàþùåãî, ñîîòâåòñòâóþùóþ ñèììåòðèþ çàäà÷è. Òî-
ãäà, ïðè âû÷èñëåíèÿõ ïðèõîäèòñÿ ó÷èòûâàòü íåèçáåæíî âîçíèêàþùèå àíîìàëüíûå
ñðåäíèå, êîòîðûå òàêæå íàðóøàþò ñèììåòðèþ èñõîäíîãî ãàìèëüòîíèàíà. Ôàçîâûé
ïåðåõîä ïðîÿâëÿåòñÿ â òîì, ÷òî â �êîíäåíñèðîâàííîé� ôàçå (ïðè T < Tc) ýòè àíî-
ìàëüíûå ñðåäíèå, âû÷èñëåííûå ñàìîñîãëàñîâàííûì îáðàçîì, îñòàþòñÿ îòëè÷íûìè
îò íóëÿ äàæå ïîñëå âûêëþ÷åíèÿ âíåøíåãî ïîëÿ (èñòî÷íèêà), ò.å. ïðè ν → 0. Â �íîð-
ìàëüíîé� ôàçå (ïðè T > Tc) àíîìàëüíûå ñðåäíèå ïðè ν → 0 ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, è
ñèììåòðèÿ íå íàðóøàåòñÿ.
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9.3 Ôëóêòóàöèè ïàðàìåòðà ïîðÿäêà.

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ âîïðîñà î ôëóêòóàöèÿõ ïàðàìåòðà ïîðÿäêà. Âûøå óæå
îòìå÷àëîñü, ÷òî ýòè ôëóêòóàöèè îêàçûâàþòñÿ ñóùåñòâåííûìè âáëèçè òåìïåðàòóðû
ïåðåõîäà, ñóùåñòâåííî ìåíÿÿ êàðòèíó, ïðåäñêàçûâàåìóþ òåîðèÿìè ñðåäíåãî ïîëÿ.
Ðàññìîòðåíèå áóäåò âåñòèñü â ðàìêàõ òåîðèè Ëàíäàó, êàê òèïè÷íîé òåîðèè ñðåäíåãî
ïîëÿ.

Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ, ïàðàìåòð ïîðÿäêà â òåîðèè Ëàíäàó ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé n
� êîìïîíåíòíûé âåêòîð â ðåàëüíîì èëè íåêîòîðîì âñïîìîãàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå, â
ñîîòâåòñòâèè ñ õàðàêòåðîì íàðóøåíèÿ ñèììåòðèè ïðè ôàçîâîì ïåðåõîäå. Íàïðèìåð,
â ìîäåëè ôåððîìàãíåòèêà Ãåéçåíáåðãà � ýòî îáû÷íûé òðåõêîìïîíåíòíûé âåêòîð (íà-
ìàãíè÷åííîñòü), â òåîðèè ñâåðõïðîâîäèìîñòè Ãèíçáóðãà � Ëàíäàó � ýòî êîìïëåêñíàÿ
(ò.å. äâóõêîìïîíåíòíàÿ) âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ êîíäåíñàòà êóïåðîâñêèõ ïàð è ò.ï. Çäåñü
ìû ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé âàðèàíò ôàçîâîãî ïåðåõîäà, îïèñûâàåìîãî îäíîêîìïî-
íåíòíûì ïàðàìåòðîì ïîðÿäêà η, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò, íàïðèìåð, óïîìÿíóòîé âûøå
ìîäåëè Èçèíãà3.

Ìèíèìàëüíàÿ ðàáîòà, òðåáóåìàÿ äëÿ âûâîäà ñèñòåìû èç ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ
ïðè çàäàííûõ ïîñòîÿííûõ çíà÷åíèÿõ äàâëåíèÿ è òåìïåðàòóðû, ðàâíà èçìåíåíèþ∆Φ
åå òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà. Ïîýòîìó, ñîãëàñíî (8.32), âåðîÿòíîñòü ôëóêòó-
àöèè ïðè ïîñòîÿííûõ P è T :

w ∼ exp

(
−∆Φ

T

)
(9.53)

Îáîçíà÷èì ðàâíîâåñíîå çíà÷åíèå η êàê η̄. Ïðè ìàëîì îòêëîíåíèè îò ðàâíîâåñèÿ:

∆Φ =
1

2
(η − η̄)2

(
∂2Φ

∂η2

)
P,T

(9.54)

Ðàâíîâåñíîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ïîðÿäêà îïðåäåëÿåòñÿ ðàçëîæåíèåì Ëàíäàó:

Φ(T, P, η) = Φ0(P, T ) + atη2 +Bη4 − ηhV (9.55)

ãäå t = T − Tc(P ), h � âíåøíåå ïîëå, ñîïðÿæåííîå ïàðàìåòðó ïîðÿäêà (íàïðèìåð
ìàãíèòíîå ïîëå â ìîäåëè Èçèíãà). Èç (9.55) îïðåäåëÿåì ðàâíîâåñíîå çíà÷åíèå ïàðà-
ìåòðà ïîðÿäêà η̄ óñëîâèåì: (

∂Φ

∂η

)
T,h

= 0 (9.56)

÷òî ñâîäèòñÿ ê:
2atη̄ + 4Bη̄3 = hV (9.57)

ôàêòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûì ïîëó÷åííîìó âûøå â òåîðèè ìîëåêóëÿðíîãî ïîëÿ (9.29).
Ðåøåíèå (9.57) ïðè h→ 0 èìååò âèä:

η̄2 = 0 ïðè t > 0

η̄2 = − at

2B
ïðè t < 0 (9.58)

òàê ÷òî êðèòè÷åñêèé èíäåêñ ïàðàìåòðà ïîðÿäêà ðàâåí 1/2, àíàëîãè÷íî (9.31).

3Ìû ñîâåðøåííî îòâëåêàåìñÿ îò î÷åíü âàæíûõ àñïåêòîâ òåîðèè Ëàíäàó, ñâÿçàííûõ ñ ðîëüþ
ñèììåòðèè êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè [1, 2], ñ÷èòàÿ ñèñòåìó îäíîðîäíîé è èçîòðîïíîé.
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Âîñïðèèì÷èâîñòü òåëà ðàâíà:

χ =

(
∂η̄

∂h

)
T ;h→0

(9.59)

Äèôôåðåíöèðóÿ (9.57), íàõîäèì ïðè h→ 0:

∂η̄

∂h
=

V

2at+ 12Bη̄2
(9.60)

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà (9.58), ïîëó÷àåì:

χ =
V

2at
ïðè t > 0

χ =
V

−4at
ïðè t < 0 (9.61)

÷òî àíàëîãè÷íî (9.35), (9.36) è äåìîíñòðèðóåò ðàñõîäèìîñòü χ ∼ |T − Tc|−1, ò.å.
êðèòè÷åñêèé èíäåêñ âîñïðèèì÷èâîñòè γ = γ′ = 1, êàê è âûøå. Òåîðèÿ Ëàíäàó ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé òèïè÷íóþ òåîðèþ ñðåäíåãî ïîëÿ, ñîîòâåòñòâåííî âñå êðèòè÷åñêèå
èíäåêñû ïîëó÷àþòñÿ òåìè æå, ÷òî è â àíàëîãè÷íûõ ìèêðîñêîïè÷åñêèõ ìîäåëÿõ.

Èñïîëüçóÿ (9.60) ìîæíî íàïèñàòü è òàê:

χ = V

[(
∂2Φ

∂η2

)
h=0

]−1

(9.62)

Ïîýòîìó, âåðîÿòíîñòü ôëóêòóàöèè îïðåäåëÿåòñÿ èç (9.53), (9.54) ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

∆Φ =
1

2
(η − η̄)2

V

χ
(9.63)

w ∼ exp

[
− (η − η̄)2V

2χTc

]
(9.64)

Îòñþäà, â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùèì âèäîì ðàñïðåäåëåíèÿ Ãàóññà (8.17), íàõîäèì ñðåä-
íèé êâàäðàò ôëóêòóàöèè ïàðàìåòðà ïîðÿäêà â âèäå:

< (∆η)2 >=
Tcχ

V
∼ 1

|t|
ïðè T → Tc (9.65)

Òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíà ôëóêòóàöèé âáëèçè Tc âîçðàñòàåò è ðàñõîäèòñÿ ∼ |T −
Tc|−1.

Äëÿ áîëåå ãëóáîêîãî ïîíèìàíèÿ ýòîãî ÿâëåíèÿ íóæíî íàéòè ïðîñòðàíñòâåííóþ
êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ ôëóêòóàöèé ïàðàìåòðà ïîðÿäêà. Äëÿ íåîäíîðîäíîãî òå-
ëà (à ïðè ó÷åòå ôëóêòóàöèé â íåì âîçíèêàþò íåîäíîðîäíîñòè) òåðìîäèíàìè÷åñêèé
ïîòåíöèàë ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå Φ =

∫
dV Φ, ãäå Φ � ïëîòíîñòü ïîòåíöèàëà (ôóíê-

öèÿ êîîðäèíàò). Öåëåñîîáðàçíî ïåðåéòè ê îïèñàíèþ ñ ïîìîùüþ ïîòåíöèàëà Ω(T, µ),
îòíîñÿùåìóñÿ ê íåêîòîðîìó âûäåëåííîìó â ñðåäå îáúåìó V , ñîäåðæàùåìó ïåðå-
ìåííîå ÷èñëî ÷àñòèö N . Äëÿ ïîòåíöèàëà Ω(T, µ, η), îòíåñåííîãî ê åäèíèöå îáúåìà,
ìîæíî íàïèñàòü ðàçëîæåíèå, àíàëîãè÷íîå (9.55):

Ω(T, µ, η) = Ω0(T, µ) + αtη2 + bη4 − ηh (9.66)
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ãäå α = a/V, b = B/V, t = T −Tc(µ). Ýòî ðàçëîæåíèå îòíîñèòñÿ ê îäíîðîäíîé ñðåäå.
Â íåîäíîðîäíîì ñëó÷àå îíî äîëæíî ñîäåðæàòü ïðîñòðàíñòâåííûå ïðîèçâîäíûå η.
Ïðè ýòîì äëÿ äëèííîâîëíîâûõ ôëóêòóàöèé ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ÷ëåíàìè ñ ïðîèç-
âîäíûìè íèçøåãî ïîðÿäêà è íàèáîëåå íèçêèõ ñòåïåíåé ïî íèì. ×ëåíû, ëèíåéíûå ïî
ïðîèçâîäíûì âèäà f(η) ∂η∂xi

ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî îáúåìó ïðåîáðàçóþòñÿ â èíòå-
ãðàëû ïî ïîâåðõíîñòè òåëà, ïðåäñòàâëÿþùèå íå èíòåðåñíûå äëÿ íàñ ïîâåðõíîñòíûå
ýôôåêòû. Îãðàíè÷èìñÿ ïðîñòåéøèì ñëó÷àåì (ñïðàâåäëèâûì äëÿ êðèñòàëëîâ êóáè-
÷åñêîé ñèììåòðèè), êîãäà ïëîòíîñòü òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà çàïèñûâàåòñÿ
â âèäå:

Ω = Ω0 + αtη2 + bη4 + g(∇η)2 − ηh (9.67)

Äëÿ óñòîé÷èâîñòè îäíîðîäíîãî òåëà íàäî ïîòðåáîâàòü g > 0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå Ω
íå èìååò ìèíèìóìà ïðè η = const.

Ðàññìàòðèâàÿ ôëóêòóàöèè ïðè çàäàííûõ µ è T , íàäî ïèñàòü èõ âåðîÿòíîñòü â
âèäå:

w ∼ exp

(
−∆Ω

T

)
(9.68)

ïîñêîëüêó ìèíèìàëüíàÿ ðàáîòà, òðåáóåìàÿ â ýòèõ óñëîâèÿõ äëÿ âûâîäà ñèñòåìû èç
ðàâíîâåñèÿ åñòü Rmin = ∆Ω.

Ðàññìîòðèì ôëóêòóàöèè â ñèììåòðè÷íîé ôàçå (ïðè h = 0), êîãäà η̄ = 0, òàê
÷òî ∆η = η. Îãðàíè÷èâàÿñü ÷ëåíàìè âòîðîãî ïîðÿäêà ïî ôëóêòóàöèÿì, çàïèøåì
èçìåíåíèå Ω â âèäå4:

∆Ω =

∫
dV {αt(η)2 + g(∇η)2} (9.70)

Ðàçëîæèì ôëóêòóèðóþùóþ âåëè÷èíó η(r) â ðÿä Ôóðüå:

η(r) =
∑
k

ηke
ikr η−k = η∗k (9.71)

Äëÿ ãðàäèåíòà èìååì:

∇η(r) =
∑
k

ikηke
ikr (9.72)

Ïðè ïîäñòàíîâêå ýòèõ âûðàæåíèé â (9.70) èíòåãðèðîâàíèå ïî îáúåìó îáðàùàåò â
íóëü âñå ÷ëåíû, çà èñêëþ÷åíèåì òåõ, êîòîðûå ñîäåðæàò ïðîèçâåäåíèÿ ηkη−k = |ηk|2.
Òîãäà ïîëó÷èì:

∆Ω = V
∑
k

(gk2 + αt)|ηk|2 (9.73)

è îòñþäà:

< |ηk|2 >=
T

2V (gk2 + αt)
(9.74)

� êîððåëÿòîð Îðíøòåéíà � Öåðíèêå. Îòñþäà âèäíî, ÷òî ïðè t → 0 äåéñòâèòåëüíî
âîçðàñòàþò èìåííî äëèííîâîëíîâûå ôëóêòóàöèè ñ k ∼

√
αt/g. Ñàìà ôîðìóëà (9.74)

4Çàìåòèì, ÷òî àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷àþòñÿ è ïî äðóãóþ ñòîðîíó òî÷êè ïåðåõîäà � â
íåñèììåòðè÷íîé ôàçå. Çäåñü η̄ = (−αt/2b)1/2 è äëÿ èçìåíåíèÿ Ω, ñ òî÷íîñòüþ äî ∼ (∆η)2 ïîëó÷à-
åòñÿ

∆Ω =

∫
dV {−2αt(∆η)2 + g(∇η)2} (9.69)

Ïîýòîìó äëÿ âñåõ õàðàêòåðèñòèê ñèñòåìû ïîëó÷àòñÿ âûðàæåíèÿ, îòëè÷àþùèåñÿ îò ñëó÷àÿ ñèììåò-
ðè÷íîé ôàçû ëèøü çàìåíîé αt íà 2α|t|.
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ïðèìåíèìà ëèøü ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ äëèíàõ âîëí k−1, áîëüøèõ ïî ñðàâíåíèþ
ñ ìåæàòîìíûì ðàññòîÿíèåì a.

Îïðåäåëèì êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ:

G(r1 − r2) =< η(r1)η(r2) > (9.75)

Îíà âû÷èñëÿåòñÿ êàê:

G(r) =
∑
k

< |ηk|2 > eikr = V

∫
d3k

(2π)3
eikr < |ηk|2 > (9.76)

Òîãäà èç (9.74) ïîëó÷àåì5:

G(r) =
Tc

8πgr
exp

(
−r
ξ

)
(9.78)

ãäå

ξ =

√
g

αt
∼ (T − Tc)

−1/2 (9.79)

Âåëè÷èíà ξ íàçûâàåòñÿ êîððåëÿöèîííûì ðàäèóñîì ôëóêòóàöèé, èì îïðåäåëÿåòñÿ
ïîðÿäîê âåëè÷èíû ðàññòîÿíèé íà êîòîðûõ ýòè êîððåëÿöèè ñóùåñòâåííî óáûâàþò.
Ìû óæå ñòàëêèâàëèñü ñ ýòîé âåëè÷èíîé â òåîðèè Ãèíçáóðãà � Ëàíäàó, ãäå îíà íà-
çûâàëàñü äëèíîé êîãåðåíòíîñòè. Ðàñõîäèìîñòü ξ ïðè T → Tc(T > Tc) ñîîòâåòñòâóåò
âîçíèêíîâåíèþ ïðè T = Tc äàëüíåãî ïîðÿäêà. Êðèòè÷åñêèé èíäåêñ êîððåëÿöèîííî-
ãî ðàäèóñà ν = 1/2, ÷òî òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì ðåçóëüòàòîì òåîðèè ñðåäíåãî
ïîëÿ.

Ïðè r = 0 èíòåãðàë â (9.76) îïðåäåëÿåò ñðåäíèé êâàäðàò ôëóêòóàöèè ïàðàìåòðà
ïîðÿäêà η(r) â äàííîé òî÷êå. Åãî ðàñõîäèìîñòü ïðîñòî ñâÿçàíà ñ íåïðèìåíèìîñòüþ
âûðàæåíèÿ (9.74) â îáëàñòè áîëüøèõ k ∼ a−1. Åå ëåãêî ëèêâèäèðîâàòü ââåäÿ îáðå-
çàíèå èíòåãðàëà:

G(0) =
T

4π2

∫ k0

0

dkk2
1

gk2 + αt
(9.80)

ãäå k0 ∼ 1/a. Çäåñü âîçíèêàåò ñóùåñòâåííàÿ çàâèñèìîñòü îò ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàí-
ñòâà â êîòîðîì ðàññìàòðèâàåòñÿ ôàçîâûé ïåðåõîä. Äëÿ d-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà âìå-
ñòî (9.80) íóæíî íàïèñàòü:

G(0) ∼
∫ k0

0

dkkd−1 1

k2 + ξ−2
(9.81)

5Çäåñü èñïîëüçîâàíû ôîðìóëû ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå:∫
dV

e−κr

r
eikr =

4π

k2 + κ2∫
d3k

(2π)3
eikr

k2 + κ2
=
e−κr

4πr
(9.77)

Èõ ïðîùå âñåãî ïîëó÷èòü, çàìåòèâ, ÷òî ôóíêöèÿ φ(r) = e−κr

4πr
óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó

óðàâíåíèþ: ∇2φ − κ2φ = −4πδ(r). Óìíîæàÿ ýòî óðàâíåíèå ñ îáåèõ ñòîðîí íà e−ikr è èíòåãðè-
ðóÿ ïî âñåìó ïðîñòðàíñòâó (ïðè÷åì èíòåãðàë îò e−ikr∇2φ áåðåòñÿ äâàæäû ïî ÷àñòÿì) ïîëó÷àåì
òðåáóåìûé ðåçóëüòàò.
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Ýòîò èíòåãðàë ëåãêî îöåíèòü:

G(0) ∼
∫ k0

ξ−1

dkkd−3 ∼


k0 − ξ−1 d = 3
ln(k0ξ) d = 2
ξ − 1

k0
d = 1

(9.82)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ïðè T → Tc, êîãäà ξ → ∞, ñðåäíèé êâàäðàò ôëóêòóàöèè ïàðà-
ìåòðà ïîðÿäêà â äàííîé òî÷êå êîíå÷åí ïðè d = 3 è ðàñõîäèòñÿ äëÿ d = 1, 2. Ýòî
îçíà÷àåò íåâîçìîæíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ äàëüíåãî ïîðÿäêà äëÿ îäíîìåðíûõ è äâó-
ìåðíûõ ñèñòåì [1, 2]. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî çäåñü ñóùåñòâåííà ðàñõîäèìîñòü èíòåãðàëà â
(9.82) íà íèæíåì, à íå íà âåðõíåì ïðåäåëå. Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà d = 2 â òåîðèè
êðèòè÷åñêèõ ÿâëåíèé íàçûâàåòñÿ íèæíåé êðèòè÷åñêîé ðàçìåðíîñòüþ. Ïðèâåäåí-
íàÿ àðãóìåíòàöèÿ íå âïîëíå êîððåêòíà, íî êà÷åñòâåííî ïðàâèëüíà. Áîëåå ñåðüåçíîå
äîêàçàòåëüñòâî íåâîçìîæíîñòè äàëüíåãî ïîðÿäêà â íèçêîðàçìåðíûõ ñèñòåìàõ òðå-
áóåò àêêóðàòíîãî àíàëèçà ñèòóàöèè ïðè T < Tc [28]. Â ÷àñòíîñòè, íèæíÿÿ êðèòè-
÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü d = 2 ëèøü äëÿ ïåðåõîäîâ, íàðóøàþùèõ íåïðåðûâíóþ ãðóïïó
ñèììåòðèè, òîãäà êàê äëÿ îäíîêîìïîíåíòíîãî ïàðàìåòðà ïîðÿäêà èçèíãîâñêîãî òèïà
íèæíÿÿ êðèòè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü d = 1. Ýòî ÿñíî, íàïðèìåð, èç òî÷íîãî ðåøåíèÿ
Îíñàãåðà äëÿ äâóìåðíîé ìîäåëè Èçèíãà, äåìîíñòðèðóþùåãî ñóùåñòâîâàíèå ôàçî-
âîãî ïåðåõîäà äëÿ d = 2 [1, 2].

Âî èçáåæàíèå íåäîðàçóìåíèé çàìåòèì, ÷òî âûðàæåíèå (9.65) îïðåäåëÿåò ôëóê-
òóàöèè ïàðàìåòðà η, óñðåäíåííîãî ïî îáúåìó V , ëèíåéíûå ðàçìåðû êîòîðîãî L≫ ξ,
îáîçíà÷èì åå < η2 >V . Ñðåäíåå çíà÷åíèå η(r) ïî îáúåìó V åñòü ηk=0. Ïîýòîìó,
åñòåñòâåííî, ÷òî ïðè k = 0 (9.74) ñîâïàäàåò ñ (9.65) è, ñîîòâåòñòâåííî:

χ =
V

Tc

∫
drG(r) (9.83)

Âåëè÷èíó < η2 >V ìîæíî íåïîñðåäñòâåííî ïîëó÷èòü è èç êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè
ïî î÷åâèäíîé ôîðìóëå:

< η2 >V=
1

V 2

∫
dr1dr2 < η(r1)η(r2) >=

1

V

∫
dV G(r) (9.84)

Òåïåðü ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü êðèòåðèé ïðèìåíèìîñòè ðàçâèòîé çäåñü òåî-
ðèè ôëóêòóàöèé, îñíîâàííîé íà ðàçëîæåíèè Ëàíäàó (9.67). Â êà÷åñòâå òàêîãî óñëî-
âèÿ ñëåäóåò ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû áûë ìàë, ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàâíîâåñíûì η̄2 ∼ α|t|/b,
ñðåäíèé êâàäðàò ôëóêòóàöèè ïàðàìåòðà ïîðÿäêà η, óñðåäíåííûé ïî êîððåëÿöèîí-
íîìó îáúåìó ∼ ξ3. Ýòà âåëè÷èíà ïîëó÷àåòñÿ èç (9.65) ïðè V ∼ ξ3, è ìû ïðèõîäèì ê
óñëîâèþ:

Tcχ

ξ3
≪ α|t|

b
(9.85)

èëè, âçÿâ χ è ξ èç (9.61) è (9.79):

α|t| ≫ T 2
c b

2

g3
(9.86)

÷òî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êðèòåðèé Ãèíçáóðãà ïðèìåíèìîñòè òåîðèè ôàçîâûõ ïåðå-
õîäîâ Ëàíäàó6. Ýòî íåðàâåíñòâî îïðåäåëÿåò ðàçìåð êðèòè÷åñêîé îáëàñòè âáëèçè

6Ðàçëîæåíèå ïî ñòåïåíÿì t = T−Tc â êîýôôèöèåíòàõ ðàçëîæåíèÿ Ëàíäàó òðåáóåò òàêæå âûïîë-
íåíèÿ óñëîâèÿ t ≪ Tc, à äëÿ åãî ñîâìåñòèìîñòè ñ (9.86) òðåáóåòñÿ, ÷òîáû óäîâëåòâîðÿëîñü òàêæå

íåðàâåíñòâî âèäà: Tcb
2

αg3
≪ 1.
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Tc, âíóòðè êîòîðîé ðàçâèòûå ôëóêòóàöèè ñóùåñòâåííî ìåíÿþò êàðòèíó ôàçîâîãî
ïåðåõîäà, â ÷àñòíîñòè, íàéäåííûå âûøå êðèòè÷åñêèå èíäåêñû7. Îïèñàíèå ñèñòåìû â
êðèòè÷åñêîé îáëàñòè ÿâëÿåòñÿ ïðåäìåòîì òåîðèè êðèòè÷åñêèõ ÿâëåíèé [28]. Â ñëåäó-
þùåì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì òîëüêî îòäåëüíûå êà÷åñòâåííûå àñïåêòû ýòîé òåîðèè.

9.4 Ñêåéëèíã.

Â òåîðèè êðèòè÷åñêèõ ÿâëåíèé ââîäèòñÿ ñëåäóþùèé ñòàíäàðòíûé íàáîð õàðàêòåðè-
ñòèê ñèñòåìû è èõ êðèòè÷åñêèõ èíäåêñîâ, îïðåäåëÿþùèõ ñèíãóëÿðíîñòè ýòèõ âåëè-
÷èí â òî÷êå ôàçîâîãî ïåðåõîäà â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà τ = T−Tc

Tc
→ 0.

Ïàðàìåòð ïîðÿäêà:

η̄ ∼ |τ |β T → Tc − 0 (9.87)

η̄ ∼ h
1
δ T = Tc (9.88)

Âîñïðèèì÷èâîñòü:

χ ∼
{
τ−γ T → Tc + 0

|τ |−γ′
T → Tc − 0

(9.89)

Êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ (d � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà):

G(r) ∼ exp (−r/ξ)
rd−(2−η) (9.90)

ãäå êîððåëÿöèîííàÿ äëèíà:

ξ ∼
{
τ−ν T → Tc + 0

|τ |−ν′
T → Tc − 0

(9.91)

Â ñàìîé êðèòè÷åñêîé òî÷êå:

G(r) ∼ 1

rd−(2−η) (9.92)

G(k) ∼ 1

k2−η
(9.93)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ââîäèòñÿ êðèòè÷åñêèé èíäåêñ òåïëîåìêîñòè α:

C(τ, h = 0) =
A+

α
[τ−α − 1] +B+ T → Tc + 0 (9.94)

C(τ, h = 0) =
A−

α′ [|τ |
−α′

− 1] +B− T → Tc − 0 (9.95)

ïðè ýòîì α = 0 ñîîòâåòñòâóåò ëîãàðèôìè÷åñêîé îñîáåííîñòè.
Çàäà÷à òåîðåòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ êðèòè÷åñêîé îáëàñòè ñîñòîèò, â êîíå÷íîì ñ÷åòå,

â ïîäòâåðæäåíèè ýòèõ âûðàæåíèé è â âû÷èñëåíèè êðèòè÷åñêèõ èíäåêñîâ α, α′, β, γ, γ′, δ, η, ν, ν′.
Ñóùåñòâåííûé ïðîãðåññ â èçó÷åíèè êðèòè÷åñêèõ ÿâëåíèé ñâÿçàí ñ èäååé ñêåéëèí-

ãà èëè ìàñøòàáíîé èíâàðèàíòíîñòè. Â îñíîâå ýòîãî ïîäõîäà ëåæèò ïðåäñòàâëåíèå

7Âûøå ìû óæå ñòàëêèâàëèñü ñ êðèòåðèåì Ãèíçáóðãà ïðè îáñóæäåíèè óñëîâèé ïðèìåíèìîñòè
òåîðèè Ãèíçáóðãà � Ëàíäàó, ãäå îêàçàëîñü, ÷òî â ñâåðõïðîâîäíèêàõ øèðèíà êðèòè÷åñêîé îáëàñòè
ïðåíåáðåæèìî ìàëà.
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Ðèñ. 9.3: Ïîñòðîåíèå Êàäàíîâà äëÿ ðåøåòêè Èçèíãà.

î òîì, ÷òî ðîñò êîððåëÿöèîííîé äëèíû âáëèçè Tc ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîìó âçà-
èìîäåéñòâèþ ôëóêòóàöèé, ÷òî è îïðåäåëÿåò îñîáåííîñòè êðèòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ.
Ïîñêîëüêó ðàäèóñ êîððåëÿöèé ñòàíîâèòñÿ áîëüøèì ïî ñðàâíåíèþ ñ àòîìíûìè ðàçìå-
ðàìè, ìíîãî÷àñòè÷íûå âçàèìîäåéñòâèÿ ñòàíîâÿòñÿ ñòîëü æå ñóùåñòâåííûìè ñêîëü
è îäíî÷àñòè÷íûå, äâóõ÷àñòè÷íûå è ò.ï. Âìåñòå ñ òåì, èç óñëîâèÿ ξ ≫ a êàçàëîñü
áû ñëåäóåò, ÷òî äåòàëè âçàèìîäåéñòâèÿ íå ñòîëü ñóùåñòâåííû. Ãèïîòåçà ìàñøòàá-
íîé èíâàðèàíòíîñòè (ïîäîáèÿ, ñêåéëèíãà) óòâåðæäàåò, ÷òî ñèíãóëÿðíàÿ çàâèñèìîñòü
ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí îò T −Tc åñòü ñëåäñòâèå ðàñõîäèìîñòè ξ, è ÷òî, äî òåõ ïîð ïîêà
ðå÷ü èäåò îá ýòîé ñèíãóëÿðíîé çàâèñèìîñòè, åäèíñòâåííûé ñóùåñòâåííûé ïàðàìåòð
ðàçìåðíîñòè äëèíû � ýòî ξ.

Ïðîâåäåì êà÷åñòâåííîå ðàññìîòðåíèå íà îñíîâå òàê íàçûâàåìîãî ïîñòðîåíèÿ Êà-
äàíîâà. Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìó èç N èçèíãîâñêèõ ñïèíîâ (ñì.
(9.19)) â d-ìåðíîé ðåøåòêå ñ ïàðàìåòðîì âçàèìîäåéñòâèÿ J , îòëè÷íûì îò íóëÿ òîëü-
êî äëÿ áëèæàéøèõ ñîñåäåé. Ïóñòü ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ìàãíèòíîì ïîëå H. Òîãäà
ãàìèëüòîíèàí (9.19) ìîæíî ïåðåïèñàòü â åäèíèöàõ T êàê:

H

T
= −K

∑
<ij>

sisj − h
N∑
i=1

si (9.96)

ãäå ââåëè áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû K = J/2T è h = µ̃H/T .
Ðàçîáüåì ðåøåòêó íà ÿ÷åéêè ñ ëèíåéíûìè ðàçìåðàìè La, ãäå a � ïîñòîÿííàÿ

ðåøåòêè, à L � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî, ãîðàçäî áîëüøåå åäèíèöû (ñì. Ðèñ. 9-3). Òàêèì
îáðàçîì, èìååì N = N/Ld ÿ÷ååê, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîäåðæèò Ld ñïèíîâ. Â äàëü-
íåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü îáëàñòü òåìïåðàòóð, äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê Tc, ÷òîáû
êîððåëÿöèîííàÿ äëèíà ξ áûëà ãîðàçäî áîëüøå ðàçìåðà ÿ÷åéêè, ò.å. ξ ≫ La. Âñå ýòî
äåëàåòñÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû êàæäàÿ ÿ÷åéêà, ñîäåðæàùàÿ Ld ñïèíîâ, ãäå 1 ≪ L≪ ξ/a,
ñîäåðæàëà áû ñïèíû, îðèåíòèðîâàííûå ëèáî òîëüêî �ââåðõ�, ëèáî òîëüêî �âíèç�. Òî-
ãäà, ñóììàðíûé ìàãíèòíûé ìîìåíò êàæäîé ÿ÷åéêè sα (α = 1, 2, ...,N ) âåäåò ñåáÿ
íåêîòîðûì îáðàçîì ïîäîáíî ìîìåíòó íà îäíîì óçëå si. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå êà÷å-
ñòâåííî ñïðàâåäëèâî, åñëè ÿ÷åéêà öåëèêîì ðàñïîëîæåíà âíóòðè ãðóïïû êîððåëèðó-
þùèõ ñïèíîâ. Ðåçóëüòèðóþùèé ìîìåíò ÿ÷åéêè ðàâåí Ld ñî çíàêîì ïëþñ èëè ìèíóñ.
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Óäîáíî ââåñòè s̃α = sα/L
d, ò.å. íîðìèðîâàòü ñïèí ÿ÷åéêè íà åäèíèöó. Ïîýòîìó, åñ-

ëè çàïèñàòü ãàìèëüòîíèàí êàê ôóíêöèþ ìîìåíòîâ ÿ÷ååê sα (à íå ìîìåíòîâ óçëîâ
si), òî ìîæíî îæèäàòü, ÷òî åãî ôîðìà áóäåò ïîäîáíà (9.96) äëÿ ìîäåëè óçëîâ, íî
ïàðàìåòðû K è h áóäóò, êîíå÷íî, äðóãèìè, ò.å. çàìåíÿòñÿ íà KL è hL:

H

T
= −KL

∑
<α,α′>

s̃αs̃α′ − hL
∑
α

s̃α (9.97)

ãäå ñóììèðîâàíèå èäåò ïî ÿ÷åéêàì α.
Êîãäà ìàãíèòíîå ïîëå h → 0, ýôôåêòèâíîå ïîëå hL â ÿ÷åå÷íîé ôîðìóëèðîâêå

òàêæå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Àíàëîãè÷íî ïðè T → Tc èìååì K → Kc â èçíà÷àëüíîé
ôîðìóëèðîâêå, ãäå Kc = J

2Tc
, òàê ÷òî è KL → Kc. Ïîýòîìó ìîæíî çàïèñàòü ñêåé-

ëèíãîâûå óñëîâèÿ ïðîïîðöèîíàëüíîñòè:

τL = τLy ò.å. KL = Kc − τLy (9.98)

hL = hLx (9.99)

ãäå τ = Kc −K, τL = Kc −KL. Êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ âçàèìîäåéñòâèÿ
îäíè è òå æå â îáîèõ ôîðìóëèðîâêàõ, ïîñêîëüêó ìû ïîñòóëèðîâàëè èõ ýêâèâàëåíò-
íîñòü8. Êðèòè÷åñêèå èíäåêñû x è y îñòàþòñÿ íåîïðåäåëåííûìè, íî ÷åðåç íèõ óäàåòñÿ
âûðàçèòü âñå îñòàëüíûå êðèòè÷åñêèå èíäåêñû ñèñòåìû.

Ðàññìîòðèì èçìåíåíèå ñâîáîäíîé ýíåðãèè ñèñòåìû ïðè ìàëîì èçìåíåíèè h. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî ïîëå íà ðàçíûõ óçëàõ ðåøåòêè ðàçíîå, íî ìåíÿåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå
äîñòàòî÷íî ìåäëåííî, òàê ÷òî îíî ýôôåêòèâíî ïîñòîÿííî â ïðåäåëàõ äàííîé ÿ÷åéêè
Êàäàíîâà. Òîãäà èçìåíåíèå ñâîáîäíîé ýíåðãèè ñèñòåìû:

δ

(
F

T

)
= −

∑
i

< si > δhi =
∑
α

< sα > δhLα (9.100)

ãäå < si > � ñðåäíèé ñïèí íà óçëå, à < sα > � ñðåäíèé ñïèí ÿ÷åéêè. Îáà âûðàæåíèÿ
äîëæíû áûòü ýêâèâàëåíòíû. Ïîñêîëüêó èçìåíåíèå ïîëÿ â ïðîñòðàíñòâå ñ÷èòàåòñÿ
ìåäëåííûì, â ïðåäåëàõ äàííîé ÿ÷åéêè ìîæíî çàïèñàòü:

Ld < si > δhi =< sα > δhLα (9.101)

Èñïîëüçóÿ çäåñü (9.99), ïîëó÷àåì:

< si >= Lx−d < sα > (9.102)

Ïóñòü òåïåðü ïîëå îäíîðîäíî è íå çàâèñèò îò íîìåðà óçëà i. Òîãäà íàìàãíè÷åííîñòü
íà óçëå (ýêâèâàëåíò ïàðàìåòðà ïîðÿäêà η̄) åñòü ôóíêöèÿ òîëüêî τ è h:

< si >= F (τ, h) (9.103)

Ïîñêîëüêó, ïî íàøåìó îñíîâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ, â òåðìèíàõ sα îïèñûâàåòñÿ òà æå
ñàìàÿ ñèñòåìà, òîëüêî ñ íîâûìè çíà÷åíèÿìè τL è hL, âåëè÷èíà < sα > ïðåäñòàâëÿ-
åòñÿ òîé æå ñàìîé ôóíêöèåé, íî îò íîâûõ ïåðåìåííûõ:

< sα >= F (τL, hL) (9.104)

8Ïàðàìåòð τ , îïðåäåëåííûé çäåñü, èìååò òîò æå ñìûñë, ÷òî è âûøå â ñëó÷àå J = const. Íî â
ïðèíöèïå, ïîñëåäíåå îïðåäåëåíèå èìååò áîëåå îáùèé õàðàêòåð, òàê êàê ôàçîâûé ïåðåõîä ìîæåò
ïðîèñõîäèòü è ïðè èçìåíåíèè J ïðè çàäàííîé òåìïåðàòóðå.
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Òîãäà èç (9.100), (9.102), (9.103), (9.104) ïîëó÷àåì, ÷òî ïàðàìåòð ïîðÿäêà ìîæåò
áûòü çàïèñàí êàê:

η̄ =< s >= F (τ, h) = Lx−dF (Lyτ, Lxh) (9.105)

Îäíàêî äëèíà L ÿâëÿåòñÿ ëèøü ìàòåìàòè÷åñêîé (ìûñëåííîé) êîíñòðóêöèåé è äîëæ-
íà ñîêðàùàòüñÿ! Ýòî âîçìîæíî ëèøü â òîì ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèÿ F (τ, h) èìååò âèä:

η̄ =

(
h

|h|

)
|τ |

d−x
y f

(
τ

|h| yx

)
(9.106)

Çäåñü ôàêòîð h/|h| äîáàâëåí ïðîñòî, ÷òîáû îáåñïå÷èòü ñìåíó çíàêà íàìàãíè÷åííî-
ñòè ïðè ñìåíå çíàêà âíåøíåãî ïîëÿ.

ßâíûé âèä ôóíêöèè f(z), ñòîÿùåé â (9.106), íàì íå èçâåñòåí. Îäíàêî, íàì óäà-
ëîñü ïåðåéòè îò íåèçâåñòíîé ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ τ è h ê ôóíêöèè îäíîé
ïåðåìåííîé z = τ/|h|

y
x . Ýòîãî îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íûì, ÷òîáû âûðàçèòü âñå êðè-

òè÷åñêèå èíäåêñû ñèñòåìû ÷åðåç èíäåêñû x è y, èëè, èíà÷å ãîâîðÿ, âûðàçèòü âñå
èíäåêñû ÷åðåç ëþáûå äâà èç íèõ, ïîäëåæàùèå îïðåäåëåíèþ íà ýêñïåðèìåíòå.

Íàïðèìåð, âñïîìèíàÿ (9.87), ò.å. η̄ ∼ |τ |β , ÷òî ñïðàâåäëèâî ïðè ìàëûõ îòðèöà-
òåëüíûõ τ è h→ 0, çàìå÷àåì, ÷òî f(−∞) = const è

β =
d− x

y
(9.107)

Äèôôåðåíöèðóÿ (9.106) ïî h ïðè h→ 0, ïîëó÷èì âîñïðèèì÷èâîñòü: χ ∼ |τ |
d−x
y ∂

∂hf(τ/|h|
y
x ) ∼

|τ |
d−x
y +1|h|−

y
x−1f ′(z). Íî çàâèñèìîñòü îò h â χ äîëæíà ñîêðàòèòüñÿ ïðè h→ 0. Òîãäà

ÿñíî, ÷òî f ′(z) ∼ z−
x
y−1 è χ ∼ |τ |−γ ∼ |τ |

d−2x
y . Ñîîòâåòñòâåííî, èìååì:

γ = γ′ =
2x− d

y
(9.108)

Àíàëîãè÷íî, äëÿ τ = 0 ñîãëàñíî (9.88) äîëæíî áûòü η̄ ∼ h
1
δ . Ñîîòâåòñòâåííî èç

(9.106), ïðè τ = 0, äîëæíà âûïàäàòü çàâèñèìîñòü îò τ , ÷òî âîçìîæíî ëèøü ïðè

f(z → 0) ∼ z
x−d
y . Òîãäà èç (9.106) ñðàçó ïîëó÷àåì η̄ ∼ |h| d−x

x , òàê ÷òî

δ =
x

d− x
(9.109)

Èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé íåìåäëåííî ïîëó÷àåì:

d/y = γ + 2β = β(δ + 1) (9.110)

� ñêåéëèíãîâîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó ýêñïåðèìåíòàëüíî èçìåðÿåìûìè èíäåêñàìè β, γ, δ.

Èíòåãðèðóÿ ñîîòíîøåíèå η̄ ∼ ∂F
∂h ∼ |τ |

d−x
y f(τ/|h|y/x) íåòðóäíî ïîëó÷èòü F ∼

|τ |
d−x
y
∫
dhf(τ/|h|y/x) ∼ |τ |

d
y
∫
dzf̃(z). Òîãäà äëÿ òåïëîåìêîñòè èìååì:

C ∼ −T ∂
2F

∂T 2
∼ |τ |

d
y−2 (9.111)

Ñðàâíèâàÿ ñ (9.95), ïîëó÷àåì:

α = α′ = 2− d

y
èëè

d

y
= 2− α (9.112)
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òàê ÷òî ñðàâíèâàÿ ñ (9.110) èìååì åùå:

γ + 2β = β(δ + 1) = 2− α (9.113)

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè, êîòîðàÿ, â îáùåì ñëó÷àå,
îïðåäåëÿåòñÿ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû êàê:

G(ri − rj) = G(R, τ, h) =< [si− < s >][sj− < s >] > (9.114)

ãäå R � ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ âûáðàííûìè óçëàìè ðåøåòêè: R = |ri − rj |/a.
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî âûïèñàòü êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ â òåðìèíàõ ÿ÷å-
å÷íûõ ïåðåìåííûõ sα, îïðåäåëåííûõ â (9.102). Ñîîòâåòñòâóþùåå âûðàæåíèå äîëæíî
îáëàäàòü ñòðóêòóðîé èäåíòè÷íîé ñ G(R, τ, h), íî ñ èçìåíåíèåì ìàñøòàáîâ äëèíû, τ
è h:

R→ R/L

τ → τL = τLy

h→ hL = hLx (9.115)

Îòñþäà ñëåäóåò:

G(R, τ, h) = L2(x−d) < [sα− < sα >][s
′
α− < sα >] >= L2(x−d)G(R/L, τLy, hLx)

(9.116)
òàê ÷òî G(R, τ, h) íå çàâèñèò îò ïðîèçâîëüíî âûáðàííîé L òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà
îíà èìååò âèä:

G(R, τ, h) = |τ |2(d−x)/yG̃(R|τ |
1
y , τ/|h|y/x) (9.117)

ïðè R≫ 1, |τ | ≪ 1 è h≪ 1.
Ñîîòíîøåíèå (9.117) îïðåäåëÿåò êðèòè÷åñêèå èíäåêñû ν, ν′, η. Ñðàçó âèäèì (ñð.

(9.90), (9.91)), ÷òî ïðè h = 0 êîððåëÿöèîííàÿ äëèíà ξ ∼ |τ |−1/y. Ñîîòâåòñòâåííî, åå
êðèòè÷åñêèé èíäåêñ:

1

y
= ν = ν′ =

2− α

d
(9.118)

Íàêîíåö, ïîñëåäíèé êðèòè÷åñêèé èíäåêñ η, îïðåäåëÿåòñÿ èç (ñì. (9.93)):

G(R, τ = 0, h = 0) ∼ 1

Rd−2+η
(9.119)

Òîãäà, òðåáóÿ ñîêðàùåíèÿ τ�çàâèñèìîñòè â (9.117) ïðè τ → 0, ïîëó÷èì G(R) ∼
R2(x−d) ∼ R2−d−η, òàê ÷òî:

−(d− 2 + η) = 2(x− d). (9.120)

Èç (9.109) èìååì x = dδ
δ+1 , òîãäà èç (9.120) ïîëó÷àåì ñ ïîìîùüþ (9.113):

d− 2 + η =
2d

δ + 1
=

2dβ

2− α
=

2β

ν
(9.121)

èëè

β =
1

2
(d− 2 + η)ν (9.122)
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Èç (9.110) è (9.118) èìååì γ = d
y − 2β = dν − 2β, ÷òî ñ ó÷åòîì (9.122) äàåò åùå îäíî

ñêåéëèíãîâîå ñîîòíîøåíèå:
(2− η)ν = γ. (9.123)

Íå ïðåäñòàâëÿåò áîëüøîãî òðóäà âûâåñòè è òàêèå ñîîòíîøåíèÿ:

dγ

2− η
= 2− α,

δ =
d+ 2− η

d− 2 + η
. (9.124)

Â çàêëþ÷åíèå íàøåãî àíàëèçà ïðèâåäåì ñâîäêó ñêåéëèíãîâûõ ñîîòíîøåíèé ìåæ-
äó êðèòè÷åñêèìè èíäåêñàìè íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåìûõ â ëèòåðàòóðå:

ν = ν′ =
γ

2− η
(9.125)

α = α′ = 2− νd (9.126)

β =
1

2
ν(d− 2 + η) (9.127)

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âñå ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå â êðèòè÷åñêîé îáëàñòè ñàìûõ ðàç-
ëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ ñèñòåì óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì ìåæäó êðèòè÷åñêèìè èí-
äåêñàìè, ïîëó÷åííûì âûøå.

Òåîðåòè÷åñêàÿ ïðîáëåìà ðàñ÷åòà êîíêðåòíûõ çíà÷åíèé êðèòè÷åñêèõ èíäåêñîâ â
òå÷åíèå äîëãîãî âðåìåíè áûëà îäíîé èç ñàìûõ òðóäíûõ ïðîáëåì ñòàòèñòè÷åñêîé
ôèçèêè. Ôèçè÷åñêîé ïðè÷èíîé ýòèõ òðóäíîñòåé ÿâëÿåòñÿ ñèëüíîå âçàèìîäåéñòâèå
ôëóêòóàöèé â êðèòè÷åñêîé îáëàñòè, è îòñóòñòâèå åñòåñòâåííîãî ìàëîãî ïàðàìåò-
ðà, ïî êîòîðîìó ìîæíî áûëî áû ïûòàòüñÿ ñòðîèòü êàêîé-ëèáî âàðèàíò òåîðèè âîç-
ìóùåíèé. Òåì íå ìåíåå çàäà÷à áûëà óñïåøíî ðåøåíà Âèëüñîíîì ñ èñïîëüçîâàíè-
åì çàèìñòâîâàííîãî èç êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ ìåòîäà ðåíîðìàëèçàöèîííîé ãðóïïû,
ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé, ôàêòè÷åñêè, áîëåå ñòðîãóþ, ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðå-
íèÿ, ðåàëèçàöèþ èäåè ìàñøòàáíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïî Êàäàíîâó. Ê ñîæàëåíèþ, ìû
ëèøåíû âîçìîæíîñòè èçëàãàòü ýòîò ñîâðåìåííûé âàðèàíò òåîðèè êðèòè÷åñêèõ ÿâëå-
íèé [28] â ðàìêàõ äàííîãî êóðñà. Îãðàíè÷èìñÿ ëèøü íà íåêîòîðûìè êà÷åñòâåííûìè
çàìå÷àíèÿìè.

Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííûå âûøå â ðàìêàõ òåîðèè Ëàíäàó èëè ìå-
òîäà ìîëåêóëÿðíîãî ïîëÿ çíà÷åíèÿ êðèòè÷åñêèõ èíäåêñîâ:

ν =
1

2
γ = 1 η = 0

α = 0 β =
1

2
δ = 3 (9.128)

íå óäîâëåòâîðÿþò ñêåéëèíãîâûì ñîîòíîøåíèÿì (9.127) è ýêñïåðèìåíòó â ðåàëü-
íûõ òðåõìåðíûõ ñèñòåìàõ. Â òîæå âðåìÿ, íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî èíäåêñû òåîðèè
Ëàíäàó (9.128) óäîâëåòâîðÿþò ñêåéëèíãîâûì ñîîòíîøåíèÿì, åñëè â íèõ ôîðìàëüíî
ïîëîæèòü d = 4. Â ýòîì ñìûñëå ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî òåîðèÿ Ëàíäàó äàåò ïðàâèëüíîå
îïèñàíèå êðèòè÷åñêèõ ÿâëåíèé äëÿ ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà d = 4 è, êàê ïîêàçû-
âàåòñÿ â ñîâðåìåííîé òåîðèè [28], äëÿ âñåõ d > 4. Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà d = 4
íàçûâàåòñÿ âåðõíåé êðèòè÷åñêîé ðàçìåðíîñòüþ òåîðèè. Çàìå÷àòåëüíûì ðåçóëüòà-
òîì ñîâðåìåííîé òåîðèè ÿâëÿåòñÿ óòâåðæäåíèå îá óíèâåðñàëüíîñòè êðèòè÷åñêîãî
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Òàáëèöà 9.1: Êðèòè÷åñêèå èíäåêñû äëÿ ìîäåëè ñ n = 1 (Èçèíã).
Èíäåêñ Âèëüñîí ×èñëåííûé ñ÷åò Ëàíäàó

ν 0.626 0.642 0.5
η 0.037 0.055 0
γ 1.244 1.250 1
α 0.077 0.125 0
β 0.340 0.312 0.5
δ 4.460 5.15 3

ïîâåäåíèÿ � âåëè÷èíà êðèòè÷åñêèõ èíäåêñîâ â ñàìûõ ðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ ñèñòå-
ìàõ îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî ðàçìåðíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà (ñèñòåìû), â êîòîðîì èçó÷à-
åòñÿ ôàçîâûé ïåðåõîä, è ÷èñëîì êîìïîíåíò n ïàðàìåòðà ïîðÿäêà (ò.å., ôàêòè÷åñêè,
òèïîì ñèììåòðèè, íàðóøàåìîé ïðè ôàçîâîì ïåðåõîäå).

Âèëüñîí ïðåäëîæèë îðèãèíàëüíûé ìåòîä ðàñ÷åòà êðèòè÷åñêèõ èíäåêñîâ, îñíî-
âàííûé íà òåîðèè âîçìóùåíèÿ ïî èñêóññòâåííî îïðåäåëåííîìó ìàëîìó ïàðàìåòðó
ε = 4 − d � îòêëîíåíèþ îò âåðõíåé êðèòè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà d = 4,
ïðè êîòîðîé èíäåêñû ñîâïàäàþò ñ ïðåäñêàçûâàåìûìè òåîðèåé ñðåäíåãî ïîëÿ (ε �
ðàçëîæåíèå). Íèæå ìû ïðèâîäèì çíà÷åíèÿ êðèòè÷åñêèõ èíäåêñîâ ñ òî÷íîñòüþ äî
÷ëåíîâ ∼ ε2 äëÿ òåîðèè ñ n � êîìïîíåíòíûì ïàðàìåòðîì ïîðÿäêà [28]:

γ = 1 +
n+ 2

n+ 8

ε

2
+
n+ 2

n+ 8

n2 + 22n+ 52

(n+ 8)2
ε2

4
+ ... (9.129)

2ν = 1 +
n+ 2

n+ 8

ε

2
+
n+ 2

n+ 8

n2 + 23n+ 60

(n+ 8)2
ε2

4
+ ... (9.130)

η =
n+ 2

2(n+ 8)2
ε2 +

n+ 2

2(n+ 8)2

[
6(3n+ 14)

(n+ 8)2
− 1

4

]
ε3 + ... (9.131)

δ = 3 + ε+

[
1

2
− n+ 2

(n+ 8)2

]
ε2 + ... (9.132)

β =
1

2
− 3

n+ 8

ε

2
+

(n+ 2)(2n+ 1)

2(n+ 8)
ε2 + ... (9.133)

α =
4− n

n+ 8

ε

2
+ ... (9.134)

Â Òàáëèöå 9.1 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ èíäåêñîâ, ïîëó÷åííûå ïî ýòèì ôîðìóëàì äëÿ
d = 3 (ε = 1) è n = 1 (èçèíãîâñêèé ñëó÷àé), â ñðàâíåíèè ñ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííûõ
ðàñ÷åòîâ (âûñîêîòåìïåðàòóðíûå ðàçëîæåíèÿ) äëÿ òðåõìåðíîé ìîäåëè Èçèíãà. Ïðè-
âåäåíû òàêæå è çíà÷åíèÿ èíäåêñîâ òåîðèè ñðåäíåãî ïîëÿ (Ëàíäàó). Âèäíî, ÷òî ε �
ðàçëîæåíèå îáåñïå÷èâàåò íåïëîõîå ñîãëàñèå ñ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî àíàëèçà 9.

Ñîâðåìåííûå ìåòîäû ðàñ÷åòà, ñóùåñòâåííî óëó÷øàþùèå ðåçóëüòàòû ïðîñòåéøå-
ãî ε � ðàçëîæåíèÿ çà ñ÷åò ó÷åòà âêëàäîâ âûñøèõ ïîðÿäêîâ, äàþò çíà÷åíèÿ èíäåêñîâ,
ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþùèå ñ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ è ýêñïåðèìåíòà.

9Äðóãîé äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíûé ìåòîä ðàñ÷åòà êðèòè÷åñêèõ èíäåêñîâ ìîæåò áûòü îñíîâàí íà
èõ ðàçëîæåíèè â ðÿä ïî îáðàòíûì ñòåïåíÿì ÷èñëà êîìïîíåíò ïàðàìåòðà ïîðÿäêà 1/n [28], ïîñêîëü-
êó ïðè n → ∞, êàê ìîæíî ïîêàçàòü, êðèòè÷åñêèå èíäåêñû òàêæå îïðåäåëÿþòñÿ ïðèáëèæåíèåì
ñàìîñîãëàñîâàííîãî ïîëÿ (òåîðèåé Ëàíäàó).
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Ãëàâà 10

ÒÅÎÐÈß ËÈÍÅÉÍÎÃÎ
ÎÒÊËÈÊÀ

10.1 Ëèíåéíàÿ ðåàêöèÿ ñèñòåìû íà ìåõàíè÷åñêîå âîç-
ìóùåíèå.

Îñíîâíàÿ ÷àñòü êóðñà ïîñâÿùåíà çàäà÷àì ðàâíîâåñíîé ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè.
Ñóùåñòâóåò, îäíàêî, øèðîêèé êëàññ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ íåðàâíîâåñíûìè ïðîöåñ-
ñàìè, êîòîðûå, ôàêòè÷åñêè, ìîãóò áûòü êîððåêòíî ñôîðìóëèðîâàíû è ðåøåíû â
ðàìêàõ îáùåãî ôîðìàëèçìà ðàâíîâåñíîé òåîðèè. Ðå÷ü èäåò î ðàñïðîñòðàíåííîé ñè-
òóàöèè, êîãäà ñèñòåìà, èñõîäíî íàõîäÿùàÿñÿ â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ, âûâîäèòñÿ
èç íåãî äîñòàòî÷íî ñëàáûì âíåøíèì âîçäåéñòâèåì. Èìåííî ñ òàêèì êëàññîì çàäà÷
èìååò äåëî òåîðèÿ ëèíåéíîãî îòêëèêà, ïðè÷åì äëÿ èõ ðåøåíèÿ ñóùåñòâóåò õîðîøî
ðàçðàáîòàííûé îáùèé ïîäõîä1.

Ìîæíî âûäåëèòü äâà øèðîêèõ êëàññà âíåøíèõ âîçìóùåíèé, êîòîðûå ìîãóò äåé-
ñòâîâàòü íà ïðîèçâîëüíóþ ñèñòåìó. Ìåõàíè÷åñêèìè âîçìóùåíèÿìè â ñòàòèñòè÷åñêîé
òåðìîäèíàìèêå íåðàâíîâåñíûõ ïðîöåññîâ íàçûâàþòñÿ âîçìóùåíèÿ, ïðåäñòàâëÿþùèå
äåéñòâèå âíåøíèõ ïîëåé, êîòîðûå ìîæíî ïîëíîñòüþ îïèñàòü äîáàâëåíèåì ê ãàìèëü-
òîíèàíó ñîîòâåòñòâóþùåé ýíåðãèè âçàèìîäåéñòâèÿ ñèñòåìû ñ ïîëåì. Âîçìóùåíèÿ,
êîòîðûå íå äîïóñêàþò òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ íàçûâàþò òåðìè÷åñêèìè. Ïðèìåðîì èõ
ìîæåò áûòü äåéñòâèå òåìïåðàòóðíûõ èëè êîíöåíòðàöèîííûõ ãðàäèåíòîâ è ò.ï. Íè-
æå, èç ñîîáðàæåíèé ïðîñòîòû, ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ìåõàíè÷åñêèå âîç-
ìóùåíèÿ. Ñëåäóåò, âïðî÷åì, èìåòü ââèäó, ÷òî àïïàðàò, àíàëîãè÷íûé èçëàãàåìîìó
íèæå, ñóùåñòâóåò è äëÿ òåðìè÷åñêèõ âîçìóùåíèé.

Ðàññìîòðèì ðåàêöèþ êâàíòîâîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî àíñàìáëÿ ñèñòåì ñ ãàìèëüòî-
íèàíîì H, íå çàâèñÿùèì îò âðåìåíè, íà âíåøíåå âîçìóùåíèå H1

t , çàâèñÿùåå îò
âðåìåíè. Ïîëíûé ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû ðàâåí:

H = H +H1
t (10.1)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè t = −∞ âíåøíåå âîçìóùåíèå îòñóòñòâîâàëî, òî åñòü:

H1
t |t=−∞ = 0 (10.2)

1Äàëüíåéøåå èçëîæåíèå â ýòîé ãëàâå ñëåäóåò, â îñíîâíîì, êíèãå [4].
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Â áîëüøèíñòâå ïðàêòè÷åñêèõ ñëó÷àåâ âîçìóùåíèå H1
t ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

H1
t = −

∑
j

BjFj(t) (10.3)

ãäå Fj(t) � ôóíêöèè îò âðåìåíè, ÿâëÿþùèåñÿ c-÷èñëàìè (âíåøíèå ïîëÿ), à Bj �
îïåðàòîðû, íå çàâèñÿùèå ÿâíî îò âðåìåíè, ñîïðÿæåííûå ïîëÿì Fj(t).

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ðàññìîòðèì àäèàáàòè÷åñêè âêëþ÷àþùååñÿ ïåðèîäè÷åñêîå
âîçìóùåíèå âèäà:

H1
t = −

∑
ω

eεt−iωtBω (ε→ +0) (10.4)

ãäå, â ñèëó ýðìèòîâîñòè, B+
ω = B−ω.

Êàê èçâåñòíî, ñòàòèñòè÷åñêèé îïåðàòîð ρ óäîâëåòâîðÿåò êâàíòîâîìó óðàâíåíèþ
Ëèóâèëëÿ:

i~
∂ρ

∂t
= [H +H1

t , ρ] (10.5)

à íà÷àëüíîå óñëîâèå äëÿ íåãî, î÷åâèäíî, íóæíî âçÿòü â âèäå:

ρ|t=−∞ = ρ0 =
1

Z
e−

H
T (10.6)

êîòîðûé îçíà÷àåò, ÷òî ïðè t = −∞ ñèñòåìà íàõîäèëàñü â ñîñòîÿíèè ñòàòèñòè÷åñêîãî
ðàâíîâåñèÿ è îïèñûâàëàñü êàíîíè÷åñêèì àíñàìáëåì Ãèááñà. Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî
ìîæíî, ðàçóìååòñÿ, âçÿòü è áîëüøîé êàíîíè÷åñêèé àíñàìáëü.

Ñîâåðøèì êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå ñëåäóþùåãî âèäà:

ρ1 = e
iHt
~ ρe−

iHt
~ (10.7)

Òîãäà óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ ïðèâîäèòñÿ ê âèäó (ïðåäñòàâëåíèå âçàèìîäåéñòâèÿ):

i~
∂ρ1
∂t

= [H1
t (t), ρ1] (10.8)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì:
ρ1|t=−∞ = ρ0 (10.9)

è ãäå ââåëè
H1
t (t) = e

iHt
~ H1

t e
− iHt

~ (10.10)

� îïåðàòîð âîçìóùåíèÿ â ãåéçåíáåðãîâñêîì ïðåäñòàâëåíèè ñ ãàìèëüòîíèàíîì H, ÷òî
ïî îòíîøåíèþ ê ïîëíîìó ãàìèëüòîíèàíó (10.1) äàåò ïðåäñòàâëåíèå âçàèìîäåéñòâèÿ.

Óðàâíåíèå (10.8) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (10.9) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå îäíîãî
èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ:

ρ1(t) = ρ0 +

∫ t

−∞
dt′

1

i~
[H1

t′(t
′), ρ1(t

′)] (10.11)

èëè, ïåðåõîäÿ ê èñõîäíîé ìàòðèöå ïëîòíîñòè ρ(t) ñ ïîìîùüþ (10.7):

ρ(t) = ρ0 +

∫ t

−∞
dt′e−

iH(t−t′)
~

1

i~
[H1

t′ , ρ]e
iH(t−t′)

~ (10.12)

ãäå èñïîëüçîâàëè (10.10).
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Åñëè âîçìóùåíèå H1
t ìàëî, òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (10.12) ìîæíî ïîëó÷èòü èòå-

ðàöèÿìè, ïðèíèìàÿ ρ0 â êà÷åñòâå íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ. Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè
áóäåì èìåòü:

ρ = ρ0 +

∫ t

−∞
dt′

1

i~
[H1

t′(t
′ − t), ρ0]. (10.13)

Âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè, ôàêòè÷åñêè, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåðàâíîâåñíóþ

äîáàâêó ê ìàòðèöå ïëîòíîñòè, âû÷èñëåííóþ â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ïî âíåøíåìó
âîçäåéñòâèþ. Ïîêà ìû åùå íå èñïîëüçîâàëè ÿâíûé âèä ρ0. Òåïåðü ïîðà ýòî ñäåëàòü,
ó÷èòûâàÿ ÿâíûé âèä êàíîíè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (10.6).

Âîñïîëüçóåìñÿ òàê íàçûâàåìûì òîæäåñòâîì Êóáî, ñïðàâåäëèâûì äëÿ ëþáîãî
îïåðàòîðà A:

[A, e−βH ] = −e−βH
∫ β

0

dλeλH [A,H]e−λH (10.14)

äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîãî áóäåò äàíî ÷óòü íèæå. Òîãäà (10.13) ìîæíî ïåðåïèñàòü â
âèäå:

ρ = ρ0

{
1−

∫ β

0

dλ

∫ t

−∞
dt′eλHḢ1

t′(t
′ − t)e−λH

}
(10.15)

ãäå

Ḣ1
t′(t

′ − t) =
1

i~
[H1

t′(t
′ − t),H] (10.16)

Â òîì ñëó÷àå, åñëè ρ0 � áîëüøîå êàíîíè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ôîðìóëà (10.15) îñòà-
åòñÿ ñïðàâåäëèâîé, íî â íåé íàäî çàìåíèòü H → H − µN .

Âûâåäåì òåïåðü òîæäåñòâî Êóáî. Ïîëîæèì

[A, e−βH ] = e−βHS(β) (10.17)

ãäå S(β) � îïåðàòîð, êîòîðûé íàäî íàéòè. Äèôôåðåíöèðóÿ (10.17) ïî β, ïîëó÷àåì
äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ S(β):

∂S

∂β
= −eβH [A,H]e−βH (10.18)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì S|β=0 = 0. Èíòåãðèðóÿ åãî ñ ó÷åòîì íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ,
ïîëó÷àåì (10.14).

Ôîðìóëû (10.13) è (10.15) ïîçâîëÿþò âû÷èñëèòü â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ïî
H1
t ñðåäíåå çíà÷åíèå ëþáîé íàáëþäàåìîé ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû, ïðåäñòàâëÿåìîé

ñîîòâåòñòâóþùèì îïåðàòîðîì A:

< A >= SpρA

< A >=< A >0 +

∫ t

−∞
dt′

1

i~
< [A(t),H1

t′(t
′)] >0 (10.19)

ãäå âîñïîëüçîâàëèñü (10.13) è ó÷ëè èíâàðèàíòíîñòü îïåðàöèè Sp îòíîñèòåëüíî öèê-
ëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêè îïåðàòîðîâ 2, ïðè÷åì

A(t) = e
iHt
~ Ae−

iHt
~ (10.20)

2Èìååì Sp[H1
t′ (t

′ − t), ρ0]A = Spρ0[A,H1
t′ (t

′ − t)] è ò.ä. Âûðàæåíèå äëÿ A(t) âîçíèêàåò çäåñü ñ
ó÷åòîì (10.10) è ïîñëåäóþùèõ ïåðåñòàíîâîê îïåðàòîðîâ ïîä çíàêîì Sp.
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� îïåðàòîð A â ãåéçåíáåðãîâñêîì ïðåäñòàâëåíèè, à < ... >0= Spρ0... � óñðåäíåíèå ñ
ðàâíîâåñíîé ìàòðèöåé ïëîòíîñòè. Ïîñëåäíåå îáñòîÿòåëüñòâî îçíà÷àåò, ïî ñóòè äåëà,
÷òî íåðàâíîâåñíàÿ çàäà÷à ëèíåéíîãî îòêëèêà ñèñòåìû ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ðàâíîâåñ-
íîé òåîðèè, ïîñêîëüêó âñå ñðåäíèå, êîòîðûå íóæíî òåïåðü âû÷èñëÿòü, ÿâëÿþòñÿ
ðàâíîâåñíûìè. Ýòîò çàìå÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò ïîçâîëÿåò ïðèìåíèòü ìîùíûé àïïà-
ðàò ðàâíîâåñíîé ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè äëÿ ðåøåíèÿ òàêèõ, ñëàáî íåðàâíîâåñíûõ,
çàäà÷.

Âûðàæåíèå (10.20) îïèñûâàåò ðåàêöèþ (îòêëèê) ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà A
íà âêëþ÷åíèå âçàèìîäåéñòâèÿ H1

t′ . Çàìåòèì, ÷òî çäåñü ìû èìååì äåëî ñ çàïàçäûâà-
þùåé ðåàêöèåé � îòêëèê âîçíèêàåò â ìîìåíòû âðåìåíè, ñëåäóþùèå çà âêëþ÷åíèåì
âçàèìîäåéñòâèÿ, ÷òî ÿâëÿåòñÿ âûðàæåíèåì ïðèíöèïà ïðè÷èííîñòè. Ðàñïðîñòðàíÿÿ
ôîðìàëüíî èíòåãðèðîâàíèå ïî âðåìåíè â (10.20) äî +∞, ÷òî ìîæíî ñäåëàòü ââåäå-
íèåì ðàçðûâíîé ôóíêöèè θ(t− t′), óäîáíî ïåðåïèñàòü (10.20) â âèäå:

< A >=< A >0 +

∫ ∞

−∞
dt′ << A(t)H1

t′(t
′) >> (10.21)

ãäå ââåëè çàïàçäûâàþùóþ äâóõâðåìåííóþ (êîììóòàòîðíóþ) ôóíêöèþ Ãðèíà (Áî-
ãîëþáîâ, Òÿáëèêîâ), îïðåäåëÿåìóþ äëÿ äâóõ ïðîèçâîëüíûõ îïåðàòîðîâ A è B êàê
[29]:

<< A(t), B(t′) >>= θ(t− t′)
1

i~
< [A(t), B(t′)] >0 (10.22)

ãäå

θ(t− t′) =

{
1 ïðè t ≥ t′

0 ïðè t < t′
(10.23)

Â ðåçóëüòàòå çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ ñîîòâåòñòâóþùèõ äâóõâðåìåííûõ ôóíê-
öèé Ãðèíà, äëÿ ÷åãî ñóùåñòâóåò õîðîøî ðàçðàáîòàííûé ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò
[29].

Âëèÿíèå âíåøíåãî âîçìóùåíèÿ ìîæíî âûðàçèòü è â äðóãîé ôîðìå, ÷åðåç òàê
íàçûâàåìûå âðåìåííûå êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ òîæäå-
ñòâîì Êóáî (10.14). Òîãäà:

< A >=< A >0 −
∫ β

0

dλ

∫ t

−∞
dt′ < eλHḢ1

t′(t
′)e−λHA(t) >0=

=< A0 > +

∫ β

0

dλ

∫ t

−∞
dt′ < eλHH1

t′(t
′)e−λHȦ(t) >0 (10.24)

ãäå èñïîëüçîâàëè òàê íàçûâàåìîå óñëîâèå ñòàöèîíàðíîñòè:

< AḢ1
t′(t

′ − t) >0= − < Ȧ(t− t′)H1
t′ >0 . (10.25)

Ýòî ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ðàâíîâåñíîå ñðåäíåå çíà÷åíèå ïðîèçâåäåíèÿ äè-
íàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ çàâèñèò ëèøü îò ðàçíîñòè âðåìåí:

< AH1
t′(t

′ − t) >0=< A(t− t′)H1
t′ >0 (10.26)

÷òî ïîëó÷àåòñÿ öèêëè÷åñêèìè ïåðåñòàíîâêàìè îïåðàòîðîâ òèïà e
iHt
~ ïîä çíàêîì

óñðåäíåíèÿ. Äèôôåðåíöèðóÿ (10.26) ïî t ïîëó÷èì (10.25).
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Âûðàæåíèå (10.24) ìîæíî òàêæå ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

< A >=< A >0 −
∫ β

0

dλ

∫ t

−∞
dt′ < Ḣ1

t′(t
′ − i~λ)A(t) >0=

=< A >0 +

∫ β

0

dλ

∫ t

−∞
dt′ < H1

t′(t
′ − i~λ)Ȧ(t) > . (10.27)

Ôîðìóëû (10.21) è (10.27) äàþò îáùèå âûðàæåíèÿ äëÿ ëèíåéíîé ðåàêöèè ñèñòåìû íà
ìåõàíè÷åñêîå âîçìóùåíèå. Äëÿ âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ âèäà (10.3) èõ ìîæíî çàïèñàòü
â âèäå:

< A >=< A >0 −
∑
j

∫ ∞

−∞
dt′ << A(t)Bj(t

′) >> Fj(t
′) (10.28)

< A >=< A >0 +
∑
j

∫ t

−∞
dt′
∫ β

0

dλ < eλHBj(t
′)e−λHA(t) >0 Fj(t

′) (10.29)

Ýòî òàê íàçûâàåìûå ôîðìóëû Êóáî äëÿ ëèíåéíîé ðåàêöèè êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîé
ñèñòåìû, ñâîäÿùèå íåðàâíîâåñíóþ çàäà÷ó ê âû÷èñëåíèþ ðàâíîâåñíûõ êîððåëÿòîðîâ.
Ïîñëåäíÿÿ çàäà÷à, ÿâëÿåòñÿ, êîíå÷íî, âïîëíå íåòðèâèàëüíîé è òðåáóåò ðàçðàáîòêè
ñïåöèàëüíîãî ôîðìàëèçìà, ïðèìåðîì êîòîðîãî ìîæåò áûòü àïïàðàò äâóõâðåìåííûõ
êîììóòàòîðíûõ ôóíêöèé Ãðèíà.

Ôèçè÷åñêèé ñìûñë çàïàçäûâàþùåé äâóõâðåìåííîé ôóíêöèè Ãðèíà ëåãêî ïîíÿòü,
ðàññìîòðåâ ðåàêöèþ ñèñòåìû íà ìãíîâåííîå δ-îáðàçíîå âîçìóùåíèå âèäà:

H1
t = Bδ(t− t1) (10.30)

ïîäñòàíîâêà êîòîðîãî â (10.21) äàåò:

< A >=< A >0 + << A(t)B(t1) >> (10.31)

Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî õîðîøî ðàçðàáîòàííûõ ïîäõîäîâ ê ðàñ÷åòó òàêèõ ôóíêöèé
Ãðèíà. Ìû êðàòêî îïèøåì ëèøü ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ìåòîäå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ
(öåïî÷åê) [29]. Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà (10.22)

GAB(t, t
′) ≡<< A(t), B(t′) >>= θ(t− t′)

1

i~
< [A(t), B(t′)] >0 (10.32)

ëåãêî ïîëó÷èòü èç îáùåãî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî êâàíòîâîãî îïåðàòîðà
â ïðåäñòàâëåíèè Ãåéçåíáåðãà:

i~
dA

dt
= [A,H] = AH −HA (10.33)

Ïðàâóþ ÷àñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî ðàññ÷èòàòü â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå ñ
ïîìîùüþ ÿâíîãî âûðàæåíèÿ äëÿ ãàìèëüòîíèàíà è ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñîîòíîøåíèé
äëÿ îïåðàòîðîâ. Äèôôåðåíöèðóÿ (10.22) ïî t, ïîëó÷èì óðàâíåíèå:

i~
dGAB
dt

=
dθ(t− t′)

dt
< [A(t), B(t′)] >0 + << i~

dA(t)

dt
,B(t′) >> (10.34)

Ó÷èòûâàÿ î÷åâèäíóþ ñâÿçü ðàçðûâíîé ôóíêöèè θ(t) ñ δ-ôóíêöèåé îò t:

θ(t) =

∫ t′

−∞
dtδ(t′) (10.35)
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è óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ îïåðàòîðà A (10.33), çàïèøåì óðàâíåíèå äâèæåíèÿ äëÿ
ôóíêöèè Ãðèíà â âèäå:

i~
dGAB
dt

= δ(t− t′) < [A(t), B(t′)] >0 + << {A(t)H(t)−H(t)A(t)} , B(t′) >> .

(10.36)
Â ïðàâóþ ÷àñòü (10.36) âõîäÿò äâóõâðåìåííûå ôóíêöèè Ãðèíà, âîîáùå ãîâîðÿ, áîëåå
âûñîêîãî ïîðÿäêà, ÷åì èñõîäíàÿ, ÷òî ñâÿçàíî ñ íàëè÷èåì íåòðèâèàëüíîãî âçàèìî-
äåéñòâèÿ ïðàêòè÷åñêè â ëþáîé ìíîãî÷àñòè÷íîé ñèñòåìå. Äëÿ ýòèõ ôóíêöèé Ãðèíà
ìîæíî îïÿòü ñîñòàâèòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òèïà (10.36) è ïîëó÷èòü öåïî÷êó çàöåï-
ëÿþùèõñÿ óðàâíåíèé äëÿ ôóíêöèé Ãðèíà. Öåïî÷êà ýòà, âîîáùå ãîâîðÿ, áåñêîíå÷íà
è ìû èìååì òóò äåëî ñ áåñêîíå÷íîé ñèñòåìîé èíòåãðî � äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé, êîòîðóþ, êîíå÷íî, íåëüçÿ ðåøèòü â îáùåì âèäå. Îäíàêî, â ïðàêòè÷åñêèõ ñëó÷à-
ÿõ, ýòó öåïî÷êó, êàê ïðàâèëî, óäàåòñÿ �ðàñöåïèòü�, âûðàçèâ, òåì èëè èíûì ñïîñîáîì,
âûñøèå ôóíêöèè Ãðèíà ÷åðåç íèçøèå. Òîãäà âîçíèêàåò êîíå÷íàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé
(èëè äàæå îäíî óðàâíåíèå), êîòîðóþ óæå ìîæíî ðåøèòü. Îáùèé ðåöåïò ðàñöåïëåíèÿ
îòñóòñòâóåò, ýòî âîïðîñ èñêóññòâà òåîðåòèêà, ðåøàþùåãî òó èëè èíóþ êîíêðåòíóþ
çàäà÷ó. Ïðèìåðû óñïåøíîãî ðåøåíèÿ ðÿäà ìîäåëåé òàêèì ìåòîäîì ìîæíî íàéòè â
[29].

10.2 Ýëåêòðîïðîâîäíîñòü è ìàãíèòíàÿ âîñïðèèì÷è-
âîñòü.

Ðàññìîòðèì ðåàêöèþ ñèñòåìû íà âíåøíåå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå. Âîçìóùåíèå (10.3)
èìååò ïðè ýòîì âèä:

H1
t = −

∑
j

ej(Exj) cosωte
εt = −(EP) cosωteεt (10.37)

ãäå ej � çàðÿä j-é ÷àñòèöû, xj � ðàäèóñ � âåêòîð åå ïîëîæåíèÿ, E � ñðåäíåå ýëåê-
òðè÷åñêîå ïîëå â ñðåäå, èãðàþùåå ðîëü âíåøíåé (c-÷èñëîâîé) �ñèëû�,

P =
∑
j

ejxj (10.38)

� âåêòîð ïîëÿðèçàöèè, ðàññìàòðèâàåìûé êàê êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèé îïåðàòîð. Ïîä
âëèÿíèåì ýòîãî âîçìóùåíèÿ, â ñîîòâåòñòâèè ñ (10.21), â ñèñòåìå âîçíèêàåò ýëåêòðè-
÷åñêèé òîê:

< Jα >=

∫ ∞

−∞
dt′ << Jα(t),H

1
t′(t

′) >> (10.39)

Çäåñü íåò ïîñòîÿííîãî ñëàãàåìîãî, òàê êàê â ñòàòèñòè÷åñêîì ðàâíîâåñèè òîê ðàâåí
íóëþ, < Jα >= 0. Â (10.39) èìååì:

H1
t (t) = −(EP(t)) cosωteεt Jα(t) =

∑
j

ej ẋjα(t) = Ṗα(t) (10.40)

ãäå Jα � îïåðàòîð ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà, ẋjα � êîìïîíåíòà ñêîðîñòè j-é ÷àñòèöû.
Ñ ó÷åòîì (10.40) âûðàæåíèå (10.39) çàïèøåòñÿ â âèäå:

< Jα >= −
∑
β

∫ ∞

−∞
dt′ << Jα(t)Pβ(t

′) >> Eβ cosωt
′eεt

′
(10.41)
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Ñîîòâåòñòâåííî:
< Jα >=

∑
β

Re{σαβ(ω)e−iωt+εt}Eβ (10.42)

ãäå

σαβ(ω) = −
∫ ∞

−∞
dte−iωt+εt << JαPβ(t) >> (10.43)

� òåíçîð ýëåêòðîïðîâîäíîñòè â ïåðèîäè÷åñêîì ïîëå. Ïðåäåë ε → 0 çäåñü âûïîëíÿ-
åòñÿ ïîñëå òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ïðåäåëà V → ∞, N → ∞ (V/N → const).

Èòàê, àäèàáàòè÷åñêîå âêëþ÷åíèå ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâå-
íèþ ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà â ñèñòåìå ñ êîíå÷íîé ýëåêòðîïðîâîäíîñòüþ, ò.å. íåîáðàòè-
ìîãî ïðîöåññà. Ñòàòè÷åñêàÿ ïðîâîäèìîñòü ïîëó÷àåòñÿ èç (10.43) ïðåäåëüíûì ïåðå-
õîäîì ω → 0:

σαβ = lim
ε→0

∫ ∞

−∞
dteεt << JαPβ(t) >> (10.44)

Ïåðåïèøåì (10.43) â âèäå (ïåðåñòàâëÿÿ îïåðàòîðû ïîä Sp):

σαβ(ω) = − 1

i~

∫ 0

−∞
dte−iωt+εtSp{[Pβ(t), ρ0]Jα} (10.45)

è âîñïîëüçóåìñÿ òîæäåñòâîì Êóáî:

[Pβ(t), ρ0] = −i~ρ0
∫ β

0

dλeλH Ṗβ(t)e
−λH (10.46)

Òîãäà ïîëó÷èì:

σαβ =

∫ β

0

dλ

∫ ∞

0

dteiωt−εt < eλHJβe
−λHJα(t) >0=

=

∫ β

0

dλ

∫ ∞

0

dteiωt−εt < JβJα(t+ i~λ) >0 (10.47)

� ôîðìóëó Êóáî äëÿ ïðîâîäèìîñòè.
Â ñòàòè÷åñêîì ïðåäåëå èìååì:

σαβ = lim
ε→0

∫ β

0

∫ ∞

0

dte−εt < JβJα(t+ i~λ) >0 (10.48)

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäèìîñòè ñâîäèòñÿ ê ðàñ÷åòó âðåìåííûõ
êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé òîêîâ â óñëîâèÿõ ñòàòèñòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ. Â êîíêðåò-
íûõ ñëó÷àÿõ, ýòî, êîíå÷íî, äîñòàòî÷íî ñëîæíàÿ çàäà÷à, êîòîðàÿ ìîæåò ðåøàòüñÿ
ðàçëè÷íûìè ìåòîäàìè, äëÿ îáñóæäåíèÿ êîòîðûõ çäåñü íåò ìåñòà.

Ðàññìîòðèì òåïåðü îòêëèê íà âêëþ÷åíèå îäíîðîäíîãî â ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåí-
íîãî (ïåðèîäè÷åñêîãî) âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ H(t) ñ ÷àñòîòîé ω:

H(t) = H cosωteεt = Ree−iωt+εtH (10.49)

Ýòîìó âîçìóùåíèþ ñîîòâåòñòâóåò îïåðàòîð (10.3) âèäà:

H1
t = −MH(t) = −MH cosωteεt (10.50)
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ãäå M � îïåðàòîð ïîëíîãî ìàãíèòíîãî ìîìåíòà ñèñòåìû. Ïîä âëèÿíèåì ýòîãî âîç-
ìóùåíèÿ ìàãíèòíûé ìîìåíò ñèñòåìû ìåíÿåòñÿ, ñîãëàñíî (10.21), êàê:

< Mα >=< Mα >0 +

∫ ∞

−∞
dt′ << Mα(t)H

1
t′(t

′) >> (10.51)

ãäå < Mα >0 � ñðåäíÿÿ ïðîåêöèÿ ìàãíèòíîãî ìîìåíòà íà îñü α â ñîñòîÿíèè ñòàòè-
ñòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ. Åñëè â ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè ïðèñóòñòâóåò ìàãíèòíîå ïîëå,
òî < Mα >0 ̸= 0. Ôîðìóëó (10.51) çàïèøåì â âèäå:

< Mα >=< Mα >0 +
∑
β

Re{χαβ(ω)e−iωt+εt}Hβ (10.52)

ãäå

χαβ(ω) = −
∫ ∞

−∞
dte−iωt+εt << MαMβ(t) >> (10.53)

� òåíçîð ìàãíèòíîé âîñïðèèì÷èâîñòè â ïåðèîäè÷åñêîì ìàãíèòíîì ïîëå. Ñ ïîìîùüþ
òîæäåñòâà Êóáî âûðàæåíèå (10.53) ìîæíî ïåðåïèñàòü òàêæå â âèäå:

χαβ =

∫ β

0

dλ

∫ ∞

0

dteiωt−εt < ṀβMα(t+ i~λ) > (10.54)

Ýòè ôîðìóëû øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ, íàïðèìåð, â òåîðèè ìàãíèòíîãî ðåçîíàíñà.
Â êà÷åñòâå ýëåìåíòàðíîãî ïðèìåðà èñïîëüçîâàíèÿ ôîðìóë Êóáî ðàññìîòðèì ýëåê-

òðîïðîâîäíîñòü, èñõîäÿ èç ïðîñòåéøèõ ïðåäïîëîæåíèé î ïîâåäåíèè âðåìåííûõ êîð-
ðåëÿöèîííûõ ôóíêöèé. Èñïîëüçóÿ (10.22), (10.44) èìååì:

σαβ = − lim
ε→0

1

i~

∫ 0

−∞
dteεt < [Jα, Pβ(t)] >0 (10.55)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

< [Jα, Pβ(t)] >0≈< [Jα, Pβ ] >0 e
− |t|

τ (10.56)

ãäå τ � íåêîòîðîå âðåìÿ ðåëàêñàöèè. Êîððåëÿòîð ïðè ñîâïàäàþùèõ âðåìåíàõ íàõî-
äèòñÿ ýëåìåíòàðíî:

< [Jα, Pβ ] >0=< [
∑
i

e

m
pαi ,
∑
j

exβj ] >0=

=
e2

m

∑
i

[pαi , x
β
i ] = −i~δαβ

e2

m
N (10.57)

ãäå N � ÷èñëî ÷àñòèö, è ìû âîñïîëüçîâàëèñü ñòàíäàðòíûì êîììóòàöèîííûì ñîîò-
íîøåíèåì [xβi , p

α
i ] = i~δαβ . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì:

σαβ =
Ne2

m
δαβ lim

ε→0

∫ 0

−∞
dte(ε+1/τ)t =

Ne2

m
τδαβ (10.58)

èëè, â ðàñ÷åòå íà åäèíèöó îáúåìà:

σαβ =
ne2

m
τδαβ (10.59)
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÷òî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáû÷íóþ ôîðìóëó Äðóäå. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî �íàñòîÿùåé� çà-
äà÷åé ìèêðîòåîðèè ÿâëÿåòñÿ, êîíå÷íî, âûâîä ïîâåäåíèÿ òèïà (10.56) èç òîé èëè
èíîé ìîäåëè è ðàñ÷åò ñîîòâåòñòâóþùèõ çàâèñèìîñòåé τ îò òåìïåðàòóðû (èëè êîí-
öåíòðàöèè ïðèìåñåé) äëÿ ðàçëè÷íûõ ìåõàíèçìîâ ðàññåÿíèÿ. Èìåííî çäåñü âîçíèêàåò
íåîáõîäèìîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ñîâðåìåííûõ ìåòîäîâ òåîðèè ñèñòåì ìíîãèõ ÷àñòèö,
òàêèõ, êàê ìåòîä ôóíêöèé Ãðèíà.

10.3 Ñïåêòðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ âðåìåííûõ êîð-
ðåëÿòîðîâ è äâóõâðåìåííûå ôóíêöèè Ãðèíà∗.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå îáùèå ñâîéñòâà âðåìåííûõ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé. Ââå-
äåì, ïî îïðåäåëåíèþ:

FAB(t− t′) =< A(t)B(t′) > FBA(t
′ − t) =< B(t′)A(t) > (10.60)

Ïóñòü ψν è Eν � ñîáñòâåííûå ôóíêöèè è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ãàìèëüòîíèàíà ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé ñèñòåìû:

Hψν = Eνψν (10.61)

Òîãäà â ÿâíîì âèäå ìîæíî íàïèñàòü:

< B(t′)A(t) >= Z−1
∑
ν

(ψ⋆νB(t′)A(t)ψν)e
−Eν

T (10.62)

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî ïîëíîòû 1 =
∑
ν |ψν)(ψν⋆ |, ïåðåïèøåì (10.62) êàê:

< B(t′)A(t) >= Z−1
∑
µν

(ψ⋆νB(t′)ψµ)(ψ
⋆
µA(t)ψν)e

−Eν
T =

= Z−1
∑
µν

(ψ⋆νB(0)ψµ)(ψ
⋆
µA(0)ψν)e

−Eν
T exp{ i

~
(Eµ − Eν)(t− t′)} (10.63)

ãäå ó÷ëè, ÷òî
e−iHt/~ψν = e−iEνt/~ψν ψ⋆µe

iHt/~ = ψ⋆µe
iEνt/~ (10.64)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïîëó÷èòü:

< A(t)B(t′) >= Z−1
∑
µν

(ψ⋆νA(0)ψµ)(ψ
⋆
µB(0)ψν)e

−Eν
T exp{ i

~
(Eµ −Eν)(t

′ − t)} (10.65)

Çàìåíÿÿ çäåñü èíäåêñû ñóììèðîâàíèÿ µ 
 ν è ñðàâíèâàÿ ñ (10.63), âèäèì, ÷òî îáà
êîððåëÿòîðà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

< B(t′)A(t) >=
1

2π

∫ ∞

−∞
JBA(ω)e

iω(t−t′)

< A(t)B(t′) >=
1

2π

∫ ∞

−∞
JBA(ω)e

~ω
T eiω(t

′−t) (10.66)

ãäå ââåëè:

JBA(ω) = 2πZ−1
∑
µν

(ψ⋆µB(0)ψν)(ψ
⋆
νA(0)ψµ)e

−Eµ
T δ(

Eµ − Eν
~

− ω) (10.67)



198 Ãëàâà 10. ÒÅÎÐÈß ËÈÍÅÉÍÎÃÎ ÎÒÊËÈÊÀ

Ñîîòíîøåíèÿ (10.66) íàçûâàþòñÿ ñïåêòðàëüíûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè, à âåëè÷èíà JBA(ω)
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òàê íàçûâàåìóþ ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü êîððåëÿöèîííîé ôóíê-
öèè < B(t′)A(t) >. Èç ñðàâíåíèÿ îáîèõ âûðàæåíèé â (10.66) âèäèì âàæíîå ñâîéñòâî:

JAB(−ω) = JBA(ω)e
~ω
T (10.68)

Äëÿ âñåõ ðåàëüíûõ ñèñòåì èìååò ìåñòî çàòóõàíèå êîððåëÿöèé âî âðåìåíè, òàê ÷òî

lim
|t−t′|→∞

< A(t)B(t′) >=< A >< B > (10.69)

ãäå ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî âåëè÷èíû (îïåðàòîðû) A è B íå ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëàìè
äâèæåíèÿ3. Åñëè < A >= 0 è < B >= 0, òî

lim
|t−t′|→∞

< A(t)B(t′) >= 0 (10.70)

Â îáùåì ñëó÷àå ìîæíî îïðåäåëèòü íîâûå îïåðàòîðû A(t)− < A > è B(t)− < B >,
äëÿ êîòîðûõ âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (10.70).

Ñðåäíåå ïî âðåìåíè îò êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè ðàâíî íóëþ:

lim
T→∞

1

2T

∫ T

−T
dt

1

2π

∫ ∞

−∞
dωJBA(ω)e

−iωt =

= lim
T→∞

1

2T

∫ ∞

−∞
dωδ(ω)JBA(ω) = lim

T→∞

JBA(0)

2T
= 0 (10.71)

åñëè ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü êîíå÷íà ïðè ω = 0, ÷òî õàðàêòåðíî äëÿ ñïåêòðà ýðãî-
äè÷åñêîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà. Â äàëüíåéøåì ýòî ñâîéñòâî ïðåäïîëàãàåòñÿ4. Ïðè
ýòîì âåçäå ïîäðàçóìåâàåòñÿ òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïðåäåë V → ∞ (V/N → const).

Ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü JA+A(ω) âðåìåííîãî êîððåëÿòîðà, îáðàçîâàííîãî èç ñî-
ïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ A è A+ ïîëîæèòåëüíà:

JA+A(ω) = 2πZ−1
∑
µν

(ψ⋆µA
+(0)ψν)(ψ

⋆
νA(0)ψµ)e

−Eµ
T δ

(
Eµ − Eν

~
− ω

)
> 0 (10.72)

ïîñêîëüêó âñå ÷ëåíû ïîä çíàêîì ñóììû ïîëîæèòåëüíû. ßñíî, ÷òî è JAA+(ω) > 0.
Ïóñòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ A è B èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî îòðàæåíèÿ

âðåìåíè, ïðè êîòîðîì A→ εAA, B → εBB, ãäå εA, εB = ±1, â çàâèñèìîñòè îò ÷åò-
íîñòè îïåðàòîðîâ ïðè îáðàùåíèè ñêîðîñòåé. Ðàññìîòðèì ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå:

< A(t)B(t) >=
1

2π

∫ ∞

−∞
dωeiω(t−t

′)JAB(ω) (10.73)

Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå îïåðàöèÿ îáðàùåíèÿ âðåìåíè ñâîäèòñÿ ê çàìåíå t→ −t, t′ →
−t′, i → −i, òàê ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà óìíîæàåòñÿ íà εAεB , à â ïðàâîé
÷àñòè JAB(ω) ïåðåõîäèò â J⋆AB(ω) (âñëåäñòâèå çàìåíû i → −i). Ñëåäîâàòåëüíî, â
ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå:

JAB(ω) = J⋆AB(ω)εAεB

JAB(ω) = J⋆AB(ω) ïðè εAεB = 1 (10.74)

3Åñëè A è B èíòåãðàëû äâèæåíèÿ, òî êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ, î÷åâèäíî, âîîáùå íå çàâèñèò
îò âðåìåíè.

4Â ÷àñòíîñòè, ýòî èñêëþ÷àåò èç ðàññìîòðåíèÿ îñîáåííîñòè ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè òèïà δ(ω),
õàðàêòåðíûå äëÿ ñèñòåì ñ íåýðãîäè÷åñêèì ïîâåäåíèåì [4].
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òàê ÷òî ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü äëÿ îïåðàòîðîâ îäèíàêîâîé ÷åòíîñòè äåéñòâèòåëü-
íà.

Ñðàâíèâàÿ (10.73) è ñîïðÿæåííîå åìó ñîîòíîøåíèå:

< B+(t′)A+(t) >=
1

2π

∫ ∞

−∞
dωe−iω(t−t

′)JAB(ω) (10.75)

ãäå ìû ó÷ëè âåùåñòâåííîñòü ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè, óáåæäàåìñÿ, ÷òî äëÿ îïåðà-
òîðîâ îäèíàêîâîé ÷åòíîñòè:

< A(t)B(t′) >=< B+(t)A+(t′) > (10.76)

Åñëè ñèñòåìà íàõîäèòñÿ âî âíåøíåì ìàãíèòíîì ïîëå, ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü
óæå íå áóäåò âåùåñòâåííà. Ïîñêîëüêó óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èíâàðèàíòíû îòíîñè-
òåëüíî t → −t ñ îäíîâðåìåííîé çàìåíîé H → −H, òî ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü
óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó ñèììåòðèè:

JAB,H(ω) = J⋆AB,−H(ω)εAεB (10.77)

òàê ÷òî
< B+(t)A+(t′) >H=< A(t)B(t′) >−H εAεB (10.78)

Ïîñêîëüêó äâóõâðåìåííûå ôóíêöèè Ãðèíà (10.22) îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç âðåìåí-
íûå êîððåëÿòîðû, îíè ëåãêî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü [4, 29].
Ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ íèõ è èõ ôóðüå � îáðàçîâ ïî ðàçíîñòè âðåìåí ïîëó÷àþòñÿ àíà-
ëîãè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ ñèììåòðèè:

<< A(t)B(t′) >>=<< B+(t)A+(t′) >>

<< A|B >>ω=<< B+|A+ >>ω (10.79)

â îòñóòñòâèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ è äëÿ îïåðàòîðîâ îäèíàêîâîé ÷åòíîñòè. Â ïðèñóòñòâèå
ìàãíèòíîãî ïîëÿ èìååì:

<< B+(t)A+(t′) >>H=<< A(t)B(t′) >>−H εAεB

<< B+|A+ >>ω,H=<< A|B >>ω,−H εAεB (10.80)

Ýòè ñâîéñòâà ñèììåòðèè îêàçûâàþòñÿ âàæíûìè ïðè âûâîäå ïðèíöèïà ñèììåòðèè
Îíñàãåðà äëÿ îáîáùåííîé âîñïðèèì÷èâîñòè.

10.4 Äèñïåðñèîííûå ñîîòíîøåíèÿ Êðàìåðñà�Êðîíèãà
è ïðèíöèï ñèììåòðèè Îíñàãåðà.

Ïóñòü íà ñèñòåìó äåéñòâóåò çàâèñÿùåå îò âðåìåíè âîçìóùåíèå ìåõàíè÷åñêîãî òèïà,
âêëþ÷àåìîå àäèàáàòè÷åñêè è îïèñûâàåìîå äîáàâêîé ê ãàìèëüòîíèàíó âèäà:

H1
t = −

n∑
j=1

Fj(t)Bj (10.81)

ãäå Fj(t) ∼ eεt ïðè t → −∞, ε → +0, Bj � íåêîòîðûå äèíàìè÷åñêèå ïåðåìåííûå
(îïåðàòîðû), à Fj(t) � c � ÷èñëîâûå �ñèëû�, ñ êîòîðûìè âíåøíèå ïîëÿ äåéñòâóþò
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íà ïåðåìåííûå Bj . Äëÿ ïðîñòîòû ïîëàãàåì, ÷òî â ñîñòîÿíèè ñòàòèñòè÷åñêîãî ðàâ-
íîâåñèÿ (ïðè Fj = 0) èìååì < Aj >0= 0, òàê ÷òî ðåàêöèþ ñèñòåìû íà âîçìóùåíèå
(10.81) ìîæíî ñîãëàñíî (10.21) çàïèñàòü â âèäå:

< Ai >=

∫ t

−∞
dt′κij(t− t′)Fj(t

′) (10.82)

ãäå
κij(t− t′) = − << Ai(t)Bj(t

′) >> (10.83)

� îáîáùåííàÿ ìàòðèöà ðåàêöèè (îòêëèêà). Ïîñêîëüêó çàïàçäûâàþùàÿ ôóíêöèÿ Ãðè-
íà îòëè÷íà îò íóëÿ ëèøü ïðè ïîëîæèòåëüíûõ àðãóìåíòàõ, òî

κij(t− t′) = 0 ïðè t < t′ (10.84)

÷òî ÿâëÿåòñÿ âûðàæåíèåì ïðèíöèïà ïðè÷èííîñòè: ðåàêöèÿ ñèñòåìû íå ìîæåò ïðåä-
øåñòâîâàòü âî âðåìåíè òîìó âîçìóùåíèþ, êîòîðîå åå âûçûâàåò.

Ðàçëîæèì Fj(t) è < Ai > â èíòåãðàëû Ôóðüå:

< Ai >=
1

2π

∫ ∞

−∞
dωe−iωtAi(ω) (10.85)

Fj(t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
dωe−iωtFj(ω) (10.86)

ãäå ôóðüå � êîìïîíåíòû:

Ai(ω) =

∫ ∞

−∞
eiωt < Ai(t) > (10.87)

Fj(ω) =

∫ ∞

−∞
dteiωtFj(t) (10.88)

Ïðîâîäÿ ôóðüå � ïðåîáðàçîâàíèå â (10.82) ïîëó÷èì âìåñòî èíòåãðàëüíîãî àëãåáðà-
è÷åñêîå óðàâíåíèå ëèíåéíîé ðåàêöèè:

Ai(ω) = κij(ω)Fj(ω) (10.89)

ãäå

κij(ω) =

∫ ∞

−∞
dteiωtκij(t) = − << Ai|Bj >>ω=

=

∫ ∞

0

dte−iωt−εt
∫ β

0

dλ < ḂjAi(t+ i~λ) > (10.90)

� îáîáùåííàÿ ìàòðèöà âîñïðèèì÷èâîñòè. Ïîñëåäíþþ ôîðìóëó èíîãäà íàçûâàþò
ôëóêòóàöèîííî � äèññèïàöèîííîé òåîðåìîé Êóáî5.

Èç âåùåñòâåííîñòè Ai è Fj ñëåäóåò, ÷òî:

Ai(ω) = A⋆i (−ω) Fj(ω) = F ⋆j (−ω) (10.91)

5Ôëóêòóàöèîííî � äèññèïàöèîííàÿ òåîðåìà ìîæåò áûòü çàïèñàíà â ðàçíûõ ôîðìàõ è ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé ñâÿçü ìåæäó âîñïðèèì÷èâîñòÿìè (êèíåòè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè) è ñîîòâåòñòâóþ-
ùèìè ðàâíîâåñíûìè êîððåëÿòîðàìè (ôëóêòóàöèÿìè).



10.4. Äèñïåðñèîííûå ñîîòíîøåíèÿ Êðàìåðñà�Êðîíèãà è ïðèíöèï ñèììåòðèè Îíñàãåðà.201

òàê ÷òî
κij = κ⋆ij(−ω) (10.92)

îòêóäà

Reκij(ω) = Reκij(−ω)
Imκij(ω) = −Imκij(−ω) (10.93)

òàê ÷òî âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü îáîáùåííîé âîñïðèèì÷èâîñòè κij(ω) ÷åòíà, à ìíèìàÿ
íå÷åòíà ïî ω6.

Èç ñâîéñòâ ñèììåòðèè ôóíêöèé Ãðèíà (10.80) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ îáîáùåííîé âîñ-
ïðèèì÷èâîñòè èìååì:

κij(ω,H) = κij(ω,−H)εiεk εiεk = ±1 (10.94)

Â îòñóòñòâèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ:

κij(ω) = κij(ω)εiεk (10.95)

Ðàçáèâàÿ âîñïðèèì÷èâîñòü íà ñèììåòðè÷íóþ è àíòèñèììåòðè÷íóþ ÷àñòè

κsij =
1

2
(κij + κji) κaij =

1

2
(κij − κji) (10.96)

óáåæäàåìñÿ, ÷òî κs ÷åòíà, à κa íå÷åòíà îòíîñèòåëüíî îáðàùåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ
H:

κsij(ω,H) = κsji(ω,−H) κaij(ω,H) = −κaji(ω,−H) (10.97)

ïðè εiεk = 1. Ýòè ñâîéñòâà ñèììåòðèè íàçûâàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè ñèììåòðèè Îí-
ñàãåðà äëÿ îáîáùåííîé âîñïðèèì÷èâîñòè (êèíåòè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ). Îíè âû-
òåêàþò èç îáùåé òåîðèè ëèíåéíîãî îòêëèêà è èíâàðèàíòíîñòè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ
îòíîñèòåëüíî t → −t, H → −H 7. Ñîîòíîøåíèÿ Îíñàãåðà îòðàæàþò íà ìàêðî-
ñêîïè÷åñêîì óðîâíå èíâàðèàíòíîñòü ìèêðîñêîïè÷åñêèõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ îòíî-
ñèòåëüíî îáðàùåíèÿ âðåìåíè. Îíè èãðàþò î÷åíü áîëüøóþ ðîëü â òåðìîäèíàìèêå
íåîáðàòèìûõ ïðîöåññîâ.

Ââèäó óñëîâèÿ ïðè÷èííîñòè (10.84) ïåðâûé èíòåãðàë â (10.89) ôàêòè÷åñêè ñâî-
äèòñÿ ê (èíäåêñû i, j äàëåå îïóñêàåì):

κ(ω) =

∫ ∞

0

dtκ(t)eiωt (10.98)

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îòñþäà ìîæíî ïîëó÷èòü íåêîòîðûå âåñüìà îáùèå ñîîòíîøåíèÿ
äëÿ κ(ω), èñïîëüçóÿ àïïàðàò òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ. Ââåäåì
êîìïëåêñíóþ ÷àñòîòó ω = ω′+ iω′′ è èññëåäóåì ñâîéñòâà κ(ω) â âåðõíåé ïîëóïëîñêî-
ñòè ýòîé ïåðåìåííîé. Èç (10.98) è èç ôàêòà êîíå÷íîñòè κ(t) ïðè âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ
t ñëåäóåò, ÷òî κ(ω) åñòü êîíå÷íàÿ îäíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ âî âñåé âåðõíåé ïîëóïëîñêî-
ñòè ω è íèãäå íå îáðàùàåòñÿ â íåé â áåñêîíå÷íîñòü, ò.å. íå èìååò òàì îñîáûõ òî÷åê.
Äåéñòâèòåëüíî, ïðè ω′′ > 0 â ïîäèíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè â (10.98) èìååòñÿ ýêñïî-
íåíöèàëüíî óáûâàþùèé ìíîæèòåëü exp(−tω′′), à ïîñêîëüêó è ôóíêöèÿ κ(t) êîíå÷íà

6Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî Imκij îïðåäåëÿåò äèññèïàöèþ ýíåðãèè âíåøíåãî ïîëÿ, òàê ÷òî Imκij(ω >
0) > 0.

7Òàêèå æå ñâîéñòâà ñèììåòðèè ñïðàâåäëèâû è äëÿ îòêëèêà íà òåðìè÷åñêèå âîçìóùåíèÿ.
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Ðèñ. 10.1: Êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ, èñïîëüçóåìûé ïðè âûâîäå ñîîòíîøåíèé Êðàìåð-
ñà � Êðîíèãà.

âî âñåé îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ, òî èíòåãðàë â (10.98) ñõîäèòñÿ. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî
âûâîä îá îòñóòñòâèè îñîáûõ òî÷åê ó κ(ω) â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè ÿâëÿåòñÿ, ñ ôè-
çè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ñëåäñòâèåì ïðèíöèïà ïðè÷èííîñòè. Ïîñëåäíèé ïðîÿâëÿåòñÿ
â òîì, ÷òî èíòåãðèðîâàíèå â (10.98) èäåò îò 0 äî ∞ (à íå îò −∞ äî ∞). Ôóíêöèÿ
κ(ω) íå èìååò îñîáåííîñòåé è íà ñàìîé âåùåñòâåííîé îñè (ω′′ = 0), çà èñêëþ÷åíèåì,
âîçìîæíî, ëèøü íà÷àëà êîîðäèíàò (ω = 0).

Âûâåäåì òåïåðü ôîðìóëû, ñâÿçûâàþùèå äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòè ôóíê-
öèè κ(ω) äðóã ñ äðóãîì. Äëÿ ýòîãî âûáåðåì êàêîå � ëèáî ïîëîæèòåëüíîå äåéñòâè-

òåëüíîå çíà÷åíèå ω = ω0 è ïðîèíòåãðèðóåì âåëè÷èíó κ(ω)
ω−ω0

ïî êîíòóðó C, ïîêàçàí-

íîìó íà Ðèñ. 10-1. Íà áåñêîíå÷íîñòè κ → 0 è ïîýòîìó ôóíêöèÿ κ(ω)
ω−ω0

ñòðåìèòñÿ ê

íóëþ áûñòðåå, ÷åì 1/ω. Ïîýòîìó èíòåãðàë
∫
C
dω κ(ω)

ω−ω0
ñõîäèòñÿ, à ïîñêîëüêó κ(ω) íå

èìååò îñîáûõ òî÷åê â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè, è òî÷êà ω = ω0 èñêëþ÷åíà èç îáëàñòè

èíòåãðèðîâàíèÿ, òî ôóíêöèÿ κ(ω)
ω−ω0

àíàëèòè÷íà âî âñåé îáëàñòè âíóòðè êîíòóðà C,
òàê ÷òî ðàññìàòðèâàåìûé èíòåãðàë ðàâåí íóëþ (òåîðåìà Êîøè).

Èíòåãðàë ïî áåñêîíå÷íî óäàëåííîé ïîëóîêðóæíîñòè îáðàùàåòñÿ â íóëü ñàì ïî
ñåáå (ââèäó äîñòàòî÷íî áûñòðîãî óáûâàíèÿ ïîäèíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ). Òî÷êó
ω0 îáõîäèì ïî áåñêîíå÷íî ìàëîé ïîëóîêðóæíîñòè (ðàäèóñà ρ→ 0). Ýòîò îáõîä ïðî-
èñõîäèò ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå è äàåò â èíòåãðàëå âêëàä, ðàâíûé −iπκ(ω0) (èíòåãðàë
ïî ïîëíîìó êðóæêó äàåò −2iπκ(ω0)). Åñëè κ(0) êîíå÷íî, òî îáõîä íà÷àëà êîîðäè-
íàò ÿâëÿåòñÿ èçëèøíèì è èíòåãðèðîâàíèå âäîëü âñåé âåùåñòâåííîé îñè äàåò, òàêèì
îáðàçîì:

lim
ρ→0

{∫ ω0−ρ

−∞
dω

κ(ω)

ω − ω0
+

∫ ∞

ω0+ρ

dω
κ(ω)

ω − ω0

}
− iπκ(ω0) = 0 (10.99)

Ïåðâûé ÷ëåí çäåñü åñòü èíòåãðàë îò −∞ äî ∞, ïîíèìàåìûé â ñìûñëå ãëàâíîãî
çíà÷åíèÿ, ïîýòîìó ïîëó÷àåì:

iπκ(ω0) = P

∫ ∞

−∞
dω

κ(ω)

ω − ω0
(10.100)



10.4. Äèñïåðñèîííûå ñîîòíîøåíèÿ Êðàìåðñà�Êðîíèãà è ïðèíöèï ñèììåòðèè Îíñàãåðà.203

Ýòî æå ñîîòíîøåíèå ñðàçó æå ïîëó÷àåòñÿ åñëè ðàññìîòðåòü èíòåãðàë îò κ(ω)
ω−ω0+iδ

âäîëü âåùåñòâåííîé îñè, âîñïîëüçîâàâøèñü èçâåñòíîé ôîðìóëîé:

1

x+ iδ
= P

1

x
− iπδ(x) δ → +0 (10.101)

Ïðåäûäóùèå ðàññóæäåíèÿ, ïî ñóòè äåëà, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âûâîä ýòîãî âåñüìà
ïîëåçíîãî ñîîòíîøåíèÿ.

Ïåðåìåííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ω â (10.100) ïðîáåãàåò ëèøü âåùåñòâåííûå çíà÷åíèÿ.
Ïåðåîáîçíà÷èì åå ξ, à ÷åðåç ω îáîçíà÷èì çàäàííîå âåùåñòâåííîå çíà÷åíèå ω0. Òîãäà,
îòäåëÿÿ â (10.100) äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòè, íàéäåì:

Reκ(ω) =
1

π
P

∫ ∞

−∞
dξ
Imκ(ξ)

ξ − ω
(10.102)

Imκ(ω) = − 1

π
P

∫ ∞

−∞
dξ
Reκ(ξ)

ξ − ω
(10.103)

� ñîîòíîøåíèÿ Êðàìåðñà � Êðîíèãà. Åäèíñòâåííûì ñâîéñòâîì ôóíêöèè κ(ω), èñ-
ïîëüçîâàííûì ïðè âûâîäå ýòèõ ôîðìóë, ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå îñîáûõ òî÷åê â âåðõ-
íåé ïîëóïëîñêîñòè8. Ïîýòîìó ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ Êðàìåðñà � Êðîíèãà
ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâèåì ïðèíöèïà ïðè÷èííîñòè.

Âîñïîëüçîâàâøèñü íå÷åòíîñòüþ ôóíêöèè Imκ(ξ) ìîæíî ïåðåïèñàòü ïåðâîå èç
ýòèõ ñîîòíîøåíèé êàê:

Reκ(ω) =
1

π
P

∫ ∞

0

dξ
Imκ(ξ)

ξ − ω
+ P

∫ ∞

0

dξ
Imκ(ξ)

ξ + ω
(10.104)

èëè

Reκ(ω) =
2

π

∫ ∞

0

dξ
ξImκ(ω)

ξ2 − ω2
(10.105)

Åñëè ôóíêöèÿ κ(ω) èìååò ïîëþñ â òî÷êå ω = 0, âáëèçè êîòîðîé κ = iA/ω, òî
îáõîä ýòîãî ïîëþñà ïî ïîëóîêðóæíîñòè äàåò â èíòåãðàëå äîïîëíèòåëüíûé âåùå-
ñòâåííûé âêëàä −A/ω, êîòîðûé äîëæåí áûòü ïðèáàâëåí ê ëåâîé ñòîðîíå (10.100).
Ñîîòâåòñòâåííî, òàêîé æå ÷ëåí ïîÿâèòñÿ è â (10.103):

Imκ(ω) = − 1

π
P

∫ ∞

−∞
dξ
Reκ(ξ)

ξ − ω
+
A

ω
(10.106)

Ñîîòíîøåíèÿ Êðàìåðñà � Êðîíèãà îòíîñÿòñÿ ê âàæíåéøèì òî÷íûì ñîîòíîøåíè-
ÿì, ïîçâîëÿþùèì êîíòðîëèðîâàòü òåîðåòè÷åñêèå ìîäåëè è ðàñ÷åòû, à òàêæå èìåþ-
ùèì è âàæíûå ýêñïåðèìåíòàëüíûå ïðèìåíåíèÿ: ïî èçìåðåíèÿì Reκ(ω) â øèðîêîì
èíòåðâàëå ÷àñòîò ìîæíî âîññòàíàâëèâàòü çíà÷åíèÿ Imκ(ω) (è íàîáîðîò), ïðîâîäÿ
÷èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå ïî ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì.

8×òî êàñàåòñÿ ñâîéñòâà κ → 0 ïðè ω → ∞, òî îíî íå ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì: åñëè áû ïðåäåë
κ∞ áûë îòëè÷åí îò íóëÿ, òî íàäî áûëî áû ïðîñòî ðàññìàòðèâàòü ðàçíîñòü κ − κ∞ âìåñòî κ, ñ
ñîîòâåòñòâóþùèì èçìåíåíèåì âñåõ ôîðìóë.
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Ãëàâà 11

ÎÑÍÎÂÛ ÑÎÂÐÅÌÅÍÍÎÉ
ÒÅÎÐÈÈ ÑÈÑÒÅÌ ÌÍÎÃÈÕ
×ÀÑÒÈÖ

11.1 Ìåòîä êâàçè÷àñòèö è ôóíêöèè Ãðèíà.

Âûøå ìû âèäåëè îïðåäåëÿþùóþ ðîëü, êîòîðóþ â ñîâðåìåííîé òåîðèè êîíäåíñèðî-
âàííîãî ñîñòîÿíèÿ èãðàåò êîíöåïöèÿ êâàçè÷àñòèö. Ïîëíîå ôîðìàëüíîå îáîñíîâàíèå
ýòà êîíöåïöèÿ ïîëó÷àåò â ðàìêàõ ôîðìàëèçìà ôóíêöèé Ãðèíà, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ
ñòàíäàðòíûì àïïàðàòîì ñîâðåìåííîé òåîðèè ñèñòåì ìíîãèõ ÷àñòèö. Ìåòîä ôóíêöèé
Ãðèíà äàåò âîçìîæíîñòü ÷åòêî ñôîðìóëèðîâàòü êðèòåðèè ñóùåñòâîâàíèÿ êâàçè÷à-
ñòèö â êîíêðåòíûõ ñèñòåìàõ, à òàêæå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óíèâåðñàëüíûé ìåòîä ïðî-
âåäåíèÿ ðàñ÷åòîâ ïðàêòè÷åñêè ëþáûõ ôèçè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ìíîãî÷àñòè÷íûõ
ñèñòåì ñ ó÷åòîì ðàçëè÷íûõ òèïîâ âçàèìîäåéñòâèé. Äàííûé ìåòîä âîçíèê â ñâÿçè
ñ çàäà÷àìè êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ, ãäå âïåðâûå, â ÷àñòíîñòè, áûë ñôîðìóëèðîâàí
÷ðåçâû÷àéíî ýôôåêòèâíûé è óäîáíûé ïîäõîä, îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè äèà-

ãðàìì Ôåéíìàíà. Ïîñëåäóþùåå ïåðåíåñåíèå ýòèõ èäåé è ìåòîäîâ â òåîðèþ ñèñòåì
ìíîãèõ ÷àñòèö, ïî ñóòè äåëà, è ïðèâåëî ê ñîçäàíèþ ñîâðåìåííîé òåîðèè êîíäåí-
ñèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ [3]. Åñòåñòâåííî, ÷òî â ðàìêàõ äàííîãî êóðñà ìû ëèøåíû
âîçìîæíîñòè äàòü ïîñëåäîâàòåëüíîå èçëîæåíèå ìåòîäà ôóíêöèé Ãðèíà, íàøåé öå-
ëüþ ÿâëÿåòñÿ ëèøü ââåäåíèå ðÿäà îñíîâíûõ ïîíÿòèé è êà÷åñòâåííàÿ èëëþñòðàöèÿ
ïðîñòûõ ïðèìåíåíèé1.

Íèæå, â îñíîâíîì, ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé òåìïåðàòóðû T = 0. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî
îáîáùåíèå ïðàêòè÷åñêè âñåõ óðàâíåíèé ìåòîäà ôóíêöèé Ãðèíà íà ñëó÷àé êîíå÷íûõ
òåìïåðàòóð ìîæåò áûòü ïðîâåäåíî äîñòàòî÷íî ýëåìåíòàðíî, ñîîòâåòñòâóþùèå èçìå-
íåíèÿ áóäóò êðàòêî ñôîðìóëèðîâàíû â êîíöå íàøåãî èçëîæåíèÿ. Íà÷íåì ñî ñëó÷àÿ

1Íàèáîëåå ÿñíîå è ÷åòêîå èçëîæåíèå ìåòîäà ôóíêöèé Ãðèíà è äèàãðàììíîé òåõíèêè â ïðèìåíå-
íèè ê çàäà÷àì ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêå äàíî â êëàññè÷åñêîé êíèãå [30]. Äîñòàòî÷íî ïîëíîå èçëîæå-
íèå äàíî è â [2]. Áîëåå ýëåìåíòàðíîå èçëîæåíèå ìîæíî íàéòè â [31, 32], îòêóäà è âçÿò èçëàãàåìûé
íèæå ìàòåðèàë.

205
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îäíîé êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîé ÷àñòèöû, îïèñûâàåìîé óðàâíåíèåì Øðåäèíãåðà 2:

i
∂ψ(r, t)

∂t
−Hψ(r, t) = 0 (11.1)

Âìåñòî íåãî ìîæíî ââåñòè óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà G(r, t; r′, t′):

i
∂G

∂t
−HG = iδ(r− r′)δ(t− t′) (11.2)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì G(r, t + 0; r′, t) = δ(r− r′). Ôóíêöèÿ Ãðèíà èìååò ñìûñë àì-

ïëèòóäû âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà ÷àñòèöû èç òî÷êè r′ â ìîìåíò âðåìåíè t â òî÷êó r â
ìîìåíò âðåìåíè t. Êâàäðàò ìîäóëÿ àìïëèòóäû äàåò ñîîòâåòñòâóþùóþ âåðîÿòíîñòü
ïåðåõîäà. Â ýòîì ëåãêî óáåäèòüñÿ, âûðàçèâ ψ-ôóíêöèþ â ìîìåíò âðåìåíè t+τ ÷åðåç
ψ-ôóíêöèþ â ìîìåíò t:

ψ(r, t+ τ) =

∫
dr′G(r, t+ τ ; r′t)ψ(r′, t) (11.3)

Â ñàìîì äåëå, ëåãêî óäîñòîâåðèòüñÿ, ÷òî çàïèñàííàÿ òàêèì îáðàçîì ψ(r, t+ τ) óäî-
âëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Øðåäèíãåðà (11.1), à ïðè τ → 0 îíà ïåðåõîäèò â ψ(r, t) èç-çà
íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ G(r, t+0; r′, t) = δ(r− r′). Êðîìå òîãî, ïîëîæèì, ÷òî G = 0 äëÿ
τ < 0 (ïðèíöèï ïðè÷èííîñòè!).

Ïóñòü èìååòñÿ ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà:

Hφλ(r) = ελφλ(r) (11.4)

Â çàâèñèìîñòè îò çàäà÷è, ôèçè÷åñêèé ñìûñë êâàíòîâûõ ÷èñåë λ ìîæåò áûòü ðàç-
ëè÷íûì. Â òðàíñëÿöèîííî � èíâàðèàíòíîé ñèñòåìå λ→ p, äëÿ ÷àñòèöû âî âíåøíåì
ìàãíèòíîì ïîëå ýòî íàáîð êâàíòîâûõ ÷èñåë Ëàíäàó è ò.ï. Ñåé÷àñ ìû ðàññìîòðèì
÷àñòèöó â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå:

H =
p2

2m
+ V (r) (11.5)

Ýòî ìîæåò áûòü, â ÷àñòíîñòè, è âïîëíå íåòðèâèàëüíàÿ çàäà÷à î íóêëîíàõ â ïîòåí-
öèàëüíîé ÿìå � àòîìíîì ÿäðå [32], òîãäà λ ïðåäñòàâëÿþò êâàíòîâûå ÷èñëà îáîëî-
÷å÷íîé ìîäåëè ÿäðà. Ëþáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ìîæíî ðàçëîæèòü ïî
ýòîé ïîëíîé ñèñòåìå ôóíêöèé:

ψ(r, t) =
∑
λ

cλ(t)φλ(r) (11.6)

è ïðåäñòàâèòü (11.3) â âèäå:

cλ(t+ τ) =
∑
λ′

Gλλ′(τ)cλ′(t) (11.7)

Gλλ′(τ) =

∫
d3rd3r′G(r, r′τ)φ⋆λ(r)φλ′(r′) (11.8)

2Íèæå, êàê ïðèíÿòî â áîëüøèíñòâå ñîâðåìåííûõ ðàáîò, ìû èñïîëüçóåì ñèñòåìó åäèíèö, â êîòî-
ðîé ~ = 1. Ïðè íåîáõîäèìîñòè, ~ âñåãäà ëåãêî âîññòàíîâèòü â êîíå÷íûõ ôîðìóëàõ.
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� ôóíêöèÿ Ãðèíà â λ-ïðåäñòàâëåíèè. Ïîñêîëüêó φλ � ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ãàìèëü-
òîíèàíàH, íå çàâèñÿùåãî îò âðåìåíè, òî ïåðåõîäû â äðóãèå ñîñòîÿíèÿ íå ïðîèñõîäÿò,
òàê ÷òî cλ(t+ τ) = e−iελτ cλ(t), ò.å.

Gλλ′(τ) = Gλ(τ)δλλ′ = e−iελτθ(τ) (11.9)

ãäå θ(τ) = 1 ïðè τ ≥ 0 è θ(τ) = 0 ïðè τ < 0. Ïðîâåäåì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå:

Gλ(ε) =
1

i

∫ ∞

−∞
dτeiετGλ(τ) (11.10)

Gλ(τ) = i

∫ ∞

−∞

dε

2π
e−iετGλ(ε) (11.11)

Òîãäà, ïîñëå ýëåìåíòàðíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷àåì:

Gλ(ε) =
1

ε− ελ + iδ
δ → +0 (11.12)

Çíàê δ → 0 âûáðàí çäåñü òàê, ÷òîáû Gλ(τ) = 0 ïðè τ < 0. Â ñàìîì äåëå, èìååì:

Gλ(τ) = i

∫ ∞

−∞

dε

2π

e−iετ

ε− ελ + iδ

=

{
e−iελτ ïðè τ > 0
0 ïðè τ < 0

(11.13)

Äåéñòâèòåëüíî, ïîäèíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå èìååò ïîëþñ ïðè ε = ελ − iδ. Òîãäà,
ïðè τ > 0 ìîæíî çàìêíóòü êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ε â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè
(ïîñêîëüêó ìíîæèòåëü e−iετ îáåñïå÷èâàåò òîãäà ýêñïîíåíöèàëüíîå çàòóõàíèå èíòå-
ãðèðóåìîãî âûðàæåíèÿ íà áåñêîíå÷íî óäàëåííîé ïîëóîêðóæíîñòè), ïîëþñ ïîïàäàåò
âíóòðü çàìêíóòîãî êîíòóðà, è èíòåãðàë (ïî òåîðåìå Êîøè) ðàâåí âûïèñàííîìó âû-
ðàæåíèþ. Ïðè τ < 0, ïî òåì æå ïðè÷èíàì, ñâÿçàííûì ñ íåîáõîäèìîñòüþ çàíóëèòü
âêëàä îò áåñêîíå÷íî óäàëåííîé ïîëóîêðóæíîñòè, íóæíî çàìêíóòü êîíòóð èíòåãðè-
ðîâàíèÿ â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè ε. Òîãäà âíóòðè êîíòóðà ïîëþñà íåò è èíòåãðàë
ðàâåí íóëþ.

Â ñìåøàííîì (r, ε) ïðåäñòàâëåíèè ïîëó÷àåì:

G(r, r′, ε) =
∑
λ,λ′

Gλλ′(ε)φλ(r)φ
⋆
λ′(r′) =

=
∑
λ

φλ(r)φ
⋆
λ(r

′)

ε− ελ + iδ
(11.14)

Çäåñü â ñóììó ïî λ âõîäèò ñóììèðîâàíèå ïî âñåì ñâÿçàííûì ñîñòîÿíèÿì ÷àñòèöû â
ïîëå è 0èíòåãðèðîâàíèå ïî åå ñïëîøíîìó ñïåêòðó. Ïðè ýòîì ìû âèäèì, ÷òî G(r, r′, ε)
èìååò ïîëþñà ïðè çíà÷åíèÿõ ε ðàâíûõ ελ � ýíåðãèÿì ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé è ðàç-
ðåç (êîíòèíóóì ïîëþñîâ) íà òîé ÷àñòè îñè ε, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò íåïðåðûâíîìó
ñïåêòðó.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê ðàññìîòðåíèþ ìíîãî÷àñòè÷íîé ñèñòåìû. Íèæå ïîâñþäó ìû
ïîäðàçóìåâàåì ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç ôåðìèîíîâ. Äëÿ ñèñòåìû áîçå � ÷àñòèö ìîæíî
ïðîâåñòè àíàëîãè÷íîå ðàññìîòðåíèå, íî ó íàñ íåò ìåñòà è âðåìåíè äëÿ îáñóæäåíèÿ
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îñîáåííîñòåé áîçå � ñèñòåì [2, 30]. Äëÿ íà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé íåâçàèìîäåé-
ñòâóþùèõ ôåðìèîíîâ (ôåðìè � ãàç). Âûøå ìû âèäåëè, ÷òî ýëåìåíòàðíûìè âîç-
áóæäåíèÿìè â ñèñòåìå ôåðìèîíîâ ÿâëÿþòñÿ ïîïàðíî ðîæäàþùèåñÿ ÷àñòèöû (íàä
ïîâåðõíîñòüþ Ôåðìè) è äûðêè (ïîä ïîâåðõíîñòüþ Ôåðìè).

Íàéäåì ôóíêöèþ Ãðèíà ÷àñòèöû Gλλ′(τ), ò.å. àìïëèòóäó ïåðåõîäà èç ñîñòîÿíèÿ
ñ îäíîé ÷àñòèöåé â ñîñòîÿíèè λ â ñîñòîÿíèå ñ ÷àñòèöåé â λ′ â ñèñòåìå íåâçàèìî-
äåéñòâóþùèõ ôåðìèîíîâ. Ïðè ýòîì íóæíî ó÷åñòü ïðèíöèï Ïàóëè � äîëæíû áûòü
èñêëþ÷åíû ïåðåõîäû â çàíÿòûå ñîñòîÿíèÿ. Ïîýòîìó â îïðåäåëåíèå ôóíêöèè Ãðèíà
íóæíî ââåñòè äîïîëíèòåëüíûé ìíîæèòåëü (1− nλ), ãäå

nλ =

{
1 ïðè ελ ≤ εF
0 ïðè ελ > εF

(11.15)

� ÷èñëî ÷àñòèö â ñîñòîÿíèè λ (ôåðìèåâñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè T = 0).
Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì:

G+
λλ′(τ) = (1− nλ)δλλ′

{
e−iελτ ïðè τ > 0
0 ïðè τ < 0

(11.16)

Íàéäåì òåïåðü àíàëîãè÷íîå âûðàæåíèå äëÿ äûðêè. Òàê êàê ÷èñëî äûðî÷íûõ
�ñâîáîäíûõ� ìåñò íà óðîâíå λ ïðîïîðöèîíàëüíî nλ, ïîëó÷àåì:

G−
λλ′(τ) = nλδλλ′

{
eiελτ ïðè τ > 0
0 ïðè τ < 0

(11.17)

ãäå ó÷ëè, ÷òî ýíåðãèÿ äûðêè, îòñ÷èòàííàÿ îò óðîâíÿ Ôåðìè, ïðîòèâîïîëîæíà ïî
çíàêó ýíåðãèè ÷àñòèöû.

Óäîáíî ââåñòè ôóíêöèþ Ãðèíà Gλ(τ), îïðåäåëåííóþ êàê äëÿ τ > 0, òàê è äëÿ
τ < 0:

Gλ(τ) =

{
G+
λ (τ) ïðè τ > 0

−G−
λ (−τ) ïðè τ < 0

(11.18)

Ôóðüå � îáðàç ýòîé ôóíêöèè ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ:

Gλ(ε) = −i(1− nλ)

∫ ∞

0

dτe−iελτ+iετ + inλ

∫ 0

−∞
dτeiελτ+iετ =

=
1− nλ

ε− ελ + iδ
+

nλ
ε− ελ − iδ

(11.19)

ãäå δ → +0 íóæíî ââåñòè äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ñõîäèìîñòè èíòåãðàëîâ. Ýòî âûðàæåíèå
óäîáíî ïåðåïèñàòü êàê:

Gλ(ε) =
1

ε− ελ + iδsignελ
=

=

{
1

ε−ελ+iδ ïðè ελ > εF
1

ε−ελ−iδ ïðè ελ < εF
(11.20)

ãäå ââåëè çíàêîâóþ ôóíêöèþ sign(x) = 1 äëÿ x > 0 è sign(x) = −1 ïðè x < 0.
Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ôóðüå � îáðàç ôóíêöèè Ãðèíà èìååò ïîëþñ ïðè ε ðàâíîé
ýíåðãèè ÷àñòèöû (äûðêè).
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Ïåðåéäåì ê ñèñòåìå âçàèìîäåéñòâóþùèõ ôåðìèîíîâ. Ôóíêöèþ Ãðèíà îäíîé ÷à-
ñòèöû â ñèñòåìå âçàèìîäåéñòâóþùèõ ôåðìèîíîâ îïðåäåëèì âûðàæåíèåì:

G+(rt; r′t′)t>t′ =< 0|ψ̂(rt)ψ̂+(r′t′)|0 > (11.21)

ãäå |0 > � òî÷íàÿ ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ (�âàêóóì�) ñèñòåìû,

ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàïîëíåííîé ôåðìè � ñôåðå, ψ̂(rt) � ôåðìèåâñêèé îïåðàòîð âòî-
ðè÷íîãî êâàíòîâàíèÿ â ãåéçåíáåðãîâñêîì ïðåäñòàâëåíèè:

ψ̂(rt) = eiHtψ̂(r)e−iHt (11.22)

ãäå H � ãàìèëüòîíèàí ðàññìàòðèâàåìîé ìíîãî÷àñòè÷íîé ñèñòåìû, âêëþ÷àþùèé âçà-
èìîäåéñòâèå. Îïåðàòîð ψ̂(r) ìîæåò áûòü âûðàæåí ÷åðåç îïåðàòîðû óíè÷òîæåíèÿ aλ
÷àñòèö â ñîñòîÿíèÿõ λ (ψ̂+ � ÷åðåç îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ a+λ ):

ψ̂(r) =
∑
λ

aλφλ(r) (11.23)

Âûðàæåíèå (11.21), î÷åâèäíî, èìååò ñìûñë àìïëèòóäû ïåðåõîäà ÷àñòèöû èç òî÷êè
(r′t′) â òî÷êó (rt).

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äëÿ äûðêè ìîæíî íàïèñàòü:

G−(rt; r′t′)t>t′ =< 0|ψ̂+(rt)ψ̂(r′t′)|0 > (11.24)

ãäå ó÷òåíî, ÷òî óíè÷òîæåíèå ÷àñòèöû â äàííîé òî÷êå ýêâèâàëåíòíî ðîæäåíèþ äûð-
êè.

Âûðàæåíèÿ (11.21) è (11.24) îïðåäåëåíû äëÿ t > t′. Èõ ìîæíî îáúåäèíèòü â îäíó
ôóíêöèþ Ãðèíà, îïèñûâàþùóþ ïðè t > t′ ÷àñòèöó, à ïðè t < t′ äûðêó (àíàëîãè÷íî
(11.18)):

G(rt; r′t′) =

{
G+(rt; r′t′) ïðè t > t′

−G−(r′t′; rt) ïðè t < t′
(11.25)

Èíà÷å ýòî îïðåäåëåíèå ìîæíî çàïèñàòü êàê:

G(x, x′) =< 0|T ψ̂(x)ψ̂+(x′)|0 > (11.26)

ãäå îáîçíà÷èëè x = (rt), à îïåðàòîð T -óïîðÿäî÷åíèÿ îçíà÷àåò, ÷òî âåëè÷èíû, ñòîÿ-
ùèå ñïðàâà îò T , ðàñïîëàãàþòñÿ â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ âðåìåíè â àðãóìåíòàõ, ñ ó÷åòîì
ñìåíû çíàêà ïðè ïåðåñòàíîâêå ôåðìèåâñêèõ îïåðàòîðîâ. Ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå
îïåðàöèè T -ïðîèçâåäåíèÿ, âçÿòîå èç êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ, âûãëÿäèò ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

T {F1(t1)F2(t2)} =

{
F1(t1)F2(t2) ïðè t1 > t2
−F2(t2)F1(t1) ïðè t1 < t2

(11.27)

� äëÿ ôåðìèåâñêèõ îïåðàòîðîâ, è

T {B1(t1)B2(t2)} =

{
B1(t1)B2(t2) ïðè t1 > t2
B2(t2)B1(t1) ïðè t1 < t2

(11.28)
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� äëÿ áîçåâñêèõ îïåðàòîðîâ. Ôóíêöèÿ Ãðèíà, îïðåäåëåííàÿ ñîãëàñíî (11.26) íàçû-
âàåòñÿ ôåéíìàíîâñêîé èëè ïðè÷èííîé (T -óïîðÿäî÷åííîé)3.

Îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì áåñêîíå÷íîé îäíîðîäíîé (òðàíñëÿöèîííî èíâàðèàíòíîé)
ñèñòåìû, òîãäà G(rt; r′t′) = G(r− r′, t− t′). Ñîîòâåòñòâåííî óäîáíî ïåðåéòè ê ôóðüå
� ïðåäñòàâëåíèþ ïî t− t′ è ïî r− r′:

G(pτ) =

∫
d3rG(rτ)e−ipr (11.29)

ãäå

G(pτ) =

{
< 0|ape−iHτa+p |0 > eiE0τ τ > 0
− < 0|a+p eiHτap|0 > e−iE0τ τ < 0

(11.30)

ãäå E0 � ýíåðãèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ.
Êâàçè÷àñòèöû â ñèñòåìå ìîæíî ââåñòè, åñëè ðàññìàòðèâàåìàÿ (îäíî÷àñòè÷íàÿ)

ôóíêöèÿ Ãðèíà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå (τ > 0):

G(pτ) ≈ Ze−i(ε(p)−γ(p))τ + ... ïðè÷åì γ(p) ≪ ε(p) (11.31)

ò.å. ôóíêöèÿ Ãðèíà ñîäåðæèò âêëàä, íàïîìèíàþùèé ïî ñòðóêòóðå ôóíêöèþ Ãðèíà
ñâîáîäíîãî ôåðìè � ãàçà, ðàññìîòðåííóþ âûøå. Ðåçóëüòàò (11.31) îçíà÷àåò, ÷òî â
ñîñòîÿíèè |0 > ñ àìïëèòóäîé Z ïðèñóòñòâóåò ïàêåò, èçîáðàæàþùèé êâàçè÷àñòèöó ñ
ýíåðãèåé ε(p) è çàòóõàíèåì γ(p), ïðè÷åì òðåáîâàíèå γ(p) ≪ ε(p) îçíà÷àåò ñëàáîñòü
çàòóõàíèÿ (èëè õîðîøóþ �îïðåäåëåííîñòü� êâàçè÷àñòèöû) 4. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì,
ïðè τ < 0 ìîæíî îïðåäåëèòü ôóíêöèþ Ãðèíà êâàçèäûðêè. Òàêèì îáðàçîì, â ñèñòåìå
ñ õîðîøî îïðåäåëåííûìè êâàçè÷àñòèöàìè ôóðüå � îáðàç ôóíêöèè Ãðèíà (11.26)
ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå:

G(pε) = Z

{
1− np

ε− ε(p) + iγ(p)
+

np
ε− ε(p)− iγ(p)

}
+Greg(pε) =

=
Z

ε− ε(p) + iγ(p)sign(p− pF )
+Greg(pε) (11.32)

Âèäèì, ÷òî ïîëþñ ýòîãî âûðàæåíèÿ îïðåäåëÿåò ñïåêòð êâàçè÷àñòèö è èõ çàòóõàíèå.
Ýòî åñòü îáùåå è âàæíåéøåå ñâîéñòâî ôóíêöèé Ãðèíà, ïîçâîëÿþùåå íàõîäèòü ñ èõ
ïîìîùüþ ñïåêòð ýëåìåíòàðíûõ âîçáóæäåíèé â ìíîãî÷àñòè÷íîé ñèñòåìå. Âåëè÷èíà
Greg â (11.32) îïðåäåëÿåòñÿ âêëàäîì ìíîãî÷àñòè÷íûõ âîçáóæäåíèé è, â áîëüøèí-
ñòâå ñëó÷àåâ, íå ïðåäñòàâëÿåò îñîáîãî èíòåðåñà. Â òîæå âðåìÿ, â ñèñòåìàõ ñ ñèëü-
íûì âçàèìîäåéñòâèåì (êîððåëÿöèÿìè) áûâàþò ñèòóàöèè, êîãäà â ôóíêöèè Ãðèíà
íåëüçÿ âûäåëèòü ïîëþñíûé âêëàä, ñâÿçàííûé ñ îäíî÷àñòè÷íûìè ýëåìåíòàðíûìè
âîçáóæäåíèÿìè (êâàçè÷àñòèöàìè). Òîãäà âñå îïðåäåëÿåòñÿ èìåííî âêëàäîì Greg è
èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ ñèñòåìû ñóùåñòâåííî óñëîæíÿåòñÿ.

3Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå âîâñå íå ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëåíèåì äâóõâðåìåííîé ôóíêöèè
Ãðèíà (10.22), âîçíèêàþùåé â òåîðèè ëèíåéíîãî îòêëèêà, äàæå åñëè â ïîñëåäíåé ïåðåéòè ê ïðåäåëó
íóëåâîé òåìïåðàòóðû. Ïðåèìóùåñòâî èñïîëüçîâàíèÿ ôåéíìàíîâñêèõ ôóíêöèé Ãðèíà ñîñòîèò â òîì,
÷òî äëÿ èõ âû÷èñëåíèÿ ìîæíî ïîñòðîèòü äèàãðàììíóþ òåõíèêó, òîãäà êàê äëÿ ôóíêöèé Ãðèíà òèïà
(10.22) ýòî íåâîçìîæíî. Ñóùåñòâóåò ðÿä òî÷íûõ ñîîòíîøåíèé è ìåòîäîâ, ïîçâîëÿþùèõ âûðàçèòü
ôóíêöèè Ãðèíà òåîðèè ëèíåéíîãî îòêëèêà ÷åðåç ôåéíìàíîâñêèå ôóíêöèè Ãðèíà ïðè T = 0 è èõ
îáîáùåíèå äëÿ ñëó÷àÿ êîíå÷íûõ òåìïåðàòóð, êîòîðîå áóäåò ðàññìîòðåíî â äàëüíåéøåì [2, 30]

4Ýòî óñëîâèå âûïîëíåíî â òåîðèè ôåðìè � æèäêîñòè Ëàíäàó, ãäå âáëèçè ïîâåðõíîñòè Ôåðìè
ε(p) ≈ vF (|p− pF |), à γ(p) ∼ (|p| − pF )2.
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Çà÷åì åùå íóæíû ôóíêöèè Ãðèíà? Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñ èõ ïîìîùüþ ìîæíî âû-
÷èñëÿòü ñðåäíèå (ïî îñíîâíîìó ñîñòîÿíèþ) çíà÷åíèÿ ðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ õàðàê-
òåðèñòèê ìíîãî÷àñòè÷íûõ ñèñòåì. Ðàññìîòðèì ïðîñòûå ïðèìåðû. Ñ ïîìîùüþ ââå-
äåííîé âûøå îäíî÷àñòè÷íîé ôóíêöèè Ãðèíà ìîæíî ðàññ÷èòàòü ñðåäíèå ïî îñíîâ-
íîìó ñîñòîÿíèþ îò îïåðàòîðîâ âèäà îäíîêðàòíîé ñóììû ïî âñåì ÷àñòèöàì (îäíî÷à-
ñòè÷íûõ îïåðàòîðîâ) âèäà:

Â =
∑
i

Âi(ξi,pi) (11.33)

ãäå ξi � íàïðèìåð, ñîâîêóïíîñòü ïðîñòðàíñòâåííûõ è ñïèíîâûõ ïåðåìåííûõ, à pi �
èìïóëüñû îòäåëüíûõ ÷àñòèö, ñîñòàâëÿþùèõ ñèñòåìó. Ïðèìåðû:

n(r) =
∑
i

δ(r− ri) (11.34)

� ïëîòíîñòü ÷àñòèö â òî÷êå r,

j(r) =
e

m

∑
i

piδ(r− ri) (11.35)

� ïëîòíîñòü òîêà â òî÷êå r è ò.ä.
Îïåðàòîð Â â ïðåäñòàâëåíèè âòîðè÷íîãî êâàíòîâàíèÿ èìååò âèä:

Â =

∫
dξψ+(ξ)A(ξ,p)ψ(ξ) (11.36)

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ Ãðèíà (11.25), (11.26) ïðè t = t′ − 0:

G(ξ, ξ′, τ)|τ→−0 = − < 0|ψ+(ξ′)ψ(ξ)|0 > (11.37)

Òîãäà ñðåäíåå çíà÷åíèå îïåðàòîðà Â ïî îñíîâíîìó ñîñòîÿíèþ áóäåò ðàâíî:

< A >=

∫
dξA(ξ,p)G(ξ, ξ′, τ = −0)|ξ=ξ′ = −SpAG|τ=−0 (11.38)

Òàêèì îáðàçîì âåëè÷èíà G|τ=−0 ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà ñîâïàäàåò ñ îäíî÷àñòè÷íîé
ìàòðèöåé ïëîòíîñòè (ñð. (1.163)) ïðè T = 0:

ρ(ξ′, ξ) =< 0|ψ+(ξ′)ψ(ξ)|0 >= −G|τ=−0 (11.39)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñðåäíèõ îò äâóõ÷àñòè÷íûõ îïåðàòîðîâ âèäà:

B̂ =
∑
ik

Bik(ξipi; ξkpk) (11.40)

íóæíî âû÷èñëÿòü äâóõ÷àñòè÷íóþ ôóíêöèþ Ãðèíà:

G2(1, 2; 3, 4) =< 0|Tψ(1)ψ(2)ψ+(3)ψ+(4)|0 > (11.41)

è ò. ä.
Èç (11.37) ñðàçó ïîëó÷àåì ðàñïðåäåëåíèå ÷àñòèö ïî èìïóëüñàì â âèäå:

n(p) = −i
∫ ∞

−∞

dε

2π
G(pε)e−iετ |τ→−0 (11.42)
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Ðèñ. 11.1: Êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ, èñïîëüçóåìûé ïðè âû÷èñëåíèè ôóíêöèè ðàñïðå-
äåëåíèÿ.

Çäåñü íåëüçÿ ïðîñòî ïåðåéòè ê ïðåäåëó τ = 0, òàê êàê G ∼ 1
ε è ïðè ε→ ∞ èíòåãðàë∫

dεG(pε) ðàñõîäèòñÿ. Ïðè êîíå÷íîì îòðèöàòåëüíîì τ ìîæíî çàìåíèòü èíòåãðàë ïî
âåùåñòâåííîé îñè ε íà èíòåãðàë ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó C, ïîêàçàííîìó íà Ðèñ.
11-1. Ïîñëå ýòîãî ìîæíî ïîëîæèòü τ = 0, òàê ÷òî:

n(p) = −i
∫
C

dε

2π
G(pε) (11.43)

Ïóñòü ôóíêöèÿ Ãðèíà èìååò âèä òèïà (11.32) (êâàçè÷àñòèöû!):

G(pε) =
Z

ε− ε(p) + iγ(p)sign(p− pF )
+Greg(pε) (11.44)

Âèäèì, ÷òî çàòóõàíèå (ìíèìîñòü â çíàìåíàòåëå ïåðâîãî ñëàãàåìîãî) ìåíÿåò çíàê
ïðè p = pF : îíî ïîëîæèòåëüíî ïðè p > pF è îòðèöàòåëüíî ïðè p < pF . Ïîýòîìó
ïðè p < pF âíóòðè êîíòóðà C èìååòñÿ ïîëþñ è èíòåãðàë ðàâåí Z, à ïðè p > pF
ïîëþñ ïåðåõîäèò â íèæíþþ ïîëóïëîñêîñòü è èíòåãðàë ïî C ðàâåí íóëþ. Ïîýòîìó,
ïðåíåáðåãàÿ ðåãóëÿðíûì ìíîãî÷àñòè÷íûì âêëàäîì Greg, èìååì:

n(pF − 0)− n(pF + 0) = Z (11.45)

Ïîñêîëüêó 0 ≤ n(p) ≤ 1, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî 0 < Z < 1. Îòñþäà ïîíÿòíî, ÷òî êà-
÷åñòâåííûé âèä ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ôåðìèåâñêèõ ÷àñòèö ïðè T = 0 (ôåðìè �
æèäêîñòü!) èìååò âèä, ïðåäñòàâëåííûé íà Ðèñ. 11-2. Òàêèì îáðàçîì, íåñìîòðÿ íà
âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ÷àñòèöàìè (íå îáÿçàòåëüíî ñëàáîå!), êîòîðîå �ðàçáðàñûâàåò�
÷àñòèöû ïî èìïóëüñàì, îò ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ Ôåðìè ñâîáîäíûõ ÷àñòèö â ôåð-
ìè � æèäêîñòè îñòàåòñÿ �âîñïîìèíàíèå� â âèäå ðàçðûâà (ñêà÷êà) ïðè p = pF . Ýòî
óòâåðæäåíèå ñîñòàâëÿåò ñîäåðæàíèå òàê íàçûâàåìîé òåîðåìûÌèãäàëà, ÿâëÿþùåéñÿ
ìèêðîñêîïè÷åñêèì îïðàâäàíèåì îäíîãî èç ãëàâíûõ ïðåäïîëîæåíèé ôåíîìåíîëîãè-
÷åñêîé òåîðèè ôåðìè � æèäêîñòè Ëàíäàó. Ðàçóìååòñÿ, ïðîâåäåííîå ðàññìîòðåíèå
èìååò ñìûñë òîëüêî äëÿ èìïóëüñîâ p áëèçêèõ ê pF , ãäå ïðèìåíèìî ïîíÿòèå êâàçè-
÷àñòèö: γ ∼ (p− pF )

2.
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Ðèñ. 11.2: Êà÷åñòâåííûé âèä ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö â ôåðìè � æèäêîñòè
ïðè T = 0.

11.2 Äèàãðàììíûé ìåòîä â ïðîáëåìå ìíîãèõ òåë.

Ìåòîä äèàãðàìì Ôåéíìàíà åñòü ýëåãàíòíàÿ è êîìïàêòíàÿ ôîðìóëèðîâêà ïðàâèë
âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèé Ãðèíà ïî òåîðèè âîçìóùåíèé. Ê ñîæàëåíèþ, ìû ëèøåíû âîç-
ìîæíîñòè äåòàëüíîãî âûâîäà ýòèõ ïðàâèë â ðàìêàõ äàííîãî êóðñà, äëÿ ýòîãî ñëåäóåò
îáðàòèòüñÿ ê êíèãàì [30, 3], ãäå äàåòñÿ äåòàëüíîå èçëîæåíèå ìåòîäà ôóíêöèé Ãðè-
íà. Áîëåå ýëåìåíòàðíîå, íî âåñüìà ïîäðîáíîå ðàññìîòðåíèå ìîæíî íàéòè â êíèãå
[31]. Ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì è ôîðìóëèðîâêîé ýëåìåíòàðíûõ ïðàâèë äèà-
ãðàììíîé òåõíèêè (áåç âûâîäà), äîñòàòî÷íûõ äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðèîáðåñòè íåêîòîðûå
ïðåäñòàâëåíèÿ î ìåòîäå è �íå ïóãàòüñÿ� ñàìîãî âèäà ôåéíìàíîâñêèõ äèàãðàìì, êî-
òîðûå î÷åíü ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ â ñîâðåìåííîé ëèòåðàòóðå.

Äëÿ êîíêðåòíîñòè ðàññìîòðèì ñèñòåìó âçàèìîäåéñòâóþùèõ ôåðìèîíîâ, ãàìèëü-
òîíèàí êîòîðîé â ïðåäñòàâëåíèè âòîðè÷íîãî êâàíòîâàíèÿ èìååò âèä:

H =
∑
p

ε(p)a+p ap +
1

2

∑
pqk

Vka
+
p+ka

+
q−kaqap (11.46)

Ïðè îïðåäåëåíèè G(pτ) ìû èìååì äåëî ñ äâèæåíèåì îäíîé ÷àñòèöû. Ïðè îòñóò-
ñòâèè âçàèìîäåéñòâèÿ (ñâîáîäíàÿ ôóíêöèÿ Ãðèíà) ìû ìîæåì ïðåäñòàâèòü òàêîå
äâèæåíèå ïðÿìîé ëèíèåé, ïðîâåäåííîé, íàïðèìåð, ñïðàâà íàëåâî. Ïîñêîëüêó íåâîç-
ìóùåííîå îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñôåðó Ôåðìè, ñóùåñòâóåò òàêæå
è âîçìîæíîñòü äâèæåíèÿ äûðêè, êîòîðîå áóäåì ïðåäñòàâëÿòü ëèíèåé, ïðîâåäåí-
íîé ñëåâà íàïðàâî. Òàêèì îáðàçîì, ëèíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñâîáîäíóþ ôóíêöèþ Ãðèíà
G(pτ). Âçàèìîäåéñòâèå � ýòî ðàññåÿíèå îäíîé ÷àñòèöû íà äðóãîé.

Â ïåðâîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé ïî Vk èìååòñÿ äâà âèäà ïðîöåññîâ, ïðåä-
ñòàâëåííûõ äèàãðàììàìè Ôåéíìàíà, ïîêàçàííûìè íà Ðèñ. 11-3. Ïðîöåññ (à) � ÷à-
ñòèöà äâèæåòñÿ êàê ñâîáîäíàÿ äî òåõ ïîð, ïîêà îíà íå èñïûòûâàåò ïðÿìîå ðàññåÿíèå
íà ÷àñòèöàõ, íàõîäÿùèõñÿ âíóòðè ôåðìè � ñôåðû â ìîìåíò âðåìåíè τ1, çàòåì îíà
ñíîâà äâèæåòñÿ êàê ñâîáîäíàÿ îò ìîìåíòà τ1 äî τ . Àêò âçàèìîäåéñòâèÿ ïðåäñòàâëåí
âîëíèñòîé ëèíèåé, êðóãîâàÿ ëèíèÿ îïèñûâàåò ïðîöåññ, ïðè êîòîðîì ÷àñòèöà áûëà
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Ðèñ. 11.3: Äèàãðàììû ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà.

Ðèñ. 11.4: Äèàãðàììû âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà.

âûáèòà èç ñîñòîÿíèÿ ñ äàííûì èìïóëüñîì ïîä ôåðìè � ñôåðîé, à çàòåì âîçâðà-
òèëàñü ñíîâà â ýòî æå ñîñòîÿíèå. Ïðîöåññ (á) � îáìåííîå ðàññåÿíèå íà ÷àñòèöàõ,
íàõîäÿùèõñÿ ïîä ñôåðîé Ôåðìè.

Âî âòîðîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé ÷èñëî âîçìîæíûõ ïðîöåññîâ ðàññåÿíèÿ
âîçðàñòàåò, ïðèìåðû ñîîòâåòñòâóþùèõ äèàãðàììû Ôåéíìàíà ïîêàçàíû íà Ðèñ. 11-4.
Âñå äèàãðàììû, êðîìå ïîñëåäíåé, ïðåäñòàâëÿþò ðàçëè÷íûå êîìáèíàöèè óæå ðàñ-
ñìîòðåííûõ ïðîöåññîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ïîñëåäíÿÿ äèàãðàììà îïèñûâàåò íå÷òî íî-
âîå � â ìîìåíò τ1 ÷àñòèöà ðàññåèâàåòñÿ, ðîæäàÿ èç ïîä ôåðìè ñôåðû ïàðó ÷àñòèöà
� äûðêà. Â ìîìåíò τ2 ÷àñòèöà ðàññåèâàåòñÿ îïÿòü è ïðè ýòîì ïàðà àííèãèëèðó-
åò, âîçâðàùàÿñü â ïåðâîíà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå. Ôèçè÷åñêè ýòîò ïðîöåññ ñîîòâåòñòâóåò
ïîëÿðèçàöèè ÷àñòèö, íàõîäÿùèõñÿ ïîä ïîâåðõíîñòüþ Ôåðìè.

Íàèáîëåå óäîáíî ïðàâèëà äèàãðàììíîé òåõíèêè ôîðìóëèðóþòñÿ äëÿ ôóðüå � îá-
ðàçà ôóíêöèè Ãðèíà G(pε). Â ýòîì ñëó÷àå ñòðåëêè íà ëèíèÿõ áîëüøå íå îçíà÷àþò
íàïðàâëåíèå âðåìåíè, à ïðîñòî ñîîòâåòñâóþò âõîäÿùèì è âûõîäÿùèì �ýíåðãèèÿì� ε
è èìïóëüñàì p, êîòîðûå ñîõðàíÿþòñÿ â êàæäîé âåðøèííîé ÷àñòè äèàãðàììû (òî÷êå
âçàèìîäåéñòâèÿ). Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü ïðàâèëà, ïî êîòîðûì êàæäîé ôåéíìàíîâ-
ñêîé äèàãðàììå ñîïîñòàâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ:

1. Êàæäîé ïðÿìîé ñïëîøíîé ëèíèè ïðèïèñûâàåòñÿ çíà÷åíèå èìïóëüñà p è �ýíåð-
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ãèè� ε è ñîïîñòàâëÿåòñÿ âûðàæåíèå:

iG0(pε) =
i

ε− ε(p) + iδsignε(p)
. (11.47)

2. Êàæäîìó âçàèìîäåéñòâèþ (âîëíèñòîé ëèíèè) ñîïîñòàâëÿåòñÿ ìíîæèòåëü −iVq
(åñëè âçàèìîäåéñòâèå ìãíîâåííîå) èëè −iV (qω) äëÿ çàïàçäûâàþùåãî âçàèìî-
äåéñòâèÿ.

3. Â êàæäîé âåðøèíå âçàèìîäåéñòâèÿ (òî÷êå ïðèñîåäèíåíèÿ âîëíèñòîé ëèíèè)
ñîõðàíÿåòñÿ ýíåðãèÿ è èìïóëüñ ïðè óñëîâèè, ÷òî âåëè÷èíû ýíåðãèè è èìïóëüñà,
ïðèïèñàííûå ëèíèÿì, íàïðàâëåííûì ê âåðøèíå áåðóòñÿ ñî çíàêîì ïëþñ, à
ýíåðãèè è èìïóëüñû, âûõîäÿùèå èç âåðøèíû � ñî çíàêîì ìèíóñ.

4. Ïî êàæäîé ñâîáîäíîé (ò.å. íå ôèêñèðîâàííîé çàêîíàìè ñîõðàíåíèÿ) ïåðåìåí-
íîé p è ε â äèàãðàììå íåîáõîäèìî âûïîëíèòü èíòåãðèðîâàíèå:

1

(2π)4

∫
d3p

∫
dε... (11.48)

5. Êàæäîé çàìêíóòîé ôåðìèîííîé ïåòëå ñîïîñòàâëÿåòñÿ ìíîæèòåëü (−1).

6. Ïðè ñóììèðîâàíèè ïî ñïèíàì (íàïðèìåð â ïåòëå) ââîäèòñÿ ìíîæèòåëü 2.

Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèå ïðèìåðû âûðàæåíèé, ñîïîñòàâëÿåìûõ êîíêðåòíûì äèà-
ãðàììàì. Íàïðèìåð, ãðàôèêó Ðèñ. 11-3 (à) ñîîòâåòñòâóåò àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå
âèäà:

i2G0(pε)(−iV0)
{

2

(2π)3

∫
d3p′(−n(p′))

}
iG0(pε) = G0(pε)(−iV0)NG0(pε) (11.49)

ãäå â ïåðâîì âûðàæåíèè óæå ó÷ëè (11.43), àN � ïîëíîå ÷èñëî ÷àñòèö. Òàêèì îáðàçîì
ïîëó÷àåòñÿ ïîïðàâêà Õàðòðè. Ãðàôèê Ðèñ. 11-3 (á) àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äàåò:

i2G0(pε)
1

(2π)3

∫
d3q(−iVq)(−n(p+ q))G0(pε) (11.50)

� ïîïðàâêó Ôîêà. Ïîñëåäíåé äèàãðàììå íà Ðèñ. 11-4 ñîîòâåòñòâóåò:

G0(pε)
1

(2π)4

∫
d3q

∫
dωiG0(p− qε− ω)(−iVq)2[−iΠ0(qω)]G0(pε) (11.51)

ãäå ââåëè òàê íàçûâàåìûé ïîëÿðèçàöèîííûé îïåðàòîð, îïèñûâàåìûé ïðîñòîé ïåòëåé
íà ðàññìàòðèâàåìîì ãðàôèêå:

−iΠ0(qω) = 2(−i)(−1)

∫
d3p′

(2π)3

∫
dε′

2π
(i)2G0(p

′ + qε+ ω)G0(p
′ε′) =

= i

∫
d3p

(2π)3
n(p)− n(p− q)

ε(p− q)− ε(p) + ω + iδsignω
(11.52)

Çàìåòèì, ÷òî ýòî âûðàæåíèå äàåò ïðîñòåéøèé âêëàä â ïîëÿðèçàöèîííûé îïåðàòîð,
â îáùåì ñëó÷àå ê íåìó äîáàâëÿþòñÿ ïîïðàâêè âûñøèõ ïîðÿäêîâ òèïà ïîêàçàííûõ
íà Ðèñ. 11-5.
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Ðèñ. 11.5: Ïîïðàâêè âûñøèõ ïîðÿäêîâ äëÿ ïîëÿðèçàöèîííîãî îïåðàòîðà.

Ðèñ. 11.6: Äèàãðàììíûé ðÿä äëÿ ïîëíîé (òî÷íîé) ôóíêöèè Ãðèíà.

11.3 Óðàâíåíèå Äàéñîíà.

Çàìå÷àòåëüíîé îñîáåííîñòüþ ôåéíìàíîâñêîé äèàãðàììíîé òåõíèêè ÿâëÿåòñÿ âîç-
ìîæíîñòü ïðîâåäåíèÿ íàãëÿäíîãî ãðàôè÷åñêîãî ñóììèðîâàíèÿ áåñêîíå÷íûõ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé äèàãðàìì. Áóäåì îáîçíà÷àòü òî÷íóþ ôóíêöèþ Ãðèíà æèðíîé ëèíè-
åé, à ôóíêöèþ Ãðèíà ñâîáîäíîé ÷àñòèöû � òîíêîé, êàê è âûøå. Ïîëíàÿ àìïëèòóäà
ïåðåõîäà èç òî÷êè 2 â òî÷êó 1 ðàâíà, î÷åâèäíî, ñóììå âñåõ âîçìîæíûõ àìïëèòóä
ïåðåõîäà, âîçíèêàþùèõ âî âñåõ ïîðÿäêàõ òåîðèè âîçìóùåíèé, ò.å. ñóììå âñåõ äèà-
ãðàìì, òèïà ïîêàçàííûõ íà Ðèñ. 11-6. Ïðîêëàññèôèöèðóåì ýòè ãðàôèêè ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Ïðåæäå âñåãî îòäåëèì åäèíñòâåííûé ãðàôèê, ñîîòâåòñòâóþùèé ñâîáîäíî-
ìó äâèæåíèþ. Âñå îñòàëüíûå ãðàôèêè èìåþò òàêîé âèä: äî íåêîòîðîé òî÷êè ÷àñòèöà
äâèæåòñÿ ñâîáîäíî, çàòåì ïðîèñõîäèò ñòîëêíîâåíèå, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî îáðàçó-
åòñÿ è óíè÷òîæàåòñÿ íåñêîëüêî ÷àñòèö è äûðîê (èëè ïðîèñõîäèò ðàññåÿíèå íà ÷à-
ñòèöàõ, íàõîäÿùèõñÿ ïîä ôåðìè � ñôåðîé), à çàòåì îïÿòü îïÿòü ñâîáîäíîå äâèæåíèå
è àêòû ðàññåÿíèÿ ïîâòîðÿþòñÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Σ ñóììó ãðàôèêîâ íåðàçðåçàåìûõ
ïî îäíîé ëèíèè ÷àñòèöû. Ïðèìåðû òàêèõ ãðàôèêîâ ïðèâåäåíû íà Ðèñ. 11-7. Âå-
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Ðèñ. 11.7: Ïðîñòåéøèå ãðàôèêè äëÿ íåïðèâîäèìîé ñîáñòâåííî � ýíåðãåòè÷åñêîé ÷à-
ñòè.

Ðèñ. 11.8: Äèàãðàììíûé âûâîä óðàâíåíèÿ Äàéñîíà.

ëè÷èíà Σ íàçûâàåòñÿ íåïðèâîäèìîé ñîáñòâåííî � ýíåðãåòè÷åñêîé ÷àñòüþ. Íåòðóäíî
ñîîáðàçèòü, ÷òî ïîëíàÿ ôóíêöèÿ Ãðèíà îïðåäåëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìûì óðàâíåíèåì
Äàéñîíà, ãðàôè÷åñêèé âûâîä êîòîðîãî äàí íà Ðèñ. 11-8. Â àíàëèòè÷åñêîì âèäå ýòî
åñòü ñëåäóþùåå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå:

G(1, 2) = G0(1, 2) +

∫
dτ3dτ4G0(1, 3)Σ(3, 4)G(4, 2) (11.53)

Åãî èòåðàöèè î÷åâèäíûì îáðàçîì âîñïðîèçâîäÿò âåñü ðÿä òåîðèè âîçìóùåíèé äëÿ
ôóíêöèè Ãðèíà. Ïîñëå ïåðåõîäà ê ôóðüå � ïðåäñòàâëåíèþ óðàâíåíèå Äàéñîíà ïðå-
âðàùàåòñÿ â àëãåáðàè÷åñêîå:

G(pε) = G0(pε) +G0(pε)Σ(pε)G(pε), (11.54)

êîòîðîå ëåãêî ðåøàåòñÿ:

G(pε) =
1

ε− ε(p)− Σ(pε)
(11.55)



218Ãëàâà 11. ÎÑÍÎÂÛ ÑÎÂÐÅÌÅÍÍÎÉ ÒÅÎÐÈÈ ÑÈÑÒÅÌÌÍÎÃÈÕ ×ÀÑÒÈÖ

ãäå ó÷ëè ÿâíûé âèä G0(pε). Îòñþäà ÿñíî, ÷òî ñîáñòâåííî � ýíåðãåòè÷åñêàÿ ÷àñòü
Σ(pε) îïèñûâàåò â êîìïàêòíîì âèäå èçìåíåíèÿ, ïðîèñõîäÿùèå â äâèæåíèè ÷àñòèöû
â ðåçóëüòàòå åå âçàèìîäåéñòâèÿ ñ äðóãèìè ÷àñòèöàìè. Â îáùåì ñëó÷àå ýòà âåëè÷è-
íà ñîñòîèò èç äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé ÷àñòåé (èìåííî ïîýòîìó â (11.55) îïóùåíà
áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ìíèìîñòü îò ñâîáîäíîé ôóíêöèè Ãðèíà iδsign(ε − εF )). Ýíåðãèÿ
êâàçè÷àñòèöû ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà òåïåðü êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ, îïðåäåëÿþ-
ùåãî ïîëþñ ôóíêöèè Ãðèíà:

ε = ε(p) + Σ(pε) (11.56)

Ýòî óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî ε ìîæåò îêàçàòüñÿ î÷åíü ñëîæíûì!
Ðàññìîòðåííûì âûøå ïðèìåðàì (11.49), (11.50) è (11.51) ñîîòâåòñòâóþò ñëåäóþ-

ùèå âêëàäû â ñîáñòâåííî � ýíåðãåòè÷åñêóþ ÷àñòü:

ΣH = NV0 (11.57)

ΣF = −
∫

d3q

(2π)3
Vqn(p+ q) (11.58)

Σpol =

∫
d3q

(2π)3

∫
dω

2π
V 2
qΠ0(qω)G0(p− qε− ω) (11.59)

Âåðíåìñÿ åùå ðàç ê âîïðîñó î òîì, êîãäà â ñèñòåìå ìîæíî ââåñòè õîðîøî îïðåäå-
ëåííûå êâàçè÷àñòèöû, ò.å. ñâåñòè òî÷íóþ ôóíêöèþ Ãðèíà ê âèäó (11.32). Â ôåðìè �
ñèñòåìå óäîáíî âñå ýíåðãèè îòñ÷èòûâàòü îò õèìïîòåíöèàëà µ. Äëÿ ñâîáîäíûõ ÷àñòèö

òîãäà èìååì ε(p) = p2

2m − µ. Â èçîòðîïíîé ñèñòåìå Σ(pε) çàâèñèò òîëüêî îò ìîäóëÿ
p. Ââåäåì âåëè÷èíó èìïóëüñà Ôåðìè pF â ñèñòåìå âçàèìîäåéñòâóþùèõ ôåðìèîíîâ
ïî ôîðìóëå:

p2F
2m

+Σ(pF , 0) = µ (11.60)

Ýòî îïðåäåëåíèå ïîäðàçóìåâàåò ImΣ(p, 0) → 0 ïðè p → pF , ε → 0 (ôåðìè � æèä-
êîñòü!). Äåéñòâèòåëüíî, â ñèñòåìå âçàèìîäåéñòâóþùèõ ôåðìèîíîâ ìîæíî â äîñòà-
òî÷íî îáùåì âèäå äîêàçàòü, ÷òî ImΣ(pε) ∼Max{ε2, (p−pF )2}signε. Òîãäà, ðàçëàãàÿ
Σ(pε) â ðÿä ïî p−pF è ε, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ G(pε) âáëèçè ãðàíèöû
Ôåðìè:

G−1 = ε− p2

2m
+ µ− Σ(pε) ≈

≈ ε− p2

2m
+ µ− Σ(pF , 0)−

(
∂Σ

∂p

)
F

(p− pF )−
(
∂Σ

∂ε

)
F

ε+ iα|ε|ε =

=

[
1−

(
∂Σ

∂ε

)
F

]
ε−

[
pF
m

+

(
∂Σ

∂p

)
F

]
(p− pF ) + iα′|ε|ε (11.61)

ãäå α′ = const. Èç (11.61) âèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ Ãðèíà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â æåëàåìîì
âèäå:

G(pε) =
Z

ε− vF (p− pF ) + iα|ε|ε
+Greg (11.62)

ãäå â Greg âõîäèò âñå îïóùåííîå â (11.61) è ìû îïðåäåëèëè:

Z−1 = 1−
(
∂Σ

∂ε

)
F

=

(
∂G−1

∂ε

)
F

(11.63)
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vF =
pF
m⋆

=

pF
m +

(
∂Σ
∂p

)
F(

∂G−1

∂ε

)
F

= −

(
∂G−1

∂p

)
F(

∂G−1

∂ε

)
F

(11.64)

(11.65)

ïðè÷åì α = Zα′. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì ôóíêöèþ Ãðèíà ôåðìèåâñêèõ êâà-
çè÷àñòèö ñ ýôôåêòèâíîé ìàññîé m⋆, êîòîðàÿ, êàê è âñå îñòàëüíîå, îïðåäåëÿåòñÿ
ïîâåäåíèåì Σ(pε) âáëèçè óðîâíÿ Ôåðìè. Çàìåòèì, ÷òî â óïðîùåííîì ñëó÷àå, êîãäà

Σ(pε) íå çàâèñèò îò p, òàê ÷òî
(
∂Σ
∂p

)
F
= 0, èìååì:

pF
m⋆

=
pF
m
Z ò.å.

m⋆

m
= Z−1 (11.66)

÷òî ïðèäàåò âåëè÷èíå Z ñìûñë ôàêòîðà ïåðåíîðìèðîâêè ìàññû. Â ñèëó îòìå÷åí-
íîãî âûøå îáùåãî ñâîéñòâà Z < 1, ýôôåêòèâíàÿ ìàññà â ôåðìè � æèäêîñòè âñåãäà
âîçðàñòàåò ïî ñðàâíåíèþ ñî ñëó÷àåì ñâîáîäíûõ ÷àñòèö.

Äåêëàðèðîâàííûå âûøå ñâîéñòâà Σ(pε) äîñòàòî÷íî ëåãêî ïðîâåðÿþòñÿ ïðè àíà-
ëèçå ïðîñòåéøèõ äèàãðàìì Ôåéíìàíà â ïðîñòûõ ìîäåëÿõ òî÷å÷íîãî èëè êóëîíîâñêî-
ãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Ïîñëåäîâàòåëüíûé îòáîð è ñóììèðîâàíèå äîìèíèðóþùèõ ïîäïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé ãðàôèêîé óäàåòñÿ ïðîâåñòè â ïðèáëèæåíèè âûñîêîé èëè íàîáîðîò
ìàëîé ïëîòíîñòè ôåðìèîíîâ, êîãäà ñóùåñòâóþò ñîîòâåòñòâóþùèå ïàðàìåòðû ìàëî-
ñòè [30, 2, 31]. Ïðè ýòîì îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ òåîðèè ôåðìè � æèäêîñòè ïîëó÷àþò
ïîëíîå ìèêðîñêîïè÷åñêîå ïîäòâåðæäåíèå. Â îáùåì ñëó÷àå, îòáîð êàêîé � ëèáî äî-
ìèíèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãðàôèêîâ îêàçûâàåòñÿ íåâîçìîæíûì (òèïè÷íûé
ïðèìåð � ýëåêòðîíû â ìåòàëëå!) è ïðèõîäèòñÿ äîâîëüñòâîâàòüñÿ ðàññìîòðåíèåì îá-
ùåãî õàðàêòåðà, òèïà ïðîâåäåííîãî âûøå, ÷òî ñîñòàâëÿåò îñíîâó ìèêðîñêîïè÷åñêîãî
ïîäõîäà â òåîðèè ôåðìè � æèäêîñòè Ëàíäàó.

Â ïîñëåäíèå ãîäû áûë ïðåäëîæåí ðÿä ìîäåëåé òàê íàçûâàåìûõ ñèëüíî êîððå-
ëèðîâàííûõ ñèñòåì, â êîòîðûõ îñíîâíûå ïðåäïîëîæåíèÿ òåîðèè ôåðìè � æèäêîñòè
Ëàíäàó, òàêèå íàïðèìåð, êàê âîçìîæíîñòü ââåäåíèÿ õîðîøî îïðåäåëåííûõ êâàçè-
÷àñòèö, ìîãóò íàðóøàòüñÿ. Ýòî äîâîëüíî òèïè÷íî äëÿ ñèñòåì ïîíèæåííîé ðàçìåð-
íîñòè, â ÷àñòíîñòè äëÿ îäíîìåðíûõ ñèñòåì. Äëÿ äâóìåðíûõ ñèñòåì âîïðîñ åùå íå
ðåøåí îêîí÷àòåëüíî, îíè ÿâëÿþòñÿ, â ýòîì ñìûñëå, ïîãðàíè÷íûìè. Îäíàêî â áîëü-
øèíñòâå ðåàëüíûõ ñèñòåì è ìîäåëåé ôåðìè � æèäêîñòíîé ïîäõîä îêàçûâàåòñÿ ÷ðåç-
âû÷àéíî óñïåøíûì.

Ðàçóìååòñÿ, âåñüìà áëèçêàÿ ïî âèäó äèàãðàììíàÿ òåõíèêà ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà
è äëÿ äðóãèõ îñíîâíûõ òèïîâ âçàèìîäåéñòâèÿ êâàçè÷àñòèö â ìíîãî÷àñòè÷íûõ ñèñòå-
ìàõ, òàêèõ êàê ýëåêòðîí � ôîíîííîå èëè ýëåêòðîí � ïðèìåñíîå âçàèìîäåéñòâèå. Ïðè
ýòîì, â çàâèñèìîñòè îò âèäà âçàèìîäåéñòâèÿ ìîæåò íåñêîëüêî ìåíÿòüñÿ òîïîëîãèÿ
äèàãðàìì, òàêæå êàê è ñìûñë âåëè÷èí, ñîïîñòàâëÿåìûõ îòäåëüíûì èõ ýëåìåíòàì.
Íàïðèìåð, â ñëó÷àå ýëåêòðîí � ôîíîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ âîëíèñòûå ëèíèè îáû÷íî
îáîçíà÷àþò ôîíîííûå ôóíêöèè Ãðèíà, à â çàäà÷å ðàññåÿíèÿ ýëåêòðîíîâ íà ñëó÷àéíî
ðàñïîëîæåííûõ ïðèìåñÿõ â ãðàôèêàõ îòñóòñòâóþò çàìêíóòûå ïåòëè.
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Ðèñ. 11.9: Äèàãðàììû Ôåéíìàíà äëÿ ýôôåêòèâíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ÷àñòè-
öàìè.

11.4 Ýôôåêòèâíîå âçàèìîäåéñòâèå è äèýëåêòðè÷å-
ñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü.

Â êà÷åñòâå åùå îäíîãî ïðèìåðà èñïîëüçîâàíèÿ äèàãðàììíîãî ìåòîäà ðàññìîòðèì
ãðàôè÷åñêîå ñóììèðîâàíèå, ïðèâîäÿùåå ê êàðòèíå ýôôåêòèâíîãî (ýêðàíèðîâàííî-
ãî) âçàèìîäåéñòâèÿ â ñèñòåìå ôåðìèîíîâ. Ýôôåêòèâíîå (ïîëíîå) âçàèìîäåéñòâèå
ìîæíî îïðåäåëèòü ãðàôèêàìè, ïîêàçàííûìè íà Ðèñ. 11-9. Íà Ðèñ. 11-10 ïîêàçàíû
ãðàôèêè äëÿ ïîëíîãî ïîëÿðèçàöèîííîãî îïåðàòîðà è äëÿ òàê íàçûâàåìûõ âåðøèí-
íûõ ÷àñòåé, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé ñëîæíûå äèàãðàììíûå áëîêè, îïèñûâàþùèå
ïðîöåññû ìíîãîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ ôåðìèîíîâ äðóã íà äðóãå. Ê ñîæàëåíèþ äëÿ
ýòèõ âåëè÷èí íåâîçìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü çàìêíóòûå óðàâíåíèÿ îáùåãî âèäà, òèïà
ðàññìîòðåííîãî âûøå óðàâíåíèÿ Äàéñîíà. Â êîíêðåòíûõ ïðèáëèæåíèÿõ è ìîäåëÿõ
ýòî èíîãäà, òåì íå ìåíåå, óäàåòñÿ ñäåëàòü. Ýêðàíèðîâàííîå ýôôåêòèâíîå âçàèìî-
äåéñòâèå (�æèðíàÿ� âîëíèñòàÿ ëèíèÿ íà Ðèñ. 11-9) ìîæíî ñâÿçàòü ñ çàâèñÿùåé îò
÷àñòîòû è âîëíîâîãî âåêòîðà äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ ñèñòåìû ϵ(qω). Òî-
ãäà èç ãðàôèêîâ, ïîêàçàííûõ íà Ðèñ. 11-9, ïîëó÷àåì ýêðàíèðîâàííîå âçàèìîäåéñòâèå
â âèäå:

−iV(qω) ≡ − iVq
ϵ(qω)

= −iVq + (−iVq)[−iΠ(qω)](−iVq) + (−iVq)[−iΠ(qω)](−iVq)[−iΠ(qω)](−iVq) + ...

= −iVq + (−iVq)[−iΠ(qω)](−iV(qω)) =

= −iVq + (−iVq)[−iΠ(qω)](−iVq)
1

ϵ(qω)
=

= −iVq
{
1− VqΠ(qω)

1

ϵ(qω)

}
òàê ÷òî èìååì:

1

ϵ(qω)
= 1− VqΠ(qω)

1

ϵ(qω)
(11.67)



11.4. Ýôôåêòèâíîå âçàèìîäåéñòâèå è äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü. 221

Ðèñ. 11.10: Ïîëíûé ïîëÿðèçàöèîííûé îïåðàòîð è âåðøèííûå ÷àñòè.

Îòñþäà ñëåäóåò îáùåå âûðàæåíèå äëÿ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè ìíîãî÷à-
ñòè÷íîé ñèñòåìû ÷åðåç ïîëÿðèçàöèîííûé îïåðàòîð:

ϵ(qω) = 1 + VqΠ(qω) (11.68)

Â ñëó÷àå êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ â ñèñòåìå ýëåêòðîíîâ èìååì Vq = 4πe2

q2 , òàê
÷òî:

ϵ(qω) = 1 +
4πe2

q2
Π(qω) (11.69)

Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøåå ïðèáëèæåíèå äëÿ ïîëÿðèçàöèîííîãî îïåðàòîðà (11.52)5. Ïî-
ñëå âû÷èñëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ èíòåãðàëîâ ïîëÿðèçàöèîííûé îïåðàòîð çàïèøåòñÿ
â âèäå [30, 31]:

Π0(qω) = νFΦ(qω) (11.70)

ãäå νF � ýëåêòðîííàÿ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé íà óðîâíå Ôåðìè, à

Φ(qω) =
1

2

∫ 1

−1

dx
vF qx

ω − vF qx
=

= 1− ω

2vF q
ln

∣∣∣∣ω + vF q

ω − vF q

∣∣∣∣+ iπ
ω

2vF q
θ(vF q − ω). (11.71)

5Äàííîå ïðèáëèæåíèå îïðàâäàíî â ïðåäåëå äîñòàòî÷íî âûñîêîé ïëîòíîñòè, êîãäà êóëîíîâñêîå
âçàèìîäåéñòâèå ìîæíî ñ÷èòàòü ñëàáûì. Ñîîòâåòñòâóþùèå îöåíêè áûëè ïðèâåäåíû âûøå ïðè îá-
ñóæäåíèè îñíîâíûõ ñâîéñòâ ôåðìè � ãàçà.
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Â ÷àñòíîñòè Φ(q0) = 1, ÷òî äàåò:

Π(q0) = νF (11.72)

Òîãäà ïîëó÷àåì:

ϵ(q0) = 1 +
4πe2

q2
νF = 1 +

κ2

q2
(11.73)

ãäå
κ2 = 4πe2νF (11.74)

Ñîîòâåòñòâåííî:

V(q0) = 4πe2

q2ϵ(q0)
=

4πe2

q2 + κ2
(11.75)

÷òî îïèñûâàåò äåáàåâñêóþ ýêðàíèðîâêó êóëîíîâñêîãî ïîòåíöèàëà â êâàíòîâîé ïëàç-
ìå ýëåêòðîíîâ ïðè òåìïåðàòóðå T = 0. Î÷åâèäíî, ÷òî â êîîðäèíàòíîì ïðîñòðàíñòâå

V(r) = e2

r e
−κr, òàê ÷òî âåëè÷èíà (11.74), ôàêòè÷åñêè, îïðåäåëÿåò ðàäèóñ ýêðàíèðî-

âàíèÿ κ−1.
Â îáðàòíîì ïðåäåëå âûñîêèõ ÷àñòîò ω ≫ vF q ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî Φ(qω) =

− v2F q
2

3ω2 , òàê ÷òî èìååì:

ϵ(ω) = 1− 4πe2v2F
3ω2

νF = 1− 4πne2

mω2
= 1−

ω2
p

ω2
(11.76)

ãäå ó÷ëè, ÷òî νF = 3
2
n
εF
, ãäå n � êîíöåíòðàöèÿ ýëåêòðîíîâ. Çäåñü òàêæå ââåäåí

êâàäðàò ÷àñòîòû ïëàçìåííûõ êîëåáàíèé:

ω2
p =

4πne2

m
(11.77)

Óðàâíåíèå ϵ(qω) = 0 îïðåäåëÿåò ÷àñòîòó ïëàçìåííûõ êîëåáàíèé (ïëàçìîíîâ) äëÿ
âñåé îáëàñòè q. Â ÷àñòíîñòè, ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ q, êîãäà çàòóõàíèå ïëàçìîíîâ
îòñóòñòâóåò, ìîæíî íàéòè èõ ñïåêòð â âèäå:

ω2 = ω2
p +

3

5
vF q

2 (11.78)

Ôàêòè÷åñêè, ÷àñòîòà ïëàçìîíîâ î÷åíü ñëàáî çàâèñèò îò äëèíû âîëíû, à äèñïåðñèÿ
ÿâëÿåòñÿ ìàëîé äîáàâêîé.

11.5 Ôóíêöèè Ãðèíà ïðè êîíå÷íîé òåìïåðàòóðå.

Îáñóæäàâøàÿñÿ âûøå äèàãðàììíàÿ òåõíèêà ìîæåò áûòü ïî÷òè íåïîñðåäñòâåííî
îáîáùåíà íà ñëó÷àé êîíå÷íûõ òåìïåðàòóð [30]. Íèæå ìû êðàòêî ðàññìîòðèì ýòî
îáîáùåíèå, îãðàíè÷èâàÿñü ñíîâà òîëüêî ñëó÷àåì ôåðìè � ñèñòåì. Òåðìîäèíàìè÷å-
ñêàÿ ôóíêöèÿ Ãðèíà ôåðìèåâñêîé ÷àñòèöû îïðåäåëÿåòñÿ ñîãëàñíî Ìàöóáàðå êàê:

G(p, τ2 − τ1) = −i < Tap(τ2)a
+
p (τ1) > (11.79)

ãäå ïî îïðåäåëåíèþ:
ap(τ) = e(H−µN)τape

−(H−µN)τ (11.80)
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ïðè÷åì 0 < τ1, τ2 < β = 1
T � äåéñòâèòåëüíûå âåëè÷èíû, à óãëîâûå ñêîáêè îáîçíà÷à-

þò óñðåäíåíèå ïî áîëüøîìó êàíîíè÷åñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ Ãèááñà, êîòîðîå ñåé÷àñ
óäîáíî çàïèñàòü êàê:

< A >=
SpρA

Spρ
ãäå ρ = e−β(H−µN) (11.81)

Ñ ó÷åòîì Z = Spρ ýòî ýêâèâàëåíòíî îïðåäåëåíèå, èñïîëüçîâàâøåìóñÿ âûøå. Ïðè÷è-
íà, ïî êîòîðîé ôóíêöèþ Ãðèíà G ìîæíî ðàçëîæèòü â òîò æå äèàãðàììíûé ðÿä, ÷òî
è ðàññìîòðåííóþ âûøå äëÿ ñëó÷àÿ T = 0 ôóíêöèþ G, ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ìû âè-
äåëè, ÷òî äèàãðàììíîå ðàçëîæåíèå äëÿ G ÿâëÿåòñÿ, ôàêòè÷åñêè, ôóíäàìåíòàëüíûì
ñëåäñòâèåì çàâèñÿùåãî îò âðåìåíè óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà (11.1). Ñòàòîïåðàòîð ρ,
çàïèñàííûé â âèäå (11.81) óäîâëåòâîðÿåò òàê íàçûâàåìîìó óðàâíåíèþ Áëîõà:

∂ρ

∂β
= −(H − µN)ρ (11.82)

â ÷åì ëåãêî óáåäèòüñÿ ïðÿìûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì. Ìåæäó ýòèì óðàâíåíèåì è
íåñòàöèîíàðíûì óðàâíåíèåì Øðåäèíãåðà (11.1) èìååòñÿ î÷åâèäíîå ñîîòâåòñòâèå:

ψ ↔ ρ H ↔ H − µN it↔ β (11.83)

Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâîäÿ â ôîðìóëàõ ïðåäûäóùèõ ðàçäåëîâ çàìåíó:

H → H − µN it→ τ (11.84)

ìîæíî ïîëó÷èòü äèàãðàììíóþ òåõíèêó äëÿ G, ïðàêòè÷åñêè òîãî æå âèäà, ÷òî è äëÿ
ñëó÷àÿ T = 0. Çàìåíà H → H−µN ïðèâîäèò ëèøü ê ñäâèãó îäíî÷àñòè÷íîé ýíåðãèè
íà âåëè÷èíó µ:

H0 − µN =
∑
p

(ε(p)− µ)a+p ap (11.85)

Õîòÿ ìàöóáàðîâñêèå ôóíêöèè Ãðèíà G çàâèñÿò îò �ìíèìîãî âðåìåíè� τ 6, âñåãäà
ìîæíî ïåðåéòè è ê ðåàëüíîìó âðåìåíè ïóòåì çàìåíû (â êîíå÷íûõ âûðàæåíèÿõ)
τ → it, èëè, òî÷íåå, ïóòåì àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ íà äåéñòâèòåëüíóþ îñü
âðåìåíè.

Âûøå îòìå÷åíî, ÷òî çíà÷åíèÿ τ1 è τ2 â (11.79) îãðàíè÷åíû èíòåðâàëîì îò 0 äî β.
Ïîýòîìó, ïðè ïåðåõîäå ê (p, ω) � ïðåäñòàâëåíèþ ñëåäóåò ââåñòè ïåðèîäè÷åñêè ïðî-
äîëæåíííóþ ôóíêöèþ G, ïîëó÷àåìóþ ïåðèîäè÷åñêèì ïîâòîðåíèåì G íà èíòåðâàëå
îò −∞ äî ∞. Òîãäà äëÿ íåå ìîæíî íàïèñàòü ðàçëîæåíèå â ðÿä Ôóðüå:

G(pτ) = 1

β

∞∑
n=−∞

e−iωnτG(pωn) (11.86)

ãäå ñóììèðîâàíèå èäåò ïî äèñêðåòíûì (ìàöóáàðîâñêèì) ÷àñòîòàì ωn = πnT . Ñîîò-
âåòñòâåííî

G(pωn) =
1

2

∫ β

−β
dτeiωnτG(pτ) (11.87)

6Âåëè÷èíà τ äåéñòâèòåëüíà, íî ôóíêöèÿ Ãðèíà G ïîëó÷àåòñÿ èç G çàìåíîé it → τ , òàê ÷òî
ôàêòè÷åñêè ðå÷ü èäåò î ïåðåõîäå ê t = −iτ � �ìíèìîìó âðåìåíè�.
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Ðàçíîñòü �âðåìåí� τ = τ2 − τ1 çàêëþ÷åíà â èíòåðâàëå (−β, β), ïîñêîëüêó âåëè÷èíû
τ1 è τ2 ïðîáåãàþò èíòåðâàë (0, β). Ñàìà ôóíêöèÿ G(pτ) ïåðèîäè÷åñêè ïîâòîðÿåòñÿ
íà èíòåðâàëàõ (−β, β), (β, 3β), (3β, 5β), ..., (−3β,−β), .... Äëÿ ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç
ôåðìèîíîâ, ÷åòíûå çíà÷åíèÿ n âûïàäàþò èç ðÿäà äëÿ G(pτ) áëàãîäàðÿ �êâàçèïåðè-
îäè÷åñêîìó� ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ âèäà:

G(p, τ) = −G(p, τ + β) äëÿ τ < 0 (11.88)

Â ñïðàâåäëèâîñòè ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, âîñïîëüçîâàâøèñü ñâîé-
ñòâîì SpAB = SpBA. Ïîëàãàÿ τ ′ − τ > 0 èìååì:

G(p, τ − τ ′) =
i

Z
Spe−β(H−µN)a+p (τ

′)ap(τ) =
i

Z
Spap(τ)e

−β(H−µN)a+p (τ
′)e =

=
i

Z
Spe−β(H−µN)eβ(H−µN)ap(τ)e

−β(H−µN)a+p (τ
′) =

i

Z
Spe−β(H−µN)ap(τ + β)a+p (τ

′)

(11.89)

èëè

G(p, τ − τ ′) = −G(p, τ − τ ′ + β) (11.90)

÷òî ïðè τ ′ = 0 ñîâïàäàåò ñ (11.88), ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. Çíàê ìèíóñ âîç-
íèê çäåñü â ñâÿçè ñ àíòèêîììóòàöèåé ôåðìèåâñêèõ îïåðàòîðîâ. Ïîäñòàâëÿÿ (11.88)
â (11.86) âèäèì, ÷òî âñå ñëàãàåìûå ñ ÷åòíûìè n äåéñòâèòåëüíî îáðàùàþòñÿ â íóëü.
Òàêèì îáðàçîì, ôàêòè÷åñêè, äëÿ ôåðìèîíîâ âñåãäà èìååì äåëî ñ íå÷åòíûìè ìàöó-
áàðîâñêèìè ÷àñòîòàìè:

ωn =
(2n+ 1)π

β
= (2n+ 1)πT (11.91)

Äëÿ áîçîíîâ, àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, îñòàþòñÿ ëèøü ÷åòíûå ìàöóáàðîâñêèå ÷àñòîòû

ωn =
2nπ

β
= 2nπT (11.92)

Âñïîìèíàÿ âûðàæåíèÿ (11.16), (11.17) è (11.18) äëÿ ñâîáîäíûõ ôóíêöèé Ãðèíà
ïðè T = 0, íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ñâîáîäíàÿ ìàöóáàðîâñêàÿ ôóíêöèÿ Ãðèíà ôåðìè �
÷àñòèö ðàâíà:

G0(p, τ2 − τ1) = −i{θ(τ2 − τ1)(1− n(p))− θ(τ1 − τ2)n(p)}e−(ε(p)−µ)(τ2−τ1) (11.93)

ãäå n(p) = [eβ(ε(p)−µ) + 1]−1 � ôóíêöèÿ Ôåðìè ïðè êîíå÷íûõ T . Òàêèì îáðàçîì,
ñòóïåí÷àòûå ôóíêöèè Ôåðìè, âõîäÿùèå â îïðåäåëåíèå G0 ïðè T = 0 ðàçìûâàþòñÿ
ýôôåêòàìè êîíå÷íûõ T , ÷òî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî â ñîñòîÿíèè ñ äàííûì p êàê áû
îäíîâðåìåííî ìîãóò íàõîäèòüñÿ è ýëåêòðîí è äûðêà.

Ïîäñòàâëÿÿ (11.93) â (11.87) íàõîäèì:

G0(pωn) =
i

iωn − ε(p) + µ
ωn = (2n+ 1)πT (11.94)

Ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåõîäà ê äèñêðåòíûì ÷àñòîòàì, êîòîðûå òàêæå �ñîõðàíÿþòñÿ� â
âåðøèíàõ âçàèìîäåéñòâèÿ, ìàöóáàðîâñêàÿ äèàãðàììíàÿ òåõíèêà ïðè T > 0 âïîëíå
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Ðèñ. 11.11: Äèàãðàììíîå ðàçëîæåíèå òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà.

èäåíòè÷íà ðàññìîòðåííîé âûøå òåõíèêå T = 0. Â ÷àñòíîñòè, ïîëíàÿ (òî÷íàÿ) ôóíê-
öèÿ Ãðèíà îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì Äàéñîíà:

G(pωn) =
i

iωn − ε(p) + µ− Σ(pωn)
ωn = (2n+ 1)πT (11.95)

Ïîä÷åðêíåì, îäíàêî, ÷òî ìàöóáàðîâñêèå ôóíêöèè Ãðèíà âîâñå íå èìåþò ñìûñëà
ôóíêöèé ðàñïðîñòðàíåíèÿ (àìïëèòóä ïåðåõîäà) êâàíòîâîé ìåõàíèêè!

Âû÷èñëåíèå ìàöóáàðîâñêèõ ôóíêöèé Ãðèíà äàåò ïðèíöèïèàëüíóþ âîçìîæíîñòü
íàõîæäåíèÿ ëþáûõ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí â ìíîãî÷àñòè÷íîé ñèñòåìå ïðè êî-
íå÷íûõ òåìïåðàòóðàõ. Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî ïîñòðîèòü äèàãðàììíîå ðàçëîæåíèå äëÿ
ïîïðàâêè îò âçàèìîäåéñòâèÿ ê òåðìîäèíàìè÷åñêîìó ïîòåíöèàëó Ω [30]. Ñîîòâåò-
ñòâóþùèå äèàãðàììû íèçøèõ ïîðÿäêîâ ïîêàçàíû íà Ðèñ. 11-11. Äëÿ êîíêðåòíîñòè
ïðèâåäåíû äèàãðàììû äëÿ çàäà÷è âçàèìîäåéñòâóþùèõ ôåðìèîíîâ. Ðÿä òåîðèè âîç-
ìóùåíèé äëÿ∆Ω èìååò âèä çàìêíóòûõ ïåòåëü, ïðè ýòîì íóæíî îãðàíè÷èòüñÿ òîëüêî
ñâÿçàííûìè äèàãðàììàìè. Íåêîòîðàÿ îñëîæíÿþùàÿ îñîáåííîñòü ýòîãî ðàçëîæåíèÿ
ñîñòîèò â ïîÿâëåíèè â ýòîì ðÿäó êîìáèíàòîðíîãî ôàêòîðà 1

n ïåðåä âêëàäîì n-ãî
ïîðÿäêà. Ýòî äåëàåò ðÿä äëÿ ∆Ω âåñüìà íåóäîáíûì äëÿ ñóììèðîâàíèÿ áåñêîíå÷íûõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äèàãðàìì. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ∆Ω íå ñóùåñòâóåò íè÷åãî ïîäîá-
íîãî óðàâíåíèþ Äàéñîíà. Ïîñêîëüêó Ω = −V P (µ, T ), ðå÷ü çäåñü ôàêòè÷åñêè èäåò î
âû÷èñëåíèè ïîïðàâêè ê äàâëåíèþ ∆P = P − P0(µ, T ), ãäå P0 � äàâëåíèå â ñèñòåìå
ñâîáîäíûõ ÷àñòèö (èäåàëüíîì ãàçà), ò.å. î ïîïðàâêàõ îò âçàèìîäåéñòâèÿ ê óðàâíåíèþ
ñîñòîÿíèÿ.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò äèàãðàììíàÿ òåõíèêà, ïðåäëîæåííàÿ
Êåëäûøåì, ïðèãîäíàÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ïðè êîíå÷íûõ òåìïåðàòóðàõ è, ÷òî áî-
ëåå âàæíî, äëÿ àíàëèçà íåðàâíîâåñíûõ ïðîöåññîâ â ìíîãî÷àñòè÷íûõ ñèñòåìàõ â ðå-
àëüíîì âðåìåíè. Äîñòàòî÷íî ïîäðîáíîå èçëîæåíèå ýòîãî àïïàðàòà ìîæíî íàéòè â
[17].
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Ïðèëîæåíèå A

Äâèæåíèå â ôàçîâîì
ïðîñòðàíñòâå, ýðãîäè÷íîñòü è
ïåðåìåøèâàíèå.

A.1 Ýðãîäè÷íîñòü.

Èç êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè èçâåñòíî, ÷òî äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ
ëþáîé êîíñåðâàòèâíîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû ìîãóò áûòü çàïèñàíû â ãàìèëüòîíîâîé
ôîðìå:

q̇k =
∂H

∂pk
ṗk = −∂H

∂qk
(A.1)

ãäå qk, pk � îáîáùåííûå êîîðäèíàòû è èìïóëüñû (k = 1, 2, ..., n = 3N , ò.å. âñåãî
2n = 6N óðàâíåíèé, ãäå N � ÷èñëî ÷àñòèö â ñèñòåìå, n � ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû),

H(p, q) = H(p1, p2, ..., pn; q1, q2, ..., qn) (A.2)

ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû, ðàâíûé ïîëíîé ýíåðãèè, âûðàæåííîé êàê ôóíêöèÿ îáîáùåí-
íûõ êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ. Ãàìèëüòîíîâà ôóíêöèÿ ñâÿçàíà ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà
L èçâåñòíûì ñîîòíîøåíèåì:

H =
n∑
k=1

pk q̇k − L (A.3)

Â äàëüíåéøåì, â ýòîì ðàçäåëå, ìû ñëåäóåì, â îñíîâíîì, êíèãå [12].

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (A.3) ìîæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü, à ðåøåíèÿ çàïèñàòü â âèäå:

pk = φk(q
0
l , p

0
l , t) qk = ψk(q

0
l , p

0
l , t) (A.4)

ãäå q0l , p
0
l � íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ. Ïðè ýòîì ôóíêöèè φk, ψk

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé (ïî òåîðåìå åäèíñòâåííîñòè) îäíîçíà÷íûå è íåïðåðûâíûå ôóíê-
öèè àðãóìåíòîâ q0l , p

0
l .

×òîáû ïîëó÷èòü èíòåãðàëû äâèæåíèÿ (ñîõðàíÿþùèåñÿ âåëè÷èíû), ïîñòóïèì ñëå-
äóþùèì îáðàçîì. Ðàçäåëèì íà óðàâíåíèå ṗ1 = − ∂H

∂q1
îñòàëüíûå 2n − 1 óðàâíåíèé

227
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(A.1). Òîãäà ïîëó÷èì:

dq1
dp1

= −
∂H
∂p1
∂H
∂q1

,...,
dpn
dp1

= −
∂H
∂qn
∂H
∂q1

(A.5)

Ýòà ñèñòåìà óðàâíåíèé íå ñîäåðæèò âðåìåíè t (äëÿ H íå çàâèñÿùåãî îò t) è îïðåäå-
ëÿåò, òàêèì îáðàçîì, ñîõðàíÿþùèåñÿ âåëè÷èíû. Âñåãî ó íåå èìååòñÿ 2n− 1 èíòåãðà-
ëîâ, ïðè÷åì â ýòî ÷èñëî âõîäèò, î÷åâèäíî, èíòåãðàë ýíåðãèè, êîòîðûé ìû îáîçíà÷èì
êàê:

Φ1(q, p) ≡ H(p, q) = α1 = E (A.6)

òîãäà êàê îñòàëüíûå 2n− 2 èíòåãðàëà äâèæåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü êàê:

Φ2(q, p) = α2,...,Φn(q, p) = αn

Ψ2(q, p) = β2,...,Ψn(q, p) = βn (A.7)

ãäå α1, ..., αn;β2, ..., βn � ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ. Åùå îäèí èíòåãðàë äâèæåíèÿ
ìîæíî ïîëó÷èòü ðåøàÿ óðàâíåíèå ṗ1 = −∂H/∂q1 è èñïîëüçóÿ (A.6),(A.7). Îí ìîæåò
áûòü çàïèñàí â âèäå:

Ψ1(q, p) = t+ β1 (A.8)

Äåéñòâèòåëüíî, ïðèáàâëåíèå ê t ïðîèçâîëüíîé êîíñòàíòû íå íàðóøàåò óðàâíåíèé
äâèæåíèÿ, òàê êàê âðåìÿ t âõîäèò â íèõ òîëüêî ïîä çíàêîì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.

Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé ïðèìåð ñèñòåìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû � ãàðìîíè-
÷åñêèé îñöèëëÿòîð. Òîãäà (ïîëàãàÿ ìàññó m = 1) ãàìèëüòîíèàí èìååò âèä:

H =
1

2
(p2 + ω2q2). (A.9)

Óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà èìåþò âèä:

q̇ =
∂H

∂p
= p ṗ = −∂H

∂q
= −ω2q (A.10)

è èìåþò ñëåäóþùèå ðåøåíèÿ (èíòåãðàëû):

q = q0 cosωt+
p0

ω
sinωt p = −ωq0 sinωt+ p0 cosωt (A.11)

÷òî ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå èíòåãðàëà ýíåðãèè

2H = p2 + ω2q2 = 2E (A.12)

è ñîîòíîøåíèÿ, îïðåäåëÿþùåãî çàâèñèìîñòü p è q îò âðåìåíè:

1

ω
arccos

ωq√
p2 + ω2q2

= t+ β (A.13)

Ñèñòåìå ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû, â ñîîòâåòñòâèè ñî ñêàçàííûì âûøå, îòâå÷àþò
ýòè äâà èíòåãðàëà äâèæåíèÿ. Ñîñòîÿíèå îñöèëëÿòîðà ìîæíî èçîáðàçèòü òî÷êîé íà
ôàçîâîé ïëîñêîñòè (p, q), ïðåäñòàâëÿþùåé ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ýòîé ïðîñòåéøåé
ñèñòåìû. Äâèæåíèå ñèñòåìû ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïåðåìåùåíèåì ôàçîâîé òî÷êè ïî �ôà-
çîâîé ïîâåðõíîñòè� (ëèíèè íà ïëîñêîñòè (p, q)), îïðåäåëÿåìîé âåëè÷èíîé ýíåðãèè E.
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Ðèñ. A.1: Ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà. Ïîêàçàíû èçîýíåðãå-
òè÷åñêèå "ïîâåðõíîñòè ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ýëëèïñû, ñîîòâåòñòâóþùèå îñöèëëÿ-
òîðàì, îòëè÷àþùèìñÿ íà ∆E ïî ýíåðãèè. Ìèêðîêàíîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ðàâíà êîíñòàíòå, îòëè÷íîé îò íóëÿ â ïîëîñêå Ω ìåæäó ýòèìè ýëëèïñàìè.

Ýòè ëèíèè ïîñòîÿííîé ýíåðãèè, êàê î÷åâèäíî èç (A.12), ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñåìåé-
ñòâî ïîäîáíûõ ýëëèïñîâ (ñì. Ðèñ.A-1). Âòîðîé èíòåãðàë (A.13) îïðåäåëÿåò ñêîðîñòü
äâèæåíèÿ ôàçîâîé òî÷êè ïî ýòèì êðèâûì. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî èíòåãðàëû óðàâíå-
íèé äâèæåíèÿ îñöèëëÿòîðà (A.11) ñ èñïîëüçîâàíèåì (A.12),(A.13) ìîæíî ïåðåïèñàòü
òàêæå â âèäå:

q =

√
2E

ω
sinω(t+ β) p =

√
2E cos(t+ β). (A.14)

Äëÿ ýòîé ïðîñòåéøåé ñèñòåìû ñðåäíåå ïî âðåìåíè âû÷èñëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíî. Â ñèëó
ïåðèîäè÷íîñòè äâèæåíèÿ (A.14) ñðåäíåå îò ëþáîé ôóíêöèè F (q, p) çà áåñêîíå÷íî
áîëüøîé ïðîìåæóòîê âðåìåíè ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê ñðåäíåìó ïî ïåðèîäó T = 2π

ω :

F̃ =
ω

2π

∫ 2π
ω

0

dtF

{√
2E

ω
sinω(t+ β),

√
2E cosω(t+ β)

}
. (A.15)

Ýòî ñðåäíåå çàâèñèò îò E, ïðè÷åì E èìååò çäåñü îïðåäåëåííîå çíà÷åíèå. Ìîæíî
íå ìåíÿÿ âåëè÷èíû (A.15) âçÿòü îò íåãî ñðåäíåå çíà÷åíèå ïî áåñêîíå÷íî ìàëîìó
èíòåðâàëó çíà÷åíèé E:

F̃ = lim
∆E→0

1

∆E

∫ E+∆E

E

dEF̃ =

= lim
∆E→0

ω

2π∆E

∫ E+∆E

E

dE

∫ 2π
ω

0

dtF

{√
2E

ω
sinω(t+ β),

√
2E cosω(t+ β)

}
. (A.16)

Ïðîâåäåì çäåñü çàìåíó ïåðåìåííûõ � îò E è t ïåðåéäåì ê q è p. Ïîëüçóÿñü (A.14)
âû÷èñëÿåì ÿêîáèàí ïåðåõîäà:

∂(q, p)

∂(t, E)
=

∣∣∣∣∣
√
2E cosω(t+ β) 1

ω
√
2E

sinω(t+ β)

−ω
√
2E sinω(t+ β) 1√

2E
cosω(t+ β)

∣∣∣∣∣ = 1 (A.17)
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Òîãäà ïîëó÷àåì:

F̃ = lim
∆E→0

ω

2π∆E

∫
dq

∫
dpF (q, p) (A.18)

ãäå èíòåãðèðîâàíèå ðàñïðîñòðàíåíî íà áåñêîíå÷íî óçêóþ ïîëîñêó ìåæäó ýëëèïñàìè
ïîñòîÿííîé ýíåðãèè E è E +∆E.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû ìîæíî îïðåäåëèòü ìèêðîêàíîíè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå äëÿ îñ-
öèëëÿòîðà, çàäàâ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ρ(p, q) ðàâíîé êîíñòàíòå (íå çàâèñÿùåé îò
êîíêðåòíûõ çíà÷åíèé p è q) â ïîëîñêå Ω ìåæäó ýëëèïñîì p2+ω2q2 = 2E è ýëëèïñîì
p2 + ω2q2 = 2(E +∆E) è ðàâíîé íóëþ âíå ýòîé ïîëîñêè (ñì. Ðèñ.A-1):

ρ(p, q) =

{
ω

2π∆E ïðè p, q ⊂ Ω
0 ïðè p, q ̸⊂ Ω

(A.19)

ãäå äëÿ îáåñïå÷åíèÿ íîðìèðîâêè ρ(p, q) íà åäèíèöó ìû ó÷ëè, ÷òî ïëîùàäü ïîëîñêè
Ω ðàâíà:

∆(πab) = ∆

(
2πE

ω

)
=

2π∆E

ω
, (A.20)

ãäå ÷åðåç a è b îáîçíà÷èëè ïîëóîñè ýëëèïñà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ýíåðãèè E. Òîãäà
ìèêðîêàíîíè÷åñêîå ñðåäíåå (ïî ôàçîâîìó ïðîñòðàíñòâó) îò F (q, p) ðàâíî:

< F >=

∫
dpdqρ(p, q)F (q, p) = lim

∆E→0

ω

2π∆E

∫ ∫ p2+ω2q2=2E

p2+ω2q2=2(E+∆E)

dpdqF (q, p) (A.21)

Ñðàâíèâàÿ (A.18) è (A.21) âèäèì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ñèñòå-
ìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû ñðåäíåå ïî âðåìåíè ïðîñòî ñîâïàäàåò ñ ìèêðîêàíîíè-
÷åñêèì ñðåäíèì.

Â îáùåì ñëó÷àå èíòåãðàëû óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà ìîæíî, êàê ìû âèäåëè âûøå,
ïðåäñòàâèòü â âèäå:

pk = φk(t+ β1, β2, ..., βn, α1, α2, ...αn)

qk = ψk(t+ β1, β2, ..., βn, α1, α2, ...αn) (A.22)

èëè â ñîêðàùåííîé çàïèñè:

X = Φ(t+ β1, β2, ..., βn, α1, α2, ...αn) (A.23)

Ñðåäíåå ïî âðåìåíè îò ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû F (X) ðàâíî:

F̃ = lim
T→∞

1

T

∫ ∞

0

dtF (X) =

= lim
T→∞

1

T

∫ ∞

0

dtF{Φ(t+ β1, β2, ..., βn, α1, α2, ...αn)} (A.24)

Ýòî ñðåäíåå, î÷åâèäíî, âîîáùå ãîâîðÿ çàâèñèò îò âñåõ 2n − 1 ïîñòîÿííûõ èíòåãðè-
ðîâàíèÿ (èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ) β2, ..., βn, α1, α2, ...αn, êðîìå β1, îò êîòîðîé îíî íå
çàâèñèò. Â òîæå âðåìÿ, â îñíîâíîé ÷àñòè êóðñà, ìû ïîêàçàëè, ÷òî ñòàòèñòèêî � ìåõà-
íè÷åñêèå ñðåäíèå îò ëþáîé ôóíêöèè ñîñòîÿíèÿ â ðàâíîâåñèè çàâèñÿò ëèøü îò îäíîãî
èíòåãðàëà äâèæåíèÿ � ýíåðãèè1. Ïîýòîìó ðàññìàòðèâàåìûå íàìè ìíîãî÷àñòè÷íûå

1Ïðè ôèêñèðîâàííûõ âíåøíèõ ïàðàìåòðàõ òèïà îáúåìà, äàâëåíèÿ, ôèçè÷åñêèõ ïîëåé è ò.ï.



A.1. Ýðãîäè÷íîñòü. 231

ñèñòåìû äîëæíû îáëàäàòü òåì ñïåöèàëüíûì ñâîéñòâîì, ÷òî äëÿ íèõ ñðåäíèå ïî âðå-
ìåíè îò ëþáîé îäíîçíà÷íîéôóíêöèè ñîñòîÿíèÿ çàâèñÿò òîëüêî îò èíòåãðàëà ýíåðãèè
α1 = E:

F̃ (X) = fF (E) (A.25)

Òàêèå ñèñòåìû íàçûâàþòñÿ ýðãîäè÷åñêèìè. Äëÿ ýðãîäè÷åñêîé ñèñòåìû ñðåäíåå ïî
âðåìåíè îò ëþáîé îäíîçíà÷íîé ôóíêöèè ñîñòîÿíèÿ ðàâíî ñðåäíåìó ñòàòèñòè÷åñêîìó
ïî ìèêðîêàíîíè÷åñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ.

Â ñàìîì äåëå, ðàññìîòðèì ìèêðîêàíîíè÷åñêîå ñðåäíåå:

< F >=

∫
dXF (X)wE(X) (A.26)

ãäå

wE(X) =
δ{H(X)− E}

Ω(E)
. (A.27)

Òàê êàê âåëè÷èíà < F > îò âðåìåíè íå çàâèñèò, òî ñðåäíåå ïî âðåìåíè îò íåå ðàâíî
åé ñàìîé, òàê ÷òî:

< F >= <̃ F > = lim
T→∞

1

T

∫ T

0

dt

∫
dXF (X)wE(X). (A.28)

Ïåðåìåííûå X îïðåäåëÿþò ñîñòîÿíèå ñèñòåìû â ìîìåíò âðåìåíè t, çàìåíèì èõ ïå-
ðåìåííûìè X0, îïðåäåëÿþùèìè ñîñòîÿíèå ñèñòåìû â ìîìåíò âðåìåíè t = 0. Ýòè
ïåðåìåííûå ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ðåøåíèÿìè óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà, ÷òî ìîæíî
çàïèñàòü êàê:

X = Φ(t,X0) (A.29)

ñëåäîâàòåëüíî
F (X) = F{Φ(t,X0)} (A.30)

Î÷åâèäíî, ÷òî H(X) = H(X0), òàê ÷òî

wE(X) =
δ{H(X)− E}

Ω(E)
=
δ{H(X0)− E}

Ω(E)
= wE(X0), (A.31)

à ïî òåîðåìå Ëèóâèëëÿ èìååì dX = dX0. Ïîýòîìó ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííûõ èìååì:

< F >= lim
T→∞

1

T

∫ T

0

dt

∫
dX0wE(X0)F{Φ(t,X0)} (A.32)

Èçìåíèì ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ ïî t è X0, òîãäà ïîëó÷èì:

< F >=

∫
dX0wE(X0) lim

T→∞

1

T

∫ T

0

dtF{Φ(t,X0)} =

∫
dX0wE(X0)F̃ (A.33)

Îäíàêî, â ñèëó óñëîâèÿ ýðãîäè÷íîñòè ñðåäíåå ïî âðåìåíè F̃ çàâèñèò òîëüêî îò ýíåð-
ãèè H(X0), à èìåííî:

F̃ = fF [H(X0)] (A.34)

ïîýòîìó

< F >=

∫
dX0wE(X0)fF [H(X0)] (A.35)
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Íî wE(X0) îòëè÷íà îò íóëÿ òîëüêî ïðè H = E, òàê ÷òî fF (H) ìîæíî âûíåñòè çà
çíàê èíòåãðàëà, ïîëîæèâ H = E. Òîãäà ïîëó÷àåì:

< F >= fF (E)

∫
dX0wE(X0) = fF (E) = F̃ (A.36)

ãäå ó÷ëè, ÷òî èíòåãðàë ðàâåí åäèíèöå ïî óñëîâèþ íîðìèðîâêè. Òàêèì îáðàçîì ðà-
âåíñòâî âðåìåííîãî è ìèêðîêàíîíè÷åñêîãî ñðåäíèõ äîêàçàíî.

Ìîãóò-ëè ñóùåñòâîâàòü ýðãîäè÷åñêèå ìåõàíè÷åñêèå ñèñòåìû â ñìûñëå äàííîãî
âûøå îïðåäåëåíèÿ? Êàçàëîñü-áû íåò, ïîñêîëüêó ñðåäíåå ïî âðåìåíè (A.24) çàâåäîìî
çàâèñèò äðóãèõ èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ α2, α3, ..., βn. Ïóñòü îäèí èç íèõ Φ2(X) = α2.
Ñðåäíåå ïî âðåìåíè îò ôóíêöèè Φ2(X) î÷åâèäíî ðàâíî α2 è çàâèñèò âîâñå íå îò èí-
òåãðàëà ýíåðãèè E = α1, à îò α2. Äåëî, îäíàêî, â òîì, ÷òî äëÿ ýðãîäè÷åñêèõ ñèñòåì
ëåâûå ÷àñòè âñåõ èíòåãðàëîâ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ Φk = αk,Ψk = βk (k = 2, ..., n),
êðîìå èíòåãðàëîâ ýíåðãèè, èìïóëüñà è ìîìåíòà èìïóëüñà ÿâëÿþòñÿ ìíîãîçíà÷íûìè
ôóíêöèÿìè êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ (ïðè÷åì èõ íåëüçÿ ïðåîáðàçîâàòü ê îäíîçíà÷-
íûì). Ýòî âñåãäà òàê äëÿ ñèñòåì ñ íåðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè (à ñèñòåìû ñ
ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè òðèâèàëüíû - îíè òî÷íî ðåøàþòñÿ è íàçûâàþòñÿ
òàêæå èíòåãðèðóåìûìè, èõ äâèæåíèå íå ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì è ñòàòèñòèêà äëÿ èõ
îïèñàíèÿ íå íóæíà!)2. Ðàññìàòðèâàÿ ïîêîÿùèåñÿ è íåâðàùàþùèåñÿ ìíîãî÷àñòè÷íûå
ñèñòåìû ìû çàáûâàåì ïðî èíòåãðàëû èìïóëüñà è ìîìåíòà, ÷òî æå êàñàåòñÿ ýðãî-
äè÷íîñòè, òî òåïåðü ñòàíîâèòñÿ ïîíÿòíîé ñäåëàííàÿ âûøå ïðè åå îïðåäåëåíèè âàæ-
íàÿ îãîâîðêà îá îäíîçíà÷íîñòè ôóíêöèè F (q, p). Ñ òî÷êè çðåíèÿ ôèçè÷åñêîé çàäà-
÷è, î÷åâèäíî, èìååò ñìûñë ðàññìàòðèâàòü òîëüêî îäíîçíà÷íûå ôóíêöèè ñîñòîÿíèÿ.
Ïðåäìåòîì ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè, åñòåñòâåííî, ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå äîñòàòî÷íî
"ñëîæíûõ"(ñîâåðøàþùèõ ñëîæíîå äâèæåíèå) íåèíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì. Â ïîñëåä-
íèå äåñÿòèëåòèÿ áûëî èçó÷åíî äîâîëüíî ìíîãî êîíêðåòíûõ ïðèìåðîâ òàêèõ ñèñòåì,
ñîñòîÿùèõ äàæå èç âåñüìà íåáîëüøîãî ÷èñëà ÷àñòèö (ò.å. ñèñòåì äàæå ñ íåáîëüøèì
÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû) è ïðîÿâëÿþùèõ âñå ñâîéñòâà ýðãîäè÷åñêîãî äâèæåíèÿ [14].

A.2 Òåîðåìà âîçâðàòà Ïóàíêàðå.

Ïðîäîëæèì îáñóæäåíèå õàðàêòåðà äâèæåíèÿ íàøèõ ñèñòåì â ôàçîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå, ïåðåéäÿ íà íåñêîëüêî áîëåå àáñòðàêòíûé ÿçûê. Ïóñòü èìååòñÿ ôàçîâàÿ òî÷êà
(p, q). Îïðåäåëèì îïåðàòîð ñäâèãà âî âðåìåíè T̂ (t) íà âåëè÷èíó t:

(q(t), p(t)) = T̂ (t)(q(0), p(0)) (A.37)

êîòîðûé, ôàêòè÷åñêè, ïîëíîñòüþ îïèñûâàåò äâèæåíèå ôàçîâîé òî÷êè è îïðåäåëÿ-
åòñÿ óðàâíåíèÿìè Ãàìèëüòîíà. Ìû íå áóäåì çàíèìàòüñÿ ÿâíûì ïîñòðîåíèåì òàêèõ
îïåðàòîðîâ äëÿ êîíêðåòíûõ ñèñòåì, ÿñíî, ÷òî â ïðèíöèïå îíè âñåãäà ñóùåñòâóþò.
Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ âûðàæàåò ñîõðàíåíèå ïðîèçâîëüíîãî ôàçîâîãî îáúåìà Γ ïîä äåé-
ñòâèåì îïåðàòîðà T̂ :

Γ(t) = T̂ (t)Γ(0) = Γ(0) (A.38)

Èç òåîðåìû Ëèóâèëëÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòî äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà Ïóàíêàðå î âîçâðàòå
[14]. Ïóñòü êîíñåðâàòèâíàÿ ñèñòåìà (H íå çàâèñèò îò âðåìåíè) ñîâåðøàåò ôèíèòíîå

2Ïîäðîáíåå îá ýòîì íàïèñàíî â ïàðàãðàôå 52 êíèãè [13], ãäå ïîêàçàíî, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ñèñòåì
ñ íåðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè íàáîð îäíîçíà÷íûõ èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ îãðàíè÷èâàåòñÿ òåìè,
ïîñòîÿíñòâî êîòîðûõ åñòü âûðàæåíèå ñâîéñòâ îäíîðîäíîñòè è èçîòðîïèè ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè,
ò.å. çàêîíàìè ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè, èìïóëüñà è ìîìåíòà
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(ò.å. â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà) äâèæåíèå. Ðàññìîòðèì íåêî-
òîðóþ îáëàñòü (ìíîæåñòâî òî÷åê) ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà A è âûáåðåì â íåé òî÷êó
z0 = (q0, p0) â êà÷åñòâå íà÷àëüíîé. Òîãäà, êàê îêàçûâàåòñÿ, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî
ïî èñòå÷åíèè íåêîòîðîãî âðåìåíè ñèñòåìà ñ íåèçáåæíîñòüþ âåðíåòñÿ â îáëàñòü A
(òåîðåìà Ïóàíêàðå). Èñêëþ÷åíèåì ìîæåò áûòü òîëüêî ìíîæåñòâî íà÷àëüíûõ òî÷åê
èç A ìåðû íóëü. Äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî ïðîâåñòè îò ïðîòèâíîãî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
B ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê èç A, êîòîðûå íèêîãäà íå âîçâðàùàþòñÿ â A. Ïóñòü ÷åðåç
íåêîòîðîå áîëüøîå âðåìÿ t1 ìíîæåñòâî òî÷åê B ïåðåõîäèò â B1:

T̂ (t1)B = B1 (A.39)

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ B ïåðåñå÷åíèå B1 è A ðàâíî íóëþ:

B1 ∩A = ∅ (A.40)

×åðåç èíòåðâàë t2 = 2t1 èìååì:

T̂ (2t1)B = T̂ (t1)B1 ≡ B2 (A.41)

Òîãäà èìååì è
B2 ∩B1 = ∅ (A.42)

Åñëè áû ýòî áûëî íå òàê, òî ñóùåñòâîâàëè áû òî÷êè, êîòîðûå íå âûõîäÿò èç îáëà-
ñòè B1. Íî èç îáðàòèìîñòè óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà ñëåäóåò, ÷òî ýòè òî÷êè íå ìîãëè
áû è âîéòè â B1. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò èõ ïðîøëîìó: ïðè t = 0, ïî íàøåìó ïðåäïîëî-
æåíèþ, îíè ïðèíàäëåæàëè A. Ïðîäîëæàÿ ïðèìåíÿòü îïåðàòîð T̂ (nt1) ê B, ïîëó÷èì
áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü B1, B2, ... íåïåðåñåêàþùèõñÿ îáðàçîâ ìíîæåñòâà B.
Ñîãëàñíî òåîðåìå Ëèóâèëëÿ:

Γ(B) = Γ(B1) = Γ(B2) = ..., (A.43)

òàê ÷òî â ïðîöåññå äâèæåíèÿ òî÷êè èç B ïîêðûâàþò ôàçîâûé îáúåì Γ = ∞. Îäíàêî
èç ôèíèòíîñòè äâèæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ýòà îáëàñòü äîëæíà áûòü êîíå÷íîé. Ïîñëåäíåå
âîçìîæíî ëèøü â ñëó÷àå Γ(B) = 0, ÷òî è äîêàçûâàåò òåîðåìó Ïóàíêàðå.

Èç òåîðåìû Ïóàíêàðå ñëåäóåò, ÷òî ñèñòåìà áóäåò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç âîçâðà-
ùàòüñÿ â èñõîäíóþ îáëàñòü A. Êàçàëîñü áû ýòî ïðîòèâîðå÷èò íåîáðàòèìîé ýâîëþöèè
ìíîãî÷àñòè÷íûõ ñèñòåì, íàáëþäàþùåéñÿ íà ýêñïåðèìåíòå, è âîçìîæíîñòè åå îïèñà-
íèÿ íà îñíîâå ïðåäñòàâëåíèé ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè. Íà ñàìîì äåëå ýòî íå òàê.
Ðàññìîòðèì ïîíÿòèå ñðåäíåãî âðåìåíè âîçâðàòà èëè âðåìåíè öèêëà Ïóàíêàðå. Ïðî-
âåäåì åãî ãðóáóþ îöåíêó äëÿ ïðîñòåéøåé ìíîãî÷àñòè÷íîé ñèñòåìû � èäåàëüíîãî
ãàçà [33]. Ïóñòü â îáúåìå V íàõîäèòñÿ N ìîëåêóë ãàçà. Áóäåì ïîíèìàòü ïîä âîçâðà-
òîì ïîâòîðåíèå íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ êàæäîé ìîëåêóëû ñ òî÷íîñòüþ ∆v ïî ñêîðî-
ñòè è ∆x ïî êîîðäèíàòå. Ýòîé òî÷íîñòè ñîîòâåòñòâóåò îáúåì ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà
∆Γ = [m∆v∆x]3N , òîãäà êàê âñåìó íàáîðó ñîñòîÿíèé ãàçà ñ ôèêñèðîâàííîé ýíåðãèåé

E =
∑
i
mv2i
2 = 3

2NT ñîîòâåòñòâóåò îáúåì3:

Γ ≈ C3N (m2
∑
i

v2i )
3N/2V N ≈ C3N (3NTm)

3N/2
V N . (A.44)

3Çäåñü C3N ≈
(
2πe
3N

)3N/2
ñâÿçàíî ñ êîíñòàíòîé â âûðàæåíèè äëÿ îáúåìà n-ìåðíîãî øàðà Vn =

CRn, òî÷íîå âûðàæåíèå Cn = 2πn/2

nΓ(n/2)
ïðè n ≫ 1, ñ ó÷åòîì àñèìïòîòèêè Γ-ôóíêöèè Γ(n/2) ≈

(2π)1/2(n/2)(n−1)/2e−n/2 äàåò Cn ≈
(
2πe
n

)n/2
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Ïðåæäå ÷åì âåðíóòüñÿ ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ â èñõîäíîå ïîëîæåíèå, ôàçîâàÿ òî÷êà,
èçîáðàæàþùàÿ ñèñòåìó äîëæíà ïðîéòè ÷èñëî ñîñòîÿíèé, ðàâíîå ïî ïîðÿäêó ∼ Γ

∆Γ .
Ïóñòü τ � íåêîòîðîå õàðàêòåðíîå âðåìÿ â ãàçå, íàïðèìåð âðåìÿ ñâîáîäíîãî ïðîáåãà
ìîëåêóëû. Òîãäà äëÿ âðåìåíè âîçâðàòà ìîæíî íàïèñàòü ñëåäóþùóþ ãðóáóþ îöåíêó:

τR ∼ τ
Γ

∆Γ
∼ C3N

(
V

∆x3

)N (
3NT

m∆v2

)3N/2

τ ∼
(

V

∆x3

)N (
T

m∆v2

)3N/2

τ. (A.45)

Ïóñòü ∆x ∼ 0.1(V/N)1/3, ò.å. ïîðÿäêà 10% ìåæ÷àñòè÷íîãî ðàññòîÿíèÿ â ãàçå, à
∆v ∼ 0.1(T/m)1/2, ò.å. ïîðÿäêà 10% ñðåäíåé ñêîðîñòè, òàê ÷òî óñëîâèÿ íà "âîç-
âðàò"äîâîëüíî ìÿãêèå. Òîãäà ïîëó÷àåì:

τR ∼ τ(10N)N (102)3N/2 ∼ τNN (A.46)

Äëÿ 1cm3 ãàçà â íîðìàëüíûõ óñëîâèÿõ N ∼ 1018, òàê ÷òî

τR
τ

∼ (1018)10
18

∼ 102 1019 (A.47)

è îòíîøåíèå âðåìåíè âîçâðàòà τR ê âðåìåíè ñâîáîäíîãî ïðîáåãà τ ∼ 10−6ñåê, ê
îäíîé ñåêóíäå, ê îäíîìó ãîäó, èëè äàæå ê õàðàêòåðíîìó âðåìåíè �ñóùåñòâîâàíèÿ�
íàøåé Âñåëåííîé (∼ 1010ëåò ∼ 1017ñåê) ñ ëîãàðèôìè÷åñêîé òî÷íîñòüþ îäèíàêîâî è

ñîñòàâëÿåò âåëè÷èíó ïîðÿäêà 102 1019 . Òàêèì îáðàçîì âðåìÿ öèêëà Ïóàíêàðå äàæå
äëÿ ñòîëü ïðîñòîé ñèñòåìû íåâîîáðàçèìî îãðîìíî, à âåðîÿòíîñòü âîçâðàòà ñîîòâåò-
ñòâåííî íåâîîáðàçèìî ìàëà. Íàèáîëåå âåðîÿòíûì ïîýòîìó ÿâëÿåòñÿ íàáëþäàåìîå
íà ýêñïåðèìåíòå íåîáðàòèìîå ïîâåäåíèå ìíîãî÷àñòè÷íûõ ñèñòåì.

A.3 Íåóñòîé÷èâîñòü òðàåêòîðèé è ïåðåìåøèâàíèå.

Ðàññìîòðèì äâèæåíèå êàïëè �ôàçîâîé æèäêîñòè� â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Õàðàê-
òåð ýòîãî äâèæåíèÿ ìîæåò áûòü î÷åíü ñëîæíûì, ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ãðàíèöû êàïëè
ìîãóò ïðèîáðåòàòü �àìåáîîáðàçíóþ� ôîðìó, à êàïëÿ ýôôåêòèâíî çàïîëíÿåò ðàçëè÷-
íûå îáëàñòè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà (ñì. Ðèñ.A-2). Îáúåì êàïëè ïðè ýòîì ñîõðà-
íÿåòñÿ (òåîðåìà Ëèóâèëëÿ). Òàêîå äâèæåíèå íàçûâàåòñÿ ïåðåìåøèâàþùèì. Òî÷êè,
êîòîðûå â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè áûëè áëèçêè, ñ òå÷åíèåì âðåìåíè óäàëÿþòñÿ
äðóã îò äðóãà è íà÷èíàþò äâèãàòüñÿ ôàêòè÷åñêè íåçàâèñèìî. Ñâîéñòâî ïåðåìåøèâà-
íèÿ åñòåñòâåííî îæèäàòü ó ñèñòåì, õàðàêòåðèçóþùèìñÿ íåóñòîé÷èâûì äâèæåíèåì,
ó êîòîðûõ èçíà÷àëüíî áëèçêèå ôàçîâûå òðàåêòîðèè áûñòðî (ýêñïîíåíöèàëüíî) óäà-
ëÿþòñÿ äðóã îò äðóãà, èëè, èíà÷å ãîâîðÿ, ñêîëü óãîäíî ìàëûå âîçìóùåíèÿ íà÷àëü-
íûõ óñëîâèé ïðèâîäÿò ê ñêîëü óãîäíî ñèëüíîìó îòêëîíåíèþ ôàçîâîé òðàåêòîðèè
îò ñâîåãî íåâîçìóùåííîãî âèäà. Åñëè ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì (à
íàñ èíòåðåñóåò êàê ðàç òàêîé ñëó÷àé � ñèñòåìà äâèæåòñÿ ïî ãèïåðïîâåðõíîñòè, ñîîò-
âåòñòâóþùåé êîíå÷íîé ýíåðãèè), òî ôàçîâûå òðàåêòîðèè íå ìîãóò ðàçîéòèñü èç-çà
íåóñòîé÷èâîñòè áîëåå ÷åì íà õàðàêòåðíûé ðàçìåð ïðîñòðàíñòâà è íà÷èíàþò �çàïó-
òûâàòüñÿ�. Åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç D(t) ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè â ôàçîâîì
ïðîñòðàíñòâå, ïðèíàäëåæàùèì äâóì ðàçíûì òðàåêòîðèÿì â ìîìåíò âðåìåíè t, òî
ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå ëîêàëüíîé íåóñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ âûãëÿäèò ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì [14] � ñóùåñòâóåò íàïðàâëåíèå â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå â êîòîðîì:

D(t) = D0e
h0t (A.48)
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Ðèñ. A.2: Êà÷åñòâåííàÿ ýâîëþöèÿ ôàçîâîé êàïëè ïðè ïåðåìåøèâàíèè.

ãäå èíêðåìåíò íåóñòîé÷èâîñòè (ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà h0 > 0) ÿâëÿåòñÿ, âîîáùå ãîâî-
ðÿ, ôóíêöèåé òî÷êè â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå è èìååò, êàê ìîæíî ïîêàçàòü [14], òàêæå
è ñòàòèñòè÷åñêèé ñìûñë îáðàòíîãî âðåìåíè �ðàñöåïëåíèÿ� êîððåëÿöèé òðàåêòîðèé
ïðè ïåðåìåøèâàþùåì äâèæåíèè. Î÷åâèäíî, ÷òî îáñóæäàåìàÿ êàðòèíà èìååò ïðÿ-
ìîå îòíîøåíèå ê èäåå îïèñàíèÿ ðîñòà ýíòðîïèè íà ÿçûêå îãðóáëåííîé ôóíêöèè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ, ðàññìîòðåííîé â îñíîâíîé ÷àñòè êóðñà. Âîçíèêàåò âîïðîñ � íåëüçÿ-ëè
îïðåäåëèòü ïîíÿòèå ýíòðîïèè òàê, ÷òîáû îíî ìîãëî ïðèìåíÿòüñÿ íåïîñðåäñòâåííî
ê äèíàìè÷åñêèì ñèñòåìàì, èñïîëüçóÿ òîëüêî ñâîéñòâà òðàåêòîðèé ñèñòåìû (à íå
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ)? Ýòà çàäà÷à áûëà ðåøåíà Êîëìîãîðîâûì, êîòîðûé ââåë
ïîíÿòèå äèíàìè÷åñêîé èëè K-ýíòðîïèè. Ðàññìîòðèì ñíîâà ýâîëþöèþ íåêîòîðîãî
íà÷àëüíîãî ýëåìåíòà ôàçîâîãî îáúåìà ∆Γ0. Â ñèëó òåîðåìû Ëèóâèëëÿ:

∆Γ(t) = ∆Γ0 (A.49)

îäíàêî ñòðóêòóðà ôàçîâîé êàïëè ìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì (ñð. Ðèñ.A-2). Â íåé ïîÿâ-
ëÿþòñÿ ïóçûðè, ïóñòîòû è ò.ï. Ñ ðîñòîì t �ïóçûð÷àòàÿ� ñòðóêòóðà ñòàíîâèòñÿ âñå
áîëåå ìåëêîé, à îãèáàþùàÿ ôàçîâîé êàïëè ðàñøèðÿåòñÿ è îãðàíè÷èâàåò âñå áîëüøèé
îáúåì. Âîçüìåì òåïåðü íåêîòîðóþ ε (ðàçìåðíîñòè Γ) è �îãðóáèì� ñòðóêòóðíóþ ñåòêó
ôàçîâîé êàïëè ñ òî÷íîñòüþ äî ε. Òîãäà êà÷åñòâåííî ÿñíî, ÷òî âñå òîíêèå ôàçîâûå
�íèòè� ñ òîëùèíîé ìåíüøå ε ýôôåêòèâíî �îäåíóòñÿ� è îãðóáëåííûé ôàçîâûé îáúåì

∆̃Γ(t) ôàêòè÷åñêè áóäåò ðàñòè ñî âðåìåíåì. Çíàÿ (A.48) íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî

∆̃Γ(t) = ∆Γ0e
ht (A.50)

ãäå h � íåêîòîðàÿ âåëè÷èíà, õàðàêòåðèçóþùàÿ óñðåäíåííûé ïî îáúåìó èíêðåìåíò
íåóñòîé÷èâîñòè ôàçîâûõ òðàåêòîðèé h0. Òîãäà ýíòðîïèÿ:

S = ln ∆̃Γ(t) = ln(∆Γ0e
ht) = ht+ ln∆Γ0 (A.51)

Íàñ èíòåðåñóåò îïðåäåëåíèå ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí, â òîì ÷èñëå è ýíòðîïèè S, ñ âîç-
ìîæíî áîëüøåé òî÷íîñòüþ. Ïðè òî÷íîñòè îãðóáëåíèÿ ε, î÷åâèäíî, ÷òî íå èìååò
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ñìûñëà âûáèðàòü ∆Γ0 ìåíüøå, ÷åì ε. Ïîýòîìó ïîëîæèì ∆Γ0 = ε è ïåðåéäåì ê
ïðåäåëó ε→ 0. Ðàññìîòðèì âûðàæåíèå:

lim
ε→0

lim
t→∞

1

t
ln ∆̃Γ(t) = lim

ε→0
lim
t→∞

1

t
(ht+ ln ε) = h (A.52)

Ýòî âûðàæåíèå è îïðåäåëÿåò K-ýíòðîïèþ h. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïîðÿäîê ïðåäåëüíûõ
ïåðåõîäîâ çäåñü êðàéíå ñóùåñòâåí. Ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå ñâîéñòâà K-ýíòðîïèè:

1. K-ýíòðîïèÿ h îïðåäåëÿåò ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ýíòðîïèè S â ðåçóëüòàòå ÷èñòî
äèíàìè÷åñêîãî ïðîöåññà ïåðåìåøèâàíèÿ òðàåêòîðèé â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå.

2. K-ýíòðîïèÿ h, èíêðåìåíò ëîêàëüíîé íåóñòîé÷èâîñòè h0 è îáðàòíîå âðåìÿ ðàñ-
öåïëåíèÿ âðåìåííûõ êîððåëÿöèé � âåëè÷èíû îäíîãî ïîðÿäêà.

Ýòè ñâîéñòâà ðàñêðûâàþò ôèçè÷åñêèé ñìûñë ýíòðîïèè Êîëìîãîðîâà.
Êàê ýíòðîïèÿ ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû S äîñòèãàåò ìàêñèìóìà? Ïðè ε→ 0, ò.å. ïðè

îïðåäåëåíèè ýíòðîïèè S(t) = ht (t→ ∞) ñî ñêîëü óãîäíî áîëüøîé òî÷íîñòüþ, ýíòðî-
ïèÿ S ìàêñèìóìà íå äîñòèãàåò, íî ïîëîæåíèå ìåíÿåòñÿ, åñëè ôèêñèðîâàòü êîíå÷íûé
ïîðÿäîê îãðóáëåíèÿ ε0. Òîãäà èç (A.50) ëåãêî íàéòè õàðàêòåðíîå âðåìÿ t0, â òå÷åíèå

êîòîðîãî îáëàñòü ∆Γ0 = ε0 ðàñøèðÿåòñÿ äî çíà÷åíèÿ ∆̃Γ = 1:

t0 =
1

h
ln

1

ε0
(A.53)

Çà ýòî âðåìÿ ôàçîâàÿ êàïëÿ ε0 ðàâíîìåðíî ðàñòåêàåòñÿ ïî âñåìó ôàçîâîìó îáúåìó
è äàëüíåéøèé ðîñò ýíòðîïèè ïðåêðàùàåòñÿ.



Ïðèëîæåíèå B

Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ìåõàíèêà è
òåîðèÿ èíôîðìàöèè.

B.1 Ñâÿçü ðàñïðåäåëåíèé Ãèááñà ñ ìàêñèìóìîì èí-
ôîðìàöèîííîé ýíòðîïèè.

Èíôîðìàöèîííàÿ ýíòðîïèÿ.

Ïîíÿòèå ýíòðîïèè â ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêå òåñíî ñâÿçàíî ñ àíàëîãè÷íûì ïîíÿ-
òèåì â òåîðèè èíôîðìàöèè [34]. Ñóùåñòâóåò äîâîëüíî îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà, ãäå
ýòà ñâÿçü äåòàëüíî îáñóæäàåòñÿ [35, 36], íèæå ìû îñòàíîâèìñÿ ëèøü íà íåñêîëü-
êèõ çàäà÷àõ, èëëþñòðèðóþùèõ íåêîòîðûå îñíîâíûå ïðèíöèïû, ñâÿçûâàþùèå ýòè
ôóíäàìåíòàëüíûå ïîíÿòèÿ.

Â óçêîì ïîíèìàíèè, òåîðèÿ èíôîðìàöèè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñòàòèñòè÷åñêóþ
òåîðèþ ñâÿçè, ò.å. ïåðåäà÷è ñèãíàëîâ, ñîîáùåíèé è ò.ï. [34]. Â êà÷åñòâå îñíîâíî-
ãî ïîíÿòèÿ â ýòîé òåîðèè ôèãóðèðóåò èíôîðìàöèîííàÿ ýíòðîïèÿ, âûñòóïàþùàÿ â
êà÷åñòâå ìåðû èíôîðìàöèè, ñîäåðæàùåéñÿ â äàííîì ñîîáùåíèè, òåêñòå è ò.ä., ðàñ-
ñìàòðèâàåìûõ, êàê áîëåå èëè ìåíåå ñëó÷àéíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèìâîëîâ èëè
ñîáûòèé. Òî÷íåå, èíôîðìàöèîííàÿ ýíòðîïèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìåðó íåîïðåäåëåí-
íîñòè â èíôîðìàöèè, ñîîòâåòñòâóþùåé äàííîìó ñòàòèñòè÷åñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ
òàêèõ ñîáûòèé. Ïóñòü pk � íåêîòîðîå äèñêðåòíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ñî-
áûòèé, íóìåðóåìûõ èíäåêñîì k. Èíôîðìàöèîííîé ýíòðîïèåé íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà
[34]1:

H = −
n∑
k=1

pk ln pk;

n∑
k

pk = 1 (B.1)

Â ñàìîì äåëå, âåëè÷èíà H ðàâíà íóëþ, åñëè êàêîå-ëèáî èç pk = 1, à âñå îñòàëüíûå
pk = 0, ò.å. êîãäà ðåçóëüòàò èñïûòàíèÿ ìîæåò áûòü ïðåäñêàçàí ñ äîñòîâåðíîñòüþ è
íåîïðåäåëåííîñòü â èíôîðìàöèè îòñóòñòâóåò. Âåëè÷èíà H ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå
çíà÷åíèå, êîãäà âñå pk ðàâíû ìåæäó ñîáîé, ò.å. pk = 1/n. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòîò ïðå-
äåëüíûé ñëó÷àé îáëàäàåò íàèáîëüøåé íåîïðåäåëåííîñòüþ � íàì íè÷åãî íå èçâåñòíî

1Ìû îòâëåêàåìñÿ îò íåñóùåñòâåííîãî äëÿ íàñ îáñòîÿòåëüñòâà, ÷òî â òåîðèè èíôîðìàöèè â äàí-
íîì îïðåäåëåíèè îáû÷íî èñïîëüçóþò âìåñòî ln ëîãàðèôì ïî îñíîâàíèþ 2, ò.å. log2, ÷òî ñâÿçàíî ñ
èçìåðåíèåì îáúåìà èíôîðìàöèè â áèòàõ
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îá îòäåëüíûõ ñîáûòèÿõ, âñå îíè ðàâíîâåðîÿòíû (ò.å. áóêâû òåêñòà ïîÿâëÿþòñÿ àáñî-
ëþòíî ñëó÷àéíî, â ïðèìåíåíèè ê ôèçèêå àáñîëþòíî ñëó÷àéíî ðåàëèçóþòñÿ òå èëè
èíûå ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû è ò.ï.). Ìàêñèìàëüíîñòü èíôîðìàöèîííîé ýíòðîïèè ñîîò-
âåòñòâóåò ìàêñèìàëüíîñòè íàøåãî íåçíàíèÿ î ñîáûòèÿõ, íàøà èíôîðìàöèÿ î íèõ
ìèíèìàëüíà.

Ýíòðîïèÿ H àääèòèâíà äëÿ ñîâîêóïíîñòè íåçàâèñèìûõ ñîáûòèé, ðåàëèçóþùèõñÿ
ñ âåðîÿòíîñòÿìè ui è vi, ò.ê. åñëè pik = uivk, òî

H = −
∑
ik

pik ln pik = −
∑
i

ui lnui −
∑
k

vk ln vk;
∑
i

ui = 1;
∑
k

vk = 1 (B.2)

Äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé íåïðåðûâíîé âåëè÷èíû x ñ ïëîòíîñòüþ f(x) èí-
ôîðìàöèîííàÿ ýíòðîïèÿ ðàâíà:

H = −
∫
dxf(x) ln f(x);

∫
dxf(x) = 1 (B.3)

Äëÿ íåçàâèñèìûõ ñîáûòèé îïÿòü èìååì àääèòèâíîñòü, åñëè f(x, y) = f1(x)f2(y), òî:

H = −
∫
dx

∫
dyf(x, y) ln f(x, y) = −

∫
dxf1(x) ln f1(x)−

∫
dyf2(y) ln f2(y) (B.4)

Äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ρ(p, q) â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ãèááñîâñêàÿ ýíòðî-
ïèÿ, ïî ñóòè äåëà, ÿâëÿåòñÿ òàêæå è èíôîðìàöèîííîé ýíòðîïèåé:

S = −
∫
dΓρ ln ρ;

∫
dΓρ = 1 (B.5)

è åå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìåðó íàøåãî íåçíàíèÿ (îòñóòñòâèÿ èíôîðìàöèè) î
ñîñòîÿíèÿõ ìàêðîñêîïè÷åñêîé ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû.

Äëÿ àíñàìáëåé ñ ïåðåìåííûì ÷èñëîì ÷àñòèö (B.5) îáîáùàåòñÿ êàê:

S = −
∑
N≥0

∫
dΓNρN ln ρN ;

∑
N≥0

∫
dΓNρN = 1. (B.6)

Íèæå ìû ðàññìîòðèì ýêñòðåìàëüíûå ñâîéñòâà ðàñïðåäåëåíèé Ãèááñà, óñòàíîâ-
ëåííûå èì çàäîëãî äî ñîçäàíèÿ òåîðèè èíôîðìàöèè. Îíè ëåãêî ïîëó÷àþòñÿ èç ðàñ-
ñìîòðåííîãî âûøå íåðàâåíñòâà Ãèááñà (1.187):∫

dΓρ′ ln

(
ρ′

ρ

)
≥ 0 (B.7)

ãäå ρ è ρ′ � äâà íîðìèðîâàííûõ ðàñïðåäåëåíèÿ, îïðåäåëåííûõ â îäíîì ôàçîâîì
ïðîñòðàíñòâå. Çíàê ðàâåíñòâà èìååò ìåñòî ëèøü ïðè ρ = ρ′.

Ýêñòðåìàëüíîñòü ìèêðîêàíîíè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Äîêàæåì, ÷òî ìèêðîêàíîíè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñîîòâåòñòâóåò ìàêñèìóìó èíôîð-
ìàöèîííîé ýíòðîïèè ñðåäè âñåõ ðàñïðåäåëåíèé ñ òåì æå ÷èñëîì ÷àñòèö â òîì æå
ñëîå ýíåðãèè. Ïóñòü ρ � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ìèêðîêàíîíè÷åñêîãî àíñàìáëÿ, à ρ′
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� ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, îïðåäåëåííàÿ â òîì æå ôàçîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå è â ïðåäåëàõ òîãî æå ýíåðãåòè÷åñêîãî ñëîÿ, ïðè÷åì∫

dΓρ′ =

∫
dΓρ = 1 (B.8)

Ïîäñòàâëÿÿ ρ è ρ′ â íåðàâåíñòâî (B.7), ïîëó÷àåì:

−
∫
dΓρ′ ln ρ′ ≤ −

∫
dΓρ′ ln ρ = − ln ρ

∫
dΓρ′ = −

∫
dΓρ ln ρ (B.9)

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. Â (B.9) ìû âîñïîëüçîâàëèñü ïîñòîÿíñòâîì ìèêðîêàíî-
íè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ρ â ýíåðãåòè÷åñêîì ñëîå è óñëîâèåì íîðìèðîâêè äëÿ ρ è
ρ′.

Ýêñòðåìàëüíîñòü êàíîíè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Ãèááñà.

Ïîêàæåì, ÷òî êàíîíè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå Ãèááñà ñîîòâåòñòâóåò ìàêñèìóìó èíôîð-
ìàöèîííîé ýíòðîïèè ïðè çàäàííîé ñðåäíåé ýíåðãèè ñèñòåìû:

< H >=

∫
dΓHρ (B.10)

è ïðè ñîõðàíåíèè íîðìèðîâêè: ∫
dΓρ = 1. (B.11)

Ðàññìîòðèì êàíîíè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå:

ρ = Z−1 exp (−βH) ; Z =

∫
dΓ exp (−βH) (B.12)

ãäå β = 1/T . Ïóñòü ρ′ � íåêîòîðîå äðóãîå íîðìèðîâàííîå ðàñïðåäåëåíèå, ñîîòâåò-
ñòâóþùåå òîé æå ñàìîé ñðåäíåé ýíåðãèè, ÷òî è êàíîíè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ρ:∫

dΓρ′H =

∫
dΓρH (B.13)

à â îñòàëüíîì ρ′ ïðîèçâîëüíî. Ïîäñòàâëÿÿ (B.12) â (B.7), ïîëó÷èì:

−
∫
dΓρ′ ln ρ′ ≤ −

∫
dΓρ′ ln ρ = lnZ + β

∫
dΓρ′H = lnZ + β

∫
dΓρH

ò.å. −
∫
dΓρ′ ln ρ′ ≤ −

∫
dΓρ ln ρ (B.14)

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ýêñòðåìàëüíîñòü áîëüøîãî êàíîíè÷åñêîãî àíñàìáëÿ Ãèááñà.

Äëÿ ðàçíîîáðàçèÿ ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî äëÿ êâàíòîâîãî ñëó÷àÿ. Ýíòðîïèÿ êâàí-
òîâîãî àíñàìáëÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê:

S = −Spρ ln ρ (B.15)
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ãäå ρ � ìàòðèöà ïëîòíîñòè. Â äèàãîíàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè èìååì (ñð. (1.175)):

S = −
∑
k

wk lnwk (B.16)

÷òî ïðÿìî èìååò âèä (B.1) èíôîðìàöèîííîé ýíòðîïèè äëÿ äèñêðåòíîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ñîáûòèé.

Ýêñòðåìàëüíûå ñâîéñòâà êâàíòîâûõ àíñàìáëåé ìîæíî ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ íåðà-
âåíñòâî:

Spρ′ ln ρ′ ≥ Spρ′ ln ρ (B.17)

ãäå ρ è ρ′ � ïðîèçâîëüíûå íîðìèðîâàííûå ñòàòèñòè÷åñêèå îïåðàòîðû. Ðàâåíñòâî
îïÿòü èìååò ìåñòî ëèøü ïðè ρ = ρ′. Ýòî íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç lnx ≥ 1− 1/x, ÷òî
ñïðàâåäëèâî ïðè x > 0 (ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî ïðè x = 1). Ïîñòàâëÿÿ ñþäà x = ρ′ρ−1

è óñðåäíÿÿ ïî ρ′, èìååì:

Spρ′ ln(ρ′ρ−1) ≥ Spρ′(1− ρρ′−1) = 0 (B.18)

ò.ê. îáå ìàòðèöû ïëîòíîñòè íîðìèðîâàíû íà åäèíèöó, à îïåðàòîðû ïîä çíàêîì Sp
ìîæíî ïåðåñòàâëÿòü.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî áîëüøîå êàíîíè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå Ãèááñà ñîîòâåòñòâóåò
ìàêñèìóìó èíôîðìàöèîííîé ýíòðîïèè ïðè çàäàííîé ñðåäíåé ýíåðãèè:

< H >= SpρH (B.19)

è ñðåäíåì ÷èñëå ÷àñòèö:
< N >= SpρN (B.20)

ïðè ñîõðàíåíèè íîðìèðîâêè:
Spρ = 1. (B.21)

Çàïèøåì áîëüøîå êàíîíè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå â âèäå:

ρ = exp

(
Ω−H + µN

T

)
; e−

Ω
T = Sp exp

(
−H − µN

T

)
. (B.22)

Òîãäà èç íåðàâåíñòâà (B.17) ïîëó÷àåì (ñ÷èòàÿ, ÷òî ρ′ � ëþáàÿ äðóãàÿ ìàòðèöà ïëîò-
íîñòè ñ òåìè æå ñðåäíèìè (B.19), (B.20),(B.21)):

−Spρ′ ln ρ′ ≤ −Spρ′ ln ρ = −Sp
[
ρ′
(
Ω

T
− H

T
+
µN

T

)]
= −Spρ ln ρ (B.23)

÷òî è òðåáîâàëîñü! Çäåñü èñïîëüçîâàëè (B.19),(B.20),(B.21), ñïðàâåäëèâûå äëÿ ρ è
ρ′, ò.å.

Spρ′H = SpρH; Spρ′N = SpρN. (B.24)

Ðàññìîòðåííûå ýêñòðåìàëüíûå ñâîéñòâà ñòàòèñòè÷åñêèõ àíñàìáëåé Ãèááñà ìîæ-
íî ïîëîæèòü â îñíîâó èõ îïðåäåëåíèÿ. Ýòî äàåò åùå îäèí ïîäõîä ê îáîñíîâàíèþ ðàâ-
íîâåñíîé ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè2. Èç ýòèõ ïîñòðîåíèé âèäíî, ÷òî ýíòðîïèÿ ñåòü
ìåðà íåäîñòàòêà èíôîðìàöèè î äåéñòâèòåëüíîé ñòðóêòóðå ìíîãî÷àñòè÷íîé ñèñòåìû.

2Ïî ñóòè äåëà, ìû ïðîñòî ïîêàçàëè, ÷òî ðàçíûå âàðèàíòû ðàñïðåäåëåíèÿ Ãèááñà ñîîòâåòñòâó-
þò ìàêñèìóìó òåðìîäèíàìè÷åñêîé ýíòðîïèè ïðè âûïîëíåíèè ñîîòâåòñòâóþùèõ äîïîëíèòåëüíûõ
óñëîâèé. Ýòî, åñòåñòâåííî, îïðåäåëÿåò ñîîòâåòñòâóþùèå ðàâíîâåñíûå ñîñòîÿíèÿ.
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Ðèñ. B.1: Äåìîí Ìàêñâåëëà.

Ýòîò íåäîñòàòîê èíôîðìàöèè ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî âîçìîæíî áîëüøîå ðàçíîîáðàçèå
ðàçëè÷íûõ ìèêðîñîñòîÿíèé, êîòîðûå ìû ïðàêòè÷åñêè íå ìîæåì îòëè÷èòü äðóã îò
äðóãà. Òàêèì îáðàçîì, íåäîñòàòîê èíôîðìàöèè ñîîòâåòñòâóåò äåéñòâèòåëüíîìó áåñ-
ïîðÿäêó â ñêðûòûõ ñòåïåíÿõ ñâîáîäû. Ýòîò íåäîñòàòîê èíôîðìàöèè ìàêñèìàëåí,
êîãäà ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè, òîãäà ìû ïðàêòè÷åñêè íè÷åãî
íå çíàåì î äåòàëÿõ åå ìèêðîñòðóêòóðû, âñå îïðåäåëÿåòñÿ íåáîëüøèì ÷èñëîì òåð-
ìîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ. Ïîïûòêè óòî÷íèòü äåòàëè âíóòðåííåãî �óñòðîéñòâà�
ñèñòåìû íåèçáåæíî áóäóò âûâîäèòü åå èç ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ (óìåíüøàòü ýí-
òðîïèþ).

B.2 �Äåìîí� Ìàêñâåëëà è åãî èçãíàíèå.

Èíòåðåñíûå èíôîðìàöèîííûå àñïåêòû ñòàòèñòè÷åñêîé òåðìîäèíàìèêè ìîæíî ðàñ-
ñìîòðåòü ïðè àíàëèçå çàäà÷è î �äåìîíå� Ìàêñâåëëà [35]. Ìû òîëüêî ÷òî âèäåëè, ÷òî
ïîïûòêè âìåøàòüñÿ â ìèêðîïðîöåññû âíóòðè ìàêðîñêîïè÷åñêîé ñèñòåìû, ñ öåëüþ
ïðèîáðåòåíèÿ èíôîðìàöèè î äåòàëÿõ âíóòðåííåãî äâèæåíèÿ ÷àñòèö, ìîãóò âûâåñòè
ñèñòåìó èç ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Âîçìîæíî ïåðâûé ïðèìåð òàêèõ äåéñòâèé áûë
ðàññìîòðåí Ìàêñâåëëîì, êîòîðûé ïðåäëîæèë ïàðàäîêñ î �äåìîíå� (ìèêðîñêîïè÷å-
ñêîì ñóùåñòâå èëè àâòîìàòå), êîòîðûé �ðàáîòàë-áû� ïðîòèâ âòîðîãî íà÷àëà òåðìîäè-
íàìèêè. Ïðîñòåéøèé âàðèàíò òàêîãî �äåìîíà� ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñåáå ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Ïóñòü ó íàñ èìååòñÿ ñîñóä ñ ãàçîì, íàõîäÿùèìñÿ â ñîñòîÿíèè òåðìîäèíàìè-
÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ. Ïóñòü â ýòîì ñîñóäå èìååòñÿ ïåðåãîðîäêà (ðàçäåëÿþùàÿ ñîñóä
íà ÷àñòè A è B) ñ îòâåðñòèåì, êîòîðîå ñíàáæåíî äâåðöåé. Òîãäà ìîæíî ïðåäñòàâèòü
ñåáå, ÷òî �äåìîí�, ðàñïîëàãàÿñü ó ýòîé äâåðöû ìîæåò ïðîïóñêàòü ÷åðåç îòâåðñòèå
òîëüêî áîëåå áûñòðûå ìîëåêóëû ãàçà, ëåòÿùèå, ñêàæåì, èç A â B, à èç B â A �
òîëüêî áîëåå ìåäëåííûå ìîëåêóëû. Òîãäà ïî ïðîøåñòâèè íåêîòîðîãî âðåìåíè, ïîñëå
íà÷àëà òàêîé äåÿòåëüíîñòè, â ÷àñòè ñîñóäà, îáîçíà÷åííîé B ñîáåðåòñÿ, â ñðåäíåì,
áîëüøå áûñòðûõ ìîëåêóë, ÷åì â ÷àñòè A. Òåðìîäèíàìè÷åñêîå ðàâíîâåñèå áóäåò íà-
ðóøåíî, òåìïåðàòóðà ãàçà â ÷àñòè B ñòàíåò âûøå òåìïåðàòóðû ãàçà â ÷àñòè B.
Òàêîé ïðîöåññ ÿâíî ïðîòèâîðå÷èò âòîðîìó íà÷àëó òåðìîäèíàìèêè, òàê íåòðóäíî çà-
ñòàâèòü ïåðåõîäèòü òåïëî âñå âðåìÿ èç áîëåå õîëîäíîé îáëàñòè ãàçà â áîëåå ãîðÿ÷óþ.
Âàæíî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî â êà÷åñòâå �äåìîíà� ëåãêî ïðåäñòàâèòü ñåáå íåêîòîðîå àâ-
òîìàòè÷åñêîå óñòðîéñòâî, êîòîðîå, òàêèì îáðàçîì, áóäåò íàðóøàòü âòîðîå íà÷àëî.
Òåì áîëåå, êàæåòñÿ, ÷òî �èíòåëëåêòóàëüíûé äåìîí� ñïðàâèòñÿ ñ ýòîé çàäà÷åé áåç
òðóäà. Â òîæå âðåìÿ, âòîðîå íà÷àëî íîñèò óíèâåðñàëüíûé õàðàêòåð, âñå ïðîöåññû
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â ïðèðîäå äîëæíû åìó ïîä÷èíÿòüñÿ. Â äåéñòâèòåëüíîñòè ýòî òàê è åñòü � íèêàêîé
�äåìîí� íå ñìîæåò îáåñïå÷èòü ïðîöåññ óìåíüøåíèÿ ýíòðîïèè â çàìêíóòîé ñèñòåìå,
âêëþ÷àþùåé åãî ñàìîãî. Ïàðàäîêñ Ìàêñâåëëà âïåðâûå áûë ðàçðåøåí Ñöèëëàðäîì,
â ðåçóëüòàòå äîâîëüíî ïðîñòîãî àíàëèçà, êîòîðûé ïðèâîäèòñÿ íèæå [35].

Äåëî â òîì, ÷òî �äåìîí� äîëæåí ñóìåòü ïðîíàáëþäàòü îòäåëüíûå ìîëåêóëû, ñ öå-
ëüþ îòäåëåíèÿ �áûñòðûõ� îò �ìåäëåííûõ�. À äëÿ ýòîãî åìó íóæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ,
êàêèìè-òî ôèçè÷åñêèìè ìåòîäàìè íàáëþäåíèÿ, íàïðèìåð, ìîæíî îñâåùàòü ìîëåêó-
ëû �ôîíàðèêîì� è ïîòîì òîëüêî êàê ñëåäóåò �ðàññìîòðåâ� èõ íà÷èíàòü äåéñòâîâàòü.
Ïîýòîìó, èçîëèðîâàííàÿ ñèñòåìà, ê êîòîðîé ìû äîëæíû ïðèìåíÿòü âòîðîå íà÷àëî,
ñîñòîèò, íà ñàìîì äåëå èç:

• ãàçà ïðè ïîñòîÿííîé òåìïåðàòóðå T = T0, çàêëþ÷åííîãî â çàìêíóòîì ñîñóäå ñ
ïåðåãîðîäêîé ñ îòâåðñòèåì, ðàçäåëÿþùèì ñîñóä íà äâå ïîëîâèíû,

• äåìîíà, óïðàâëÿþùåãî äâåðöåé â îòâåðñòèè,

• çàðÿæåííîé áàòàðåéêè è ýëåêòðè÷åñêîé ëàìïî÷êè.

Áàòàðåéêà íàãðåâàåò íèòü ëàìïû äî âûñîêîé òåìïåðàòóðû T1 > T0. Ýòî óñëîâèå
íåîáõîäèìî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñâåòà ñ ýíåðãèåé êâàíòîâ ~ω1 > T0, ÷òî íåîáõîäèìî äëÿ
òîãî, ÷òîáû ýòè êâàíòû ìîãëè ðàñïîçíàâàòüñÿ íà ôîíå òåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ, ñóùå-
ñòâóþùåãî â ñîñóäå ñ ãàçîì ïðè òåìïåðàòóðå T0. Íà ïðîòÿæåíèè îïûòà áàòàðåéêà
îòäàåò ïîëíóþ ýíåðãèþ E, íèòü ëàìïî÷êè èçëó÷àåò ýòó ýíåðãèþ è òåðÿåò ýíòðîïèþ.
Èçìåíåíèå ýíòðîïèè ëàìïî÷êè åñòü:

Sf = − E

T1
(B.25)

è ââîäèò â ãàç îòðèöàòåëüíóþ ýíòðîïèþ. Áåç âìåøàòåëüñòâà äåìîíà, ýíåðãèÿ E ïî-
ãëîùàåòñÿ â ãàçå ïðè òåìïåðàòóðå T0 è ìû íàáëþäàåì îáùåå âîçðàñòàíèå ýíòðîïèè:

S =
E

T0
+ Sf =

E

T0
− E

T1
> 0 (B.26)

Ðàññìîòðèì òåïåðü ðàáîòó äåìîíà. Îí ñìîæåò îáíàðóæèòü ìîëåêóëó, åñëè ïî ìåíü-
øåé ìåðå îäèí êâàíò ýíåðãèè ~ω1 ðàññåèâàåòñÿ ìîëåêóëîé è ïîïàäàåò â �ãëàç� äåìîíà
(èëè â ôîòîïðèåìíèê). Ýòî îçíà÷àåò, â êîíå÷íîì ñ÷åòå, óâåëè÷åíèå ýíòðîïèè äåìî-
íà:

∆Sd =
~ω1

T0
(B.27)

Ïîëó÷åííàÿ èíôîðìàöèÿ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ óìåíüøåíèè ýíòðîïèè ñè-
ñòåìû. Èñõîäíàÿ ýíòðîïèÿ ñèñòåìû ðàâíà:

S0 = lnΩ0 (B.28)

ãäå Ω0 � ñòàòèñòè÷åñêèé âåñ (çàìêíóòîé) ñèñòåìû. Ïîñëå ïîëó÷åíèÿ èíôîðìàöèè
ñèñòåìà îïðåäåëåíà áîëåå ïîëíî, Ω0 óìåíüøàåòñÿ íà íåêîòîðóþ âåëè÷èíó p0:

Ω1 = Ω0 − p (B.29)

Ýòî ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ ýíòðîïèè:

∆Si = S1 − S0 = ln(Ω0 − p)− lnΩ0 ≈ − p

Ω0
(B.30)
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ïîñêîëüêó âî âñåõ ïðàêòè÷åñêèõ ñëó÷àÿõ p≪ Ω0. Îáùèé áàëàíñ ýíòðîïèè âûðàæà-
åòñÿ ñîîòíîøåíèåì:

∆Sd +∆Si =
~ω1

T0
− p

Ω0
> 0 (B.31)

òàê êàê ~ω1/T0 > 1, íî p/Ω0 ≪ 1. Òàêèì îáðàçîì, â êîíå÷íîì ñ÷åòå, ýíòðîïèÿ èçîëè-
ðîâàííîé ñèñòåìû âîçðàñòàåò, êàê ýòî è òðåáóåòñÿ èç âòîðîãî íà÷àëà òåðìîäèíàìèêè.

Ðàññìîòðèì âñå ýòî ÷óòü ïîäðîáíåå, íà ïðèìåðå èñõîäíîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïî ïðîøåñòâèè íåêîòîðîãî âðåìåíè, äåìîí ñóìåë ñîçäàòü ðàç-
íîñòü òåìïåðàòóð ∆T :

TB > TA; TB − TA = ∆T

TB = T0 +
1

2
∆T ; TA = T0 −

1

2
∆T (B.32)

Äàëåå äåìîí âûáèðàåò áûñòðóþ ìîëåêóëó â îáëàñòè A ñ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé
3
2T (1 + ε1) è íàïðàâëÿåò åå â îáëàñòü B. Çàòåì îí âûáèðàåò ìåäëåííóþ ìîëåêó-
ëó â B ñ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé 3

2T (1 − ε2) è äàåò åé ïðîíèêíóòü â A. Äëÿ òîãî
÷òîáû ïðîíàáëþäàòü ýòè äâå ìîëåêóëû, äåìîíó òðåáóåòñÿ äâà ñâåòîâûõ êâàíòà è,
ñëåäîâàòåëüíî, èìååòñÿ óâåëè÷åíèå åãî ýíòðîïèè:

∆Sd = 2
~ω1

T0
> 2 (B.33)

Îáìåí ìîëåêóëàìè ïðèâîäèò ê ïåðåíîñó èç A â B ýíåðãèè:

∆Q =
3

2
T (ε1 + ε2) (B.34)

÷òî, ñ ó÷åòîì (B.32), ñîîòâåòñòâóåò óìåíüøåíèþ ïîëíîé ýíòðîïèè:

∆Si = ∆Q

(
1

TB
− 1

TA

)
≈ −∆Q

∆T

T 2
= −3

2
(ε1 + ε2)

∆T

T
. (B.35)

Âåëè÷èíû ε1 è ε2 ñêîðåå âñåãî ìàëû, ∆T ≪ T , è ïîýòîìó:

∆Si = −3

2
η; η ≪ 1, òàê ÷òî

∆Sd +∆Si =

(
2
~ω1

T0
− 3

2
η

)
> 0 (B.36)

÷òî ñîîòâåòñòâóåò âòîðîìó íà÷àëó òåðìîäèíàìèêè.
Ìîæíî ðàññìîòðåòü è äðóãîé ïðèìåð � äåìîí ïðè íèçêîé òåìïåðàòóðå (íàïðèìåð

â êðèîñòàòå), òîãäà åãî òåìïåðàòóðà T2 ≪ T0. Ïðè ýòîì îí ìîæåò �ëîâèòü� êâàíòû
~ω, èñïóñêàåìûå ìîëåêóëàìè ãàçà ïðè òåìïåðàòóðå T0. Òîãäà âìåñòî ðàññìîòðåííûõ
âûøå óñëîâèé T1 > T0 è ~ω1 > T0 èìååì íåðàâåíñòâà ~ω > T2 è T2 < T0, ñ êîòîðûìè
âñå íàøè ðàññóæäåíèÿ ïîâòîðÿþòñÿ. Âñåãäà íóæíà íåêîòîðàÿ ðàçíîñòü òåìïåðàòóð,
â ïðîòèâíîì ñëó÷àå äåìîí íå áóäåò ðàáîòàòü, íî ñðàáîòàòü ïðîòèâ âòîðîãî íà÷àëà
îí íå ñìîæåò íèêîãäà.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû âûðàæàþò î÷åíü âàæíûé ôèçè÷åñêèé çàêîí: ôèçè÷å-
ñêîå èçìåðåíèå ïðèâîäèò, â êîíå÷íîì èòîãå, ê ñîîòâåòñòâóþùåìó óâåëè÷åíèþ ýí-
òðîïèè. Èìååòñÿ íåêîòîðûé íèæíèé ïðåäåë, íèæå êîòîðîãî èçìåðåíèå ñòàíîâèòñÿ
íåâîçìîæíûì. Ãðóáî ýòîò ïðåäåë ñîîòâåòñòâóåò óìåíüøåíèþ ýíòðîïèè ∼ 1(∼ kB).
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Áîëåå òùàòåëüíîå èññëåäîâàíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî òî÷íîå çíà÷åíèå ýòîãî ïðåäåëà åñòü
kB ln 2 ≈ 0.7kB íà îäèí áèò ïîëó÷åííîé èíôîðìàöèè [35].

Ýòî, îäíàêî, íå êîíåö èñòîðèè ñ äåìîíîì Ìàêñâåëëà. Õîòÿ âñå ïðèâåäåííûå âûøå
ðàññóæäåíèÿ íåñîìíåííî ñïðàâåäëèâû, áîëåå ïîçäíèå èññëåäîâàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî
â ïðèíöèïå ñóùåñòâóþò ñïîñîáû îïðåäåëåíèÿ ïîëîæåíèÿ ìîëåêóë, íå ñâÿçàííûå ñ
èõ îáëó÷åíèåì ñâåòîì è íå ïðèâîäÿùèå ê ñîîòâåòñòâóþùåìó ðîñòó ýíòðîïèè [37].
Âîîáùå îêàçàëîñü, ÷òî íåêîòîðûå îïåðàöèè îáðàáîòêè äàííûõ, âêëþ÷àÿ, íàïðèìåð,
ïåðåçàïèñü äàííûõ ñ îäíîãî óñòðîéñòâà íà äðóãîå, ìîãóò áûòü (ïðè îïðåäåëåííûõ
óñëîâèÿõ) ñâîáîäíû îò òåðìîäèíàìè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé. Ïðè÷èíà æå, ïî êîòîðîé
ñîîòâåòñòâóþùèé äåìîí âñå ðàâíî íå ñìîæåò íàðóøèòü âòîðîå íà÷àëî, ñîñòîèò â òîì,
÷òî äëÿ òîãî ÷òîáû îïðåäåëèòü ïîëîæåíèå ìîëåêóëû, îí äîëæåí ñíà÷àëà �çàáûòü�
î ðåçóëüòàòå ïðåäûäóùåãî èçìåðåíèÿ, ò.å. óíè÷òîæèòü èíôîðìàöèþ (�ðàñïëàòèòü-
ñÿ� â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ñìûñëå)3. Ñîîòâåòñòâóþùåå î÷èùåíèå ïàìÿòè (íàïðèìåð
êîìïüþòåðà) åñòü òåðìîäèíàìè÷åñêè íåîáðàòèìàÿ îïåðàöèÿ, ïðèâîäÿùàÿ ê îáùåìó
âîçðàñòàíèþ ýíòðîïèè çàìêíóòîé ñèñòåìû4. Ìû íå áóäåì ïîäðîáíî ðàññìàòðèâàòü
ýòè èíòåðåñíûå âîïðîñû, äåòàëè ìîæíî íàéòè â [36, 37].

3Ëþáîå ñîñòîÿíèå ïàìÿòè êîìïüþòåðà ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñâîèì ôèçè÷åñêèì ñîñòîÿíèåì (íàáîðîì
òîêîâ, íàïðÿæåíèé, íàìàãíè÷åííîñòüþ è ò.ï.).

4Åñëè äåìîí îáëàäàåò î÷åíü áîëüøîé ïàìÿòüþ, îí ìîæåò, êîíå÷íî, ïðîñòî çàïîìíèòü ðåçóëüòàòû
âñåõ èçìåðåíèé. Òîãäà ëîãè÷åñêè íåîáðàòèìûå øàãè ñîâåðøàòüñÿ íå áóäóò. Ïðîáëåìà, îäíàêî, â
òîì, ÷òî òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü øàãîâ íå ÿâëÿåòñÿ òåðìîäèíàìè÷åñêèì öèêëîì. Äåìîí ïðè
ýòîì óâåëè÷èâàåò ýíòðîïèþ ñâîåé ïàìÿòè, ÷òîáû óìåíüøèòü ýíòðîïèþ îêðóæàþùåé ñðåäû.



Ïðèëîæåíèå C

Êèíåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ.

C.1 Êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå Áîëüöìàíà.

Ðàññìîòðèì âûâîä îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ êèíåòè÷åñêîé òåîðèè ãàçîâ, îïðåäåëÿþùåãî
ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ f(p, r, t) äëÿ îòäåëüíûõ àòîìîâ â îáùåì íåðàâíîâåñíîì ñëó-
÷àå 1. Ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ïðè ðåøåíèè ìíîæåñòâà çàäà÷ ôèçè÷åñêîé
êèíåòèêè ãàçîâ [5, 17]. Àíàëîãè÷íûå êâàíòîâûå êèíåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ îïèñûâà-
þò íåðàâíîâåñíûå ïðîöåññû â ãàçàõ êâàçè÷àñòèö â êâàíòîâûõ æèäêîñòÿõ è òâåðäûõ
òåëàõ ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ.

Åñëè ñòîëêíîâåíèÿìè àòîìîâ ìîæíî áûëî áû ïðåíåáðå÷ü, òî êàæäûé àòîì ïðåä-
ñòàâëÿë áû ñîáîé çàìêíóòóþ ïîäñèñòåìó è äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ áûëà áû
ñïðàâåäëèâà òåîðåìà Ëèóâèëëÿ, â ñèëó êîòîðîé

df

dt
= 0 (C.1)

Ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ îçíà÷àåò çäåñü äèôôåðåíöèðîâàíèå âäîëü ôàçîâîé òðàåêòîðèè
àòîìà, îïðåäåëÿåìîé óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ. Â îòñóòñòâèå âíåøíåãî ïîëÿ âåëè÷èíà
èìïóëüñà ñâîáîäíî äâèæóùåãîñÿ àòîìà îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé, à ìåíÿþòñÿ òîëüêî åãî
êîîðäèíàòû r. Òîãäà

df

dt
=
∂f

∂t
+ v∇f (C.2)

ãäå v � ñêîðîñòü. Åñëè æå ãàç íàõîäèòñÿ âî âíåøíåì ïîëå U(r), òî

df

dt
=
∂f

∂t
+ v∇f + F

∂f

∂p
(C.3)

ãäå F = −∇U � ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà àòîì ñî ñòîðîíû ïîëÿ. Â äàëüíåéøåì äëÿ
êðàòêîñòè ïîëàãàåì, ÷òî âíåøíåå ïîëå îòñóòñòâóåò è F = 0.

Ó÷åò ñòîëêíîâåíèé íàðóøàåò ðàâåíñòâî (C.1), ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïåðåñòàåò
áûòü ïîñòîÿííîé âäîëü ôàçîâûõ òðàåêòîðèé è âìåñòî (C.1) íóæíî íàïèñàòü:

df

dt
= St f (C.4)

1Âûøå, ïðè ðàññìîòðåíèè áîëüöìàíîâñêîé ñòàòèñòèêè (ñì. íàïðèìåð (3.8), (3.28) è ò.ï.), ýòà
ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ îáîçíà÷àëàñü êàê n(p, q). Äëÿ ïðîñòîòû ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì
îäíîàòîìíûõ ãàçîâ.

245



246 Ïðèëîæåíèå C. Êèíåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ.

ãäå ñèìâîë St f îáîçíà÷àåò ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ áëàãîäàðÿ
ñòîëêíîâåíèÿì. Èñïîëüçóÿ (C.2) ìîæåì íàïèñàòü:

∂f

∂t
= −v∇f + St f, (C.5)

÷òî îïðåäåëÿåò ïîëíîå èçìåíåíèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ â çàäàííîé òî÷êå ôàçî-
âîãî ïðîñòðàíñòâà, ãäå ïåðâîå ñëàãàåìîé â ïðàâîé ÷àñòè åñòü óáûëü ÷èñëà àòîìîâ â
çàäàííîì ýëåìåíòå ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, ñâÿçàííàÿ ñ èõ ñâîáîäíûì äâèæåíèåì.
Âåëè÷èíó St f íàçûâàþò èíòåãðàëîì ñòîëêíîâåíèé, à óðàâíåíèå (C.4) � êèíåòè÷å-
ñêèì óðàâíåíèåì.

Êîíå÷íî, êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðèîáðåòàåò ñìûñë òîëüêî ïîñëå óñòàíîâëåíèÿ
ÿâíîãî âèäà èíòåãðàëà ñòîëêíîâåíèé. Äëÿ êà÷åñòâåííîãî àíàëèçà êèíåòè÷åñêèõ ÿâ-
ëåíèé â ãàçå ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ãðóáàÿ îöåíêà èíòåãðàëà ñòîëêíîâåíèé ñ ïîìîùüþ
ïîíÿòèÿ âðåìåíè ñâîáîäíîãî ïðîáåãà τ � ñðåäíåãî âðåìåíè ìåæäó äâóìÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíûìè ñòîëêíîâåíèÿìè àòîìîâ (τ � ïðèáëèæåíèå):

St f ≈ −f − f0
τ

(C.6)

ãäå f0 � ðàâíîâåñíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ. ×èñëèòåëü ýòîãî âûðàæåíèÿ îáåñ-
ïå÷èâàåò îáðàùåíèå èíòåãðàëà ñòîëêíîâåíèé â íóëü â ðàâíîâåñíîì ñëó÷àå, à çíàê
ìèíóñ âûðàæàåò òîò ôàêò, ÷òî ñòîëêíîâåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ìåõàíèçìîì óñòàíîâëåíèÿ
ñòàòèñòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ, ò.å. ñòðåìÿòñÿ óìåíüøèòü îòêëîíåíèå ôóíêöèè ðàñïðå-
äåëåíèÿ îò ðàâíîâåñíîé. Â ýòîì ñìûñëå âåëè÷èíà τ èãðàåò ðîëü âðåìåíè ðåëàêñàöèè
äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ðàâíîâåñèÿ â êàæäîì ýëåìåíòå îáúåìà ãàçà.

Ïîñëåäîâàòåëüíûé âûâîä èíòåãðàëà ñòîëêíîâåíèé â êëàññè÷åñêîì ãàçå ìîæíî
ïðîâåñòè ìåòîäîì Áîãîëþáîâà, êîòîðûé äàåò ðåãóëÿðíóþ ïðîöåäóðó ïîëó÷åíèÿ íå
òîëüêî ïðîñòåéøåãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà (êîòîðîå íåñëîæíî ïîëó÷èòü è èç ÷èñòî
ýâðèñòè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé [17]), íî è ïîïðàâîê ê íåìó. Íèæå ìû, îäíàêî, îãðàíè-
÷èìñÿ ëèøü âûâîäîì èìåííî áîëüöìàíîâñêîãî èíòåãðàëà ñòîëêíîâåíèé, ÷åãî âïîëíå
äîñòàòî÷íî äëÿ èëëþñòðàöèè îáùåãî ìåòîäà.

Èñõîäíûì ïóíêòîì ìåòîäà Áîãîëþáîâà ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå öåïî÷êè óðàâíå-
íèé äëÿ ÷àñòè÷íûõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ (1.93):

∂Fs
∂t

= {H(s), Fs}+
N

V

s∑
i=1

∫
∂U(|ri − rs+1|)

∂ri

∂Fs+1

∂pi
drs+1dps+1 (C.7)

Â êîíå÷íîì ñ÷åòå ìû äîëæíû ïîñòðîèòü çàìêíóòîå óðàâíåíèå äëÿ îäíî÷àñòè÷íîé
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ f(p, r, t) = N

V F1(r,p, t)
2.

Äëÿ F1(r,p, t) èç (C.7) è îïðåäåëåíèÿ ñêîáîê Ïóàññîíà íåìåäëåííî èìååì ïåðâîå
óðàâíåíèå öåïî÷êè â âèäå:

∂F1(t, τ1)

∂t
+ v1

∂F1(t, τ1)

∂r1
=
N

V

∫
∂U12

∂r1

∂F2(t, τ1, τ2)

∂p1
dτ2 (C.8)

ãäå, äëÿ êðàòêîñòè, ââåäåíû àðãóìåíòû τ = r,p.

2Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ f(p, r) íîðìèðîâàíà íà ïîëíîå ÷èñëî ÷àñòèö (3.28), à F1(r,p, t) íà
åäèíèöó, ñîãëàñíî (1.80).
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Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, âòîðîå óðàâíåíèå öåïî÷êè èìååò âèä:

∂F2

∂t
+ v1

∂F2

∂r1
+ v2

∂F2

∂r2
− ∂U12

∂r1

∂F2

∂p1
− ∂U12

∂r2

∂F2

∂p2
=

=
N

V

∫
dτ3

[
∂F3

∂p1

∂U13

∂r1
+
∂F3

∂p2

∂U23

∂r2

]
(C.9)

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî èíòåãðàë, ñòîÿùèé â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ
ìàë. Â ñàìîì äåëå, ïîòåíöèàë âçàèìîäåéñòâèÿ U(r) çàìåòíî îòëè÷åí îò íóëÿ òîëüêî
â ïðåäåëàõ ðàäèóñà äåéñòâèÿ ñèë d, ò.å. ïðè r < d. Ïîýòîìó â ðàññìàòðèâàåìîì
èíòåãðàëå ïî dτ3 èíòåãðèðîâàíèå ïî êîîðäèíàòàì ïðîèñõîäèò ôàêòè÷åñêè ëèøü ïî
îáëàñòÿì |r1 − r3| < d èëè |r2 − r3| < d, ò.å. ïî îáúåìó ∼ d3. Èñïîëüçóÿ (1.81)
èìååì 1

V

∫
F3dτ3 = F2, ãäå èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåìó ôàçîâîìó îáúåìó. Òîãäà

ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ îöåíêó:

N

V

∫ [
∂F3

∂p1

∂U13

∂r1

]
dτ3 ∼ ∂U(r)

∂r

∂F2

∂p1

d3

a3
(C.10)

ãäå a � ñðåäíåå ðàññòîÿíèå ìåæäó ÷àñòèöàìè â ãàçå. Òîãäà ÿñíî, ÷òî ïðàâàÿ ñòîðîíà
óðàâíåíèÿ (C.9) ìàëà ïî ïàðàìåòðó (d/a)3 (ãàç ñ÷èòàåòñÿ äîñòàòî÷íî ðàçðåæåííûì!)
ïî ñðàâíåíèþ ñ ÷ëåíàìè, ñîäåðæàùèìè ∂U/∂r â ëåâîé ÷àñòè. Ïîýòîìó åé ìîæíî
ïðîñòî ïðåíåáðå÷ü. Ñîâîêóïíîñòü ñëàãàåìûõ â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ dF2/dt, â êîòîðîé r1, r2,p1,p2 ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê
ôóíêöèè âðåìåíè, óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ äëÿ çàäà÷è äâóõ òåë ñ
ãàìèëüòîíèàíîì:

H =
p2
1

2m
+

p2
2

2m
+ U(|r1 − r2|) (C.11)

Òàêèì îáðàçîì, èìååì:
d

dt
F2(t, τ1, τ2) = 0 (C.12)

Äî ñèõ ïîð íàøå ðàññìîòðåíèå íîñèëî ÷èñòî ìåõàíè÷åñêèé õàðàêòåð. Äëÿ âû-
âîäà êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ íåîáõîäèìî ñäåëàòü íåêîòîðûå ïðåäïîëîæåíèÿ ñòà-
òèñòè÷åñêîãî õàðàêòåðà. À èìåííî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå ñòàëêèâàþùèåñÿ â ðàç-
ðåæåííîì ãàçå ÷àñòèöû ÿâëÿþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûìè. Ýòî óòâåðæäåíèå
áóäåò èãðàòü ðîëü íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ ê äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ (C.12).
Èìåííî îíî âíîñèò àñèììåòðèþ ïî îòíîøåíèþ ê îáîèì íàïðàâëåíèÿì âðåìåíè, â
ðåçóëüòàòå ÷åãî èç èíâàðèàíòíûõ ê îáðàùåíèþ âðåìåíè óðàâíåíèé ìåõàíèêè ïîëó-
÷àåòñÿ íåîáðàòèìîå êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå. Ñóòü äåëà çäåñü â òîì, ÷òî êîððåëÿöèÿ
ìåæäó êîîðäèíàòàìè è èìïóëüñàìè ÷àñòèö ãàçà âîçíèêàåò ëèøü â òå÷åíèå äîñòà-
òî÷íî êîðîòêîãî âðåìåíè ñòîëêíîâåíèÿ ∼ d/v (v � ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü ÷àñòèö ãàçà) è
ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ðàññòîÿíèÿ ïîðÿäêà d.

Ïóñòü t0 � íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè, ïðåäøåñòâóþùèé ñòîëêíîâåíèþ, êîãäà
äâå ÷àñòèöû íàõîäÿòñÿ äîñòàòî÷íî äàëåêî äðóã îò äðóãà (|r10 − r20| ≫ d, ãäå èíäåêñ
íóëü îòëè÷àåò çíà÷åíèÿ âåëè÷èí â ýòîò ìîìåíò). Ñòàòèñòè÷åñêàÿ íåçàâèñèìîñòü
ñòàëêèâàþùèõñÿ ÷àñòèö îçíà÷àåò, ÷òî â òàêîé ìîìåíò t0 äâóõ÷àñòè÷íàÿ ôóíêöèÿ
ðàñïðåäåëåíèÿ F2 ôàêòîðèçóåòñÿ íà îäíî÷àñòè÷íûå ôóíêöèè F1. Ïîýòîìó èíòåãðè-
ðîâàíèå óðàâíåíèÿ (C.12) îò t0 äî t äàåò:

F2(t, τ1, τ2) = F1(t0, τ10)F1(t0, τ20) (C.13)
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Çäåñü τ10 = (r10,p10) è τ20 = (r20,p20) íóæíî ïîíèìàòü êàê òå çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò è
èìïóëüñîâ, êîòîðûå äîëæíû èìåòü ÷àñòèöû â ìîìåíò t0 äëÿ òîãî, ÷òîáû ê ìîìåíòó
t ïðèîáðåñòè òðåáóåìûå çíà÷åíèÿ τ1 = (r1,p1) è τ2 = (r2,p2). Â ýòîì ñìûñëå τ10
è τ20 ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè îò τ1, τ2 è t − t0. Áîëåå òîãî, îò t − t0 çàâèñÿò òîëüêî
r10 è r20, à çíà÷åíèÿ p10 è p20, îòíîñÿùèåñÿ ê ñâîáîäíîìó äâèæåíèþ ÷àñòèö ïåðåä
ñòîëêíîâåíèåì, îò âûáîðà t− t0 íå çàâèñÿò.

Âåðíåìñÿ ê óðàâíåíèþ (C.8) � áóäóùåìó êèíåòè÷åñêîìó óðàâíåíèþ. Åãî ëåâàÿ
ñòîðîíà óæå èìååò òðåáóåìûé âèä, íî íàñ òåïåðü èíòåðåñóåò ïðàâàÿ ÷àñòü, êîòî-
ðàÿ äîëæíà ïðåâðàòèòüñÿ â èíòåãðàë ñòîëêíîâåíèé. Ïîäñòàâèì òóäà F2 èç (C.13) è
ïåðåéäåì îò ôóíêöèè F1 ê f(p, r, t) =

N
V F1(r,p, t). Òîãäà ïîëó÷èì:

∂f(t, τ1)

∂t
+ v1

∂f(t, τ1)

∂r1
= St f (C.14)

ãäå

St f =

∫
dτ2

∂U12

∂r1

∂

∂p1
[f(t0, τ10)f(t0, τ20)] (C.15)

Â èíòåãðàëå (C.15) ñóùåñòâåííà òîëüêî îáëàñòü |r2−r1| ∼ d � îáëàñòü, ãäå ïðîèñõî-
äèò ðåàëüíîå ñòîëêíîâåíèå ÷àñòèö. Â ýòîé îáëàñòè, â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè, ìîæíî
âîîáùå ïðåíåáðå÷ü êîîðäèíàòíîé çàâèñèìîñòüþ ôóíêöèè f , ïîñêîëüêó îíà çàìåò-
íî ìåíÿåòñÿ íà ìàñøòàáàõ ïîðÿäêà äëèíû ïðîáåãà l, ñóùåñòâåííî ïðåâûøàþùèõ d.
Îêîí÷àòåëüíûé âèä èíòåãðàëà ñòîëêíîâåíèé, íà ñàìîì äåëå, íå èçìåíèòñÿ, åñëè ìû
âîîáùå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíûé ñëó÷àé, ïðåäïîëîæèâ,
÷òî ôóíêöèÿ f íå çàâèñèò îò êîîðäèíàò. Â ñîîòâåòñòâèè ñî ñêàçàííûì ÷óòü âûøå,
ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ôóíêöèÿõ f(t0,p10) è f(t0,p10) ìîæíî ïðåíåáðå÷ü è ÿâíîé (÷åðåç
r10(t), r20(t)) çàâèñèìîñòüþ îò âðåìåíè.

Ïðåîáðàçóåì ïîäèíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â (C.15), âîñïîëüçîâàâøèñü (C.12)) ñ
ó÷åòîì îòñóòñòâèÿ ÿâíîé çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè:

d

dt
f(t0,p10)f(t0,p20) =

(
v1

∂

∂r1
+ v2

∂

∂r2
− ∂U12

∂r1

∂

∂p1
− ∂U12

∂r2

∂

∂p2

)
f(t0,p10)f(t0,p20) = 0

(C.16)
Âûðàçèì îòñþäà ïðîèçâîäíóþ ïî p1 ÷åðåç ïðîèçâîäíûå ïî r1, r2 è p2 è ïîäñòàâèì
ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå â (C.15). ×ëåí ñ ïðîèçâîäíîé ∂/∂p2 èñ÷åçàåò ïîñëå ïðåîáðà-
çîâàíèÿ (ïî òåîðåìå Ãàóññà) â èíòåãðàë ïî ïîâåðõíîñòè â èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå.
Ïîñëå ýòîãî ïîëó÷àåì:

St f(t,p1) =

∫
v12

∂

∂r
[f(t0,p10)f(t0,p20)]d

3rd3p2 (C.17)

ãäå ââåäåíà îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü ÷àñòèö v12 = v1−v2 è ó÷òåíî, ÷òî p10 è p20, à ñ
íèìè è âñå âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ, çàâèñÿò íå îò r1 è r2 ïî îòäåëüíîñòè, à
ëèøü îò ðàçíîñòè r = r1−r2. Ââåäåì âìåñòî r = (x, y, z) öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû
z, ρ, φ ñ îñüþ z âäîëü v12. Çàìå÷àÿ, ÷òî v12∂/∂r = v12∂/∂z, è èíòåãðèðóÿ ïî dz,
ïåðåïèøåì (C.17) â âèäå:

St f(t,p1) =

∫
[f(t0,p10)f(t0,p20)]

∣∣∞
−∞ v12ρdρdφd

3p2 (C.18)

ãäå ïðåäåëû z = ±∞ íóæíî ïîíèìàòü êàê ðàññòîÿíèÿ áîëüøèå ïî ñðàâíåíèþ ñ d,
íî ìàëûå ïî ñðàâíåíèþ ñ äëèíîé ïðîáåãà l. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ïðè ïåðåõîäå
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îò (C.15) ê (C.18) èñïîëüçîâàëîñü óðàâíåíèå (C.16), ñïðàâåäëèâîå ëèøü äî òåõ ïîð,
ïîêà ðàññìàòðèâàåìûå ÷àñòèöû íå èñïûòàþò ñëåäóþùåãî ñòîëêíîâåíèÿ.

Âñïîìíèì òåïåðü, ÷òî p10 è p20 � íà÷àëüíûå (â ìîìåíò t0) èìïóëüñû ÷àñòèö,
êîòîðûå â êîíå÷íûé ìîìåíò t èìåþò èìïóëüñû p1 è p2. Åñëè â êîíå÷íûé ìîìåíò
âðåìåíè z = z1 − z2 = −∞, ÷àñòèöû 1 è 2 íàõîäÿòñÿ íà ðàññòîÿíèè çàâåäîìî ïðå-
âûøàþùåì d è íå âçàèìîäåéñòâóþò äðóã ñ äðóãîì, ñòîëêíîâåíèÿ åùå íå áûëî, òàê
÷òî íà÷àëüíûå è êîíå÷íûå èìïóëüñû ñîâïàäàþò: p10 = p1, p20 = p2 ïðè z = −∞.
Åñëè æå â êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè z = +∞, òî ñòîëêíîâåíèå óæå ïðîèçîøëî, â
ðåçóëüòàòå ÷åãî ÷àñòèöû ïðèîáðåëè èìïóëüñû p1 è p2. Â ýòîì ñëó÷àå îáîçíà÷èì
p10 = p′

1(ρ) è p20 = p′
2(ρ) ïðè z = ∞. Ýòè çíà÷åíèÿ èìïóëüñîâ ÿâëÿþòñÿ ôóíêöè-

ÿìè êîîðäèíàòû ρ, èãðàþùåé ðîëü ïðèöåëüíîãî ïàðàìåòðà, à ïðîèçâåäåíèå

ρdρdφ = dσ (C.19)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êëàññè÷åñêîå ýôôåêòèâíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ [13].
Çàìåòèì, íàêîíåö, ÷òî ÿâíóþ çàâèñèìîñòü ôóíêöèé f(t0,p10) è f(t0,p20) îò t0

ìîæíî çàìåíèòü, â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèáëèæåíèè, òàêîé æå çàâèñèìîñòüþ îò t. Â
ñàìîì äåëå, ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ (C.13) òðåáóåò ëèøü ñîáëþäåíèÿ íåðàâåí-
ñòâà t− t0 ≫ d/v: â ìîìåíò t0 ðàññòîÿíèå ìåæäó ÷àñòèöàìè äîëæíî áûòü âåëèêî ïî
ñðàâíåíèþ ñ ðàäèóñîì äåéñòâèÿ ñèë d. Â òîæå âðåìÿ, ðàçíîñòü t− t0 ìîæíî âûáðàòü
òàê, ÷òîáû óäîâëåòâîðÿëîñü óñëîâèå t − t0 ≪ l/v, ãäå l � äëèíà ïðîáåãà. Îòíîøå-
íèå l/v ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âðåìÿ ñâîáîäíîãî ïðîáåãà, êîòîðîå êàê ðàç è îïðåäåëÿåò
õàðàêòåðíîå âðåìÿ èçìåíåíèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. Òîãäà èçìåíåíèå ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ çà âðåìÿ t− t0 áóäåò îòíîñèòåëüíî ìàëûì è èì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

Ñ ó÷åòîì ñäåëàííûõ óòâåðæäåíèé ïðèâîäèì (C.18) ê îêîí÷àòåëüíîìó âèäó:

St f(t,p1) =

∫
[f(t,p′

1)f(t,p
′
2)− f(t,p1)f(t,p2)]v12dσd

3p2 (C.20)

íàçûâàåìîìó èíòåãðàëîì ñòîëêíîâåíèé Áîëüöìàíà. Êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå (C.5) ñ
òàêèì èíòåãðàëîì ñòîëêíîâåíèé íàçûâàåòñÿ êèíåòè÷åñêèì óðàâíåíèåì Áîëüöìàíà.

Áîëüöìàí ïîëó÷èë âèä èíòåãðàëà ñòîëêíîâåíèé èç ïðîñòûõ ýâðèñòè÷åñêèõ ñî-
îáðàæåíèé è íåòðèâèàëüíîé ãèïîòåçû î ìîëåêóëÿðíîì õàîñå. ßñíî, ÷òî èíòåãðàë
ñòîëêíîâåíèé St f = R̄ − R, ãäå R̄ � ñêîðîñòü óâåëè÷åíèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ
f(r,p1, t) çà ñ÷åò ñòîëêíîâåíèé àòîìîâ â ãàçå, à R � ñêîðîñòü åå óìåíüøåíèÿ çà ñ÷åò
ýòèõ æå ñòîëêíîâåíèé. Îïðåäåëèì ñíà÷àëà âåëè÷èíó R. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì êà-
êîé � íèáóäü àòîì â ýëåìåíòå îáúåìà d3r âáëèçè òî÷êè r, èìïóëüñ êîòîðîãî ëåæèò
â ýëåìåíòå îáúåìà èìïóëüñíîãî ïðîñòðàíñòâà d3p1 âáëèçè p1. Â òîì æå ñàìîì ïðî-
ñòðàíñòâåííîì îáúåìå èìåþòñÿ àòîìû ñ ïðîèçâîëüíûìè èìïóëüñàìè p2, êîòîðûå
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïó÷îê ÷àñòèö, ïàäàþùèõ íà àòîì, èìåþùèé èìïóëüñ p1.
Ïëîòíîñòü ïîòîêà ïàäàþùèõ àòîìîâ ðàâíà:

I = f(r,p2, t)d
3p2|v1 − v2|. (C.21)

Ñîãëàñíî ãèïîòåçå ìîëåêóëÿðíîãî õàîñà, ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ f â (C.21) ñîâïà-
äàåò ñ ðàññìàòðèâàåìîé íàìè ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîäëåæàùåé îïðåäåëåíèþ
èç êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Ýòî êàæåòñÿ ïî÷òè î÷åâèäíûì, íî êàê ðàç ýòî è åñòü
îñíîâíîé ìîìåíò âûâîäà, íå èìåþùèé ñòðîãîãî îáîñíîâàíèÿ. ×èñëî ñòîëêíîâåíèé
òèïà p2,p2 → p′

1,p
′
2, ïðîèñõîäÿùèõ â ýëåìåíòå îáúåìà d3r â åäèíèöó âðåìåíè,

ðàâíî:
Idσ = f(r,p2, t)|v1 − v2|dσ (C.22)
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Ñêîðîñòü óìåíüøåíèÿ R ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå ñóììèðî-
âàíèÿ (C.22) ïî âñåì çíà÷åíèÿì p2 è óìíîæåíèåì ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà íà ïðî-
ñòðàíñòâåííóþ ïëîòíîñòü àòîìîâ â ýëåìåíòå îáúåìà d3p1 ïðîñòðàíñòâà ñêîðîñòåé:

R = f(r,p1, t)

∫
d3p2dσ|v1 − v2|f(r,p2, t) (C.23)

Ïîäîáíûìæå îáðàçîì ìîæíî âû÷èñëèòü è âåëè÷èíó R̄. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ñòîëê-
íîâåíèÿ p′

1,p
′
2 → p1,p2, ãäå èìïóëüñ p1 ñ÷èòàåòñÿ ôèêñèðîâàííûì. Ïóñòü íà àòîì,

èìåþùèé èìïóëüñ p′
1, ïàäàåò ïó÷îê àòîìîâ ñ èìïóëüñàìè p′

2. Ïëîòíîñòü ïîòîêà
ïàäàþùèõ àòîìîâ ðàâíà:

f(r,p′
2, t)d

3p′2|v′
2 − v′

1|. (C.24)

×èñëî ñòîëêíîâåíèé ðàññìàòðèâàåìîãî òèïà â åäèíèöó âðåìåíè ðàâíî:

f(r,p′
2, t)d

3p′2|v′
2 − v′

1|dσ′. (C.25)

Ñêîðîñòü óâåëè÷åíèÿ R̄ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ èíòåãðàëîì:

R̄d3p1 =

∫
d3p′2dσ

′|v′
2 − v′

1|[f(r,p′
1, t)d

3p′1]f(r,p
′
2, t). (C.26)

Â ñèëó îáðàòèìîñòè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ìåõàíèêè ñå÷åíèÿ ïðîöåññîâ ðàññåÿíèÿ,
îáðàòíûõ ïî îòíîøåíèþ äðóã ê äðóãó, ðàâíû: dσ = dσ′. Êðîìå òîãî, èç çàêîíîâ
ñîõðàíåíèÿ ñëåäóåò (ðàññìàòðèâàåì óïðóãèå ñòîëêíîâåíèÿ!):

|v1 − v2| = |v′
1 − v′

2|
d3p1d

3p2 = d3p′1d
3p′2. (C.27)

Òîãäà

R̄ =

∫
d3p2dσ|v1 − v2|f(r,p′

1, t)f(r,p
′
2, t). (C.28)

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî çäåñü èìïóëüñ p1 çàäàí, òîãäà êàê p′
1 è p′

2 ÿâëÿþòñÿ
ôóíêöèÿìè p1,p2.

Îáúåäèíÿÿ íàéäåííûå âûðàæåíèÿ äëÿ R è R̄, è ââîäÿ î÷åâèäíûå ñîêðàùåííûå
îáîçíà÷åíèÿ, ïîëó÷àåì:

St f = R̄−R =

∫
d3p2dσ|v1 − v2|(f ′1f ′2 − f1f2) (C.29)

÷òî ñîâïàäàåò ñ (C.20).

C.2 H � òåîðåìà.

Ïðåäîñòàâëåííûé ñàìîìó ñåáå íåðàâíîâåñíûé ãàç, êàê è âñÿêàÿ çàìêíóòàÿ ìàêðî-
ñêîïè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ñòðåìèòñÿ ïåðåéòè â ðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå. Ñîîòâåòñòâåííî
ýâîëþöèÿ íåðàâíîâåñíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñîãëàñíî êèíåòè÷åñêîìó óðàâíå-
íèþ äîëæíà ñîïðîâîæäàòüñÿ ðîñòîì ýíòðîïèè ãàçà. Ïîêàæåì, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî
òàê.
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Âûøå ìû ïîêàçàëè (ñì. (3.25), (3.30)), ÷òî ýíòðîïèÿ èäåàëüíîãî ãàçà, íàõîäÿ-
ùåãîñÿ â íåðàâíîâåñíîì ìàêðîñêîïè÷åñêîì ñîñòîÿíèè, îïèñûâàþùåìñÿ ôóíêöèåé
ðàñïðåäåëåíèÿ f , ðàâíà:

S =

∫
f ln

e

f
dV d3p. (C.30)

Äèôôåðåíöèðóÿ ýòî âûðàæåíèå ïî âðåìåíè, çàïèøåì:

dS

dt
=

∫
∂

∂t

(
f ln

e

f

)
dV d3p = −

∫
ln f

∂f

∂t
dV d3p. (C.31)

Ïîñêîëüêó óñòàíîâëåíèå ñòàòèñòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ â ãàçå îñóùåñòâëÿåòñÿ ñòîëê-
íîâåíèÿìè ìîëåêóë, òî âîçðàñòàíèå ýíòðîïèè äîëæíî áûòü ñâÿçàíî èìåííî ñî ñòîëê-
íîâèòåëüíîé ÷àñòüþ èçìåíåíèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. Èçìåíåíèå æå ýòîé ôóíê-
öèè, ñâÿçàííîå ñî ñâîáîäíûì äâèæåíèåì àòîìîâ, íå ìîæåò èçìåíèòü ýíòðîïèè ãàçà.
Äåéñòâèòåëüíî, ýòà ÷àñòü èçìåíåíèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ äàåòñÿ (äëÿ ãàçà âî
âíåøíåì ïîëå) ïåðâûìè äâóìÿ ÷ëåíàìè â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ:

∂f

∂t
= −v∇f − F

∂f

∂p
+ St f. (C.32)

Èõ âêëàä â ïðîèçâîäíóþ dS/dt ðàâåí:

−
∫

ln f

[
−v

∂f

∂r
− F

∂f

∂p

]
dV d3p =

∫ [
v
∂

∂r
+ F

∂

∂p

](
f ln

f

e

)
dV d3p. (C.33)

Èíòåãðàë ïî dV îò ÷ëåíà ñ ïðîèçâîäíîé ∂/∂r ïðåîáðàçóåòñÿ ñîãëàñíî òåîðåìå Ãàóññà
â èíòåãðàë ïî ïîâåðõíîñòè, îí îáðàùàåòñÿ â íóëü, ïîñêîëüêó çà ïðåäåëàìè çàíèìà-
åìîãî ãàçîì îáúåìà f = 0. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ÷ëåí ñ ïðîèçâîäíîé ∂/∂p ïðè
èíòåãðèðîâàíèè ïî d3p ïðåîáðàçóåòñÿ â èíòåãðàë ïî áåñêîíå÷íî óäàëåííîé ïîâåðõ-
íîñòè â èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå è òîæå îáðàùàåòñÿ â íóëü.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ èçìåíåíèÿ ýíòðîïèè îñòàåòñÿ:

dS

dt
= −

∫
ln fSt fd3pdV. (C.34)

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà áîëüöìàíîâñêèé èíòåãðàë ñòîëêíîâåíèé (C.29), ïîëó÷àåì:

dS

dt
= −

∫
d3p1

∫
dp32dσ|v1 − v2|(f ′2f ′1 − f2f1) ln f1. (C.35)

Ýòîò èíòåãðàë íå ìåíÿåòñÿ ïðè âçàèìíîé ïåðåñòàíîâêå ïåðåìåííûõ p1,p2, ïîñêîëü-
êó ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ýòîé ïåðåñòàíîâêè. Ñîâåðøàÿ ýòó
çàìåíó ïåðåìåííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ è áåðÿ ïîëîâèíó îò ñóììû íîâîãî âûðàæåíèÿ
è ïðåæíåãî âûðàæåíèÿ (C.35), ïîëó÷àåì:

dS

dt
= −1

2

∫
d3p1

∫
d3p2dσ|v2 − v1|(f ′2f ′1 − f2f1) ln(f1f2). (C.36)

Ýòîò èíòåãðàë òàêæå èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî âçàèìíîé ïåðåñòàíîâêè p1,p2 è
p′

1,p
′
2, òàê êàê êàæäîìó ïðÿìîìó ñòîëêíîâåíèþ ñîîòâåòñòâóåò îáðàòíîå ñòîëêíî-

âåíèå ñ òåì æå ñàìûì ñå÷åíèåì ðàññåÿíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî ìîæíî íàïèñàòü:

dS

dt
= −1

2

∫
d3p′1

∫
d3p′2dσ

′|v′
2 − v′

1|(f2f1 − f ′2f
′
1) ln(f

′
1f

′
2). (C.37)
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Çàìå÷àÿ, ÷òî d3p′1d
3p′2 = d3p1d

3p2 è |v′
2 − v′

1| = |v2 − v1| è dσ′ = dσ, âîçüìåì
ïîëîâèíó ñóììû âûðàæåíèé (C.36), (C.37), â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷èì:

dS

dt
= −1

4

∫
d3p1

∫
d3p2dσ|v2 − v1|(f ′2f ′1 − f2f1)[ln(f1f2)− ln(f ′1f

′
2)]. (C.38)

Ïîäèíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â (C.38) íèêîãäà íå áûâàåò ïîëîæèòåëüíûì, ÷òî ÿñíî
ïîñëå èñïîëüçîâàíèÿ óæå èçâåñòíîãî íàì íåðàâåíñòâà lnx < x− 1. Ñîîòâåòñòâåííî,
ìû äîêàçàëè H�òåîðåìó Áîëüöìàíà: dSdt ≥ 0, ÷òî ýêâèâàëåíòíî çàêîíó âîçðàñòàíèÿ
ýíòðîïèè 3.

Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî dS
dt = 0 â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà ïîäèíòåãðàëü-

íîå âûðàæåíèå â (C.38) òîæäåñòâåííî ðàâíî íóëþ. Ýòî èìååò ìåñòî òîëüêî êîãäà
âõîäÿùèå â èíòåãðàë ñòîëêíîâåíèé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíû èõ ðàâíîâåñíûì
áîëüöìàíîâñêèì âûðàæåíèÿì. Îòñþäà, êñòàòè, ÿñíî, ÷òî ïðè ïðîèçâîëüíûõ íà÷àëü-
íûõ óñëîâèÿõ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ f(p, t) ñòðåìèòñÿ ïðè t → ∞ ñòðåìèòñÿ ê
ðàâíîâåñíîìó çíà÷åíèþ.

C.3 Êâàíòîâûå êèíåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ.

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ êâàíòîâûõ êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Íàøà çàäà÷à ñî-
ñòîèò â âûâîäå çàìêíóòîãî óðàâíåíèÿ äëÿ îäíî÷àñòè÷íîé ìàòðèöû ïëîòíîñòè èç
áîãîëþáîâñêîé öåïî÷êè óðàâíåíèé äëÿ ÷àñòè÷íûõ ìàòðèö ïëîòíîñòè òèïà (1.163).
Ðàññìàòðèâàåìûé íèæå âàðèàíò ìåòîäà Áîãîëþáîâà ïðèíàäëåæèò Çûðÿíîâó [38].

Ñòàðòóåì ñ êâàíòîâîãî óðàâíåíèÿ Ëèóâèëëÿ (1.128) äëÿ ïîëíîé (N � ÷àñòè÷íîé)
ìàòðèöû ïëîòíîñòè:

i~
∂ρ

∂t
= [H, ρ] ≡ Hρ− ρH (C.39)

Áóäåì ðàáîòàòü â ïðåäñòàâëåíèè âòîðè÷íîãî êâàíòîâàíèÿ, ïîñòðîåííîì íà ñîáñòâåí-
íûõ ôóíêöèÿõ ãàìèëüòîíèàíà �ñâîáîäíûõ ÷àñòèö�:

H0|ν >= Eν |ν > (C.40)

H0 =
∑
ν

Eνa
+
ν aν (C.41)

ãäå a+ν , aν � îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ ôåðìèîíîâ èëè áîçîíîâ â êâàí-
òîâîì ñîñòîÿíèè |ν >. Ïîä ν ïîäðàçóìåâàåòñÿ íàáîð êâàíòîâûõ ÷èñåë, õàðàêòåðè-
çóþùèõ äàííûå âîçáóæäåíèÿ. ×àùå âñåãî èìåþòñÿ ââèäó ñâîáîäíûå ÷àñòèöû, õà-
ðàêòåðèçóåìûå èìïóëüñîì (êâàçèèìïóëüñîì) è ñïèíîì: |ν >= |p, σ >= χσe

ipr/~, ãäå
χσ � ñïèíîâàÿ ÷àñòü âîëíîâîé ôóíêöèè. Ïðè ýòîì â îòñóòñòâèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ
Eν ≡ Ep = p2/2m. Îäíàêî ìîæíî ðàññìîòðåòü è ìåíåå òðèâèàëüíûå ñëó÷àè. Íàïðè-
ìåð ν ìîæåò áûòü íàáîðîì êâàíòîâûõ ÷èñåë Ëàíäàó äëÿ ýëåêòðîíà â îäíîðîäíîì
ìàãíèòíîì ïîëå: ν = {n, pz, σ}, ýòî ìîãóò áûòü êâàíòîâûå ÷èñëà óðîâíåé â êàêîé-òî
äðóãîé òî÷íî ðåøàåìîé çàäà÷å, êîãäà ãàìèëüòîíèàí óäàåòñÿ ïðåäñòàâèòü â äèàãî-
íàëüíîì âèäå (C.41).

Îïåðàòîðû âòîðè÷íîãî êâàíòîâàíèÿ óäîâëåòâîðÿþò îáû÷íûì êîììóòàöèîííûì
ñîîòíîøåíèÿì:

[aν , a
+
ν′ ]± = δνν′ (C.42)

3Íàçâàíèå H�òåîðåìà èìååò èñòîðè÷åñêèé õàðàêòåð � â ðàáîòàõ Áîëüöìàíà ðàññìàòðèâàëàñü
âåëè÷èíà H = −S.
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[aν , aν′ ]± = 0 [a+ν , a
+
ν′ ]± = 0 (C.43)

ãäå ± îòíîñèòñÿ ê ôåðìèîíàì è áîçîíàì ñîîòâåòñòâåííî. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ýòè
îïåðàòîðû âçÿòû â øðåäèíãåðîâñêîì ïðåäñòàâëåíèè, ò.å. íå çàâèñÿùèìè îò âðåìåíè.

Íàøà öåëü ñîñòîèò â ïîëó÷åíèè óðàâíåíèé äëÿ îäíî÷àñòè÷íûõ ìàòðèö ïëîòíî-
ñòè, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ èç (1.163) êàê:

F1νν′ =< ν|F1|ν′ >= Spρa+ν aν′ ≡< a+ν aν′ > (C.44)

Åñòåñòâåííî, èìååòñÿ â âèäó ðàññìîòðåòü ñëó÷àé âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö, êîãäà
ïîëíûé ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû èìååò âèä:

H = H0 + V (C.45)

ãäå V � íåêîòîðûé ãàìèëüòîíèàí âçàèìîäåéñòâèÿ, òàêæå çàïèñàííûé â ïðåäñòàâëå-
íèè âòîðè÷íîãî êâàíòîâàíèÿ.

Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ (C.39) ìîæåì çàïèñàòü:

i~
∂

∂t
Spρa+ν aν′ = i~

∂

∂t
< a+ν aν >= Sp[H, ρ]a+ν aν′ =

= Spρ[a+ν aν′ ,H] =< [a+ν aν′ ,H] > (C.46)

ãäå ïðîâåëè î÷åâèäíóþ öèêëè÷åñêóþ ïåðåñòàíîâêó îïåðàòîðîâ ïîä çíàêîì Sp. Òàêèì
îáðàçîì çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ êîììóòàòîðà, ñòîÿùåãî
â ïðàâîé ÷àñòè. Íà ýòîì ýòàïå óæå ñëåäóåò êîíêðåòèçèðîâàòü òó èëè èíóþ ìîäåëü
âçàèìîäåéñòâèÿ.

C.3.1 Ýëåêòðîí � ôîíîííîå âçàèìîäåéñòâèå.

Ðàññìîòðèì íå ñàìûé ïðîñòîé ñëó÷àé � ñèñòåìó ýëåêòðîíîâ (ôåðìèîíîâ), íàõîäÿ-
ùèõñÿ â ñîñòîÿíèÿõ |ν >, âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñ ôîíîíàìè (áîçîíàìè), ñîñòîÿíèÿ
êîòîðûõ õàðàêòåðèçóþòñÿ êâàçèèìïóëüñîì |k >. Òîãäà:

H0 = H0
el +H0

ph (C.47)

H0
el =

∑
ν

Eνa
+
ν aν H0

ph =
∑
k

~ωkb
+
k bk (C.48)

V = Hel−ph =
∑
ν,ν′,k

A(ν′, ν,k)a+ν aν′(bk + b+−k) (C.49)

ãäå A(ν′, ν,k) = gk < ν|eikr|ν′ > � ìàòðè÷íûé ýëåìåíò ýëåêòðîí � ôîíîííîãî âçàè-
ìîäåéñòâèÿ, gk � êîíñòàíòà ýòîãî âçàèìîäåéñòâèÿ.

Â ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìå íóæíî, âîîáùå ãîâîðÿ, ïîñòðîèòü ñèñòåìó ñâÿçàííûõ
êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ îäíî÷àñòè÷íûõ ìàòðèö ïëîòíîñòè ýëåêòðîíîâ (C.44) è
ôîíîíîâ:

N1kk′ =< k|N1|k′ >= Spρb+k bk′ =< b+k bk′ > (C.50)

Ñîîòâåòñòâåííî, ðàññìîòðèì òî÷íûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òèïà (C.46):

i~
∂

∂t
< a+κ aκ′ >=< [a+κ aκ′ ,H0

el +H0
ph +Hel−ph] > (C.51)
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i~
∂

∂t
< b+k bk′ >=< [b+k bk′ ,H0

el +H0
ph +Hel−ph] > (C.52)

Äàëåå íåîáõîäèìî íåïîñðåäñòâåííî âû÷èñëèòü ðàçëè÷íûå èìåþùèåñÿ çäåñü êîììó-
òàòîðû, èñïîëüçóÿ îñíîâíûå êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ (C.42), (C.43). Â ÷àñò-
íîñòè, íåòðóäíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

[a+ν aν′ , a+κ aκ′ ] = a+ν aκ′δν′κ − a+κ aν′δνκ′ (C.53)

[b+q bq′ , b+k bk′ ] = b+q bq′δq′k − b+k bq′δqk′ (C.54)

Òîãäà ñ èñïîëüçîâàíèåì (C.53) â (C.51) ïîëó÷àåì:(
i~
∂

∂t
+ Eκ − Eκ′

)
F1κκ′ =

∑
νν′q

{
A(ν′, ν,q)[δνκ′H⋆

κν′q − δκν′H⋆
νκ′q] +

+ A⋆(ν′, ν,q)[δνκ′Hκν′q − δκν′Hνκq]} (C.55)

ãäå ââåëè:
H⋆
κκ′q =< a+κ aκ′bq > Hκκ′q =< a+κ aκ′b+q > (C.56)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ñ ïîìîùüþ (C.54) èç (C.52) ïîëó÷èì:(
i~
∂

∂t
+ ~ωk − ~ωk′

)
N1kk′ =

∑
νν′

{A⋆(ν′, ν,k)Hνν′k −A(ν′, ν,k)H⋆
νν′k′} (C.57)

Òàêèì îáðàçîì âîçíèêàþò ïåðâûå óðàâíåíèÿ áîãîëþáîâñêîé öåïî÷êè. Íà ñëåäóþùåì
ýòàïå íóæíî âûïèñàòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ Hκκ′q,H

⋆
κ,κ′q:

i~
∂

∂t
< a+κ aκbq >=< [a+κ aκ′bq,H

0
el +H0

ph +Hel−ph] >

i~
∂

∂t
< a+κ aκ′b+q >=< [a+κ aκ′b+q ,H

0
el +H0

ph +Hel−ph] > (C.58)

Èñïîëüçóÿ ñíîâà (C.53), (C.54), à òàêæå

[bq, b
+
k bk] = bkδkq [b+q , b

+
k bk] = −b+k δkq (C.59)

ïîëó÷àåì:(
i~
∂

∂t
+ Eκ − Eκ′ + ~ωq

)
Hκ′,κ,q =

∑
γγ′q′

A(γ′, γ,q′)
{
< a+κ aγ′bq′b+q > δγκ′+

+ < a+κ aγ′b+−q′b
+
q > δγκ′− < a+γ aκ′bq′b+q > δγ′κ−

− < a+γ aκ′b+−q′b
+
q > δγ′κ− < a+κ aκ′a+γ aγ′ > δqq′

}
(C.60)

(
i~
∂

∂t
+ Eκ − Eκ′ − ~ωq

)
H⋆
κ′,κ,q =

∑
γγ′q′

A⋆(γ′, γ,q′)
{
< a+κ aγ′bq′bq > δγκ′+

+ < a+κ aγ′b+−q′bq > δγκ′− < a+γ aκ′bq′bq > δγ′κ−

− < a+γ aκ′b+−q′bq > δγ′κ− < a+κ aκ′a+γ aγ′ > δqq′

}
(C.61)
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Ìîæíî, êîíå÷íî, è ïðîäîëæàòü ýòîò ïðîöåññ, âûïèñûâàÿ ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ öå-
ïî÷êè, êîòîðûå ñòàíîâÿòñÿ âñå áîëåå ãðîìîçäêèìè, íî äëÿ áîëüøèíñòâà ïðàêòè-
÷åñêèõ çàäà÷ ýòèõ óðàâíåíèé äîñòàòî÷íî, åñëè âçàèìîäåéñòâèå äîñòàòî÷íî ìàëî.
Åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì çàìûêàíèÿ áîãîëþáîâñêîé öåïî÷êè ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæåí-
íîå âûðàæåíèå (�ðàñöåïëåíèå�) âûñøèõ êîððåëÿòîðîâ ÷åðåç íèçøèå (ôàêòîðèçàöèÿ
âûñøèõ ìàòðèö ïëîòíîñòè ÷åðåç íèçøèå). Ýòà ïðîöåäóðà, ê ñîæàëåíèþ, íå ÿâëÿåò-
ñÿ âïîëíå îäíîçíà÷íîé â îáùåì ñëó÷àå. Â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å äâóõ÷àñòè÷íûå
êîððåëÿòîðû ìîæíî ñëåäóþùèì îáðàçîì ïðèáëèæåííî âûðàçèòü ÷åðåç îäíî÷àñòè÷-
íûå4:

< a+κ aκ′b+k bk′ >≈ F1κκ′N1kk′

< a+κ aκ′bkb
+
k′ >≈< a+κ aκ′ >< δkk′ + b+k′bk >= F1κκ′(δkk′ +N1kk′)

< a+κ aκ′a+ν aν′ >≈ F1κκ′F1νν′ + F1κν′(δκ′ν − F1νκ′)

< a+κ aκ′bk′bk >=< aκaκb
+
k′b

+
k >= 0 (C.62)

Èñïîëüçóÿ (C.62) â (C.60) è ôîðìàëüíî èíòåãðèðóÿ ýòî óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì:

Hκκ′q(t) = e
i
~ (Eκ−Eκ′+~ωq)(t−t0)

{
Hκκ′q(t0) +

1

i~

∫ t

t0

dt′e
i
~ (Eκ−Eκ′+~ωq)(t−t′)IFNκκ′q(t

′)

}
(C.63)

ãäå t0 � íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè, è ìû ïîëîæèëè:

IFNκκ′q(t
′) =

∑
γγ′q

A(γ′, γ,q′)[(F1κγ′δγκ′ −

−F1γκ′δγ′κ)(δqq′ +N1qq′)− (F1κκ′F1κγ′(δγκ′ − F1γκ′))δqq′ ]t′ (C.64)

ãäå ïîñëåäíèé èíäåêñ îçíà÷àåò, ÷òî âñå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ (îäíî÷àñòè÷íûå
ìàòðèöû ïëîòíîñòè) â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ âçÿòû â ìîìåíò âðåìåíè t′.

Ââåäåì òåïåðü áîãîëþáîâñêîå �óñëîâèå îñëàáëåíèÿ êîððåëÿöèé � â äàëåêîì ïðî-
øëîì:

lim
t0→−∞

Hκκ′q(t0) = 0 (C.65)

Âûáîð ýòîãî óñëîâèÿ â áåñêîíå÷íîì ïðîøëîì ñâÿçàí ñ ïðèíöèïîì ïðè÷èííîñòè, è
óñëîâèå (C.65) âûäåëÿåò �íàïðàâëåíèå âðåìåíè�.

Òîãäà (C.63) ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê:

Hκκ′q(t) =
1

i~

∫ t

−∞
dt′e−

i
~ (Eκ−Eκ′+~ωq)(t

′−t)IFNκκ′q(t
′) (C.66)

÷òî ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííîé t′ − t = τ äàåò:

Hκκ′q(t) =
1

i~

∫ 0

−∞
dτe−i(Eκ−Eκ′+~ωq)

τ
~ IFNκκ′q(t+ τ) (C.67)

4Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî çäåñü âûäåëåíû âñå âîçìîæíûå êîìáèíàöèè ïàð (�ñïàðèâàíèÿ�) îïåðà-
òîðîâ ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ, ñðåäíèå îò êîòîðûõ è äàþò îäíî÷àñòè÷íûå ìàòðèöû ïëîòíîñòè.
Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ýêâèâàëåíòíî èñïîëüçîâàíèþ ò.í. òåîðåìû Âèêà, ñïðàâåäëèâîé ïðè óñðåäíå-
íèè ïî ðàâíîâåñíîé ìàòðèöå ïëîòíîñòè [30].
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Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèå êîððåëÿòîðà Hκκ′q â ìîìåíò t îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèÿìè
ìàòðèö ïëîòíîñòè F1 è N1 âî âñå ïðåäûäóùèå ìîìåíòû âðåìåíè (ðåøåíèå ñ �ïà-
ìÿòüþ�). Ïðåäïîëîæèì, ñëåäóÿ Áîãîëþáîâó, ÷òî õàðàêòåðíûé âðåìåííîé ìàñøòàá
�ïàìÿòè� ïîðÿäêà õàðàêòåðíîãî (ìèêðîñêîïè÷åñêîãî) âðåìåíè ýëåêòðîí � ôîíîííî-
ãî âçàèìîäåéñòâèÿ τ0, à ïî åãî ïðîøåñòâèè ýâîëþöèÿ âñåõ (êèíåòè÷åñêèõ) âåëè÷èí
îïðåäåëÿåòñÿ ëèøü âðåìåííîé çàâèñèìîñòüþ îäíî÷àñòè÷íûõ ìàòðèö ïëîòíîñòè. Òî-
ãäà, èíòåðåñóÿñü ýâîëþöèåé ñèñòåìû íà âðåìåíàõ t≫ τ0, ìîæíî ýôôåêòàìè �ïàìÿ-
òè� â (C.67) ïîëíîñòüþ ïðåíåáðå÷ü. Ñîîòâåòñòâåííî, ñ èñïîëüçîâàíèåì

1

i

∫ 0

−∞
dte∓ixt = lim

ε→0+

1

i

∫ 0

−∞
dte∓i(x±iε)t =

= lim
ε→0+

1

x± iε
= P

1

x
∓ iδ(x) (C.68)

ñðàçó æå ïîëó÷àåì:

Hκκ′q = lim
ε→0+

1

Eκ − Eκ′ + ~ωq + iε

∑
γγ′q′

A(γ′, γ,q′)
{
(F1κγ′δγκ′−

−F1γκ′δγ′κ)(δqq′ +N1qq′)− (F1κκ′F1γγ′ + F1κγ′(δγκ′ − F1γκ′))δqq′} (C.69)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, èç (C.61) ïîëó÷àåì:

H⋆
κκ′q = lim

ε→0+

1

Eκ − Eκ′ − ~ωq + iε

∑
γγ′q′

A⋆(γ′, γ,q′) {(F1κγ′δγκ′(N1q′q + δqq′)−

−F1γκ′δγ′κN1qq′)− (F1γκ′F1κγ′ − F1κκ′F1γγ′)δqq′}
(C.70)

Çàìåòèì, ÷òî ðåøåíèÿ (C.67) è (C.67) íåìåäëåííî ñëåäóþò èç (C.60) è (C.61) (ñ
ó÷åòîì ðàñöåïëåíèÿ (C.62)) åñëè ïðåäïîëîæèòü îòñóòñòâèå ÿâíîé çàâèñèìîñòè H è
H⋆ îò âðåìåíè, ÷òî ïîçâîëÿåò ñäåëàòü â (C.60) è (C.61) ôîðìàëüíóþ çàìåíó i~ ∂

∂t →
iε5.

Ñîáñòâåííî ãîâîðÿ, ïîäñòàíîâêà (C.69) è (C.70) â (C.55) è (C.57) óæå äàåò çà-
ìêíóòûå êèíåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äëÿ F1 è N1. Îäíàêî èõ îáùèé âèä ñóùåñòâåííî
óïðîùàåòñÿ, åñëè ïðåäïîëîæèòü äèàãîíàëüíîñòü îäíî÷àñòè÷íûõ ìàòðèö ïëîòíîñòè:

F1κκ′ = F1κδκκ′ N1kk′ = N1kδkk′ (C.71)

Ðàçóìååòñÿ, ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ çàâèñèò îò ñâîéñòâ ðàññìàòðèâàå-
ìîé ñèñòåìû è êâàíòîâûõ ÷èñåë ýëåêòðîíîâ ν, à òàêæå îò âîçìîæíîñòè ïðåíåáðåæå-
íèÿ ïðîñòðàíñòâåííûìè íåîäíîðîäíîñòÿìè â ôîíîííîì ãàçå. Åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå
óñëîâèÿ âûïîëíåíû, êâàíòîâûå êèíåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äëÿ ýëåêòðîíîâ è ôîíîíîâ
ïðèîáðåòàþò îêîí÷àòåëüíûé âèä:

∂F1κ

∂t
=

2π

~
∑
νq

{
|A(κ, ν,q)|2δ(Eκ − Eν + ~ωq)[F1ν(1− F1κ)(N1q + 1)− F1κ(1− F1ν)N1q]

5Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ãèïîòåçå Áîãîëþáîâà î òîì, ÷òî íà õàðàêòåðíûõ äëÿ êèíåòèêè âðåìåíàõ,
âûñøèå ìàòðèöû ïëîòíîñòè (ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ) çàâèñÿò îò âðåìåíè òîëüêî ÷åðåç ñîîòâåò-
ñòâóþùóþ çàâèñèìîñòü îäíî÷àñòè÷íûõ ìàòðèö (ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ).



C.3. Êâàíòîâûå êèíåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ. 257

+|A(ν, κ,q)|2δ(Eκ − Eν − ~ωq)[F1ν(1− F1κ)N1q − F1κ(1− F1ν)(N1q + 1)]
}
(C.72)

∂

∂t
N1k =

2π

~
∑
νν′

|A(ν, ν′,k)|2δ(Eν′ − Eν − ~ωk) {[F1ν′ − F1ν ]N1k + F1ν′(1− F1ν)}

(C.73)
Ïîëó÷åííûå êèíåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ (èíòåãðàëû ñòîëêíîâåíèé) äëÿ ýëåêòðîí � ôî-
íîííîé ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ îñíîâîé äëÿ ðåøåíèÿ ìíîãèõ çàäà÷ êèíåòèêè â òâåðäûõ
òåëàõ [38].

C.3.2 Ýëåêòðîí � ýëåêòðîííîå âçàèìîäåéñòâèå.

Ðàññìîòðèì òåïåðü êðàòêî âûâîä êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ â ñèñòåìå âçàèìîäåé-
ñòâóþùèõ ýëåêòðîíîâ (ôåðìèîíîâ), ãàìèëüòîíèàí êîòîðûé çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

H =
∑
ν

Eνa
+
ν aν +

∑
µµ′νν′

< µν|U |µ′ν′ > a+ν a
+
µ aν′aµ′ (C.74)

ãäå ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âçàèìîäåéñòâèå èìååò êîðîòêîäåéñòâóþùèé (ýêðàíèðî-
âàííûé) õàðàêòåð (ñëó÷àé êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ òðåáóåò ñïåöèàëüíîãî ðàñ-
ñìîòðåíèÿ). Åãî ìàòðè÷íûé ýëåìåíò:

< µν|U(r)|µ′ν′ >=

∫
d3k

(2π)3
U(k) < µ|eikr|µ′ >< ν|eikr|ν′ > (C.75)

Ââåäåì ñíîâà ÷àñòè÷íûå ìàòðèöû ïëîòíîñòè:

F1κκ′ = Spρa+κ aκ′ =< a+κ aκ′ > (C.76)

< κκ′|F2|νν′ >= Spρa+κ a
+
κ′aνaν′ =< a+κ a

+
κ′aνaν′ > (C.77)

Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (öåïî÷êà) èìåþò âèä:(
i~
∂

∂t
+ Eκ − Eκ′

)
F1κκ′ =

∑
νν′µµ′

< µν|U |µ′ν′ > [< νµ|F2|µ′ν′ > δκµ′ −

− < νµ|F2|µ′κ′ > δν′κ+ < κµ|F2|µ′ν′ > δκ′ν− < κν|F2|µ′ν′ > δµκ′ ] (C.78)

(
i~
∂

∂t
+ Eκ′ + Eκ − Eγ − Eγ′

)
< κκ′|F2|γγ′ >=

=
∑
µµ′νν′

< µν|U |µ′ν′ >< [a+ν a
+
µ aν′aµ′ , a+κ a

+
κ′aγaγ′ ] > (C.79)

Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ êîììóòàòîðîâ â (C.79) âîçíèêàþò ñðåäíèå îò ïðîèçâåäåíèÿ òðåõ
îïåðàòîðîâ ðîæäåíèÿ è òðåõ îïåðàòîðîâ óíè÷òîæåíèÿ, â êîòîðûõ ìîæíî ïðîâåñòè
ðàñöåïëåíèå âèäà:

< a+ν a
+
µ aν′a+κ′aγaγ′ >≈ F1νγ′F1µν′F1κ′γ + F1νν′F1µγF1κ′γ′ +

+F1νγF1µγ′(δν′κ′ − F1κ′ν′)

< a+κ a
+
ν a

+
µ aµ′aγaγ′ >≈ F1µµ′F1νγF1κγ′ + F1κµ′F1νγ′F1κ′γ′ + F1κγF1νµ′F1µγ′ (C.80)
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Òàêæå êàê è âûøå, ïðè ðàññìîòðåíèè äîñòàòî÷íî ìåäëåííûõ êèíåòè÷åñêèõ ïðîöåñ-
ñîâ, ìîæíî ïðîâåñòè â (C.79) çàìåíó i~ ∂

∂t → iε, ÷òî ïîçâîëÿåò (ñ ó÷åòîì (C.80))
íåìåäëåííî ïîëó÷èòü åãî ðåøåíèå. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè åãî â (C.78) ïîëó÷àåì êèíå-
òè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ F1κκ′ . Ïðåäïîëàãàÿ äèàãîíàëüíîñòü F1κκ′ = F1κδκκ′ ìîæíî
ïðèâåñòè åãî ê ñëåäóþùåìó âèäó:

∂F1κ

∂t
=

2π

~
∑
νν′κ′

| < νν′|U |κκ′ > |2δ(Eν + Eν′ − Eκ − Eκ′)

[F1ν(1− F1κ)F1ν′(1− F1κ′)− F1κ(1− F1ν)F1κ′(1− F1ν′)] (C.81)

Â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè:

|κ >= 1√
V
e

i
~pr (C.82)

F1κ → np (C.83)

Eκ → ε(p) = p2/2m (C.84)

< µ|eikr|ν >= 1

V

∫
dre

i
~ (p′−p+k)r è ò.ä. (C.85)

òàê ÷òî êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ ýëåêòðîíîâ çàïèøåòñÿ êàê

∂np

∂t
=

2π

(2π~)6~

∫
dp′

1dp
′
2dp2|U(p1 − p′

1)|2δ(p1 + p2 − p′
1 − p′

2)

δ(ε(p1) + ε(p2)− ε(p′
1)− ε(p′

2))
[
np′

1
np′

2
(1− np1)(1− np2)−

−np1np2(1− np′
1
)(1− np′

2
)
]

(C.86)

ãäå U(p) � ôóðüå � îáðàç ïîòåíöèàëà âçàèìîäåéñòâèÿ.
Çàïèñûâàÿ ýíòðîïèþ ýëåêòðîííîãî ãàçà àíàëîãè÷íî (5.15):

S = 2

∫
d3p

(2π)3
[(1− np) ln(1− np)− np lnnp] (C.87)

è èñïîëüçóÿ (C.86) ìîæíî, ïîñëå äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêèõ âû÷èñëåíèé, äîêàçàòü êâàí-
òîâûé âàðèàíò H � òåîðåìû: dSdt ≥ 0.

Ðàâíîâåñíîå ðàñïðåäåëåíèå Ôåðìè:

n0p =
1

e
ε(p)−µ

T + 1
(C.88)

îáðàùàåò èíòåãðàë ñòîëêíîâåíèé â (C.86) â íóëü, â ÷åì ìîæíî óáåäèòüñÿ íåïîñðåä-
ñòâåííûìè âû÷èñëåíèÿìè, ñ ó÷åòîì çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè ðàññåèâàþùèõñÿ ÷à-
ñòèö, âûðàæàåìîãî δ � ôóíêöèåé â èíòåãðàëå ñòîëêíîâåíèé. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî
â (C.86) ïðè ýòîì òîæäåñòâåííî îáðàùàåòñÿ â íóëü êîìáèíàöèÿ ôóíêöèé ðàñïðåäå-
ëåíèÿ â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ.

Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå äëÿ èíòåãðàëà ñòîëêíîâåíèé èãðàåò îïðåäåëÿþùóþ ðîëü
ïðè ðàññìîòðåíèè íèçêîòåìïåðàòóðíîé êèíåòèêè â ìåòàëëàõ (ôåðìè � æèäêîñòè).
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