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Лекция №1
1. Введение в проблему расчета (моделирования) электронной 
структуры реальных соединений. Основная задача зонных 
методов.

2. Теория функционала электронной плотности (DFT). 
Самосогласованная система уравнений Кона-Шема.

3. Выбор вида обменено-корреляционного потенциала - 
приближение локальной электронной плотности (LDA).

4. Выбор вида потенциала и базисных функций для проведения 
зонных расчетов.

5. Использование результатов зонных расчетов для вычисления 
энергетических параметров модельных гамильтонианов.



“Первопринципные”- как это?
Первопринципные подходы – подходы для описания 
экспериментально наблюдаемых физических свойств конкретного 
материала, стартуя только с 
1) Кристаллической структуры;
2) Химического состава. (абсолютная мечта!!!!! :) )

Например:
 Термодинамические характеристики;
 Плотность электронных состояний;
 Энергетическую дисперсию электронов;
 Пространственное распределение зарядовой и спиновой плотности;
 Энергии одноэлектронных возбуждений;
 Ферми поверхность;
 Силы действующие на ионы;
 ...



Почему компьютерное 
моделирование?

Компьютерное моделирование - численный эксперимент
по исследованию поведения системы в зависимости от различных 
параметров, проводимый при помощи компьютера.

 Постоянный и быстрый рост вычислительных мощностей;

 Переход к все более сложным системам;

 Широкое применение зонных методов;

 Воспроизводимость и достоверность результатов;

 Предсказательная способность;

 Применение к новым прикладным и фундаментальным задачам;

 Экономическая целесообразность.



Электронная структура:
Электронная структура – собственные энергии квантовой 
системы, определяемые поведением электронов данной системы 
(спектр собственных значений матрицы гамильтониана данной 
системы).

Различные квантовые системы:

 Атом - дискретный (линейчатый) спектр;

 Молекула - полосатый спектр;

 Твердое кристаллическое тело - набор разрешенных и   
  запрещенных зон.

В этом смысле говорят о зонной структуре в твердых 
кристаллических телах (прямое следствие наличия 
трансляционной симметрии).



Зонные расчеты:
Зонные расчеты – методы расчета зонной структуры в идеальном 
бесконечном кристаллическом твердом теле.

По сути это численное решение многочастичного стационарного 
уравнения Шредингера:

в котором волновая функция представлена в приближении Блоха:

Решение матричной задачи на нахождение собственных значений 
и собственных векторов матрицы гамильтониана H в некотором 
полном ОНБ, по которому разложена функция           . 



Теорема Блоха и ее следствия

Теорема Блоха -  

Следствия теоремы Блоха: Все волновые функции кристалла и 
собственные значения нумеруются волновым вектором k из 
первой зоны Бриллюена

        



Приближение сильной связи
Сильная связь – валентные электроны “сильно” связаны с ядром в 
кристалле и имеют атомоподобные волновые функции. Волновая 
функция кристалла есть линейная комбинация таких 
атомоподобных ВФ.

      Атом + энергия обр. кристалла           Волновая функция

Собственные энергии e
m

Перескок

Энергия узла

Перекрытие



Зонные расчеты: основная цель
пример – однородная бесконечная цепочка атомов
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Зонные расчеты: основная цель
пример – однородная бесконечная цепочка атомов



  Найти разложение ВФ по неким
  базисным функциям для данного материала

  Вычислить интегралы перескока
  для данного материала.

Зонные расчеты: основная цель
пример – однородная бесконечная цепочка атомов



 Зонная структура: иллюстрация

запрещенная
зона

разрешенная
зона

Обычно зонная структура (дисперсия электронных состояний) изображается
вдоль высокосимметричных направлений в первой зоне Бриллюэна, т.к.
на этих направлениях или на границах зоны Бриллюэна достигаются ее
максимумы и минимумы.



Первопринципный многоэлектронный 
гамильтониан в адиабатическом приближении

Многочастичный гамильтониан в приближении Борна-Оппенгеймера



Приближение Томаса-Ферми-Дирака

Статистический подход к вычислению полной энергии

Кин. Энергия Поле ионов

Обменная энергия Энергия Хартри

Все вклады выражены через локальную зарядовую плотность однородного 
электронного газа          - функционал зарядовой плотности. 



Приближение Томаса-Ферми-Дирака

Для нахождения энергии основного состояния мы должны 
минимизировать функционал            для заданного числа частиц N

Произвольный множитель Лагранжа имеет смысл химпотенциала

   



Теория функционала  плотности

Основная величина в данной теории – зарядовая плотность n(r)

1я Теорема Хоенберга-Кона: Для любой системы 
взаимодействующих электронов во внешнем потенциале V

ext
(r), 

данный потенциал однозначно определен с точностью до константы 
как функция зарядовой плотности основного состояния n

0
(r). 

Следствие: Так как гамильтониан таким образом полностью 
определен (с точностью до константы), то и многочастичные 
волновые функции (основного и возбужденного состояния) также 
определены. Таким образом все свойства системы полностью 
определяются зарядовой плотностью основного состояния n

0
(r). 



Теория функционала  плотности

1я Теорема Хоенберга-Кона: Доказательство «от противного»:

Пусть есть два различных потенциала V1
ext

(r) и V2
ext

(r), которые 

задают два различных гамильтониана Н1 и Н2 с двумя различными 
волновыми функциями основного состояния и дающих одну

зарядовую плотность основного состояния n
0
(r), тогда



Теория функционала  плотности

1я Теорема Хоенберга-Кона: Доказательство «от противного»:

Пусть есть два различных потенциала V1
ext

(r) и V2
ext

(r), которые 

задают два различных гамильтониана Н1 и Н2 с двумя различными 
волновыми функциями основного состояния и дающих одну

 зарядовую плотность основного состояния n
0
(r), тогда

складываем

противоречие



Теория функционала  плотности

2я Теорема Хоенберга-Кона: Можно задать универсальный 
функционал для энергии E[n] от зарядовой плотности n(r) для 
любого внешнего потенциала V

ext
(r).  Для любого заданного V

ext
(r) 

точная энергия основного состояния системы определяется 
глобальным минимумом данного функционала достигаемого при 
зарядовой плотности основного состояния n

0
(r). 

Следствие:  Функционала E[n]    достаточно для определения 
точной энергии основного состояния и зарядовой плотности.



Теория функционала  плотности

Применение теорем Хоенберга-Кона:

Красные кружки соответствуют стандартному способу определения 
зарядовой плотности для заданного внешнего потенциала

Замкнуть данный цикл позволяют теоремы Хоенберга-Кона (НК)



Уравнения Кона-Шема

Основная идея: Перейти от нерешаемой многочастичной задачи (с 
многоэлектронным гамильтонианом) к вспомогательной 
одночастичной задаче, которая имеет ту же самую энергию 
основного состояния, причем все многочастичные эффекты войдут 
через обменно-корреляционный функционал V

xc
[n]. Таким образом 

точность нахождения зарядовой плотности и полной энергии 
основного состояния определяются только выбором V

xc
[n]. 



Уравнения Кона-Шема

Разобьем функционал плотности E[] на различные вклады:

Причем только вклад Хартри

И вклад от ионов

Могут быть выражены как функционалы плотности.



Уравнения Кона-Шема
Для кинетической части функционала плотности используется 
приближение

Таким образом кинетическая энергия находится для одночастичных 
орбиталей Кона-Шема, а все многочастичные вклады попадают в 
обменно-корреляционную часть функционала E[n].



Уравнения Кона-Шема
Поскольку точный вид E

kin
[n] не известен, введем некоторые 

вспомогательные орбитали (орбитали Кона-Шема), такие что

Тогда задача поиска минимума полной энергии примет вид

И окончательно уравнения Кона-Шема будут

Где  произвольные множители Лагранжа, связь - нормировка 



Уравнения Кона-Шема:
Смысл 

i
 (теорема Янака)

Давайте обобщим определение плотности 
на случай дробного заполнения орбиталей

( )



Уравнения Кона-Шема

Cамосогласованное решениe

уравнений Кона-Шема,

которые имеют вид одночастичного

уравнения Шредингера



Что делать с обменно-корреляционным 
членом???



Однородный электронный газ

                            Ричард Фейнман
СТАТИСТИЧЕСКАЯ МЕХАНИКА. Курс лекций



Однородный электронный газ



Однородный электронный газ



Однородный электронный газ

Данные вклады хорошо работают в пределе малых плотностей (r
s
>10)

т.е. в пределе, когда взаимодействие больше кин. энергии (r
s
 в металлах 2-6)



Однородный электронный газ



Однородный электронный газ



Однородный электронный газ



Однородный электронный газ



Однородный электронный газ

Окончательно полная энергия ОЭГ



Приближение локальной электронной 
плотности (LDA)

Для достаточно медленно меняющейся в пространстве зарядовой 
плотности                  ,

Можно выделить обменные процессы отдельно

Обменная энергия на одну частицу в однородном Ферми газе



Приближение локальной электронной 
плотности (LDA)

Далее интерполируя между пределами больших и малых плотностей



Однородный электронный газ (Jellium)
Взаимодействующий однородный электронный  газ электростатически
связанный с бесструктурным положительным фоном

Такая модель позволяет точно учесть электрон-электронные взаимодействия,
В то время как второй и третий вклады “взаимно уничтожаются” с
соответствующим электрон-электронным вкладом.



Однородный электронный газ (Jellium)



Самосогласование в теории 
функционала плотности 

Нам нужны базисные функции и потенциал!!!



Маффин-тин приближение для 
потенциала

Пусть потенциал сферически симметричен внутри Маффин-тин
сферы (касающиеся атомные сферы) и константа в межсферии



Маффин-тин приближение для 
потенциала

Полнопотенциальные расчеты
(Full Potential)
Есть потенциал внутри сферы
и есть межсферия -

Приближение атомных сфер
(Atomic Spheres Approximation)
Атомные сферы радиуса
Вигнера-Зейтца, оставшиеся
пустоты заполнены пустыми
сферами (нет межсферии -
потенциал в межсферии = 0)



Выбор базисных функций
Присоединенные плоские волны (APW)

Разложение плоской волны по сферическим гармоникам

Из условия сшивки на границе МТ-сферы



Выбор базисных функций
Присоединенные плоские волны (APW)

Линеаризованные ППВ (LAPW)

В конечном итоге все сводится к секулярному уравнению



Выбор базисных функций
Маффин-тин орбитали (MTO)

Базисная функция выбирается в следующем виде

Решение уравнения Шредингера в МТ-сфере

Потенциальная функция

Используются линеаризованные МТО (ЛМТО)

 
В конечном итоге все сводится к секулярному уравнению



(теорема Слэтера-Янака)

Расчет величины кулоновского 
взаимодействия



Вычисление одноэлектронных 
параметров

Функции Ванье (ФВ) в прямом пространстве:
G.H. Wannier, Phys. Rev. 52, 192 (1937)

Почему ФВ для систем с сильными кулоновскими электрон-электронными 
корреляциями: 

(i) Полный атомоподобный орбитальный базис

(ii) Можно построить орбиталь с заданной симметрией

(iii) Взаимодействующий член может быть определен для данных ФВ

Не ортогональные ФВ в обратном пространстве

Зонные индексы (выбор физически важных орбиталей)  

Пробные орбитали
(например LMTO)

блоховские функции

Marzari&Vanderbilt'97; Ku, Rosner, Pickett, Scalettar'02

Пректирование пробных 
орбиталей на 

подпространство 
блоховских функий

Построение орбитального базиса на ФВ



Вычисление одноэлектронных 
параметров

Не ортогональные ФВ в обратном пространстве

Зонные индексы (выбор физически важных орбиталей)  

Пробные орбитали
(например LMTO)

блоховские функции

Marzari&Vanderbilt'97; Ku, Rosner, Pickett, Scalettar'02

Пректирование пробных 
орбиталей на 

подпространство 
блоховских функий

Построение орбитального базиса на ФВ

Матричные элементы малого спроектированного LDA гамильтониана

Зоны, рассчитанные в LDA



Расчет обменного взаимодействия
в модели Гайзенберга



Основная идея приближения LDA

Основные недостатки – существенно одноэлектронный
подход, содержит самодействие, орбитально
независящий потенциал.

Основные достоинства – позволяет максимально
точно описать кинетическую часть гамильтониана
для реальных систем, дальнодействующую часть
кулоновского взаимодействия и вычислять параметры
моделей.

Используем выражения, полученные для однородного 
электронного газа для описания систем с сильными
неоднородностями.
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