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ФЛУКТУАЦИИ ПРОВОДИМОСТИ 
И ДИАМАГНИТНОЙ ВОСПРИИМЧИВОСТИ 

В ГРЯЗНЫХ СВЕРХПРОВОДНИКАХ ВБЛИЗИ ПОРОГА 
АНДЕРСОНОВСКОЙ ЛОКАЛИЗАЦИИ 

Л. Н. Булаевский, А. А. Варламов, М. В. Садовский 

Рассмотрены флуктуации проводимости и диамагнитной восприимчивости в сверх
проводниках выше Тс вблизи порога андерсоновской локализации. Рассмотрение про
ведено в рамках самосогласованной теории локализации. Показано, что сверхпроводя
щий переход по проводимости остается довольно узким почти до самого порога лока
лизации, и он размазывается только при значениях а ^ ас (TcjEF}4a. Флуктуацион-
ная диамагнитная восприимчивость вычислена в широком диапазоне температур как 
вдали, так и в критической области андерсоновского перехода. 

1. В последние годы особый интерес теоретиков и экспериментаторов 
привлекают к себе свойства сильно неупорядоченных сверхпроводников. 
По мере их исследования стало понятно, что ставшая уже классической 
теория грязных сверхпроводников I 1 ] должна быть модифицирована в об
ласти длин свободного пробега I приближающихся к /с* 1 , т. е. к межатом
ному расстоянию. В трехмерных соединениях в этом случае диффузион
ный характер движения электронов заменяется локализованным, т. е. 
при длинах свободного пробега ниже некоторого критического значения 
1С система электронов переходит в состояние андерсоновского диэлек
трика [ 2 ] . Этот переход проявляется прежде всего в падении остаточной 
проводимости о до нуля при I < 1С. Такой переход происходит при зна
чениях c~oc=e2k3/n3?i=(2~b)AQ2 Ом^см" 1 ( о е — так называемая мини
мальная моттовская проводимость). 

Вопрос о влиянии локализации на сверхпроводящие свойства сплавов 
при уменьшении I был рассмотрен в ряде работ [ 3 ~ 5 ] . Оказалось, что в рам
ках модели с плотностью состояний на поверхности Ферми N {EF) и пара
метром \ в 9 л , не зависящими от Z, величина Тс падает с уменьшением I 
из-за роста эффективного параметра кулоновского отталкивания [ 3 ] . 
Этот эффект связан с тем, что по мере уменьшения коэффициента диффузии 
возрастает запаздывающий характер кулоновского отталкивания элек
тронов. Падение Те начинается еще в области а ^> а с , однако быстрый 
спад Те происходит в области о^°с. Булаевский и Садовский [ 4 ] , а также 
позднее Котляр и Капитульник [ б] в рамках самосогласованной теории 
локализации Вольфле и Вольхарда [ в] нашли £ в области а < ^ ае и в ре
жиме с андерсоновской локализацией (I <^ 1С) [ 4 ] . На пороге локализации, 
где 1=1е и 0 = 0 , корреляционная длина £=( | 0 Z 2 ) l y 3 (фактически для оценок 
по порядку величины в этом выражении I можно заменить на kjp-). Таким 
образом, хотя для грязных сверхпроводников (с о ^> о с ) величина %* 
пропорциональна о, однако при I Zc, о -> 0, а величина £2 остается от
личной от нуля как на пороге локализации, так и в диэлектрической об
ласти (последнее утверждение имеет смысл, конечно, если при уменьшении 
I величина Тс еще не успела обратиться в нуль раньше достижения порога 
локализации из-за роста ^ * ) . 
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Как известно, с уменьшением £ в сверхпроводниках расширяется об
ласть сильных термодинамических флуктуации вблизи критической тем
пературы. Ширина этой области есть taT0, где параметр Гинзбурга 
iG = (EFlTcY(ikFy6. В чистых сверхпроводниках z G = (TJEF)\ и эта область 
•оказывается весьма узкой. По мере уменьшения I параметр zG возрастает, 
и в области l ^ 0 = 0A8uF/To становится равным zG = (TjEF)(kFl)"3. 
Однако и здесь для обычных грязных сверхпроводников ( f t ? 1 - ^ ^ ^ ) он 
все же остается малым по сравнению с единицей. 

В [ 5] было отмечено, что вблизи порога локализации, где |=(£ 0Z 2) l/s ? 

параметр т с уже не содержит малого буквенного параметра типа (Tc/EF)n 

с п > 0 и, вообще говоря, становится порядка единицы. Поэтому сверх
проводящий переход вблизи порога локализации должен быть сходен 
с переходом в Х-точке в гелии, и флуктуации здесь могут играть особо 
важную роль. Так, например, термодинамические флуктуации сверхпро
водящего параметра порядка или теплоемкости могут оказаться велики 
во всей области проявления сверхпроводимости (если, конечно, численное 
значение tG вдруг не окажется малым). В то же время понятно, что обыч
ный подход к рассмотрению флуктуационных явлений здесь неприменим 
из-за изменения характера движения электронов с диффузионного на лока
лизованный. 

С экспериментальной точки зрения наибольший интерес представляет 
изучение флуктуационной проводимости и диамагнитной восприимчиво
сти вблизи порога локализации. Эти флуктуации легче всего поддаются 
измерению, а для проводимости должны достигать и наибольшей отно
сительной величины (так как на пороге локализации нормальная одно-
электронная проводимость мала). 

Ввиду вышесказанного в настоящей работе мы вычислим флуктуацион-
ные поправки к проводимости и диамагнитной восприимчивости, учиты
вая частотную зависимость коэффициента диффузии вблизи порога лока
лизации в рамках самосогласованной теории Вольфле и Вольхарда [ 6 ] . 
Мы не будем здесь принимать во внимание флуктуации сверхпроводящего 
параметра порядка, обусловленных беспорядком в системе. Их роль 
вблизи порога локализации оказывается существенной [ 7 ] , и ниже мы об
судим соотношение между этими двумя типами флуктуации. 

2. Начнем с вычисления флуктуационного пропагатора усредненного 
по положениям центров рассеяния электронов, причем это усреднение 
проведем в рамках самосогласованной теории локализации [ 6 ] . В лестнич
ном приближении по взаимодействию в куперовском канале он определя
ется выражением 

£- x(q. ^̂ ») = >^- 1 -П (q , Q m ) . (1) 

Здесь \ — эффективная константа межэлектронного взаимодействия в ку
перовском канале, а П (q, Qm) — поляризационный оператор, выража
ющийся посредством точных одноэлектронных гриновских функций 

п (q, Qт) = т ^ {-щ* {-щг <о (р+, J>'+>4 + ^ J X 
ч 

X G (pL р_, - е я ) > = —2те*Г 2 Ф (q, соА = 2Ч + Qm), (2) 
ч 

ык=2пТк, к=0, + 1 , ± 2 . . а скобки <(. . .> означают усреднение по 
положению центров рассеяния. В [ 4] при вычислении коэффициентов 
уравнения Гинзбурга—Ландау для рассматриваемой нами системы такой 
поляризационный оператор вычислялся для частного случая щ=2еп, 
когда одна из входящих в определение функции Ф гриновских функций 
автоматически оказывалась запаздывающей, а другая — опережающей. 
Из (1) видно, что теперь нам потребуется более общее выражение для 
•функции Ф, когда <о л==2е я+2 т . Можно убедиться, что соответствующее 

1800 



обобщение сводится к введению в найденное ранее [4> 6 ] выражение для 
Ф дополнительной ступенчатой функции от произведения частот 

Ф (q, co^ = 2e„ + Q j = . 
i\24 + Qm\ + iD{\24 + Qm\)<? e (3) 

Входящий в это выражение обобщенный частотно-зависящий коэффициент 
диффузии D (о)Л) в рамках самосогласованной теории локализации опре
деляется выражением 

£ K ) = m a x { f c ^ , ^ ( ¥ ) l / j . W 

где Д j = / e i 1 ^ 11 — Zc I ' 1 — радиус локализации, D0 = vFl/3 — обычный 
коэффициент диффузии, a i=l/vF. Подставляя (4) и (3) в (2) и проводя 
суммирование по фермионным частотам, находим выражения для поля
ризационного оцератора и флуктуационного пропагатора для малых 
импульсов и частот 

In II*(q, со) = 

[£R(q, ш ) ] - ^ - ^ ^ ) ^ ^ 

однако теперь в отличие от [8] здесь 

гтссо 

8Т 

(5) 

(6) 

НТ kFRl 

(7) 

I (4*Г) 
С (5/3, 1/2), 

причем £ = (У 2 ) 1 / з > а £ (а> х) — обобщенная дзета-функция Римана. 
Вдали от Те, заменяя в (2) суммирование интегрированием, можно найти 

соответствующие выражения, справедливые вблизи андерсоновского пере
хода ( f l j ^ s s ) и для больших импульсов и частот, 

n ( q , Q , w ) - W ( i ^ ) In 

L-1 (q, = (Я, ) In у • y l n 
(4теГ)" 

(8) 

3. Перейдем к вычислению флуктуационной диамагнитной восприим
чивости Х/1 сверхпроводника, находящегося вблизи андерсоновского пере
хода при температурах выше Те. 

Вдали от порога локализации, когда Д г ^ Е , вся перенормировка коэф
фициента диффузии, согласно (4), сводится к замене DQ на D = D0jkFRl. 
Поэтому Х/1 может быть легко получена непосредственно из результатов 
работы [9] их делением на (kjrRrfb. Так, вблизи Тс 

х/< = - 2 - 2 5 -J0^^(t^Y' <?-т'<т<)-

а вдали от критической температуры для температурно-зависящей части 
флуктуационной диамагнитной восприимчивости имеем 

A v , - x ( D - x ( ^ . ) - ( W v . j , r / r , ' < * > r . > -

Менее тривиальной оказывается ситуация в непосредственной окрест
ности порога локализации (R( ^ £), где становится существенной зависи
мость коэффициента диффузии от частоты D (a> k)=D0 (<vc) l/3. Для вы-
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числения флуктуационной диамагнитной восприимчивости здесь, как 
и в [ 9 ] , можно воспользоваться общим выражением, построенным на точ
ных одноэлектронных гриновских функциях [ 1 0 ] , 

со 

&т -со 

однако при его вычислении пользоваться найденными выше в приближе
нии самосогласованной теории локализации поляризационным операто
ром и флуктуационным пропагатором. 

Вблизи Тс, как обычно, главный вклад, сингулярный по близости 
к температуре сверхпроводящего перехода, в термодинамические вели
чины дает в (10) слагаемое с й ш = 0 . Понятно, что для небольших полей 
вся зависимость от магнитного поля войдет в поляризационный оператор 

в виде ^ 2 + 7^~ ( 3 Д е с ъ ®o—квант магнитного потока). Таким образом, 

П' (g, 0) 1 H = 0 = — ^ — 2ъТ £ • ( ' 
6„>0 

Проводя в (11) суммирование, а затем интегрирование в (10), для флук
туационной диамагнитной восприимчивости вблизи Тс и на пороге андер
соновской локализации находим выражение 

/ * V/. ^ ( 5 / з , Чг) . v , и т / ?с V/» 

х/'̂ -Чт; — з — \ и \ ( т ^ ) 1 9 \ т ^ т ; ) = 

= - 0 . 2 4 | X ' | ( 7 ' c T ) ^ ( T I f ^ J . (12) 
Вдали от сверхпроводящего перехода, при вычислении суммы, в (10) 

уже нельзя ограничиться членом с 2 т = 0 . Воспользовавшись соответ
ствующим этому случаю выражением (8), для поляризационного оператора 
находим 

з ' № ' 1 / 8 Ж Г 
П' (g, QJ 1я«о = - у N (Е*) / Q„ У/, т У . д о а Т • (13) 

Подстановка (13) и (9) в (10) и последующее интегрирование по импуль
сам приводит, как обычно в термодинамике, к формальной расходимости 
оставшейся суммы по частотам. Вспоминая, что все приведенные выра
жения справедливы лишь для частот Q w ^ x w l , обрезаем эту расходи
мость, после чего находим 

Х/г (Т>Тс) = - 0 . 6 | X l I (TC*)V> [ l i (W» - li (jjj1'] • 
(14) 

Воспользовавшись асимптотическим выражением для интегрального ло
гарифма, для температурно-зависящей части находим 

A x / i = 0 . 9 | X z I ( f x ) 2 / » 1 E r ^ . (15) 

Как видно, этот результат хорошо сшивается с соответствующей ве
личиной в металлической фазе, взятой на границе критической области 
андерсоновского перехода (где Д 7 ~ и соответственно кгЯг — (Т*)~ЧгУ 

Полученные результаты для наглядности удобно свести в таблицу. 
4. Обратимся теперь к изучению флуктуационной проводимости неупо

рядоченного сверхпроводника выше Тс и на пороге андерсоновского 
перехода. Если он находится еще вне критической области андерсонов
ского перехода (кр- ^ Rt ^ £), то, как и для флуктуационной диамагнитной 



восприимчивости, соответствующие результаты могут быть тривиальным 
образом получены из обычных выражений для грязных сверхпроводни
ков I8' 1 1 ]. В критической же области (Rt ^> S) необходимо не только при
нять во внимание частотную зависимость коэффициента диффузии, но 
и более подробно обсудить вопрос об усреднении соответствующих диа
грамм по положениям рассеивающих центров. Мы ограничимся здесь рас
смотрением лишь парапроводимости [ 8] — вклада в ток от самих флук-
туационно возникающих куперовских пар, пренебрегая при этом изме
нением одноэлектронной проводимости в присутствии этих пар (вклад 
Маки—Томпсона [ 1 2 ' 1 3 ] ) . Основанием для этого может служить сильное 
подавление вклада Маки—Томпсона процессами неупругого рассеяния 
электронов, которое заведомо имеет место вблизи порога локализации. 

Примеры диаграмм для флуктуационной проводимости сверхпроводника на пороге 
андерсоновской локализации. 

Сплошными линиями обозначены точные одноэлектронные гриновские функции, цолнистой — 
флуктуационный пропагатор, штрихами — примесное рассеяние. Заштрихованные треххвостные 
вершины обозначают сумму графиков с максимально пересекающимися примесными линиями. 

Примеры диаграмм, описывающих флуктуационную проводимость 
с учетом рассеяния электронов на примесях, представлены на рисунке. 
Понятно, что диаграммы, типа показанных на рисунке, а, б, сингуляр
ного по близости к Тс вклада не дадут, так как в них хотя бы по одному 
из пропагаторов должны протекать импульсы порядка kF. Таким образом, 
блоки В, составленные из трех гриновских функций, подлежат незави
симому усреднению* по положению рассеивающих центров. Мы проведем 
это усреднение в приближении самосогласованной теории локализации, 
когда учет примесного рассеяния сводится к перенормировке треххвостных 

kFRi Т>Тб 

1 < Л , Я , < ( 7 Ч Г 1 / - Xfi = 

~ 2 . 2 5 | х ь | ^ с т ( у ^ ) ' 

2.25 I x L 

Ч/г-
2 | Х ь 1 ^ 

(kFRt)^ c \ T-TJ 

г, f Tc V/t 
- 0 . 2 4 | Х ь | ( З Д / з ( т ^ ) 

In Г/Г, 

2 1 X l 1 ^ 

0 . 9 1 X , 1 ( ^ 

ыт/т0 

вершин, учитывающей графики с максимально пересекающимися при
месными линиями (диаграмма, изображенная на рисунке, в) [ы]. При этом 
мы теряем вклады от процессов рассеяния типа представленных диаграм
мой г. 

Для вычисления оставшейся диаграммы прежде всего отметим, что 
блок В (q, Q m , вблизи Тс нам достаточно вычислить для малых q 
и равной нулю внешней частоты wv. Нетрудно убедиться, что в этом слу
чае он может быть представлен в виде производной по импульсу от найден
ного выше поляризационного оператора 

д 
B ( q , Q « , 0) = qC (Qm)'- dq H ( q , a * ) . (16) 

11* 1803 
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Вблизи Те можно пренебречь и зависимостью С от частоты Q m . Тогда 
эта величина сведется к уже известному [ 4] коэффициенту при градиент
ном члене в уравнении Гинзбурга—Ландау: С (0)—N (EF) £2. Дальней
шие вычисления флуктуационной проводимости вблизи Тс проводятся 
стандартно [ 8 ] , и на них мы останавливаться не будем. Полученная таким 
образом флуктуационная проводимость вблизи Тс в области андерсонов
ского перехода определяется обычным выражением 

1 в 2 / Тс V/, 
GAL— 32 5 \Т — ТС ) ' (17) 

однако с корреляционной длиной 

kFRt ' (18) 

1.22(E0J*)l'», Яг>\. 

Таким образом, по мере уменьшения I область сильной флуктуацион
ной сверхпроводимости растет из-за уменьшения £, и она расширяется 
до величины iG ~ 1 при а ^ а * ~ а с (TJEjr)1^. Итак, мы видим, что сверх
проводящий переход по проводимости остается довольно узким почти 
до самого порога локализации, и он размазывается только при значениях 
проводимости а ^ а * . В этой же области ( о ^ о * ) становятся сильными 
и пространственные флуктуации сверхпроводящего параметра порядка, 
вызванные примесями [ 7]. Поэтому расчет флуктуации в этой области 
потребует иного подхода. 
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