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Исследовано влияние разупорядочения на коэффициенты разложения Гинзбурга –Ландау по степеням
сверхпроводящего параметра порядка в модели Андерсона –Хаббарда с притяжением в рамках обобщен-
ного DMFT+Σ-приближения. Рассмотрена широкая область изменения потенциала притяжения U —
от предела слабой связи, где сверхпроводимость описывается моделью Бардина –Купера –Шриффера
(БКШ), к пределу очень сильной связи, где переход в сверхпроводящее состояние связан c конденсаци-
ей Бозе –Эйнштейна (БЭК) компактных куперовских пар, образующихся при температуре, существенно
большей температуры перехода в сверхпроводящее состояние, а также широкий интервал разупорядо-
чения — от слабого до сильного, когда система находится в окрестности перехода Андерсона. В случае
полуэллиптической затравочной плотности состояний влияние беспорядка на коэффициенты A и B пе-
ред квадратом и четвертой степенью параметра порядка универсально для любой силы электронных
корреляций и связано лишь с общим уширением затравочной зоны беспорядком (обобщенная теорема
Андерсона). Такая универсальность отсутствует для коэффициента перед градиентным членом разложе-
ния C. В обычной теории «грязных» сверхпроводников коэффициент C убывает с ростом беспорядка.
В области сильного беспорядка в БКШ-пределе коэффициент C очень чувствителен к эффектам андер-
соновской локализации, которые ведут к дальнейшему его уменьшению с ростом беспорядка вплоть до
области андерсоновского диэлектрика. В области кроссовера БКШ–БЭК и в пределе БЭК коэффициент
C и все связанные с ним физические величины достаточно слабо зависят от беспорядка. В частности,
это приводит к относительно слабой зависимости от беспорядка в области очень сильной связи как глу-
бины проникновения, так и длины когерентности и связанного с ней наклона верхнего критического поля
в точке сверхпроводящего перехода.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Исследования влияния разупорядочения на
сверхпроводимость имеют достаточно долгую
историю. В пионерских работах Абрикосова и
Горькова [1–4] рассматривались пределы слабого
беспорядка (pF l � 1, где pF — импульс Ферми и
l — длина свободного пробега) и сверхпроводимости
со слабой связью, хорошо описываемой теорией
Бардина –Купера –Шриффера (БКШ). Известная
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теорема Андерсона о критической температуре Tc

сверхпроводников с «нормальным» (немагнитным)
беспорядком [5, 6] также обычно относится к этому
пределу.

Обобщение теории «грязных» сверхпроводников
на случай достаточно сильного беспорядка (pF l ∼ 1)
(и далее, вплоть до области перехода Андерсона)
было выполнено в работах [7–9], где сверхпроводи-
мость также рассматривалась в пределе слабой свя-
зи.

Проблема обобщения теории БКШ в область
очень сильной связи рассматривается уже достаточ-
но давно. Существенный прогресс в этом направле-
нии был связан с работой Нозьера и Шмитт-Ринка
[10], которые предложили эффективный метод для
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исследования кроссовера от поведения типа БКШ
в области слабой связи к бозе-эйнштейновской кон-
денсации (БЭК) в области сильной связи. В то же
время проблема сверхпроводимости неупорядочен-
ных систем в пределе сильной связи и в области
кроссовера БКШ–БЭК исследована достаточно сла-
бо.

Одной из наиболее простых моделей, в которых
можно исследовать кроссовер БКШ–БЭК, является
модель Хаббарда с притяжением. Наиболее успеш-
ным подходом к исследованию модели Хаббарда как
для описания сильнокоррелированных систем в слу-
чае отталкивательного взаимодействия, так и для
исследования кроссовера БКШ–БЭК в случае при-
тяжения является теория динамического среднего
поля (dynamical mean-field theory, DMFT) [11–13].

В последние годы нами развивался обобщенный
DMFT+Σ-подход к модели Хаббарда [14–19], кото-
рый оказался очень удобным для исследования вли-
яния различных внешних (по отношению к учи-
тывающемуся в рамках DMFT) взаимодействий. В
частности, этот подход хорошо применим и для ана-
лиза двухчастичных свойств, таких как оптическая
(динамическая) проводимость [18, 20].

В работе [21] мы использовали этот подход для
анализа одночастичных свойств нормальной фазы
и оптической проводимости модели Хаббарда с при-
тяжением. В дальнейшем DMFT+Σ-метод был ис-
пользован нами в работе [22] для исследования вли-
яния беспорядка на температуру сверхпроводяще-
го перехода, вычислявшуюся в рамках подхода Но-
зьера –Шмитт-Ринка. В частности, в этой работе
для случая полуэллиптической модели затравоч-
ной плотности состояний, адекватной для описания
трехмерных систем, мы численно продемонстриро-
вали выполнение обобщенной теоремы Андерсона и
показали, что влияние беспорядка на критическую
температуру (во всей области изменения парамет-
ров взаимодействия) связано лишь с общим уши-
рением затравочной зоны (плотности состояний)
беспорядком. В работе [23] нами было приведено
аналитическое доказательство такой универсально-
сти влияния беспорядка (в DMFT+Σ-приближении)
на одночастичные характеристики и температуру
сверхпроводящего перехода для случая полуэллип-
тической зоны.

Начиная с классической работы Горькова [3],
хорошо известно, что разложение Гинзбурга –Лан-
дау играет фундаментальную роль в теории гряз-
ных сверхпроводников, позволяя эффективно иссле-
довать поведение различных физических величин
вблизи критической температуры в зависимости от

степени беспорядка [6]. Обобщение этой теории в об-
ласть сильного беспорядка (вплоть до андерсонов-
ского перехода металл–диэлектрик) также основы-
валось на микроскопическом выводе коэффициен-
тов этого разложения [7–9]. Однако соответствую-
щее рассмотрение, как уже отмечено выше, всегда
проводилось в пределе слабой связи теории БКШ.

В работе [24] с помощью комбинации прибли-
жений Нозьера –Шмитт-Ринка и DMFT+Σ в мо-
дели Хаббарда с притяжением был дан микроско-
пический вывод коэффициентов A и B однородно-
го разложения Гинзбурга — Ландау перед квадра-
том и четвертой степенью сверхпроводящего пара-
метра порядка, продемонстрировавший универсаль-
ность влияния беспорядка на коэффициенты A и B

разложения и связанного с ними скачка теплоемко-
сти при критической температуре (обобщенная тео-
рема Андерсона). В дальнейшем в работе [25] мы
исследовали поведение коэффициента C при гради-
ентном члене разложения Гинзбурга –Ландау, для
которого такая универсальность отсутствует. При
этом мы рассматривали этот коэффициент лишь в
области слабого беспорядка (pF l � 1) в лестничном
приближении по примесному рассеянию, как это де-
лается в стандартной теории грязных сверхпровод-
ников [3], однако для всей области изменения па-
раметра спаривательного взаимодействия, включая
область кроссовера БКШ–БЭК и предел очень силь-
ной связи. Фактически, при этом мы пренебрегали
эффектами андерсоновской локализации, которые в
пределе сильного беспорядка (pF l ∼ 1) могут суще-
ственно изменить поведение коэффициента C [7–9].

В данной работе мы сосредоточимся главным об-
разом на исследовании коэффициента C в области
сильного беспорядка, когда существенны эффекты
от локализации Андерсона.

2. МОДЕЛЬ ХАББАРДА В РАМКАХ
DMFT+Σ-ПОДХОДА И ПРИБЛИЖЕНИИ

НОЗЬЕРА– ШМИТТ-РИНКА

Мы рассматриваем неупорядоченную немагнит-
ную модель Андерсона –Хаббарда с притяжением,
гамильтониан которой имеет вид

H = −t
∑
〈ij〉σ

a†iσajσ +
∑
iσ

εiniσ − U
∑
i

ni↑ni↓, (1)

где t > 0 — амплитуда перескока между ближай-
шими соседями, U — хаббардовское притяжение на
узле, niσ = a†iσaiσ — оператор числа электронов
на узле, aiσ (a†iσ) — оператор уничтожения (рож-
дения) электрона со спином σ, локальные энергии
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εi полагаются независимыми случайными величи-
нами на разных узлах решетки. Для справедливо-
сти стандартной «примесной» диаграммной техники
[26, 27] мы предполагаем гауссовское распределение
для энергетических уровней εi:

P(εi) =
1√
2πW

exp

(
− ε2i
2W 2

)
. (2)

Ширина распределения W служит мерой силы бес-
порядка, а гауссовское случайное поле энергетиче-
ских уровней (независимое на различных узлах ре-
шетки — корреляция типа белого шума) вызывает
«примесное» рассеяние, которое рассматривается в
рамках стандартного подхода, основанного на вы-
числении усредненных функций Грина [27].

Обобщенный DMFT+Σ-подход [14–17] дополня-
ет стандартную DMFT [11–13] учетом добавочной
«внешней» собственно-энергетической части (СЭЧ)
Σp(ε) (в общем случае зависящей от импульса), яв-
ляющейся следствием любого вида взаимодействия
за пределами DMFT, и дает эффективный метод
вычисления как одночастичных, так и двухчастич-
ных свойств [18, 20]. Успех такого обобщенного под-
хода связан с выбором одночастичной функции Гри-
на в виде

G(ε,p) =
1

ε+ μ− ε(p)− Σ(ε)− Σp(ε)
, (3)

где ε(p) — затравочная электронная дисперсия, а
полная СЭЧ, вследствие пренебрежения интерфе-
ренцией между хаббардовским и внешним взаи-
модействиями, является аддитивной суммой ло-
кальной СЭЧ Σ(ε), определяемой DMFT, и внеш-
ней СЭЧ Σp(ε). Это позволяет сохранить систему
самосогласованных уравнений стандартной DMFT
[11–13]. При этом на каждом шаге итерационной
схемы DMFT внешняя СЭЧ Σp(ε) пересчитывает-
ся заново с помощью некоторой приближенной схе-
мы, соответствующей виду добавочного взаимодей-
ствия, а локальная функция Грина также «одевает-
ся» функцией Σp(ε) на каждом шаге стандартной
DMFT-процедуры.

В рассматриваемой здесь задаче о рассеянии на
беспорядке [18, 19] для внешней СЭЧ, входящей в
DMFT+Σ-цикл, мы используем простейшее (само-
согласованное борновское) приближение, пренебре-
гающее «пересекающимися» диаграммами для при-
месного рассеяния, которое дает

Σp(ε) → Σimp(ε) = W 2
∑
p

G(ε,p). (4)

В данной работе, как и в предыдущих, для ре-
шения эффективной однопримесной модели Андер-
сона в DMFT использовался чрезвычайно эффек-
тивный метод численной ренормгруппы (numerical
renormalization group, NRG) [28].

В дальнейшем мы принимаем модель затравоч-
ной зоны с полуэллиптической плотностью состоя-
ний (на элементарную ячейку с параметром решет-
ки a и один спин), которая является неплохим при-
ближением в трехмерном случае:

N0(ε) =
2

πD2

√
D2 − ε2, (5)

где D определяет полуширину зоны проводимости.
В работе [23] мы показали, что в DMFT+Σ-под-

ходе в модели с полуэллиптической плотностью со-
стояний все влияние беспорядка на одночастичные
свойства сводится лишь к уширению зоны беспоряд-
ком, т. е. к замене D → Deff , где Deff — эффек-
тивная полуширина затравочной зоны в отсутствие
электронных корреляций (U = 0), уширенная бес-
порядком:

Deff = D

√
1 + 4

W 2

D2
. (6)

«Затравочная» (в отсутствие U) плотность состоя-
ний, «одетая» беспорядком,

Ñ0(ξ) =
2

πD2
eff

√
D2

eff − ε2, (7)

остается полуэллиптической и в присутствии бес-
порядка. Необходимо отметить, что в других моде-
лях затравочной зоны беспорядок наряду с ушире-
нием зоны будет изменять и форму плотности со-
стояний. Поэтому полной универсальности влияния
беспорядка на одночастичные свойства, сводящей-
ся к замене D → Deff , вообще говоря, нет. Однако в
пределе интересующего нас сильного беспорядка за-
травочная зона становится практически полуэллип-
тической и универсальность восстанавливается [23].

Все расчеты в данной работе, как и в преды-
дущих, были проведены для достаточно типичного
случая четвертичного заполнения зоны (число элек-
тронов на узел решетки n = 0.5).

При рассмотрении сверхпроводимости в широ-
ком интервале изменений спаривательного взаимо-
действия U , следуя работам [21,23], мы используем
приближение Нозьера –Шмитт-Ринка [10], что поз-
воляет качественно правильно (хотя и приближен-
но) описать область кроссовера БКШ–БЭК. В та-
ком подходе для определения критической темпера-
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Рис. 1. (В цвете онлайн) Универсальная зависимость тем-
пературы сверхпроводящего перехода от силы хаббардов-
ского притяжения для различной степени беспорядка

туры Tc используется [23] обычное уравнение БКШ
типа

1 =
U

2

∞∫
−∞

dε Ñ0(ε)
th[(ε− μ)/2Tc]

ε− μ
, (8)

в котором химический потенциал μ для разных зна-
чений U и W определяется из DMFT+Σ-расчетов,
т. е. из стандартного уравнения для числа элект-
ронов (заполнение зоны), определяемого функцией
Грина типа (3), что позволяет найти Tc в широ-
ком интервале значений параметров модели, вклю-
чая область кроссовера БКШ–БКЭ и предел силь-
ной связи, а также для различных степеней беспо-
рядка. Это отражает физический смысл приближе-
ния Нозьера –Шмитт-Ринка: в области слабой свя-
зи температура перехода контролируется уравнени-
ем для куперовской неустойчивости (8), тогда как в
пределе сильной связи она определяется как темпе-
ратура БЭК, которая контролируется химическим
потенциалом.

В работе [23] было показано, что влияние беспо-
рядка на критическую температуру Tc и одночас-
тичные характеристики (например, плотность со-
стояний) в модели с полуэллиптической затравоч-
ной плотностью состояний универсально и сводится
лишь к изменению эффективной ширины зоны. Для
иллюстрации на рис. 1 приведена универсальная за-
висимость критической температуры Tc от хаббар-
довского притяжения для различных степеней бес-
порядка [23]. В области слабой связи температура
сверхпроводящего перехода хорошо описывается мо-
делью БКШ (на рис. 1 для сравнения пунктиром

приведена кривая, получаемая в модели БКШ, в ко-
торой Tc определяется уравнением (8) с не завися-
щим от U химическим потенциалом, определяемым
условием четвертичного заполнения для «голой» зо-
ны), а в области сильной связи критическая тем-
пература в основном определяется условием бозе-
конденсации куперовских пар и убывает с ростом U

как t2/U , проходя через максимум при U/2Deff ∼ 1.

Обзор этих и других результатов, получен-
ных для неупорядоченной модели Хаббарда в
DMFT+Σ-приближении, можно найти в работе [19].

3. РАЗЛОЖЕНИЕ ГИНЗБУРГА– ЛАНДАУ

Разложение Гинзбурга –Ландау для разности
плотностей свободных энергий сверхпроводящего и
нормального состояний запишем в стандартном ви-
де [27]:

Fs − Fn = A|Δq|2 + q2C|Δq|2 + B

2
|Δq|4, (9)

где Δq — амплитуда фурье-компоненты параметра
порядка Δ.

Разложение (9) определяется показанными на
рис. 2 графиками петлевого разложения для свобод-
ной энергии в поле флуктуаций параметра поряд-
ка (обозначенных пунктирными линиями) с малым
волновым вектором q [27].

В рамках подхода Нозьера –Шмитт-Ринка [10]
мы используем приближение слабой связи для ана-
лиза коэффициентов Гинзбурга –Ландау, поэтому
петли с двумя и четырьмя куперовскими вершина-
ми, приведенные на рис. 2, не содержат вклада от
хаббардовского притяжения, а «одеты» лишь при-
месным рассеянием. Однако, как и при нахождении
Tc, химический потенциал, который существенно за-
висит от силы связи и в пределе сильной связи опре-
деляет условия бозе-конденсации куперовских пар,
необходимо находить в рамках DMFT+Σ-процеду-
ры.

В работе [24] было показано, что в таком подхо-
де коэффициенты A и B определяются следующими
выражениями:

A(T ) =
1

U
−

∞∫
−∞

dεÑ0(ε)
th[(ε− μ)/2T ]

2(ε− μ)
, (10)
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Рис. 2. Диаграммный вид разложения Гинзбурга –Ландау; p± = p± q/2

B =

∞∫
−∞

dε

2(ε− μ)3

(
th

ε− μ

2T
−

− (ε− μ)/2T

ch2[(ε− μ)/2T ]

)
Ñ0(ε). (11)

При T → Tc коэффициент A(T ) имеет обычный
вид:

A(T ) ≡ α(T − Tc). (12)

В БКШ-пределе, где T = Tc → 0, для коэффици-
ентов α и B получаем стандартный результат [27]:

αBCS =
Ñ0(μ)

Tc
, BBCS =

7ζ(3)

8π2T 2
c

Ñ0(μ). (13)

Таким образом, коэффициенты A и B определя-
ются лишь уширенной беспорядком плотностью со-
стояний Ñ0(ε) и химическим потенциалом. Поэто-
му в случае полуэллиптической затравочной плот-
ности состояний зависимость этих коэффициентов
от беспорядка связана лишь с простой заменой D →
→ Deff , что приводит к универсальным (не завися-
щим от степени беспорядка) кривым зависимостей
от U/2Deff соответствующим образом приведенных
к безразмерному виду коэффициентов (α(2Deff )

2 и
B(2Deff )

3) [24]. Фактически коэффициенты α и B

быстро убывают с ростом силы связи U/2Deff .
Необходимо отметить, что выражения (10) и (11)

для коэффициентов A и B были получены в рабо-
те [24] с использованием точных тождеств Уорда и
остаются справедливыми и в условиях сильного бес-
порядка (включая область андерсоновской локали-
зации).

Универсальная зависимость от беспорядка, свя-
занная лишь с уширением зоны D → Deff , наблю-
дается, в частности, и для скачка теплоемкости в
точке перехода, определяемого коэффициентами α

и B [24]:

Cs(Tc)− Cn(Tc) = Tc
α2

B
. (14)

Из диаграммного представления разложения
Гинзбурга –Ландау, приведенного на рис. 2, ясно,
что C определяется коэффициентом перед q2 в

�n p+ �n p+�n p�+ �n p�+

– –�n p
–

–�np–

– –�n p�– –�np�––

�pp�
�pp�

�m = 0 � �m n= 2

q q
=

Рис. 3. Равенство петель в куперовском и диффузионном
каналах в условиях инвариантности относительно обраще-

ния времени

куперовской двухчастичной петле (два первых
слагаемых на рис. 2). Поэтому для коэффициента
возникает выражение

C = −T lim
q→0

∑
n,p,p′

Ψpp′(εn,q)− Ψpp′(εn, 0)

q2
, (15)

где Ψp,p′(εn,q) — двухчастичная функция Грина в
куперовском канале (рис. 3), «одетая» в приближе-
нии Нозьера –Шмитт-Ринка лишь примесным рас-
сеянием. В условиях инвариантности относительно
обращения времени (в отсутствие внешнего магнит-
ного поля и магнитных примесей) и в связи с тем,
что примесное рассеяние, которым «одета» двухча-
стичная функция Грина Ψp,p′(εn,q), является ста-
тическим, можно изменить направление всех ниж-
них электронных линий с одновременным изменени-
ем знака всех входящих в них импульсов (см. рис. 3).
В результате получаем

Ψp,p′(εn,q) = Φp,p′(ωm = 2εn,q), (16)

где εn — фермионные мацубаровские частоты,
Φp,p′(ωm = 2εn,q) — двухчастичная функция
Грина в диффузионном канале, одетая примесями.
В результате для куперовской восприимчивости
получаем

χ(q) = −T
∑

n,p,p′
Ψp,p′(εn,q) =

= −T
∑

n,p,p′
Φp,p′(ωm = 2εn,q). (17)
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Выполняя стандартную процедуру суммиро-
вания по фермионным мацубаровским частотам
[26,27], получаем

χ(q) = − 1

2π

∞∫
−∞

dε ImΦRA(ω = 2ε,q) th
ε

2T
, (18)

где ΦRA(ω,q) =
∑

p,p′ ΦRA
p,p′(ω,q). Для нахождения

петли ΦRA(ω,q) в условиях сильного беспорядка (в
том числе в области андерсоновской локализации)
можно воспользоваться приближенной самосогласо-
ванной теорией локализации [27, 29–33]. Тогда эта
петля содержит диффузионный полюс следующего
вида [18]:

ΦRA(ω = 2ε,q) = −
∑

pΔGp(ε)

ω + iD(ω)q2
, (19)

где ΔGp(ε) = GR(ε,p) − GA(−ε,p), GR и GA —
запаздывающая и опережающая функции Грина, a
D(ω) — зависящий от частоты обобщенный коэффи-
циент диффузии. Тогда для коэффициента C полу-
чаем

C = lim
q→0

χ(q)−χ(q = 0)

q2
= − 1

8π

∞∫
−∞

dε
th(ε/2T )

ε
×

× Im

(
iD(2ε)

∑
p ΔGp(ε)

ε+ iδ

)
= − 1

8π

∞∫
−∞

dε
th(ε/2T )

ε2
×

× Re

[
D(2ε)

∑
p

ΔGp(ε)

]
−

− 1

16T
Im

[
D(0)

∑
p

ΔGp(0)

]
. (20)

Обобщенный коэффициент диффузии в рамках
самосогласованной теории локализиции [27, 29–33]
для рассматриваемой модели находится путем ре-
шения уравнения самосогласования [18]

D(ω) = i
〈v〉2
d

(
ω −ΔΣRA

imp(ω) +W 4
∑
p

ΔG2
p(ε) ×

×
∑
q

1

ω + iD(ω)q2

)−1

, (21)

где ω = 2ε, ΔΣRA
imp(ω) = ΣR

imp(ε) − ΣA
imp(−ε), d —

размерность пространства, а средняя скорость 〈v〉
определяется выражением

〈v〉 =
∑

p |vp|ΔGp(ε)∑
pΔGp(ε)

, vp =
∂ε(p)

∂p
. (22)

С учетом предела применимости диффузионного
приближения суммирование по q в (21) должно быть
ограничено областью [27,32]

q < k0 = min{l−1, pF }, (23)

где l — длина свободного пробега за счет упругого
рассеяния на беспорядке, а pF — импульс Ферми.

В пределе слабого беспорядка, когда локализа-
ционные поправки малы, куперовская восприимчи-
вость χ(q) и связанный с ней коэффициент C опре-
деляются лестничным приближением. В этом при-
ближении коэффициент C был исследован нами в
работе [25], где для него были получены общие ана-
литические результаты. Перестроим теперь урав-
нение самосогласования (21) так, чтобы в пределе
слабого беспорядка получить точный лестничный
результат. В лестничном приближении, когда мы
пренебрегаем вкладом в неприводимую вершину от
«максимально перекрестных» диаграмм, в правой
части уравнения самосогласования (21) пропадает
последнее слагаемое. Введем зависящий от частоты
обобщенный коэффициент диффузии в лестничном
приближении:

D0(ω) =
〈v〉2
d

i

ω −ΔΣRA
imp(ω)

. (24)

Величину 〈v〉2/d, входящую в уравнение самосогла-
сования (21), можно переписать через этот коэф-
фициент диффузии D0 в лестничном приближении.
При этом уравнение самосогласования (21) прини-
мает вид

D(ω = 2ε) = D0(ω = 2ε)×

×
[
1 +

W 4

2ε−ΔΣRA
imp(ω = 2ε)

∑
p

ΔG2
p(ε) ×

×
∑
q

1

2ε+ iD(ω = 2ε)q2

]−1

. (25)

В рамках подхода работы [25] коэффициент диф-
фузии D0(ω = 2ε) в лестничном приближении мо-
жет быть получен в аналитическом виде. Действи-
тельно, в лестничном приближении двухчастичная
функция Грина (19) имеет вид

ΦRA
0 (ω = 2ε,q) = −

∑
p ΔGp(ε)

ω + iD0(ω = 2ε)q2
. (26)

Соответственно получаем
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ϕ(ε,q = 0) ≡

≡ lim
q→0

ΦRA
0 (ω = 2ε,q)− ΦRA

0 (ω = 2ε,q = 0)

q2
=

=
i
∑

pΔGp(ε)

ω2
D0(ω = 2ε). (27)

Тогда коэффициент диффузии D0 может быть за-
писан в виде

D0 =
ϕ(ε,q = 0)(2ε)2

i
∑

pΔGp(ε)
. (28)

В работе [25] было показано, что с использованием
точного тождества Уорда в лестничном приближе-
нии величина ϕ(ε,q = 0) может быть представлена
как

ϕ(ε,q = 0)(2ε)2 =
∑
p

v2xG
R(ε,p)GA(−ε,p)+

+
1

2

∑
p

∂2ε(p)

∂p2x
(GR(ε,p) +GA(−ε,p)), (29)

где vx = ∂ε(p)/∂px.
Итак, по формулам (28), (29) мы находим коэф-

фициент диффузии D0 в лестничном приближении.
С использованием уравнения самосогласования (25)
находим обобщенный коэффициент диффузии и с
его помощью по формуле (20) определяем коэффи-
циент C. В пределе слабого беспорядка, когда при-
менимо лестничное приближение и обобщенный ко-
эффициент диффузии фактически совпадает с ко-
эффициентом диффузии в лестничном приближе-
нии, для коэффициента C возникает результат, по-
лученный в работе [25]:

C0 = − 1

8π

∞∫
−∞

dε
th(ε/2T )

ε2
×

×
∑
p

{
vx

2 Im[GR(ε,p)GA(−ε,p)] +

+
∂2εp
∂px2

ImGR(ε,p)

}
+

+
1

16T

∑
p

{
vx

2 Re
[
GR(0,p)GA(0,p)

]
+

+
∂2εp
∂px2

ReGR(0,p)

}
. (30)

Таким образом, возникает интерполяционная схема
для определения коэффициента C, которая в пре-
деле слабого беспорядка воспроизводит результаты

лестничного приближения, а в пределе сильного бес-
порядка учитывает эффекты андерсоновской лока-
лизации (в рамках самосогласованной теории лока-
лизации).

При численных расчетах с помощью выражений
(28) и (29) для конкретного значения ω = 2ε сначала
в лестничном приближении находится коэффициент
диффузии D0. Затем, решая итерациями трансцен-
дентное уравнение самосогласования (25), находим
обобщенный коэффициент диффузии для этой час-
тоты. Далее, с использованием (20) рассчитывается
коэффициент Гинзбурга –Ландау C.

В работе [18] было показано, что в
DMFT+Σ-приближении для модели Андерсо-
на –Хаббарда критический беспорядок, при кото-
ром происходит андерсоновский переход металл–
диэлектрик, W/2D = 0.37, не зависит от величины
хаббардовского взаимодействия U . Развитый выше
подход для определения коэффициента C позволяет
исследовать в том числе и область андерсоновского
диэлектрика с беспорядком W/2D > 0.37.

4. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Длина когерентности при данной температуре,
ξ(T ), дает характерный масштаб неоднородностей
параметра порядка Δ:

ξ2(T ) = −C

A
. (31)

Поскольку коэффициент A = α(T −Tc) меняет знак
и обращается в нуль при критической температуре,
имеем

ξ(T ) =
ξ√

1− T/Tc

, (32)

где мы ввели длину когерентности сверхпроводника

ξ =

√
C

αTc
, (33)

которая в пределе слабой связи и в отсутствие бес-
порядка имеет стандартный вид [27]:

ξBCS =

√
CBCS

αBCSTc
=

√
7ζ(3)

16π2d

vF
Tc

. (34)

Глубина проникновения магнитного поля в
сверхпроводник определяется как

λ2(T ) = − c2

32πe2
B

AC
. (35)

Таким образом,

λ(T ) =
λ√

1− T/Tc

, (36)
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Рис. 4. (В цвете онлайн) Зависимости коэффициента C

от силы хаббардовского притяжения для различных степе-
ней беспорядка (a — параметр решетки). Темные символы
и сплошные линии соответствуют расчетам с учетом ло-
кализационных поправок, светлые символы и пунктирные

линии — лестничному приближению

где мы ввели величину

λ2 =
c2

32πe2
B

αCTc
, (37)

которая в отсутствие беспорядка в пределе слабой
связи имеет вид

λ2
BCS =

c2

32πe2
BBCS

αBCSCBCSTc
=

=
c2

16πe2
d

N0(μ)v2F
. (38)

Отметим, что поскольку λBCS не зависит от Tc, а
значит, и от силы связи, ее удобно использовать для
нормировки глубины проникновения λ (37) при про-
извольных U и W .

Вблизи Tc верхнее критическое магнитное по-
ле Hc2 определяется через коэффициенты Гинзбур-
га –Ландау:

Hc2 =
Φ0

2πξ2(T )
= −Φ0

2π

A

C
, (39)

где Φ0 = cπ/e— квант магнитного потока. Тогда для
наклона кривой верхнего критического поля вблизи
Tc получаем

dHc2

dT
=

Φ0

2π

α

C
. (40)

На рис. 4 приведены зависимости коэффициен-
та C от силы хаббардовского притяжения для раз-
личных степеней беспорядка. Для данного рисунка

и для всех последующих темные символы и сплош-
ные линии соответствуют расчетам с учетом лока-
лизационных поправок, а светлые символы и пунк-
тирные линии — лестничному приближению. Ко-
эффициент C является существенно двухчастичной
характеристикой, поэтому для него не наблюдается
универсальности в зависимости от беспорядка, как
для коэффициентов A и B, и влияние беспорядка не
сводится лишь к уширению эффективной ширины
зоны беспорядком. Соответственно, в зависимости
C от силы связи, где все энергетические единицы
нормированы на эффективную ширину зоны 2Deff ,
не наблюдается универсальной кривой для различ-
ных степеней беспорядка [25], в отличие от соответ-
ствующих зависимостей для коэффициентов α и B.
Фактически, коэффициент C быстро уменьшается
с ростом силы связи. Особенно сильное уменьше-
ние наблюдается в области слабой связи (см. встав-
ку к рис. 4). Локализационные поправки становят-
ся существенными в пределе достаточно сильного
беспорядка (W/2D > 0.25). При таком сильном бес-
порядке локализационные поправки заметно умень-
шают коэффициент C в области слабой связи (ср.
пунктирные (лестничное приближение) и сплошные
(с учетом локализационных поправок) кривые для
W/2D = 0.37 иW/2D = 0.5). В области сильной свя-
зи (U/2D > 1) локализационные поправки фактиче-
ски не изменяют величину коэффициента C по срав-
нению с лестничным приближением, даже в преде-
ле сильного беспорядка (W/2D > 0.37), где система
становится андерсоновским диэлектриком.

На рис. 5 приведены зависимости коэффициента
C от степени беспорядка для различных значений
силы связи U/2D. В пределе слабой связи (U/2D =

= 0.1) наблюдаем достаточно быстрое уменьшение
коэффициента C с ростом беспорядка в области до-
статочно слабого примесного рассеяния. В области
же достаточно сильного беспорядка в лестничном
приближении может наблюдаться возрастание ко-
эффициента C с ростом беспорядка, что в основном
связано с заметным уширением зоны таким силь-
ным беспорядком и соответствующим уменьшени-
ем эффективной силы связи U/2Deff . Однако лока-
лизационные поправки, которые становятся суще-
ственны при сильном беспорядке (W/2D > 0.25),
приводят к уменьшению коэффициента C с ростом
беспорядка, в том числе и в пределе сильного при-
месного рассеяния. В области промежуточной связи
(U/2D = 0.4–0.6) коэффициент C в лестничном при-
ближении лишь незначительно растет с ростом бес-
порядка. В БЭК-пределе (U/2D > 1) коэффициент
C фактически не зависит от примесного рассеяния и
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Рис. 5. (В цвете онлайн) Зависимости коэффициента C,
нормированного на этот коэффициент в отсутствие бес-
порядка, от степени беспорядка для различных значений
силы хаббардовского притяжения U . Пунктир — лестнич-
ное приближение, сплошные кривые — расчеты с учетом

локализационных поправок

в лестничном приближении, и с учетом локализаци-
онных поправок. Учет локализационных поправок
в БЭК-пределе фактически не изменяет величину
коэффициента C по сравнению с лестничным при-
ближением. Поскольку коэффициенты разложения
Гинзбурга –Ландау α и B имеют универсальное по-
ведение в зависимости от беспорядка и андерсонов-
ская локализация фактически не оказывает на них
влияния, а коэффициент C, который в пределе сла-
бой связи сильно изменяется локализационными по-
правками, но в БЭК-пределе фактически не зависит
от этих поправок, физические величины, зависящие
от коэффициента C, также будут существенно из-
меняться локализационными поправками в пределе
слабой связи, но фактически они не чувствуют ло-
кализации в БЭК-пределе.

Перейдем теперь к анализу поведения физиче-
ских величин. Зависимости длины когерентности
от силы хаббардовского притяжения приведены на
рис. 6. Видим, что в области слабой связи (см. встав-
ку к рис. 6) длина когерентности быстро убывает
с ростом U для любой степени беспорядка, дости-
гая величины порядка параметра решетки a в об-
ласти промежуточной связи U/2D ≈ 0.4–0.6. Даль-
нейший рост силы связи очень слабо изменяет дли-
ну когерентности. Учет локализационных поправок
для длины когерентости также существен лишь при
большом беспорядке (W/2D > 0.25). Видим, что
локализационные поправки приводят к заметному
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Рис. 6. (В цвете онлайн) Зависимости длины когерентно-
сти ξ от силы хаббардовского притяжения U для различ-
ных степеней беспорядка. На вставке — быстрый рост дли-
ны когерентности с уменьшением силы связи в БКШ-пре-

деле
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Рис. 7. (В цвете онлайн) Зависимости глубины проник-
новения, нормированной на ее БКШ-значение в пределе
слабой связи, от силы хаббардовского притяжения U для

различных степеней беспорядка

уменьшению длины когерентности в БКШ-пределе
слабой связи и практически не изменяют длину ко-
герентности в БЭК-пределе.

На рис. 7 приведены зависимости глубины про-
никновения, нормированной на ее БКШ-значение в
отсутствие беспорядка (38), от силы хаббардовского
притяжения U для различных степеней беспорядка.
В отсутствие примесного рассеяния глубина проник-
новения растет с увеличением силы связи. Беспоря-
док в БКШ-пределе слабой связи приводит к быст-
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Рис. 8. (В цвете онлайн) Зависимости наклона верхнего
критического поля от силы хаббардовского притяжения U

для различных степеней беспорядка

рому росту глубины проникновения (для грязных
БКШ-сверхпроводников λ ∼ l−1/2, где l — длина
свободного пробега). В БЭК-пределе сильной связи
беспорядок лишь незначительно уменьшает глуби-
ну проникновения (см. ниже рис. 10a). Это приво-
дит к тому, что в присутствии беспорядка наблю-
даются уменьшение глубины проникновения с рос-
том силы хаббардовского притяжения в области до-
статочно слабой связи и рост λ с увеличением U

в БЭК-пределе сильной связи. Учет локализацион-
ных поправок существен лишь в пределе сильного
беспорядка (W/2D > 0.25) и приводит к заметному
увеличению глубины проникновения по сравнению
с лестничным приближением в пределе слабой свя-
зи. В БЭК-пределе влияние локализации на глубину
проникновения оказывается несущественным.

Зависимости наклона верхнего критического по-
ля от силы хаббардовского притяжения для различ-
ных степеней беспорядка приведены на рис. 8. В пре-
деле достаточно слабого примесного рассеяния, по-
ка несущественны поправки от андерсоновской ло-
кализации, наклон верхнего критического поля рас-
тет с увеличением силы связи, причем наблюдается
быстрый рост наклона с увеличением U в пределе
достаточно слабой связи, а в пределе сильной связи
наклон достаточно слабо зависит от U/2D. В обла-
сти достаточно сильного беспорядка (W/2D > 0.25)
очень существенным становится учет локализаци-
онных поправок — он качественно меняет поведе-
ние верхнего критического поля. Если лестничное
приближение (пунктирные кривые) сохраняет по-

ведение наклона верхнего критического поля, ана-
логичное поведению в пределе слабого беспорядка
(наклон растет с ростом силы связи), то учет ан-
дерсоновской локализации (W/2D ≥ 0.37) приводит
к сильному возрастанию наклона верхнего критиче-
ского поля в пределе слабой связи. В результате в
андерсоновском диэлектрике наклон верхнего кри-
тического поля быстро убывает с ростом U в преде-
ле слабой связи и незначительно растет с увеличе-
нием U в БЭК-пределе. Отметим, что и для накло-
на верхнего критического поля в пределе сильной
связи учет локализационных поправок оказывается
несущественным.

Перейдем к зависимостям физических величин
от степени беспорядка. На рис. 9 приведены за-
висимости длины когерентности ξ от степени бес-
порядка для различных величин силы связи. В
БКШ-пределе, т. е. в пределе слабой связи, при до-
статочно слабом примесном рассеянии наблюдает-
ся стандартная для грязных сверхпроводников за-
висимость ξ ∝ l1/2, т. е. длина когерентности быст-
ро уменьшается с ростом беспорядка (см. вставку
к рис. 9а). Однако при достаточно сильном беспо-
рядке в лестничном приближении (пунктирные кри-
вые) длина когерентности начинает расти с ростом
беспорядка (см. рис. 9б и вставку к рис. 9а), что в
основном связано с заметным уширением затравоч-
ной зоны беспорядком и соответствующим умень-
шением U/2Deff . Учет локализационных поправок
приводит к заметному уменьшению длины когерент-
ности по сравнению с лестничным приближением в
пределе сильного беспорядка, что восстанавливает
уменьшение ξ с ростом беспорядка в этом преде-
ле. В стандартной модели БКШ с бесконечно ши-
рокой затравочной зоной в пределе слабого беспо-
рядка длина когерентности убывает с ростом бес-
порядка, ξ ∝ l1/2, однако вблизи андерсоновского
перехода уменьшение ξ с ростом беспорядка даже
ускоряется, ξ ∝ l2/3 [7–9], в отличие от нашей мо-
дели, где вблизи перехода Андерсона длина коге-
рентности достаточно слабо зависит от беспорядка,
что связано с существенным уширением зоны беспо-
рядком. С увеличением силы связи, U/2D ≥ 0.4–0.6,
длина когерентности ξ становится порядка парамет-
ра решетки и почти перестает зависеть от беспо-
рядка. В частности, в БЭК-пределе очень сильной
связи (U/2D = 1.4, 1.6) рост беспорядка вплоть до
очень сильного (W/2D = 0.5) приводит к уменьше-
нию длины когерентности примерно в два раза (см.
рис. 9б). Опять видим, что в пределе сильной связи
учет локализационных поправок оказывается несу-
щественным.
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Рис. 10. (В цвете онлайн) Зависимости глубины проникновения (а) и параметра Гинзбурга –Ландау (б) от степени бес-
порядка при различных значениях величины хаббардовского притяжения. На вставке продемонстрирован рост параметра

Гинзбурга –Ландау с беспорядком в пределе слабой связи

Зависимости глубины проникновения от степени
беспорядка для различных значений хаббардовского
притяжения приведены на рис. 10а. В пределе сла-
бой связи беспорядок, в соответствии с теорией гряз-
ных сверхпроводников, приводит к росту глубины
проникновения (λ ∝ l−1/2). С усилением силы связи
рост глубины проникновения с увеличением беспо-
рядка замедляется, а в пределе очень сильной свя-
зи (U/2D = 1.4, 1.6) глубина проникновения даже
несколько уменьшается с ростом беспорядка. Учет
локализационных поправок приводит к некоторому
количественному росту глубины проникновения по
сравнению с лестничным приближением в области

достаточно слабой связи. При этом качественно за-
висимость глубины проникновения от беспорядка не
изменяется. В БЭК-пределе сильной связи учет ло-
кализационных поправок оказывается несуществен-
ным. На рис. 10б приведены зависимости от беспо-
рядка безразмерного параметра Гинзбурга –Ландау
κ = λ/ξ. Видим, что в пределе слабой связи пара-
метр Гинзбурга — Ландау быстро растет с беспоряд-
ком (см. вставку к рис. 10б) в соответствии с теорией
грязных сверхпроводников, где κ ∝ l−1. С увеличе-
нием силы связи рост параметра Гинзбурга — Лан-
дау с беспорядком замедляется и в пределе сильной
связи U/2D > 1 параметр κ практически не зави-
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Рис. 11. (В цвете онлайн) Зависимости наклона верхнего критического поля (а) и этого наклона, нормированного на свою
величину в отсутствие беспорядка (б), от степени беспорядка при различных значениях силы хаббардовского притяжения.

На вставке продемонстрирован рост наклона с беспорядком в пределе слабой связи

сит от беспорядка. Учет локализационных поправок
заметно количественно увеличивает параметр Гинз-
бурга –Ландау в фазе андерсоновского диэлектрика
(W/2D ≥ 0.37) в области слабой связи. В пределе
сильной связи учет локализации снова оказывается
несущественным.

На рис. 11 приведены зависимости наклона верх-
него критического поля от беспорядка. В пределе
слабой связи опять видим поведение, характерное
для грязных сверхпроводников, — наклон верхнего
критического поля увеличивается с ростом беспо-
рядка (см. рис. 11a и вставку к рис. 11б). Учет лока-
лизационных поправок в пределе слабой связи рез-
ко увеличивает наклон верхнего критического поля
по сравнению с лестничным приближением в андер-
соновском диэлектрике (W/2D ≥ 0.37). В резуль-
тате в андерсоновском диэлектрике наклон верхне-
го критического поля растет с увеличением при-
месного рассеяния гораздо быстрее, чем в лестнич-
ном приближении. В области промежуточной свя-
зи (U/2D = 0.4–0.8) наклон верхнего критического
поля практически не зависит от примесного рассе-
яния в области слабого беспорядка. В лестничном
приближении такое поведение сохраняется и в обла-
сти сильного беспорядка. Однако учет локализаци-
онных поправок приводит к заметному увеличению
наклона с ростом беспорядка в фазе андерсонов-
ского диэлектрика. В пределе очень сильной связи
при слабом беспорядке наклон верхнего критическо-
го поля может даже несколько уменьшаться с рос-
том беспорядка, но в пределе сильного беспорядка
наклон увеличивается с ростом примесного рассея-
ния. В БЭК-пределе учет локализационных попра-

вок оказывается несущественным и мало изменяет
наклон верхнего критического поля по сравнению с
лестничным приближением.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе в рамках приближения Нозье-
ра –Шмитт-Ринка и DMFT+Σ-обобщения теории
динамического среднего поля мы исследовали влия-
ние разупорядочения, в том числе и сильного (вклю-
чая область андерсоновской локализации), на коэф-
фициенты Гинзбурга –Ландау и поведение связан-
ных с ними физических величин вблизи Tc в неупо-
рядоченной модели Андерсона –Хаббарда с притя-
жением. Расчеты были проведены для широкой об-
ласти значений потенциала притяжения U , от обла-
сти слабой связи U/2Deff 
 1, где неустойчивость
нормальной фазы и сверхпроводимость хорошо опи-
сываются моделью БКШ, вплоть до предела силь-
ной связи U/2Deff � 1, где переход в сверхпроводя-
щее состояние связан с бозе-конденсацией компакт-
ных куперовских пар, образующихся при темпера-
туре, существенно большей температуры перехода в
сверхпроводящее состояние.

Увеличение силы связи U приводит к быстрому
уменьшению всех коэффициентов Гинзбурга –Лан-
дау. Длина когерентности ξ быстро убывает с рос-
том силы связи и при U/2D ≈ 0.4 становится по-
рядка параметра решетки, мало изменяясь с даль-
нейшим увеличением силы связи. Глубина проник-
новения в чистых сверхпроводниках растет с уве-
личением U , а в грязных — уменьшается в обла-
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сти слабой связи и растет в БЭК-пределе, прохо-
дя через минимум в области промежуточной свя-
зи U/2D ≈ 0.4–0.8. В области достаточно слабого
беспорядка (W/2D < 0.37), когда эффекты андер-
соновской локализации не очень существенны, на-
клон верхнего критического поля растет с ростом
U . Однако в пределе слабой связи в андерсоновском
диэлектрике локализационные эффекты резко уве-
личивают наклон верхнего критического поля, в то
время как в БЭК-пределе сильной связи эффекты
локализации оказываются несущественными. В ре-
зультате наклон верхнего критического поля умень-
шается с ростом U в БКШ-пределе и несколько уве-
личивается с ростом U в БЭК-пределе, проходя че-
рез минимум при U/2D ≈ 0.4–0.8. Скачок тепло-
емкости растет с ростом хаббардовского притяже-
ния U в области слабой связи и уменьшается в об-
ласти сильной связи, проходя через максимум при
U/2Deff ≈ 0.55 [24].

Влияние беспорядка, в том числе и сильно-
го (в области андерсоновской локализации), на
критическую температуру Tc, коэффициенты Гинз-
бурга –Ландау A и B и связанный с ними скачок
теплоемкости универсально — их изменение вызыва-
ется лишь уширением затравочной зоны беспоряд-
ком, т. е. заменой D → Deff . Таким образом, и в
области сильной связи критическая температура и
коэффициенты A и B Гинзбурга –Ландау удовлет-
воряют обобщенной теореме Андерсона — все влия-
ние беспорядка на них связано лишь с изменением
плотности состояний. Влияние беспорядка на коэф-
фициент C не носит универсального характера и не
связано лишь с уширением затравочной зоны беспо-
рядком.

Коэффициент C чувствителен к эффектам ан-
дерсоновской локализации. Мы исследовали этот
коэффициент в широкой области беспорядка, в том
числе и в области андерсоновского диэлектрика.
Для сравнения и явного выделения эффектов ан-
дерсоновской локализации мы также исследовали
коэффициент C в лестничном приближении по бес-
порядку. В пределе слабой связи, U/2Deff 
 1, и
слабого беспорядка, W/2D < 0.37, поведение ко-
эффициента C и связанных с ним физических ве-
личин вполне описывается теорией грязных сверх-
проводников — коэффициент C и длина когерентно-
сти быстро убывают с ростом беспорядка, а глубина
проникновения и наклон верхнего критического по-
ля растут. В области сильного беспорядка в андер-
соновском диэлектрике в БКШ-пределе поведение
коэффициента C сильно изменяется локализацион-
ными эффектами. В лестничном приближении эф-

фект уширения зоны беспорядком привел бы к ро-
сту коэффициента C c увеличением W [25], однако
локализационные эффекты восстанавливают умень-
шение коэффициента C с ростом беспорядка и в ан-
дерсоновском диэлектрике. Соответственно, сильно
изменяются за счет локализационных эффектов и
физические величины, связанные с коэффициентом
C, так что для этих величин качественно восстанав-
ливается поведение, характерное для грязных сверх-
проводников, — длина когерентности убывает с рос-
том беспорядка, а глубина проникновения и наклон
верхнего критического поля растут. В области крос-
совера БКШ–БЭК и в БЭК-пределе коэффициент
C и все связанные с ним физические величины до-
статочно слабо зависят от беспорядка. В частности,
в БЭК-пределе и длина когерентности, и глубина
проникновения лишь незначительно уменьшаются с
ростом беспорядка так, что их отношение — пара-
метр Гинзбурга –Ландау — от беспорядка практи-
чески не зависит. В БЭК-пределе эффекты андерсо-
новской локализации слабо влияют на коэффициент
C и физические величины.

Заметим, что все результаты, полученные в
данной работе, неявно используют предположение
о самоусредняемости сверхпроводящего параметра
порядка, входящего в разложение Гинзбурга –Лан-
дау, что связано с использованием стандартной
примесной диаграммной техники [26, 27]. Хорошо
известно [9], что данное предположение становится,
вообще говоря, неприменимым вблизи андерсонов-
ского перехода металл–диэлектрик, что связано
с развивающимися здесь сильными флуктуация-
ми локальной плотности состояний, приводящей
к сильным пространственным флуктуациям па-
раметра порядка [34] и неоднородной картине
сверхпроводящего перехода [35]. Эта проблема, в
контексте задачи о сверхпроводимости в области
кроссовера БКШ–БЭК и в области сильной связи,
представляет большой интерес и заслуживает
дальнейшего изучения.

Работа выполнена в рамках темы государствен-
ного задания (ФАНО) №0389-2014-0001 и при час-
тичной поддержке РФФИ (грант №17-02-00015).
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