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КРИТИЧЕСКОГО ПОЛЯ В НЕУПОРЯДОЧЕННОЙ

МОДЕЛИ ХАББАРДА С ПРИТЯЖЕНИЕМ

Э. З. Кучинский a*, Н. А. Кулеева a, М. В. Садовский a,b**

a Институт электрофизики Уральского отделения Российской академии наук
620016, Екатеринбург, Россия

b Институт физики металлов им. М. Н. Михеева Уральского отделения Российской академии наук
620108, Екатеринбург, Россия

Поступила в редакцию 30 августа 2017 г.

Исследовано влияние разупорядочения на температурное поведение верхнего критического поля в модели
Хаббарда с притяжением в рамках обобщенного DMFT+Σ-подхода. Рассмотрена широкая область изме-
нения потенциала притяжения U от предела слабой связи, где сверхпроводимость описывается моделью
Бардина –Купера –Шриффера (БКШ), к пределу очень сильной связи, где переход в сверхпроводящее
состояние связан c бозе-эйнштейновской конденсацией (БЭК) компактных куперовских пар, образую-
щихся при температуре существенно выше температуры перехода в сверхпроводящее состояние, а также
широкий интервал разупорядочения — от слабого до сильного, когда система находится в окрестности
перехода Андерсона. Рост силы связи приводит к быстрому ростуHc2(T ), особенно в низкотемпературной
области. В пределе БЭК и в области кроссовера БКШ–БЭК зависимость Hc2(T ) становится практически
линейной. Разупорядочение также приводит к росту Hc2(T ). В БКШ-пределе слабой связи с усилени-
ем беспорядка растут как наклон верхнего критического поля вблизи точки перехода, так и Hc2(T ) в
низкотемпературной области. В пределе сильного беспорядка в окрестности перехода Андерсона локали-
зационные поправки приводят к дополнительному увеличению Hc2(T ) в низкотемпературной области и
кривая Hc2(T ) становится вогнутой. В области кроссовера БКШ–БЭК и в пределе БЭК разупорядочение
достаточно слабо влияет на наклон верхнего критического поля вблизи Tc. Однако в низкотемпературной
области Hc2(T ) может существенно расти с увеличением беспорядка в окрестности перехода Андерсона,
где за счет локализационных поправок заметно увеличивается Hc2(T = 0) и кривая Hc2(T ) становится
вогнутой.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Исследования влияния разупорядочения на
сверхпроводимость имеют достаточно долгую исто-
рию. В пионерских работах Абрикосова и Горькова
[1–4] рассматривался предел слабого беспорядка
(pF l � 1, где pF — импульс Ферми и l — длина
свободного пробега) и сверхпроводимости со сла-
бой связью, хорошо описываемой теорией БКШ.
Известная «теорема Андерсона» о критической
температуре Tc сверхпроводников с «нормальным»
(немагнитным) беспорядком [5, 6] также обычно
относится к этому пределу.

* E-mail: kuchinsk@iep.uran.ru
** E-mail: sadovski@iep.uran.ru

Обобщение теории «грязных» сверхпроводников
на случай достаточно сильного беспорядка (pF l ∼ 1)
(и далее, вплоть до области перехода Андерсона)
было выполнено в работах [7–10], где сверхпрово-
димость также рассматривалась в пределе слабой
связи.

Наиболее ярко влияние разупорядочения прояв-
ляется в поведении верхнего критического поля в
теории грязных сверхпроводников с ростом беспо-
рядка. С увеличением беспорядка растут как на-
клон температурной зависимости верхнего критиче-
ского поля в Tc [6], так и Hc2(T ) во всей темпера-
турной области [11]. Эффекты андерсоновской ло-
кализации в пределе достаточно сильного беспоряд-
ка также наиболее ярко проявляют себя в темпе-
ратурной зависимости верхнего критического поля.
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Непосредственно в точке андерсоновского перехода
металл–диэлектрик эффекты локализации приво-
дят к резкому возрастанию Hc2 в низкотемператур-
ной области и температурная зависимость Hc2(T )

качественно отличается от зависимости Вертхамера,
Хельфанда, Хоэнберга (WHH) [11], характерной для
теории грязных сверхпроводников — кривая Hc2(T )

становится вогнутой, т. е. приобретает положитель-
ную кривизну [7–9].

Проблема обобщения теории БКШ в область
очень сильной связи известна уже достаточно дав-
но. Существенный прогресс в этом направлении был
связан с работой Нозьера и Шмитт-Ринка [12], ко-
торые предложили эффективный метод для иссле-
дования кроссовера от поведения типа БКШ в об-
ласти слабой связи к бозе-эйнштейновской конден-
сации (БЭК) в области сильной связи. В то же вре-
мя, проблема сверхпроводимости неупорядоченных
систем в пределе сильной связи и в области кроссо-
вера БКШ–БЭК исследована достаточно слабо.

Одной из наиболее простых моделей, в которых
можно исследовать кроссовер БКШ–БЭК, является
модель Хаббарда с притяжением. Наиболее успеш-
ным подходом к исследованию модели Хаббарда
как для описания сильно коррелированных систем
в случае отталкивательного взаимодействия, так и
для исследования кроссовера БКШ–БЭК в случае
притяжения, является теория динамического сред-
него поля (DMFT) [13–15].

В последние годы нами развивался обобщенный
подход DMFT+Σ к модели Хаббарда [16–21], ко-
торый оказался очень удобным для исследования
влияния различных внешних (по отношению к учи-
тывающемуся в рамках DMFT) взаимодействий. В
частности, этот подход хорошо применим и для ана-
лиза двухчастичных свойств, таких как оптическая
(динамическая) проводимость [20, 22].

В работе [23] мы использовали этот подход для
анализа одночастичных свойств нормальной фазы
и оптической проводимости в модели Хаббарда с
притяжением. В дальнейшем метод DMFT+Σ был
использован нами в работе [24] для исследования
влияния беспорядка на температуру сверхпроводя-
щего перехода, вычислявшуюся в рамках подхода
Нозьера –Шмитт-Ринка. В частности, в этой рабо-
те для случая полуэллиптической модели затравоч-
ной плотности состояний, адекватной для описания
трехмерных систем, мы численно продемонстриро-
вали выполнение обобщенной теоремы Андерсона и
показали, что влияние беспорядка на критическую
температуру (во всей области изменения парамет-
ров взаимодействия) связано лишь с общим ушире-

нием затравочной зоны (плотности состояний) бес-
порядком. В приближении DMFT+Σ аналитическое
доказательство такой универсальности влияния бес-
порядка на одночастичные характеристики и темпе-
ратуру сверхпроводящего перехода для случая по-
луэллиптической зоны было получено нами в рабо-
те [25].

Начиная с классической работы Горькова [3],
хорошо известно, что разложение Гинзбурга –Лан-
дау играет фундаментальную роль в теории гряз-
ных сверхпроводников, позволяя эффективно иссле-
довать поведение различных физических величин
вблизи критической температуры в зависимости от
степени беспорядка [6]. Обобщение этой теории (для
сверхпроводников со слабой связью) в область силь-
ного беспорядка (вплоть до андерсоновского пере-
хода металл–диэлектрик) было проведено в рабо-
тах [7–9].

В работах [26–28] с помощью комбинации при-
ближений Нозьера –Шмитт-Ринка и DMFT+Σ для
модели Хаббарда с притяжением был дан микроско-
пический вывод коэффициентов разложения Гинз-
бурга –Ландау с учетом неупорядоченности систе-
мы, что позволило обобщить теорию Гинзбурга –
Ландау на область кроссовера БКШ–БЭК и предела
БЭК очень сильной связи с учетом различной степе-
ни разупорядочения. В частности, в работе [28] с ис-
пользованием обобщения самосогласованной теории
локализации этот подход был обобщен в том числе
и на область сильного беспорядка, когда существен-
ны эффекты от локализации Андерсона. Было по-
казано, что в пределе слабой связи наклон кривой
Hc2(T ) при T = Tc возрастает с разупорядочением
в области слабого беспорядка в соответствии с тео-
рией грязных сверхпроводников, а в пределе силь-
ного беспорядка локализационные эффекты приво-
дят к дополнительному возрастанию наклона верх-
него критического поля. В области же кроссовера
БКШ–БЭК и в пределе БЭК наклон Hc2(T ) вблизи
Tc лишь незначительно растет с увеличением беспо-
рядка, а учет эффектов андерсоновской локализа-
ции оказывается достаточно несущественным.

В данной работе с использованием комбинации
приближений Нозьера –Шмитт-Ринка и DMFT+Σ
в модели Хаббарда с притяжением мы проанализи-
руем влияние разупорядочения на температурную
зависимостьHc2(T ) в широкой области значений си-
лы притяжения U , включающей область кроссове-
ра БКШ–БЭК, а также широкую область величины
беспорядка, вплоть до окрестности перехода Андер-
сона.
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2. МОДЕЛЬ ХАББАРДА В РАМКАХ
ПОДХОДА DMFT+Σ В ПРИБЛИЖЕНИИ

НОЗЬЕРА – ШМИТТ-РИНКА

Мы рассматриваем неупорядоченную немагнит-
ную модель Андерсона –Хаббарда с притяжением,
гамильтониан которой имеет вид

H = −t
∑
〈ij〉σ

a†iσajσ +
∑
iσ

εiniσ − U
∑
i

ni↑ni↓, (1)

где t > 0 — амплитуда перескока между ближай-
шими соседями, U — хаббардовское притяжение на
узле, niσ = a†iσaiσ — оператор числа электронов
на узле, aiσ (a†iσ) — оператор уничтожения (рож-
дения) электрона со спином σ, локальные энергии
εi полагаются независимыми случайными величи-
нами на разных узлах решетки. Для справедливо-
сти стандартной «примесной» диаграммной техники
[29, 30] мы предполагаем гауссовское распределение
для энергетических уровней εi:

P(εi) =
1√
2πΔ

exp

(
− ε2i
2Δ2

)
(2)

Ширина распределения Δ служит мерой силы бес-
порядка, а гауссовское случайное поле энергетичес-
ких уровней (независимое на различных узлах ре-
шетки — корреляция типа «белого шума») вызыва-
ет «примесное» рассеяние, которое рассматривается
в рамках стандартного подхода, основанного на вы-
числении усредненных функций Грина [30].

Обобщенный подход DMFT+Σ [16–19] дополня-
ет стандартную теорию динамического среднего по-
ля (DMFT) [13–15] учетом добавочной «внешней»
собственно-энергетической части (СЭЧ) Σp(ε) (в об-
щем случае зависящей от импульса), являющейся
следствием любого вида взаимодействия за предела-
ми DMFT, и дает эффективный метод вычисления
как одночастичных, так и двухчастичных свойств
[20, 22]. При этом полностью сохраняется стандарт-
ная система самосогласованных уравнений DMFT
[13–15], но на каждом шаге итерационной схемы
DMFT внешняя СЭЧ Σp(ε) пересчитывается зано-
во с помощью некоторой приближенной схемы, со-
ответствующей виду добавочного взаимодействия, а
локальная функция Грина DMFT также «одевает-
ся» Σp(ε) на каждом шаге стандартной DMFT-про-
цедуры.

В рассматриваемой здесь задаче о рассеянии на
беспорядке [20, 21] для внешней СЭЧ, входящей в
DMFT+Σ-цикл, мы используем простейшее (само-
согласованное борновское) приближение, пренебре-
гающее «пересекающимися» диаграммами для при-

месного рассеяния. Такая внешняя СЭЧ остается не
зависящей от импульса (локальной).

В данной работе, как и в предыдущих наших
работах, для решения эффективной однопримесной
модели Андерсона в DMFT использовался чрезвы-
чайно эффективный метод численной ренормгруп-
пы (NRG) [31].

В дальнейшем мы принимаем модель «затравоч-
ной» зоны с полуэллиптической плотностью состоя-
ний (на элементарную ячейку с параметром решет-
ки a и один спин), которая является неплохим при-
ближением для трехмерного случая:

N0(ε) =
2

πD2

√
D2 − ε2, (3)

где D определяет полуширину зоны проводимости.
В работе [25] мы показали, что в DMFT+Σ-под-

ходе в модели с полуэллиптической плотностью сос-
тояний все влияние беспорядка на одночастичные
свойства сводится лишь к уширению зоны беспоряд-
ком, т. е. к замене D → Deff , где Deff — эффек-
тивная полуширина затравочной зоны в отсутствие
электронных корреляций (U = 0), уширенная бес-
порядком:

Deff = D

√
1 + 4

Δ2

D2
. (4)

Затравочная (в отсутствие U) плотность состояний,
«одетая» беспорядком,

Ñ0(ξ) =
2

πD2
eff

√
D2

eff − ε2, (5)

остается полуэллиптической и в присутствие беспо-
рядка.

Необходимо отметить, что в других моделях за-
травочной зоны беспорядок наряду с уширением зо-
ны будет изменять и форму плотности состояний.
Поэтому полной универсальности влияния беспо-
рядка на одночастичные свойства, сводящейся к за-
мене D → Deff , вообще говоря, нет. Однако в инте-
ресующем нас, главным образом, пределе сильного
беспорядка затравочная зона становится практиче-
ски полуэллиптической и универсальность восста-
навливается [25].

Все расчеты в данной работе, как и в преды-
дущих, были проведены для достаточно типичного
случая четвертичного заполнения зоны (число элек-
тронов на узел решетки n = 0.5).

При рассмотрении сверхпроводимости в широ-
ком интервале изменений спаривательного взаимо-
действия U , следуя работам [23,25], мы используем
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приближение Нозьера –Шмитт-Ринка [12], что поз-
воляет качественно правильно (хотя и приближен-
но) описать область кроссовера БКШ–БЭК. В этом
подходе для определения критической температуры
Tc используется [25] обычное уравнение БКШ типа

1 =
U

2

∞∫
−∞

dε Ñ0(ε)
th((ε− μ)/2Tc)

ε− μ
, (6)

в котором химический потенциал μ для разных зна-
чений U и Δ определяется из DMFT+Σ-расчетов,
т. е. из стандартного уравнения для числа электро-
нов (заполнение зоны), что позволяет найти Tc в
широком интервале значений параметров модели,
включая область кроссовера БКШ–БЭК и предел
сильной связи, а также для различных степеней бес-
порядка. Это отражает физический смысл прибли-
жения Нозьера –Шмитт-Ринка: в области слабой
связи температура перехода контролируется урав-
нением для куперовской неустойчивости (6), тогда
как в пределе сильной связи она определяется как
температура БЭК, которая контролируется химиче-
ским потенциалом.

В работе [25] было показано, что влияние бес-
порядка на критическую температуру Tc и одноча-
стичные характеристики (например, плотность со-
стояний) в модели с полуэллиптической затравоч-
ной плотностью состояний универсально и сводится
лишь к изменению эффективной ширины зоны. В
области слабой связи температура сверхпроводяще-
го перехода хорошо описывается моделью БКШ, а в
области сильной связи критическая температура в
основном определяется условием бозе-конденсации
куперовских пар и убывает с ростом U как t2/U ,
проходя через максимум при U/2Deff ∼ 1.

Обзор этих и других результатов, получен-
ных для неупорядоченной модели Хаббарда в
DMFT+Σ-приближении, можно найти в [21].

3. ОСНОВНЫЕ СООТНОШЕНИЯ ДЛЯ
ВЕРХНЕГО КРИТИЧЕСКОГО ПОЛЯ

В используемом нами подходе Нозье-
ра –Шмитт-Ринка критическая температура
сверхпроводящего перехода определяется сов-
местным решением уравнений для куперовской
неустойчивости в куперовском канале частица–
частица в приближении слабой связи и уравнения
для химического потенциала системы во всем ин-
тервале значений хаббардовского взаимодействия в

�m = 0 � �m n= 2

q q

�np+ �np+

–�n–p
–

–�np–

�np+� �np+�

– –�n p
–

� –�np –

�

�
pp�

�
pp�

=

Рис. 1. Равенство петель в куперовском и диффузионном
каналах в условиях инвариантности относительно обраще-

ния времени

рамках приближения DMFT+Σ. Обычное условие
для куперовской неустойчивости имеет вид

1 = −Uχ(q), (7)

где χ(q) — куперовская восприимчивость, определя-
емая петлей в куперовском канале, показанной на
рис. 1. В присутствии внешнего магнитного поля
суммарный импульс q в куперовском канале при-
обретает добавку от вектор-потенциала A,

q → q− 2e

c
A. (8)

Поскольку наша модель предполагает изотропный
спектр, куперовская восприимчивость χ(q) зависит
от q лишь через q2. Минимальное собственное зна-
чение (q − (2e/c)A)

2, отвечающее (орбитальному)1)

верхнему критическому магнитному полю H = Hc2,
есть [32]

q0
2 = 2π

H

Φ0
, (9)

где Φ0 = ch/2e = π�/e — квант магнитного пото-
ка. Тогда уравнение на Tc(H) или Hc2(T ) остается
прежним:

1 = −Uχ(q2 = q0
2). (10)

При дальнейшем анализе мы будем пренебрегать
относительно слабым влиянием магнитного поля
на процессы диффузии (неинвариантностью отно-
сительно обращения времени), проявляющимся в
неравенстве петель в куперовском и диффузион-
ном каналах. Учет такого влияния магнитного по-
ля анализировался в работах [9, 10, 33, 34], где было
продемонстрировано, что такой учет даже вблизи
андерсоновского перехода металл–диэлектрик лишь
незначительно уменьшает величину Hc2(T ) в низко-
температурной области. В условиях инвариантности
относительно обращения времени и в связи с тем,

1) В этой работе мы не рассматриваем парамагнитный эф-
фект, связанный со спином электронов.
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что примесное рассеяние, которым одета двухча-
стичная функция Грина Ψp,p′(εn,q), является ста-
тическим, можно изменить направление всех ниж-
них электронных линий с одновременным изменени-
ем знака всех входящих в них импульсов (см. рис. 1).
В результате получаем

Ψp,p′(εn,q) = Φp,p′(ωm = 2εn,q), (11)

где εn — фермионные мацубаровские частоты, p± =

= p ± q/2, Φp,p′(ωm = 2εn,q) — двухчастичная
функция Грина в диффузионном канале, одетая
примесями. В результате для куперовской воспри-
имчивости получаем

χ(q) = −T
∑

n,p,p′
Ψp,p′(εn,q) =

= −T
∑

n,p,p′
Φp,p′(ωm = 2εn,q). (12)

Выполняя стандартную процедуру суммиро-
вания по фермионным мацубаровским частотам
[29,30] получаем для куперовской восприимчивости
в уравнении (10)

χ(q0
2) = − 1

2π

∞∫
−∞

dε ImΦRA(ω = 2ε, q0
2) th

ε

2T
, (13)

где
ΦRA(ω,q) =

∑
p,p′

ΦRA
p,p′(ω,q).

Для нахождения петли ΦRA(ω,q) в условиях силь-
ного беспорядка (в том числе в области андерсо-
новской локализации) можно воспользоваться при-
ближенной самосогласованной теорией локализации
[30,35–40]. Тогда эта петля содержит диффузионный
полюс следующего вида [20]:

ΦRA(ω = 2ε, q0
2) = −

∑
p ΔGp(ε)

ω + iD(ω)q02
, (14)

где
ΔGp(ε) = GR(ε,p)−GA(−ε,p),

GR и GA — запаздывающая и опережающая
функции Грина, a D(ω) — зависящий от частоты
обобщенный коэффициент диффузии. В результате
уравнение (10) для Hc2(T ) принимает вид

1 = − U

2π

∞∫
−∞

dε Im

( ∑
pΔGp(ε)

2ε+ iD(2ε)2πHc2/Φ0

)
×

× th
ε

2T
. (15)

Обобщенный коэффициент диффузии в рамках
самосогласованной теории локализации [30, 35–40]
для рассматриваемой модели находится путем реше-
ния следующего уравнения самосогласования [20]:

D(ω) = i
〈v〉2
d

(
ω−ΔΣRA

imp(ω)+Δ4
∑
p

ΔG2
p(ε) ×

×
∑
q

1

ω + iD(ω)q2

)−1

, (16)

где ω = 2ε,

ΔΣRA
imp(ω) = ΣR

imp(ε)− ΣA
imp(−ε),

d — размерность пространства, а средняя скорость
〈v〉 определяется выражением

〈v〉 =
∑

p |vp|ΔGp(ε)∑
pΔGp(ε)

, vp =
∂ε(p)

∂p
. (17)

С учетом предела применимости диффузионного
приближения суммирование по q в (16) должно быть
ограничено областью [30,39]

q < k0 = min{l−1, pF }, (18)

где l — длина свободного пробега за счет упругого
рассеяния на беспорядке, а pF — импульс Ферми.

В пределе слабого беспорядка, когда локализа-
ционные поправки малы, куперовская восприимчи-
вость χ(q) определяется лестничным приближени-
ем. В этом приближении куперовская восприимчи-
вость была исследована нами в работе [27]. Пере-
строим теперь уравнение самосогласования (16), так
чтобы в пределе слабого беспорядка воспроизвести
результат лестничного приближения. В этом при-
ближении, когда мы пренебрегаем вкладом в непри-
водимую вершину от «максимально перекрестных»
диаграмм, в правой части уравнения самосогласо-
вания (16) пропадает последнее слагаемое. Введем
теперь зависящий от частоты обобщенный коэффи-
циент диффузии в лестничном приближении:

D0(ω) =
〈v〉2
d

i

ω −ΔΣRA
imp(ω)

. (19)

Величину 〈v〉2/d, входящую в уравнение самосогла-
сования (16), можно переписать через этот коэф-
фициент диффузии D0 в лестничном приближении.
При этом уравнение самосогласования (16) прини-
мает вид
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D(ω = 2ε) = D0(ω = 2ε)

(
1+

Δ4

2ε−ΔΣRA
imp(ω = 2ε)

×

×
∑
p

ΔG2
p(ε)

∑
q

1

2ε+ iD(ω = 2ε)q2

)−1

. (20)

В рамках подхода работы [27] коэффициент диф-
фузии D0(ω = 2ε) в лестничном приближении мо-
жет быть получен в аналитическом виде. Действи-
тельно, в лестничном приближении двухчастичная
функция Грина (14) имеет вид

ΦRA
0 (ω = 2ε,q) = −

∑
pΔGp(ε)

ω + iD0(ω = 2ε)q2
. (21)

Введем функцию

ϕ(ε,q = 0) ≡

≡ lim
q→0

ΦRA
0 (ω = 2ε,q)− ΦRA

0 (ω = 2ε,q = 0)

q2
=

=
i
∑

pΔGp(ε)

ω2
D0(ω = 2ε). (22)

Тогда коэффициент диффузии D0 может быть за-
писан в виде

D0 =
ϕ(ε,q = 0)(2ε)2

i
∑

pΔGp(ε)
. (23)

В работе [27] с использованием точного тождества
Уорда в лестничном приближении было показано,
что функция ϕ(ε,q = 0) может быть записана как

ϕ(ε,q = 0)(2ε)2 =
∑
p

v2xG
R(ε,p)GA(−ε,p)+

+
1

2

∑
p

∂2ε(p)

∂p2x
(GR(ε,p) +GA(−ε,p)), (24)

где vx = ∂ε(p)/∂px.
Дальнейшая процедура численных расчетов вы-

глядит следующим образом. По формулам (24), (23)
мы находим коэффициент диффузии D0 в лестнич-
ном приближении. С использованием уравнения са-
мосогласования (20) находим обобщенный коэффи-
циент диффузии и из (15) определяем Hc2(T ).

4. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

В уравнение (15) для определения Hc2(T ) как
параметр входит значение химического потенциа-
ла, который определяется из условия четвертичного
заполнения зоны с помощью DMFT+Σ-процедуры.

�/2 = 0.05D

�/2D

U D/2 = 0.4
0.6
1.0
1.4

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6

T T/ c

–0.6

–0.5

–0.4

–0.8

–0.7

Рис. 2. Температурная зависимость химического потенци-
ала при Δ/2D = 0.05 и различных значениях силы связи

Химический потенциал не только зависит от силы
связи, но, вообще говоря, имеет и температурную за-
висимость, которая оказывается весьма существен-
ной для определения величины Hc2(T ) в пределе
достаточно сильной связи. Используемый нами для
решения примесной задачи DMFT алгоритм NRG
пренебрегает квантованием электронных уровней в
магнитном поле, т. е. влиянием магнитного поля на
орбитальное движение электронов и, соответствен-
но, на химический потенциал. В работе [23] мы по-
казали, что для модели Хаббарда с притяжением
наша DMFT-процедура оказывается неустойчивой
при T < Tc, что проявляется в разнице четных и
нечетных итераций DMFT. Такая неустойчивость,
по-видимому, связана с неустойчивостью нормаль-
ного состояния при T < Tc. В частности, она осо-
бенно ярко проявляется в БЭК-пределе сильной свя-
зи (для U/2D ≥ 1), что приводит к невозможности
определить величину химического потенциала при
T < Tc. В пределе же слабой связи количествен-
ная разница между результатами четных и нечет-
ных итераций DMFT оказывается очень малой, что
позволяет с достаточной точностью находить зна-
чения μ(T ) в том числе и при T < Tc. На рис. 2
приведена температурная зависимость химического
потенциала при различных значениях силы связи. В
пределе слабой связи (U/2D = 0.4, 0.6) на рис. 2 при-
ведены точки, полученные из DMFT+Σ-расчетов, в
том числе и при T < Tc. В пределе сильной связи
мы можем найти химический потенциал непосред-
ственно из DMFT+Σ-процедуры лишь при T > Tc,
соответствующие точки также приведены на рис. 2.
Из этого рисунка следует, что в присутствии вза-
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имодействия у химического потенциала появляет-
ся линейная зависимость от температуры и именно
эта зависимость является для нас существенной. В
пределе слабой связи химический потенциал не ис-
пытывает никаких существенных особенностей при
T < Tc, поэтому мы можем предположить, что и в
пределе сильной связи для μ сохраняется аналогич-
ная зависимость от температуры, которую можно
найти линейной экстраполяцией (пунктирные пря-
мые с U/2D = 1.0, 1.4 на рис. 2) из области T > Tc.
Такая процедура и используется в дальнейших рас-
четах для области сильной связи.

В пределе слабого беспорядка (Δ/2D = 0.05 на
рис. 3а) в области слабой связи (U/2D = 0.2) наблю-
дается температурная зависимость верхнего крити-
ческого поля аналогичная стандартной зависимости
WHH [11] с отрицательной кривизной. Рост силы
связи, вообще говоря, приводит к увеличению верх-
него критического поля до очень больших величин,
существенно превышающих Φ0/2πa

2 (a — постоян-
ная решетки) в области низких температур. При
промежуточной силе связи (U/2D = 0.4, 0.6) на кри-
вой температурной зависимости Hc2(T ) возникает
слабый максимум при T/Tc ∼ (0.2–0.4). Дальней-
ший рост силы связи приводит к росту верхнего
критического поля, при U/2D = 1 температурная
зависимость Hc2(T ) становится практически линей-
ной и дальнейший рост силы связи практически не
изменяет величины верхнего критического поля во
всей температурной области. С ростом беспорядка
(Δ/2D = 0.11 на рис. 3б) ситуация остается ка-
чественно аналогичной. Рост силы связи в начале
приводит к росту Hc2 во всей области температур.
Небольшой максимум Hc2(T ), наблюдающийся при
промежуточной связи (U/2D = 0.4, 0.6) и слабом
беспорядке (Δ/2D = 0.05), при этом пропадает. В
области сильной связи (U/2D ≥ 1) Hc2(T ) факти-
чески линейна и очень слабо меняется с изменени-
ем силы связи. При достаточно сильном беспорядке
(Δ/2D = 0.25) с ростом силы связи верхнее кри-
тическое поле также растет во всей температурной
области. Этот рост сохраняется вплоть до предела
БЭК очень сильной связи (U/2D = 1.4), начиная с
которого зависимость Hc2(T ) становится линейной
и уже слабо изменяется с ростом силы связи. Для
сравнения на рис. 3в (слева) при U/2D = 0.6 приве-
дены как данные расчета с использованием самосо-
гласованной теории локализации (темные треуголь-
ники и сплошная кривая), так и данные расчета с
использованием лестничного приближения по при-
месному рассеянию (светлые треугольники и пунк-
тирная кривая). Слабое различие этих кривых де-

монстрирует, что поправки от андерсоновской лока-
лизации при таком беспорядке (Δ/2D = 0.25) доста-
точно слабы.

В используемой нами модели в приближении
DMFT+Σ андерсоновский переход металл–диэлект-
рик происходит при Δ/2D = 0.37 и это значение
критического беспорядка не зависит от силы связи
(см. [20]). Температурное поведение верхнего кри-
тического поля непосредственно в точке перехода
Андерсона и в фазе андерсоновского диэлектрика
при различных значениях силы связи приведено на
рис. 4. На этом рисунке темные символы и сплош-
ные кривые отвечают расчетам с использованием
самосогласованной теории локализации, а светлые
символы и пунктирные кривые отвечают расчетам
с использованием лестничного приближения по при-
месному рассеянию. В точке перехода Андерсона
(Δ/2D = 0.37 на рис. 4а) эффекты андерсоновской
локализации в пределе слабой связи очень силь-
но изменяют температурную зависимость Hc2(T ).
Эффекты локализации во всей области температур
увеличивают Hc2(T ). Однако наибольшее увеличе-
ние наблюдается при низких температурах, так что
Hc2(T ) приобретает положительную кривизну, что
было впервые продемонстрировано в работах [7, 8].
Увеличение силы связи приводит к росту верхне-
го критического поля во всей температурной обла-
сти. Кривые Hc2(T ) в области промежуточной свя-
зи (U/2D = 0.6, 1) по-прежнему имеют положи-
тельную кривизну. Дальнейший рост силы связи до
U/2D = 1.4 также увеличивает Hc2 во всей тем-
пературной области. Однако учет локализационных
поправок при такой сильной связи существен лишь
при низких температурах (T/Tc < 0.1). В этой обла-
сти кривая Hc2(T ) имеет положительную кривизну,
а при остальных же температурах Hc2(T ) факти-
чески линейна. С дальнейшим ростом силы связи
(U/2D = 1.6) Hc2(T ) становится практически ли-
нейной и учет локализационных поправок оказыва-
ется несущественным во всей температурной облас-
ти. Таким образом, в БЭК-пределе очень сильной
связи влияние андерсоновской локализации на по-
ведение верхнего критического поля сильно ослаб-
лено. В фазе андерсоновского диэлектрика (рис. 4б)
в БКШ-пределе слабой связи (U/2D = 0.2) учет эф-
фектов андерсоновской локализации приводит к су-
щественному росту Hc2(T ) (см. вставку на рис. 4б).
Увеличение силы связи приводит к росту верхнего
критического поля во всей температурной области.
При промежуточной силе связи (U/2D = 0.6, 1.0)
учет эффектов андерсоновской локализации замет-
но увеличивает Hc2 во всей температурной области.
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Рис. 3. Температурная зависимость верхнего критического поля при различной силе связи для разных значений степени
беспорядка. На рисунках слева верхнее критическое поле нормировано на Φ0/2πa

2, справа — верхнее критическое поле
нормировано на свое значение при T = 0
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Рис. 4. Температурная зависимость верхнего критического поля на андерсоновском переходе металл–диэлектрик (a) и
в фазе андерсоновского диэлектрика (б) при различных значениях силы связи. На рисунках слева Hc2 нормировано на

Φ0/2πa
2, справа — верхнее критическое поле нормировано на свое значение при T = 0

Однако наибольшее увеличение наблюдается в обла-
сти низких температур, что приводит к положитель-
ной кривизне кривой Hc2(T ) и очень резкому росту
Hc2(T = 0). В БЭК-пределе очень сильной связи
(U/2D = 1.4, 1.6) верхнее критическое поле практи-
чески перестает расти с ростом силы связи. Вклад от
эффектов андерсоновской локализации при T ∼ Tc

оказывается несущественным и зависимость Hc2(T )

становится практически линейной. Однако в низ-
котемпературной области (T � Tc) вклад от ан-
дерсоновской локализации по-прежнему существен-
но увеличивает верхнее критическое поле и кривая
Hc2(T ) имеет положительную кривизну в этой об-

ласти. Таким образом, и в фазе андерсоновского ди-
электрика в БЭК-пределе очень сильной связи влия-
ние андерсоновской локализации на поведение верх-
него критического поля заметно подавляется, одна-
ко в низкотемпературной области оно все же остает-
ся весьма существенным, заметно изменяя величину
Hc2(T = 0).

На рис. 5 приведены температурные зависимо-
сти верхнего критического поля для различных
степеней беспорядка в трех интересующих нас об-
ластях силы связи: в БКШ-пределе слабой связи
(U/2D = 0.2), в области кроссовера БКШ–БЭК
(промежуточная связь U/2D = 1.0), в БЭК-пределе

12 ЖЭТФ, вып. 6 (12)
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Рис. 5. Температурная зависимость верхнего критического
поля для различных степеней беспорядка: a — БКШ-пре-
дел слабой связи; б — область кроссовера БКШ–БЭК с
промежуточной связью; в — БЭК-предел сильной связи.
Темные символы и сплошные линии соответствуют расче-
там с учетом локализационных поправок. Светлые симво-
лы и пунктирные линии соответствуют лестничному при-

ближению по примесям

сильной связи (U/2D = 1.6). В пределе слабой связи
(рис. 5а) рост беспорядка приводит к росту верх-
него критического поля во всей области темпера-
тур в пределе слабого беспорядка (Δ/2D < 0.19),
при этом кривые температурной зависимости име-
ют отрицательную кривизну и по форме близки к
стандартной зависимости WHH [11]. С дальнейшим
ростом беспорядка без учета локализационных по-
правок верхнее критическое поле во всей темпера-
турной области начинает уменьшаться. Однако учет
локализационных поправок в пределе слабой свя-
зи в области сильного беспорядка (Δ/2D ≥ 0.37)
существенно увеличивает верхнее критическое поле
и качественно изменяет его температурное поведе-
ние. Кривые у Hc2(T ) приобретают положительную
кривизну. Верхнее критическое поле быстро растет
с ростом беспорядка во всей температурной области.
При промежуточной связи (рис. 5б) в пределе слабо-
го беспорядка температурная зависимость верхнего
критического поля становится практически линей-
ной. Верхнее критическое поле во всей температур-
ной области растет с ростом беспорядка. В пределе
сильного беспорядка (Δ/2D ≥ 0.37) локализацион-
ные поправки, как и в пределе слабой связи, уве-
личивают верхнее критическое поле во всей темпе-
ратурной области. Кривые Hc2(T ) приобретают по-
ложительную кривизну. Однако в области проме-
жуточной связи влияние эффектов от андерсонов-
ской локализации существенно слабее, чем в преде-
ле слабой связи, и является существенным лишь в
низкотемпературной области. В БЭК-пределе силь-
ной связи (рис. 5в) в области слабого беспорядка
кривые Hc2(T ) являются фактически линейными.
Верхнее критическое поле растет с ростом беспо-
рядка во всей температурной области. В пределе
сильного беспорядка непосредственно на самом пе-
реходе Андерсона (Δ/2D = 0.37) кривая Hc2(T )

по-прежнему остается линейной и учет локализа-
ционных поправок фактически не изменяет темпе-
ратурную зависимость верхнего критического по-
ля. Дальнейшее увеличение беспорядка приводит к
росту Hc2(T ). Глубоко в фазе андерсоновского ди-
электрика (Δ/2D = 0.5) кривая Hc2(T ) приобретает
положительную кривизну, и учет эффектов андер-
соновской локализации увеличивает Hc2(T ) в низ-
котемпературной области, в то время как вблизи
Tc локализационные поправки оказываются несуще-
ственными даже при таком сильном беспорядке. Та-
ким образом, сильная связь существенно ослабляет
влияние эффектов локализации на температурное
поведение верхнего критического поля.
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5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе, в рамках приближения Но-
зьера –Шмитт-Ринка и DMFT+Σ-обобщения тео-
рии динамического среднего поля мы исследовали
влияние разупорядочения, в том числе и сильного
(включая область андерсоновской локализации) и
роста спаривательного взаимодействия на темпера-
турное поведение верхнего критического поля. Рас-
четы были проведены для широкой области зна-
чений потенциала притяжения U , от области сла-
бой связи U/2D � 1, где неустойчивость нормаль-
ной фазы и сверхпроводимость хорошо описывают-
ся моделью БКШ, вплоть до предела сильной связи
U/2D � 1, где переход в сверхпроводящее состоя-
ние связан с бозе-конденсацией компактных купе-
ровских пар, образующихся при температуре суще-
ственно выше температуры перехода в сверхпрово-
дящее состояние.

Рост силы связи U приводит к быстрому воз-
растанию Hc2(T ), особенно в низкотемпературной
области. В пределе БЭК и в области кроссовера
БКШ–БЭК кривая Hc2(T ) становится практически
линейной. Разупорядочение при любой силе связи
также приводит к росту Hc2(T ). В БКШ-пределе
слабой связи с усилением беспорядка растет как
наклон кривой верхнего критического поля вблизи
T = Tc, так иHc2(T ) в низкотемпературной области.
В пределе сильного беспорядка, в окрестности пере-
хода Андерсона, локализационные поправки приво-
дят к дополнительному резкому увеличению верх-
него критического поля в низкотемпературной обла-
сти и кривая Hc2(T ) становится вогнутой, т. е. при-
обретает положительную кривизну. В области крос-
совера БКШ–БЭК и в пределе БЭК слабый бес-
порядок несущественно влияет на наклон верхнего
критического поля в Tc, однако сильный беспоря-
док в окрестности перехода Андерсона приводит к
заметному увеличению наклона верхнего критиче-
ского поля с ростом беспорядка. В низкотемператур-
ной области Hc2(T ) существенно растет с увеличе-
нием беспорядка, особенно в окрестности перехода
Андерсона, где за счет локализационных поправок
заметно увеличивается Hc2(T = 0) и кривая Hc2(T )

вместо линейной зависимости, характерной в преде-
ле сильной связи при слабом беспорядке, становится
вогнутой.

В рассмотренной модели значения верхнего кри-
тического поля при низких температурах могут до-
стигать экстремальных значений, существенно пре-
вышающих Φ0/2πa

2. Это делает актуальным даль-
нейший анализ модели с учетом парамагнитного

эффекта и неизбежной роли эффектов квантова-
ния электронного спектра в магнитном поле. Мож-
но надеяться, что эффекты квантования спектра
несущественны в области сильного беспорядка, а
парамагнитный эффект существенно ослабляется в
области сильной и очень сильной связи. Эти вопро-
сы требуют отдельного рассмотрения.

Работа выполнена в рамках темы государствен-
ного задания (ФАНО) №0389-2014-0001 и при час-
тичной поддержке РФФИ (грант №17-02-00015) и в
рамках программы фундаментальных исследований
Президиума РАН «Фундаментальные проблемы вы-
сокотемпературной сверхпроводимости».
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