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НАПОМИНАНИЕ: БОЗЕ-ЭЙНШТЕЙН КОНДЕНСАТ В 

СЛАБО НЕИДЕАЛЬНЫЙ БОЗЕ-ГАЗЕ 

НИЗКОЙ ПЛОТНОСТИ
Н.Н. Боголюбов. К теори сверхтекучест // Изв. А СССР, сер. физ., 1947, т. 11, № 1, с. 77-90
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ПОЛЯРИЗУЕМОСТЬ 

БОЗЕ-ЭЙНШТЕЙНОВСКОГО КОНДЕНСАТА 

НИЗКОЙ ПЛОТНОСТИ
РОЛЬ ПРОСТРАНСТВЕННОЙ ДИСПЕРСИИ
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УСИЛЕНИЕ СВЕТА 

БОЗЕ-ЭЙНШТЕЙНОВСКИМ КОНДЕНСАТОМ ЭКСИТОНОВ

скорость звука
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В.А. Гергель, Р.Ф. Казаринов, Р.А. Сурис; 

Zh. Eksp. Teor. Fiz. 58, 686-698 (February, 1970
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БОЗЕ-ЭЙНШТЕЙНОВСКАЯ КОНДЕНСАЦИЯ ЭКСИТОНОВ В 

ДВУМЕРНОЙ СИСТЕМЕ ДИПОЛЯРНЫХ ЭКСИТОНОВ ??

ВОПРОСЫ:

❑ В ДВУМЕРНОЙ ИДЕАЛЬНОЙ СИСТЕМЕ НЕТ БЭК. ВЕРНО ЛИ ЭТО ДЛЯ СИСТЕМЫ С БЕСПОРЯДКОМ?

❑ ИМЕЕТ ЛИ МЕСТО БЭК ДЛЯ БОЗОНОВ, ВРЕМЯ ЖИЗНИ КОТОРЫХ КОНЕЧНО? 

❑ КАКОВА РОЛЬ ОТТАЛКИВАНИЯ МЕЖДУ ЧАСТИЦАМИ В ФОРМИРОВАНИИ ИХ СОСТОЯНИЯ В СИСТЕМЕ С 

БЕСПОРЯДКОМ?

❑ КАКОВА РОЛЬ ФЛЮКТУАЦИЙ НАКАЧКИ В БЭК КОЛЬ СКОРО МЫ ИМЕЕМ ДЕЛО С НЕРАВНОВЕСНОЙ 

СИСТЕМОЙ ЭКСИТОНОВ

❑ КАК РАСПРОСТРАНЯЕТСЯ ЛОКАЛЬНОЕ ВОЗМУЩЕНИЕ В ТАКОЙ СИСТЕМЕ?

ОТВЕТЫ: М. М. Глазов*, Р. А. Сурис, КОНДЕНСАЦИЯ ЭКСИТОНОВ В ДВУМЕРНОЙ СИСТЕМЕ С БЕСПОРЯДКОМ 

ЖЭТФ, 2018, том 153, вып. 6, стр. 1001–1011 c 2018 
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ЧТО ТАКОЕ БОЗЕ-ЭЙНШТЕЙНОВСКАЯ КОНДЕНСАЦИЯ? (НАПОМИНАНИЕ)
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𝑇𝐶 ≈ 3.315
ℏ2𝑁

2
3

𝑚
,

3D 2D

N= ϛ Τ3 2
𝑚𝑇

2𝜋ℏ2

3

2
+  𝑁𝑐𝑇 < 𝑇𝐶

𝑁/𝑁𝑇
3𝐷

-μ/T

𝑁/𝑁𝑇
2𝐷

КОНДЕНСАТ С МАКРОСКОПИЧЕСКИМ ЗАПОЛНЕНИЕМ СОСТОЯНИЯ С НУЛЕВЫМ 

ИМПУЛЬСОМ ЕСТЬ МАКРОСКОПИЧЕСКИ КОГЕРЕНТНОЕ СОСТОЯНИЕ !

BEC 
concentration

NO BEC 
CONDENSATE!

N



ИСТОЧНИК И БЕСПОРЯДКА И ПЛОТНОСТЬ 
СОСТОЯНИЙ

QW WIDTH 
FLUCTUATIONS

-

+

- RANDOMLY DISTRIBUTED CHARGES
IN BARRIER LAYERS

We consider the situation when the energy spectrum is bounded 
from below. 

We set the low boundary of spectrum E=0

DOS(E) =

I. M. LIFSHITZ, THEORY OF FLUCTUATION LEVELS IN DISORDERED 
SYSTEMS, Zh. Eksp. Teor. Fiz. 53, 743-758 (August, 1967) 

In the model of lateral potential 
wells, 𝑁𝑝 is the well concentration



БЭК В ДВУМЕРИИ С БЕСПОРЯДКОМ
EQUILIBRIUM DISTRIBUTION FUNCTION BEC OCCURES AT ZERO CHEMICAL POTENTIAL

μ = 0 

THE INTERRELATION OF THE CRITICAL TEMPERATURE, 𝑻𝒄 , AND CRITICAL CONCENTRATION, 𝑵𝒄 ,
IS GIVEN BY THE EQUATION:
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In a disordered 2D system, 
the BEC critical temperature 𝑻𝑪 profoundly exceeds the 
temperature 𝑻𝒅 corresponding to the de Broglie wave 

length close to the average distance between particles!
This is due to filling in of deep fluctuation potential wells.



А ЕСТЬ ЛИ БЭК ЧАСТИЦ С КОНЕЧНЫМ 
ВРЕМЕНЕМ ЖИЗНИ?

incoming excitons

tunneling thermal excitation
+ tunneling

annihilation
radiative & 
nonradiative

MAIN PROCESSES Probability of hopping between levels E
and 𝑬′of 2 wells on distance r per unit of 
time (ϰ is inverse tunnel length):

E

𝑬′

We call the wells as TRAPS, if the time 
of annihilation of particles in them, 

𝝉𝟎 , is less than the time of their 
hopping into neighboring wells

THE ENERGY DISTRIBUTION FUNCTION OF EXCITONS IN TRAPS (G is generation rate):

𝑃𝑡𝑟 𝐸 = 𝑒𝑥𝑝 −න
𝑤(𝐸→𝐸′,𝑟)𝝉𝟎 >𝟏

𝑑𝐸′𝑑𝑟2𝜋𝑟𝐷𝑂𝑆 𝐸′
THE PROBABILITY 

OF A WELL BEING A TRAP



УСЛОВИЯ БЭК

THRESHOLD ENERGY LEVEL, 𝑬𝑪 : THE WELLS WITH ENERGY 𝑬 > 𝑬𝑪 ARE NOT THE TRAPS 

𝑃𝑡𝑟 𝑬𝑪 = 𝑒𝑥𝑝 𝑤(𝑬𝑪→𝐸′,𝑟)𝝉𝟎− >𝟏
𝑑𝐸′𝑑𝑟2𝜋𝑟𝐷𝑂𝑆 𝐸′ < 1

For long enough lifetimes where the exciton hopping between the wells is 

effective, i.e.                                 :

condencation is feasible 
under the condition 

T > 𝑬𝑪

State diagram

Horizontal lines are BEC temperature at 𝜏0 = ∞
for the few values of N/NP. The solid line is EC at 
ϰ-2Np = 0.3. The shadow areas are the regions of 

the BEC existence, 𝐸𝑐 < 𝑇 < 𝑇𝑐 𝑁



РОЛЬ ЭКСИТОН-ЭКСИТОННОГО ОТТАЛКИВАНИЯ

In a lateral potential well of 2D system, the particle energy shift  due to pair 
collisions in low density approximation is

– - the scattering amplitude

a – characteristic radius of the 

interaction potential
Γ - the bare interaction constant

With logarithmic accuracy 

Repulsion of particles results in a limitation of their number in each of the wells 
and screening of potential fluctuations



СПЕКТР ВОЗБУЖДЕНИЙ БЭК С КОНЕЧНЫМ 
ВРЕМЕНЕМ ЖИЗНИ БОЗОНОВ 

Elementary excitation spectrum and the correlation function might be obtained using 
ideal liquid hydrodynamic equations* supplemented with the terms describing 
particle generation and annihilation 
*An introduction to the theory of superfluidity by I.M. Khalatnikov ; Cambridge, Mass., 2000

𝜔 = 𝑠𝑘, 𝑘 ≫ Τ1 𝑠𝜏0

𝜔 = −𝑖𝐷𝑘2 𝑘 ≪ Τ1 𝑠𝜏0 D = 𝑠2𝜏0

Sound velocity

Diffusion coefficient

https://trove.nla.gov.au/work/12814187?q&sort=holdings+desc&_=1527093294421&versionId=38792757


CORRELATION FUNCTION OF BECКОРРЕЛЯЦИОННАЯ ФУНКЦИЯ БЭК

The damping of the correlation is due to the particle generation fluctuations

3D GAS

At 𝑟 = 𝒓𝟏 − 𝒓𝟐 → ∞

→ 0

≠ 0≠ 0

LONG-RANGE ORDER

2D GAS

→ 0 as  𝐷𝑡/𝑟2
NO LONG-RANGE ORDER

Naturally, thermal fluctuations also result in destruction of the long-range order



РАСПРОСТРАНЕНИЕ ЛОКАЛЬНОГО 
ВОЗМУЩЕНИЕ ПЛОТНОСТИ БЭК ЭКСИТОНОВ

Simple approximation 
neglecting diffusion

Development of the 
concentration perturbation 

profile in 2D system 
We use the system of units: 

s = 1, 𝜏0= 10, 𝑘0= 10. 
The profiles calculated with 
the “exact” equation (dot 

line) and the analytical 
equation (solid line) at t = 2 

are presented in the 
insertion.



ИТАК:
❑ В ОТЛИЧИЕ ОТ ИДЕАЛЬНОЙ ДВУМЕРНОЙ СИСТЕМЫ В ДВУМЕРНОЙ 

СИСТЕМЕ С БЕСПОРЯДКОМ БЭК ВОЗМОЖНА

❑ КОНЕЧНОЕ ВРЕМЯ ЖИЗНИ БОЗОНОВ ПРИВОДИТ К 

НИЗКОТЕМПЕРАТУРНОЙ ГРАНИЦЕ ОБЛАСТИ БЭК НА ДИАГРАММЕ 

СОСТОЯНИЙ

❑ БОЗОН-БОЗОННОЕ ОТТАЛКИВАНИЕ ПРИВОДИТ К ОГРАНИЧЕНИЮ 

ЧИСЛА ЧАСТИЦ В ЛАТЕРАЛЬНЫХ ЯМАХ И ЭКРАНИРОВАНИЮ 

ФЛЮКТУАЦИОННОГО ПОТЕНЦИАЛА

❑ КАК ФЛЮКТУАЦИИ НАКАЧКИ, ТАК И ТЕПЛОВЫЕ ФЛЮКТУАЦИИ 

РАЗРУШАЮТ ДАЛЬНИЙ ПОРЯДОК И В ОТЛИЧИЕ ОТ ТРЕХМЕРНОЙ 

СИСТЕМЫ КОРРЕЛЯЦИОННЫЕ ФУНКЦИИ В СИСТЕМЕ ДВУМЕРНОЙ 

СПАДАЮТ С РАССТОЯНИЕМ r КАК 𝟏/𝒓a

❑ ЛОКАЛЬНОЕ ВОЗМУЩЕНИЕ ПЛОТНОСТИ КОНДЕНСАТА 

РАСПРОСТРАНЯЕТСЯ СО СКОРОСТЬЮ КОНДЕНСАТНОГО ЗВУКА, СПАД 

ЖИЗНИАЯ ПО АМПЛИТУДЕ ИЗ-ЗА КОНЕЧНОГО ЗНАЧЕНИЯ ВРЕМЕНИ 

ЖИЗНИ ЭКСИТОНОВ



А ТЕПЕРЬ ПРО «…И НЕ ТОЛЬКО…»

Фазовый переход 

ГАЗ – «КРИСТАЛЛ» 

в системе пространственно-непрямых 

экситонов 
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ЭКСИТОН В ДВУХСЛОЙНОЙ СТРУКТУРЕ С ПРОСТРАНСТВЕННО РАЗДЕЛЕННЫМИ 

ЭЛЕКТРОНОМ И ДЫРКОЙ

Энергия связи экситон

(                                            eэнергия связи и радиус

объемного экситона)
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ЭКСИТОН, ПОЛОЖИТЕЛЬНО И ОТРИЦАТЕЛЬНО

ЗАРЯЖЕННЫЕ ТРИОНЫ И БИЭКСИТОН В

ДВУХСЛОЙНОЙ СИСТЕМЕ
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Р.А. Сергеев, кандидатская диссертация, 2004, ФТИ, С. Петербург

R. A. Sergeev and R. A. Suris, Semiconductors, Vol. 37, No. 10, 2003, pp. 1205–1210; 

R. A. Sergeev and R. A. Suris, in “Optical Properties of 2D Systems with Interacting  Electrons”, Ed. by W. Ossau and R. 

Suris, NATO Scientific Series,  Kluwer Academic Publishers, 2003, pp. 279-288
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Это простое выражение верно, если только расстояние между 

экситонами r1,2 много больше размера экситона aExc

Обменное взаимодействие может привести к межэкситонному 

притяжению и образованию экситонной молекулы

Однако при H > aB, энергия связи молекулы много меньше 

актуальной температуры
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КУЛОНОВСКАЯ КОРРЕЛЯЦИЯ В ЭКСИТОННОМ ГАЗЕ

Кулоновская энергия =  − r2d)n(r)δ(r)n(r)n(0)V(r)(
2
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РАВНОВЕСИЕ ЭКСИТОННЫЙ ГАЗ - КРИСТАЛЛ

Условия равновесия

pG = pS, mG = mS

Безразмерная концентрация 𝝂 = 𝒏𝑯𝟐

Безразмерная плотность свободной энергии 𝝓 = 𝓕
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РЕЧЬ ИДЕТ О ЖИДКОСТИ С БОЛЬШИМИ ДЛИНАМИ КРИСТАЛЛОПОДОБНОЙ КОРРЕЛЯЦИИ 
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=

Эта разница должна проявлять себя как расщепление линии 

люминесценции в области сосуществования двух фаз



ЗАКЛЮЧЕНЕ
❑ Продемонстрирована возможность существования 

треугольной решетки экситонов в двухслойной структуре с 

пространственно разделенными электронами и дырками

❑ Показана возможность сосуществования двухфазного 

состояния газ – «кристалл»

❑ Найдены кулоновские сдвиги линий люминесценции 

экситонного газа и кристалла

❑ В области сосуществования решетки и газа экситонов 

линия люминесценции расщепляется на две линии, 

соответствующие газовой и кристаллической фазам
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ЧТО ЖЕ ДАЛЬШЕ??

W. Shakespeare, Hamlet

Hamlet

There are more things in heaven and earth, Horatio,

Than are dreamt of in your philosophy.

Есть многое на свете, друг Горацио, 

Что и не снилось нашим мудрецам

Перевод (1828) Михаила Павловича Вронченко. 

Горацио, - на небе и земле Есть многое, что и не снилось даже 

Науке.

Гнедич Петр


