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##%# :�������� ����������
�� ���� � ���� >�������(*�����% % % % % % % �A5
##%� >�	
��
������ ��������� � 
��������	 �����% % % % % % % % % % % % % % �;#

	� �
���+ �$�/����-������ �*�
#�%# 1��
�

�� 
�����
�� �������� � ������ "������
�% % % % % % % % �;$
#�%� -���������
�� ���� � )���� D�����% % % % % % % % % % % % % % % % % % % �$5
#�%= *��� N
�� ( @����� � ���
�

�� 
�����
�� ��������% % % % % % % % �$;
#�%? @���� +�	
����� ( 1�����% % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % =B=

	� �����
����
 � �		
#=%# E���������� � ����� ϕ4% % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % =##
#=%� E�����
�� ������������� ����� ϕ4% % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % =#5
#=%= *���
��������� ����� ϕ4% % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % =#$
#=%? E�
�����������

�� ������% % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % =�5
#=%5 Q������������ ������� ����	 N
�� ( @�����% % % % % % % % % % % % % ==#
#=%6 .P������/ ��
��
� ����� � .������� ��T���
�
��%/ % % % % % % % % % % ==;

	" ������'�/������ ���
�� �"�
#?%# C����� ���� 
� ������% % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % =?=
#?%� 8������
�	 ���
���� � ������� �������
��% % % % % % % % % % % % % =5?
#?%= �
��
�
� � ���
���	 ����
���% % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % =5$
#?%? �
��
�
� � 
������ 
�	 ������ � ����� ����% % % % % % % % % % % % =6$
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��	�
	��
������
��	�� �
���������
�����	���	�� ������
� �� 
����������
���

��� ��������	�
���� ��	����

*����� ��� �������� � �������������� ������
�, ��������� �����������
�
������� �����	 ����� ���� )����
��
�� ������ ���
���� �����
�� ������� �
�������, 
��� ����
�, ������% *�� )�� ���� �����
� ��
��
�� ����
������
������ )����
��
�� ������ ����� �����
� �� ������������� � �����
� 
����
���� ��
��� 
�� ����� ������ ����� ��,�� ��� �����
�� �� ��������	���	%
O��� �� ����
� ����
� ��� ��������� ������ � ��� 
�	��� ������ 
� ����
������� ��% P���� ������
� � )��� ��������� ���
� ��
����� �� 4
� ����
�
)����
��
�� ����
�7 � ���
 ������ 
�����

�� �
��� 2#63 � ������ 2�#3% -��	
�
�����
� ������ )� ����� � ��
�� ��
��
�	 ���� ���������� �����	U Q
��
�����
�	 �� ���� � ���, ������
�� ������� � �
��� 2#A3% :� ��
�� )����
��
��
����
� � ��
��
��� ����� ���� �������

�	 )��������
�� 
�	 ������ ������
����� ��� � � ����
��� ������� ����� ������� ��� �� ������������� � �����
��
�� ��������	���	� ���
� ���
����� �� � 2#;(�B3%

+ ���
�� �
���� �� 4�����

� � 5B(6B(� ������ � � �������
�	 �������� �
������� �����7 ���� ���
�� ������ � .�������/ � ������ )����
��
�� ������
�����	 ���������� ��� � �����
�� 4��
�U7 ������ )��������
�� 
� ������
���T����
�� ������ �� � � ���
����� ������������ �����
�� �� ��������	�
���	% &�
�� �� 
������� �
����� 
�� ������
�	 �������

�	 ������ ������ 
��������	
�� ������
�� )�	 �����

�	 ����
�� ������ � ��������� � ��
�
���
�	 ������% + 
������� ����� ���������������� ���
����
�� �� ��� ���
�

$
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� )����
��
�� ����� � �����
 ������
� ������ � ��
��� ����
�� ������

����
� �������,�� ������������ � ������ ���� ����� ���
����

�� ���
�
����� �������

�	 ���
���	 ����� ����%

:������� ��
����
�� 
��� ������
� �����������	 ���
���	 ������ �����
��� ����
�� )����
��
�� ����� 
� ,������� � ������% 8��������
�� 
� ��
���� ����� #� )����
��
�� ������
�� 4�� ���
�� s = 1/27 � ? ����
� 4�� ���
��
s = 17% 8�� ���������� 
� ����� ��������,��� �
������% + )�� ������ ���
�����
 ������
� �����U

����� ���
����

+�� �����
�� ��
����
�� 
�� ������
� 4s = 1/27 ���������
� � C������ V% ��
�� ���	�� � )�	 �� ������ �����
 ��� )����������	 �����% 8� #� �������

�� ������ 
� �� .������
��/ �� � ������ �� ������ ������ �� ��� ����
� �
��� ������ �% ! ������� ������

��� ������
� �� ���� �
������� � ������
�
���� )������������ ������% W� �� �
������� � 
�	��
� ��	��� 
������
��
������
�� �� �
� ����,�� �� 
���������� ���

� 
�	��� 
��� ��������%

+���
/� 0� 1����2�����3��� 4��2
����

*�����
�� # � = Q
-����� u c t +2/3

4.����
��/ � .
��
��/7 d s b −1/3
M���
� νe νµ ντ 0

4
�	��
� � ������

��7 e µ τ −1

+�� ���� 
�� ���T����
�� ������ ����,�� �����
��� � ������ �� �����
���% -�� )� �������� ������
� ������ � ������
� �����
� � 2#;� #$3 � � �� 
�
����� ����� )��� �
���
�� � ��� 
�	���% O����� �� ��� �� �� ���� �������
������ �������� %�% ������
� ��� ����
�� 
�	��
� � ���
������
�� �������

��� ���� ��� �� ��� �����(�
������ ������ ������� %�% ����
� ��� π�����
���
K�����
�� � %�% P����
� � ����
� ��T���
�,�� � ����� ������ ���
����� ����
����' )� ������ ������, �� ���� ���� ��������	���	� �����
�� � �������S
��� 
��� )��������
�
�� � ������% M���
� ������, �� �� � )��������
��

�� � ������ ��������	�����% Q
������
�� ������ �� ���
�� ������
�	 ����
��,�� �� �� �� ������ ��� ���� 
�� ���
���� ����� � 
�� ����� �������,%
:�������� �,�
 µ �� ���� �
���
��� �
�������
 )�����
�� 
� ������
� � �BB

������������� ��� 	�
 ������� ������������ 	��������� �������� ������� �� �����������
������ ������ � ���	������������ ������� �� ������� �� ���� ����������� ������������

�� ������ ������ ���������� ����������� �������� ��� � 
��������� 	�� �	��������� ����!
����������� �������� �� �� ��
�� ��	�������� �������� "�� ����� ��� #�� ��#�� 	�
���������
��� ��� ��� 	������ ������� #� �� ����� ������ � ��������� � ���
������ ����� ��� ����
�������� ���� �� ��������� ���� �� �������������

�$�	����� ����� ��� ������� � ���������� ��������� �������� �#� 
����� � 	�	������ �
����%��������� ���������� ��� 	������ ������ ���������  �	������������ ���������� &��
�������� ��� 
���� ��������� ���	������������ � ����� �������� � �� ��������� �������
����
��� �� ������������ � '	������#
����( � ������� � �������#������ �� ����
���� � ���!
��
��� ���������� )���%�������*� +�#�� 	�
��������� ��� ������ �������� ������� ��� �����
����
����� ������ �
����� � ��� ��������� ���	��������� 	�� ������� ���� ����

�� ������������ 	��� ������������� ��������� ��
�� ������ 	����
���� ����� ������ ��!
���� ,--�-./�



!�!� 1����2�����3��� ����
/�� ##

��� ������� ������� )�	 ���
��� 
� �����
�% + C������ VV �������
� )�����
����
�� 
�� �
���
�� ���� ���� ��
����
�� 
�� ������
�� 4� )
�����������
���
����7� � ���� �����
� ���
� 4��� ��������,��� ����
� ����
�
���7 �
������ 
������ 
�� �����% C�� �� �����
 ��� ������ ��������,��	 �����
�� �% O
���
�� ���� ������	 4���� ��� � �� �����
� ���
�7 
� ������ ��
��� 
������� ������ 
�� ������ �� ������ 
� 
���,��,�� � ������
�� ����% 8� �
��
��
�� ����������, ������� 
���������� ������� �
��� ����
��%

+���
/� 00� ����� 
 ���2��� 5
6�
 4����2�����3��7 4��2
�����

νe < 10 XY 4#$567 νµ < 170ZXY 4#$6�7 ντ < 24[XY 4#$A57

e = 0.5[XY 4#;$A7 µ = 105.7[XY� 2 · 10−6 s (1937) τ = 1777[XY� 3 · 10−13 s (1975)

u = 5[XY 4#$6?7 c = 1300[XY� 10−12 \ 4#$A?7 t = 176]XY� Γ = 2]XY 4#$$?7

d = 10[XY 4#$6?7 s = 150[XY 4#$6?7 b = 4.3]XY� 10−12 \ 4#$AA7

O�
�
�� �� ��� ������
�� ����� ������,���� 
�� ����� ��������� ���� �

� �� ������ %�% ���� � )�����
��� � ��������

� �� ���� ����� 
�� 4���
�
����� 
� ����� 
��7 ������ ��� )�����
� ����
� 
�	��
 � 
�	��
�� ���
����
� ����� �� �� �� ������� ������
��U O���� .
��
�/ ��� ��� ������
��
' 
������
�� ������
�� �����

�� �������� �� �� � �� �
���
��� ��
������ ������
�	 � ������� 
�%

����� ��	������ �������

*����� ��
����
�� 
�� ������
��� ����,����� ��
��
��� .�����������/ ���
����� �����
� �� ���� ��� ? �����
�� 4s = 17 ����
�� ����,����� ����
���
������ ��
��
�� ��������	���	S ���� �����
�	 ���
 γ� ��,�
 g� 
�	��� 
�	
�����	 ����
 Z0 � ������

�� ������ ����
� W± 4����,����� �
���������
���� �� �
���
�, � �����7% &�
��
�� ���	��� )�� ����� �������
� � C������
VVV%

+���
/� 000� 1����2�����3��� ��6���� 
7 2���� 
 8
�
���

P���
 γ 4#$BB7 g 4#$A=7 Z 4#$;=7 W 4#$;=7
@���� 0 0 91.2]XY 80.4]XY

R���
� 0 0 2.5]XY 2.1]XY

M���� ����� �����
�� ������

�� ���
�% 8� ��������
�� ���� ��
��
������
� γ�����% @���� ���
� ���
� 
��,� �� �� )
����������	 ����� ������
��� ���
�
� 4����
 ���������7 ���� ��� �S E = �c|k|% >��
� � E �= �c|k| 
�����,��
������ 
���� 
������� ����
������ ���� � ���� �������� �����, ������ 
��

�0�
 ��������� �������� �	��
��� ��� 
� 
��������� ������� � ��������� ������ ������
 �
 ������������ � 	��
���������

�"��� �� ��	������� � ����� ��
� � � c� �� � 
�������� �� ������ 	����
�� �� ������������

� ��������� ������ 	�� ������� �
���� � = c = 1� 1������� � 	����� ������ � ����� �������
	�������� �	����� � ���#�� ,23/� 4� 
� ��� ��#��� � � c � �� �������������



#� &���� !� %�'%�'( �)*�+��,'-.

���
� � �
2c2k2 � E2% ����
���� ���
�� ������� )����������	 �����% 1���

�����,��� ���������
�� ��
��
� ��������	���� ' �����
�� �����

�� �
�
��	 ������� α = e2/�c ≈ 1/137% +�� )��������
�
�� ��������	���� ��������
��
� ����
�� ���
���% C������ �������,��� )��������
�
�� ��������	�����

�������� �������� �������������� 4-897%

@�����
�� �����
�� ����
� Z �W± ����,�� ����
�������� ��������	����
,���� ������� ��������	����% +���� � ���
�� �
� ����� � ���
�, ������ �����
��������
� ��������	����% 1�������,��� ���������
�� ��
��
� ��������	�
���� αW = g2

W /�c ∼ αZ = g2
Z/�c ∼ α� %�% ������� )��������
�
�	 ��
��
�%

"�,�
� ����,�� ����
������� ��� 
��� ��������	����% ����
����� ��,��

�� ����,�� ������������� .�������/ ������% -����	 �� 6 ����� ������� 4����
��� ������ .�������/7 u, d, c, s, t, b �������� � ��� ������� ���
����
����S
����
�	 r� ����
�	 g� ��
�	 b% Q
������� ������, ��������,���� �
�����
���S r̄, ḡ, b̄% <��� ������� 
� ������ � �� �������% Q���
� ����� �� ������
���
�� ��� �����������
�� �� ���� �����
���	 ������� ' �
� .�����/� �� ���
����
 
��,% 1 ����� �
������� ������� #�� � � ����� ���� ' =6% :� ��� ������
�� ������ ��� ��� ����� � ���
�� �� ���� �����
��� ��
�	 ������% <������
�������� ������� ��
�	%

<������ �����
�� ��,�
�� ����
��% "�,�
 ���� 
� ���
 ������	 �
����� �
���% +���� ������ ; ���
�� ��,�
��S 3 × 3̄ = 8 + 1� ��
� �����
���� rr̄ + gḡ + bb̄
������� ����	 � 
� 
��� �������� ������% + ������ � )�������
������ ���
���
� )���������� 
�	��� 
�� ��,�
�� ��� 
������ ������� �������� �����
����	���, � � �������� � ����� ����	� %�% ������, � �������, 
���� ��,��

� 4.������	�� ���/7% 8� �����

�� ������� ��
�	 �� �����
 ��
��	
��
�S
��� ������ ������� ������ � ��,�
� �� )
����� ��������� �� � ������� �

������
�, �������% C����� ��������	���� ������� 
�������� �������� ����
��������� 4-D97%

��� ��������	�
���� ����������	����

+ ������ )����
��
�� ����� ������������� �� ���� ��������	���	S ��� 
���
)��������
�
�� � ������% C����� ��� 
�� ��������	���	 ��
���
� 
� ���
��
��	 �������
����� � �������� ��������	���� ������� �
��� ����
��% 8������
���
�
�� � ������ ��������	���� ��T���
�,�� � ���
�, ����� )����������	
�����% 8� ��������	���� ����������,�� ���������
��� ��
��
��� �������
��	����S α = e2/�c, αs = g2/�c, αW = g2

W /�c, αZ = g2
Z/�c% >�������� ��� �

5B�� ����� ���� ����
�
�� �� α = e2/�c ≈ 1/137 ������� ��
��
�	 ��� ���

������ 4��
�� ���
 �����7 ������� ������������� � �������������� �������
�� ��������	���� 4�������7 ����� �� q2% >��������� ����� ����
�� �����������
������� ������
� α ���� � ����� q2 � ��� ��� ���� 
� ��
��
�� q2� ���� ����
����� �� � �����
��
�� 4���,� M�
��� ( *�����
����7% C���� )� �����������
��� ��� �
���

�� ������������� -89% *���� �����
�� -D9 ����
���� � ��
αs(q2)� � �����������
�� α(q2)� ������� � 
��, ��� q2 → ∞� �� ��������
�� ����
�� �� 
��������	 �������������� ������% Q������������ �������
������� � ���� �� �������� ��������	���� ��,�
�� � ������� 
� ����� ����
���
��� 4��� ��� q2U7� ������ �������,�� �����	 �������
�	� ��� � )������
���
�
�� ��������	����% &����
�	 ����
�	 ������������	 ������� �������
��
��	
��
� %�% ��� ��������	���� ������� � ��,�
�� 
� ��� ��� ������
���%
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 ������	�
��� #=

C���
��� ������������ �����
�� ��
��	
��
� 4������
�� �������7 �����
�
���

� � 
������
���� , ����� �������
�	 
� ��� ��� 4������� �������� ���
��
��7 ������
���% -�
��
� ������� ��������	���� αW , αZ ���� ��
�,��
� ������������ ����� ��� ' ��� ���� q2 � 
��� �� q2 ∼ 100 GeV2� �
� �������
�, 4)��������
�� 
�U7 
� #^% C���� �������� �������

�� ����� ���� ���� �
�� 
���������� .��������/ ��
��
��� �����% + )�� ������� ����	 ������ �
������
� )������������ ������� ��� ��
����
�� 
�	 ��
��
� *������� ����
������� ����� ����� ' ����� 
� ��
��
�� � ��
���� �������
��� ������
���

� ������ ������������� ��������	���� �����% W��� ���������� ���)�����
�������� �����
�� ���� ��
��
 ����� � ����
� ��� ��� q2� � �����������
�� ������ �
��
��� � ��������
�, ��������,��� ����������	 � ��
�	 ����
��� q2 ∼ 1015 − 1016 GeV2� ��� α ∼ αs ∼ αW ∼ 8

3
1

137 ≈ 1
40 % 8� ������� � 
�����

��� 
� �� �� ��� ���� ��� ��� q2 �������� ���
�� ����� )������������ �
��� 
��� ��������	����%

��� �	�����	��� ����
� � �������	����

+ ��
��� ��������� ����� )����
��
�� ����� ���� ���
��� �
����� 
��
�� 4)�������

�� �
������ 
�� ����� �����7% 1�������

�� ��� ��������
����,�� ���������,������ � ���������
�� ������
���������
� @�
�������
��S (x, y, z, t) = (r, t)% E�����
�� ����� ����� ������ 4��������7 A � B � )��
������
��� ����������� ���������
�� �
�������S s2AB = c2(tA− tB)2 − (xA −
xB)2 − (yA− yB)2 − (zA− zB)2% �
����� s2AB ≥ 0 ��� �����

� �����

�� �����	
4�����
������
�	 �
�����7� ���� �� ���� �������
� ������
���

� �����
��
�
������� s2AB < 0� � �
� 
� ���� �� �����

� �����
�%

+ ��
��� ����� ���� ��
������ ��������
� ���
����� ���� ' ���������
����	 � ������ �������

�� ������
���

� �����
�� �
������� ������ ���
�

��,S [ψ(xA), ψ(xB)] = 0 ��� s2AB < 0� �� ��
���� 
���������� ��������,���
����	% _����� 4�
�������7 ����������,�� ��� ���
� 4��������
��7 ����
�����,��� ����	% �� ����� ����� ���
����� �����������	 �
�����

��� �
���	������ ��
��
��� �����
�� ������ ����	 ������ ��
����
�� 
�� �����
�� � ����� ���
� � �������S ������ � ��������� ���
�� ���������, ����	
������
�� � ������ � ����� ���
�� ' ����
�% + ���
����� ����
� ������ ���
�
����� .�������

���/ �� ������
��� � )�� ������ ������

�� ���� .�����
��
����
�� 
�/%

&�
���������,��, ��� � ����� ����, �������� ���������% *����� ���
�����
��	 �����������	 �
�����

���� � �������

�	 ����� �����������
��� ����	 ��� ��
�� � ��������

�� �������	 4����� ��������7� ������
�����, �� �����
��� )��������
�� 
��� �������� �� ������������� �����
� �� ��������	�����% 1������� ��
� �����
� � ��������,���� ��������
���������� 4������ :���7� ����� ��� ����
� �����
�
�� )
����������� ��� ���
��
�� ������
�� �������% *��
��� �������� ������������ ��������� �������
��,����� ��� ������
�� ����� ��������	���� )����
��
�� �����% :���
���
����
�� ���
�

��� 
�����
�� �������� 4������	 ������� � �������7 ���� �
����
���� ��
������ ���� ��� �����
� ����������� ����� 4����
��� D�����7�%

�5������� 6�  �� � ��������� ������ 	�� ������� 	����� ���� �� �%%���� 5�������� �
������ �����	����
������ 0������ � 7 $��
���



#? &���� !� %�'%�'( �)*�+��,'-.

P�� ��� ��� �����	 �������
� ������
�	 ����������� )��� � ���� �������,�
���� ������
�	%

+ ��
��� ��
���
�	 ������ ���� ���������������� ���
����

�� ����� �

�� ����������
�� ��������� ����������� ������	 SU(3)c ⊗ SU(2)W ⊗ U(1)Y %
O��� SU(3)c ' �������� ��� 
��� �������� ��������	���� ������� � ��,�
���
� SU(2)W ⊗U(1)Y �������� )����������� ��������	����% + ������	���� ����
����� ��� ������
� � �����
�� ����������
�� ����
� ����������% + ����� ��
���
�

��� 
�����
�� �������� SU(2)W ⊗U(1)Y � ����
� ' ����
������ �������
��������	���� ��
����� ������
���� � ���
 ������ �����������% *�����,
����� � ����
� 4����� 
�	��
�`7�% 8���������� 
�	��� 
�� �������� ���� ���
����� 
�
������ ������
�� ����
�� 4������
�	 �������
��
��7% -��
� )���
���� 4.������/7 ' ������
�� ������ �� ���
�� s = 0� ���� �� 
� ��
�����
�
)�������
�� 
�% O����� �� ��
�����
�� ��� 
� ������� �
� )��������
�� 
�

���� ������
�� ��������� ���������	% *��������� 
� ���
�
�	� �� .������/
���� ������ 
� ���� �����
���� ��� �� 
���������

��� ���
���� �� ����%
P�� ��
��� ���
�� ��� ��� ������ 
�����
��� ���S mZ < mh < 2mZ

�% 1��
������ �
����
�	 �����
� ����� .������/ ���� ����� �� �������

��� ��
������
�� ��
���
�	 ������� 
� �
 ������ ����� 
� ����� ��������

��% +
����� �������� ��
�����
�� ����������� ����� ������ ��������	 
���� ���

�������

�	 )��������
�� 
�	 ������ )����
��
�� �����% W� ����
�� ������
�� )��������
�� 
�� ���������
�� ��
���
�	 ������%

+��� ��� �������� � �� ��
���
�	 ������ 4���� � ����� �� �� �������
������
�� ��
����
�� 
�� ������
��7 ��� ������
� ��� ���
��� ��
���
��
���� ��� .�����
/ ������,��	 
�� ���� �������	 �� ����� � ����% +����� ��
����� ��
���
�	 ������ 
��� �� ��� ��� ������
� ���������
�	 �������%
1������� ����	 ��� ������	 ������
� ��-�������� � ������ � ������ ���
�	
������ �������� �������,�� ��� ����� ������� � ����
��% 8� ���������
������������ 
�� ������� ��
�	 � ������ ������������ ����� ��� 4�������

�	7 ������� q2 ∼ 1015 − 1016 GeV2� ���� ��� �����
� ����� ������
� ����
���,�
�� ��
��
� ���� ��������	���	% 8��������
�� 
�� �������� ������	 ��������
��T���
�
�� ��� �� �����
��� 
�� ������ �� ������ )�������
� � �����

�	
������ )
����	 ���� �� ���������� ���� �����
� �����������% W��
���

��
������������ � ���
����� ���������
��� )�� ������	 ������� ������ ����
��

�� 
������ 
� �
�
���
�� )��������
�� ��������� ��� ����� �B ��� �
 �� �

� ��� ��
�����
� �� �������� �������� ������ �����	��� ����� ��������
��T���
�
��% *������� �� ����� ����� ������	� ��� ����� ���
� ����
� ����
������� 
� ������� ��� ��� ��� ��� ��� � �����	��� ������� ���� ��
�����
���
 ����������
�	%

9����� ����� 
�� 
�������
��S ������ �������������� 4abac7� ��T���
�,�
��	 � ���
�� ��� ����� ������
� � ����
�% W� �����,��� ��
���
�� ���
���� � ���������
�� abacS

• �������
�� 
���� �����������	 � ����������� ������ ��
���
�	 �������

• ��T���
�
�� ���� ��������	���	� ���,��� ��������, 4`7�

���	��� � ����� �������� �������� ��������� �����#��� ��� ��� �� ������� �� ����� ��������
)����������� ������ ����� ��������*�

�� �� ���� -888  �
� 	������� 	��
���������� 
����� �� 9:;< � ����
���� ��  �������
������� � ������ 	���
�� 22=>?@�
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 ������	�
��� #5

• ������������ ���������� 
�� � ������%

+ �����	��� �����
� abac ' ����� � �����	 �� �����
�� 
�� ����� �����
�� ��������,��	 .��������
��/� �����,��	�� 4� ������ ��
�	 abac7 ��� 
���
��S ���
� � s = 1 ��������� ���
� � s = 1/2� )�����
� � s = 1/2 ������
���� )�����
� � s = 0� ������� � s = 1/2 ' ������� � s = 0 � %�% 1������������
�������� ��� 
� 
�����
� 4�� �����7� � 
������� ����� )��������
�� 
�� ����
��
�� 
� ���������
�� ��������
���� ����
�� ����� ���������� ������,%
+ 
���� ������� �� 
� ����� ��
��� �� ������
��� ��������� �������������%

:���
��� ����
� �� ��� ��
� ������� � ���������
�� �����	 ����������

��� 
� ���
������% 8� ������
� %�% ���
 ����
����� ���������

��� �����
����	���� 4s = 27% :� ��������� �������� 
������� �� ��������� )��������
�
�� 
�	 ������ �����% 9��� � ��� �� ���������

�� ��������	���� ��������
� ���� ���
�� ������ )����
��
�� ������ ���
 ������% W�� ��� ���� �� 
����
�	 ��� �����
�� �������������� ��� ��� ��
���������� �� 
���������

����������� )
������ ������� E ∼ mP c
2 = (�c/G)1/2 c2 = 1.22 ·1019]XY% O��� G '


 ,�
������ ��
��
� ���������

��� ��������	����� � mP ' �� 
���������
���
������� ����� 4∼ 10−5 �����U7� ������ ��������� � �������
�, ���
����
���, ���
�S ΛP ∼ �/mP c ∼

√
�G/c3 ∼ 10−33 0d% W�����

�� �� )��������
�

��� ���� )
������ � ������
��� ���� ���� �� ���������� ���� �����
� ���
���������% &�
��� ��� ���
���� ���������

�� ��������� 
����
�

� ������
��,����, ��� � ����
 P�� ���� +����� �� ���� �������� ���������� ������,
)���,��, +����

�	% *�)���� ���
���� ��������� ���������� ���
������ �

�	 �
���� ��� �����������	 ����������% @
���� ������� ����,� �� ���
��
���
�� ���
���	 ��������� 
�������
� ���� ����	 ��� ���
������ 
��
�������� ����� )����
��
�� �����% - ������
�,� ���
���� ����� ���������
�� ��� ��� 
� ������
�� � ��� ������ ����	 ��� ��� ��
�� �����
% *�����
���
���
�� �����������	 ����� ��������� 8	
��	
� 4����	 ����� �
��
���� 
���7 
������
� 
�������,�� 
� ���������� 
������������ ���
����
�����

�� �� ����
�� 
���
�	
�� ��������� )�	 �����% -���� ���� �� ����
�����
�� ����� ���
���
�� ��������� �������

� ����������������� ������
� �����	� ����������� 
������
��� ����� �������

�	 ���
���	 ����� ����%
E��������� ����
�� ���������
�� � )�	 ������ ������ ��� �
��� ��% W� �
��
�� �������� �������� � ������
�	 ����
�	 ����� ���������� ����� 
��������
��� ��������������% W� �������� ���� .�
��������

�	/ ���������� ����� ���
��� 8	
��	
� ������������� ��� 
����)
����������	 4��
���
����������	7
������� ���
���,��	 ��� ��������
�� ���
���	 ����� ���� � ��������

��
������
���������
�%

:���
��� �� ��� ����� ��
��������� ������
���% 1������� ����� ��
���
���� ����� ���� � ��
���
�� ����� ����,�� )������
��� ��
����

������������ �������� ������

��� 
� 
���	 ��
��� ��
����
�� 
�	 �����
�����% + )�� �������� � ��
��� ����� ���� 
� ����
�� ������� � ���
� � ������
��
��� ��������� ������� ΛP ∼ 10−33 0d% 8� ���
� ������� 4������,��7 �
�
������
�� ������
���� � ������, ����
�������

�	 ��������	 4���������

�7% :� ����� ���� ���������
�	 ������������� .����� �����/%

:� 
��� ������ � ��

�� ����� ����,�� ������� ����� �����
���% 1�������
�� ��
��
�� �����
�� ����
������ 2�#3� ������
� �����	� ������ �������

��
�������� ������ ��� ����� ��� ���� ����� � ��������� �������� 
����
��,�� .��
���
������������/� ���� ��� ������ �������

�� �������� ������



#6 &���� !� %�'%�'( �)*�+��,'-.

����
� 
� ���� ����� )��������
�� 
�� ������ 
����� .������������/% +
)�� ������ �� ������ 
� ����� ��
��� �� ��
����
�� 
�	 �����	� ��
��� � 
�
��������� ����,����� 
�� �� ���� 
��� )��������
�� ����� ���� �
����
��
����	%



����� �

�����	��
  ��������!
��������� �
����"��
��	�� ���

��� ���������� �������� ��	����

+����
�� �
����� ��
��
�� ���
���� �����������	 ����
���% E�������� �����
�� 4������� 
�, ����7 � �����	 m� �������,�� � 
������� ���
����� V (x)%
9�� ������ ������������ ��
����
�� �����
��% + ����
 �����
� t ������

������� � ���� x(t) ����	 ��������� ������ �������� 
���� 
�, x(t1) � ���

��
�, x(t2) ����� ��� )� ������
� 
� E��% �%#4�7% 8� ��������� ��� �����
��
����������� �� ����
�� ����
�
�� �����
�� : ,�
�S

m
d2x

dt2
= F (x) = −dV (x)

dx
4�%#7

� ��������,���� 
���� 
��� ���������% 8� ����
�
�� ���
� .������/ ��
���
���� 
����
 ���� ��	����% 9�� )��� ������� ��
���� M����
��� �����
�����,��� ����	 ���
�� ��
�������	 � ���
���� 
�	 )
����	S

L = T − V =
m

2

(
dx

dt

)2

− V (x) 4�%�7

� �
����� ��	����S

S =

t2∫
t1

dt L(x, ẋ) , 4�%=7

���� ��� ����
�� ẋ ����
���� ������ ẋ = dx/dt% ���

�� �������� ������
����������� ��
������ 4� ����� ������ ( )���������7 ��	���� 
� �
������
���� �������� �������	� �������,��� ���� x(t1) � x(t2)� ��� )� ������
� 
�
E��% �%#4�7% �� )��� �������
�� ����� �����, ������������ ����
�
�� ������

��% + ����� ����� ��������� ����, �������, a(t) �������� ������ �	 ����	
���

�	 �������� x(t)S

x(t) → x′(t) = x(t) + a(t) . 4�%?7

#A
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E��% �%#S 4�7 C�������� ������� ����������,��� ���
���� 
����
 ���� ��	�
����% 4�7 :���� ������
�� �������	 ������%

+ 
���� 
�	 � ��
��
�	 ����� ��������� ������

�� ��������� ���
�	 
��, 4���
������

�� ��
��7S

a(t1) = a(t2) = 0 . 4�%57

*�� �����
���� 4�%?7 � ��	���� 4�%=7 �������� ��� �������, � ����S

S → S′ =

t2∫
t1

dt
[m

2
(ẋ+ ȧ)2 − V (x+ a)

]
=

=

t2∫
t1

dt

[
1
2
mẋ2 +mẋȧ− V (x) − aV ′(x)

]
+O(a2) =

= S +

t2∫
t1

dt[mẋȧ− aV ′(x)] ≡ S + δS , 4�%67

��� V ′ = dV/dx� �� ��

δS =

t2∫
t1

dt[mẋȧ− aV ′(x)] . 4�%A7

C������
�� )������� 
��� ��	���� ������� � ������, δS = 0% �
������� ����
��� ��������� � 4�%A7 �� ������ �������S

t2∫
t1

dt ẋȧ = ẋa

∣∣∣∣t2
t1

−
t2∫
t1

dt aẍ = −
t2∫
t1

dt aẍ , 4�%;7



���� *�����
���3��� �	������� ����� <������
� ,�����5�� #$

������ �� �������� �������� 
� ��
��� ��������
� 4�%57% C���� �����S

δS = −
t2∫
t1

dt a[mẍ+ V ′(x)] = 0 , 4�%$7

��� ����� �������� 
��� �������� a� ������� � ����
� �����
�� : ,�
� 4�%#7S

mẍ = −V ′(x) ,

��������,���� ���
���

�, �������, �����
�� �����������	 ������%

���  ���	��	�
���� ���
����� ��
�� !��������

���������

*������ � �����������	 ����
��� ������ � �����������	 ����� ���� �������
� �������� � ��������
�� �������� ������ � �
����� ������
���

�� ����
��

�� ��
��������	 ����� ��������

��� � �����	 ���� ������
���� �����
�%
Q
������ ������
�� ������ ��� ��
���� �����
� x(t) ��
����� ������� ��
��
��� ϕ(xµ) = ϕ(x, y, z, t)%


0�012��3�� � ���40����0�5�6 �7�839:�3�46;

� 
�������� ��	�������� ��
����� ����
������ ������������ A�� ������� ����� )�������*
(x, y, z, t) � x+ dx, y + dy, z + dz, t+ dt ���
���� ���������B

ds2 = c2dt2 − (dx2 + dy2 + dz2) .

C������ ds2 > 0 ���������� �����������	�
�� ��������������� ����� )�������* �� �� ����
	������� �������� C������ ds2 < 0 ���������� ������������������	�
�� ���������������
����� )�������* �� �� �� ���� 	������� ��������

+���� ������
xµ = (x0, x1, x2, x3) ≡ (ct, x, y, z)

��
��� �����������
� ���	������ D!��
���!�������� �

xµ = (x0, x1, x2, x3) ≡ (ct,−x,−y,−z)
	��
������� � � ��������
� ���	������� E� 
� ������� ��	��������� � ��
�B

ds2 =
3�

µ=0

dxµdxµ ≡ dxµdxµ = c2dt2 − dx2 − dy2 − dz2 .

C���� ����� �����
��� �����B

xµ = gµνx
ν = gµ0x

0 + gµ1x
1 + gµ2x

2 + gµ3x
3 ,

 
� ���� ����������� ������ � 	�����������!������� 5�������� �B

gµν = gµν =

����
1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

���� ; gµνg
νδ = δδµ .

A� 
�%%����������� �	�������� ��
�� ��	�������� ����������� ��	���B

∂µ ≡ ∂

∂xµ
= (∂0, ∂1, ∂2, ∂3) =

�
1

c

∂

∂t
,
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

�
=

�
1

c

∂

∂t
,∇
�
,

∂µ = gµν∂ν =

�
1

c

∂

∂t
,−∇

�
,



�B &���� �� ,�&)�':� 1%)��,-;�

� ≡ ∂µ∂
µ =

1

c2
∂2

∂t2
−
�
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

�
=

1

c2
∂2

∂t2
−� .

A� ������� ���� ��!��	���� ������� � ������ 	���� m �����B

pµ =

�
E

c
, p

�
, pµ =

�
E

c
, −p

�
,

p2 = pµp
µ =

E2

c2
− p2 = m2c2 .

A� ��	����� ����������� ������� � ���� ���� F����B

px = pµx
µ = Et− p · r .

� 
��������� 	���� ��� 
�� ��	�������� ������������ ������� �
����� � ������� � = c = 1�
"����������� ����� �������� ����� �����
�� � ���������� %����� � �� ����� � ���
���������
��������� �
���� ������ �	����� � ��� � ,23/�

E�������� �����	��	 ������ ������
��� ��������
� ���� ϕ(xµ) = ϕ(x, y, z, t)�
������ ������������ ������� �� ���
�� 0% 8� ���� ����������� ����
�
�,
-��	
� ( "����
�S

(� +m2)ϕ = 0 . 4�%#B7

���������� )� ����
�
�� ���� ������
� ��� ������������ ������
�� ����
�
��
R����
����% 9�	����� 
�� ����� ϕ(xµ) ���
���	 ��
����	 ������ � ��������
�� � ������������ ������ �� ����
 ��������� 4�����7 ����������� ����
����S

E2 = p2 +m2 , 4�%##7

���
� ������� ��
���
�, �����
��������, ����
� ��
��������� ������

��

� �������� �� �������S

p → �

i

∂

∂r
, E → i�

∂

∂t
, 4�%#�7

�� 
������

� ��� 4�%#B7% W�����

�� �� )� ��������� 
� �� ����� ����� ���
��������� 
�� ����� ��������
�� ������� � ������
�, ������������ �������
����
�
�	 �� �����������
� ��������%

+����� ,��������� � ����� ���S

S =
∫
d4xL(ϕ, ∂µϕ) , 4�%#=7

��� L ' ��
���$��� 4���
�� ��
���� M����
��7 �������������	 ������ ���

��	% >�
���� M����
�� �� L =
∫
d3rL% &���
� ������,� �� L ������ �

���� ϕ � ��� ������ ��������
��% !���
�
�� -��	
� ( "����
� ����� �������� �
����� , �����
���
�S

L =
1
2
(∂µϕ)(∂µϕ) − m2

2
ϕ2 =

1
2
[
(∂0ϕ)2 − (∇ϕ)2 −m2ϕ2

]
. 4�%#?7

+ )�� ���
� ����� ��� ���� �������� ����	 �����
��� ��������� � �����
����% &�
��� ������ �����
� ����� ���
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� ��������������� ������� �
���� � = c = 1 ����������� ���� ��� ����� � �������� 
��� 	�����
���	�
���B ,�������/G,���/Gl−1� A� 	�������� 	���
�� � ��������� 
��������� ��	�������

��� ���	��������� 
��� ���� ������� � ������m �	��
������ ��� �/mc� A������� S =

	
d4xL

����� ����������� � �� ����� �������� 	���������H E� 
� ����������� � ���#���� [L] = l−4�
1�������������� �� )-�2D* 	������ ����������� ������� � 	�� [ϕ] = l−1� "�
����� �����
������������ 	�� �
���� ��� �� �
��#
��

*�� ���� ϕ �����
�� 
������, ����� 4��T��7 R � ������
���������
�
@�
��������% + ������� 
���� 
�	 � ��
��
�	 �����������
���	 ���
� ��� ����
��

�� ����� t = t1 � t = t2% E�������� �������� 
�� ����� �������� ������
�
� ����	S

xµ → x′µ = xµ + δxµ , 4�%#5e7

ϕ(x) → ϕ′(x) = ϕ(x) + δϕ(x) . 4�%#5f7

*�� )�� ��������� �� �������� δxµ � δϕ(x) ������,�� � 
�� 
� ���
��� ����
����������	 ������ R̃S

δϕ(x) = 0 , δxµ = 0 , x ∈ R̃ . 4�%#67

E�������� ������
� ����	 �����	� ����� �����
���
 L ��
� ������ � ���
����
�� xµ� �� ���� �� � �������� ����� ������ ��������	���� � �
��
���
����
�����% *��
�� �������� ���� ���� �� ������
� � ����S

ϕ′(x′) = ϕ(x) + ∆ϕ(x) , 4�%#A7

���

∆ϕ = ϕ′(x′) − ϕ(x′) + ϕ(x′) − ϕ(x) = δϕ(x) + δxµ(∂µϕ) . 4�%#;7

C���� �������� ��	���� �� S

δS =
∫
R
d4x′ L(ϕ′, ∂µϕ′, x′µ) −

∫
R
d4xL(ϕ, ∂µϕ, xµ) . 4�%#$7

O��� d4x′ = J(x/x′)d4x� ��� J(x/x′) ' ������
 �������� � x � x′% �� 4�%#5e7 ���
��
��

∂x′µ

∂xλ
= δµλ + ∂λδx

µ 4�%�B7

� ��� ������
� ���
� 
����� ������ ������
�� � ��
�� , �� ���
�� �������
������� �� δxµS

J(x/x′) = Det
(
∂x′µ

∂xλ

)
= 1 + ∂µ(δxµ) . 4�%�#7

C����

δS =
∫
R
d4x
[
δL + L∂µδxµ

]
, 4�%��7

���

δL =
∂L
∂ϕ

δϕ+
∂L

∂(∂µϕ)
δ(∂µϕ) +

∂L
∂xµ

δxµ . 4�%�=7



�� &���� �� ,�&)�':� 1%)��,-;�

�� 4�%#5e7 ��
�� �� δ(∂µϕ) = ∂µδϕ� �� �� �� 4�%��7 � 4�%�=7 
������

� ������S

δS =
∫
R
d4x

{
∂L
∂ϕ

δϕ+
∂L

∂(∂µϕ)
∂µ(δϕ) + ∂µ(Lδxµ)

}
. 4�%�?7

C�� � ��������� � �����
�� ������� ���������� ����	 ���
�, �������
��,�
�� �� ��������,��	 ����� � �
����� ���� �� �����������
 4�� ������
"�����7 � ������
��
�	 �
����� �� ���
��� ������ R% +���� ��������� � 4�%�?7
���� ���
� �������� ���� �������� ���� ������ ���
�, �������
��,S

∂L
∂(∂µϕ)

∂µ(δϕ) = ∂µ

{
∂L

∂(∂µϕ)
δϕ

}
− ∂µ

{
∂L

∂(∂µϕ)

}
δϕ . 4�%�57

+ ����� �� ������������ �������, ��	���� 4�%�?7 � ����S

δS =
∫
R
d4x

{
∂L
∂ϕ

− ∂µ

[
∂L

∂(∂µϕ)

]}
δϕ+

∫
R̃
dσµ

{
∂L

∂(∂µϕ)
δϕ+ Lδxµ

}
. 4�%�67

+ ���� ������� 4�%#67 �������� ϕ � xµ 
� ���
��� ������ �
��������
�� R ���
�

��,� �� �� ������
��
�	 �
����� � 4�%�67 ��������� � 
�� % C���� �������
�����
��
��� ��	���� δS = 0 ��� �������� 
�� ��������� ���� � ������
�
���S

∂L
∂ϕ

− ∂

∂xµ

[
∂L

∂(∂µϕ)

]
= 0 . 4�%�A7

8� �� ����	 ��� ����
�
�	 M����
�� 4����
�
�	 �����
��7 ��� ���� ϕ �%
O������ �����
���
 ������
��� ���� 4�%#?7 � ���� �����	��	 ��������
�	

����� �� ���, � ��� ������ ��������
��S

L =
1
2
gµν(∂µϕ)(∂νϕ) − 1

2
m2ϕ2 .

C���� �����
∂L
∂ϕ

= −m2ϕ ,
∂L

∂(∂µϕ)
= gµν(∂νϕ) = ∂µϕ 4�%�;7

� ����
�
�� M����
�� ������� � ����
�
�, -��	
� ( "����
�S

∂µ∂
µϕ+m2ϕ ≡ �ϕ+m2ϕ = 0 . 4�%�$7

8� ����
�
�� ��
�	
� � ������ ������
��� 4
���������	���,����7 ���,% W���
�� �� ��������� � �����
���
� 4�%�;7 �
�����
� ���� ϕ ����� ������� ��������
4����
�	7� � � 
�� ���
���� �� 
���
�	
�� ����
�
�� �����
�� ��� ������	����
,���� ������
��� ����%

��� "������ #�	���

+��
���� � ������
�, 4�%�67 � ��������� ������
��
�	 �
����� � �
�� ����S

δS =
∫
R
d4x

{
∂L
∂ϕ

− ∂µ

[
∂L

∂(∂µϕ)

]}
δϕ+

+
∫
R̃
dσµ

{
∂L

∂(∂µϕ)
[δϕ+ (∂νϕ)δxν ] −

[
∂L

∂(∂µϕ)
(∂νϕ) − δµνL

]
δxν
}
, 4�%=B7

�"����
����� ����
 �	����
�� 
� ��� � 	��� �� ���������� 
� ������� �� � �����
���������� ��������� �� �	������� 	��� ����� ��������� �
���������� ��� ���������

	��� ������� ���������� ���������������� ��
�������



��9� +����2� '����� �=

��� ����� �������
� � ����
� ��
� � ���% +�����
�� � ������ ������
�� �����
��� � ������
��
�� �
������ ���������� ����	 ���
�, �������, ����� �����
����

�, � 4�%#;7% +���� ������
�� ������� ��� �� �������� 
���� ���������
������ ����
�����������S

θµν =
∂L

∂(∂µϕ)
∂νϕ− δµνL . 4�%=#7

C���� δS ������������� � ����S

δS =
∫
R
d4x

{
∂L
∂ϕ

− ∂

∂xµ

[
∂L

∂(∂µϕ)

]}
δϕ+

∫
R̃
dσµ

{
∂L

∂(∂µϕ)
∆ϕ− θµν δx

ν

}
. 4�%=�7

O������ �� �����	 �
����� ���� ����
 
��, 4��� �������� 
�� ��������� δϕ7
� ���� �����
�
�� ����
�
�	 �����
�� 4�%�A7% E�������� ���� ����	 ���
 �
4�%=�7% *�� ��	���� S �
�����

� �
����� 
� 
������	 ���������� ������
�����������
�	 xµ � ϕ 4������ M�7% C���� ���
� ������ �
��
������� 
��
�����������
��S

δxµ = Xµ
ν δω

ν . ∆ϕ = Φµδωµ , 4�%==7

��� δωµ ' �����
��
� ����� ��������� ���������� �����������
�� 4.���� �������
�/7� Xµ

ν ' 
������� ������� Φµ ' 
������� �����% O������ �� � ����� �������
�
����� ��� )�� ������
�� ���� �� ���	
���� ��	
��� � %�%� � ���
���
���
� �������� �����	� ����� ������ 
������	 ���������� ����	 ϕi� ��
��

∆ϕi = Φijδωj , 4�%=?7

��� ���� � Φ ���������� ����	 ������ � 
������� ������
�� 4.���������
����/7 ������
���%

C����� ���� �
�����

��� ��	���� δS = 0 �� �
���
�, � �����������
�,
4�%==7� �� 4�%=�7 � ����� 4�%�A7 ��������S∫

R̃
dσµ

{
∂L

∂(∂µϕ)
Φν − θµκX

κ
ν

}
δων = 0 , 4�%=57

��� ����� �������� 
��� δων � ������� �S∫
R̃
dσµJ

µ
ν = 0 , 4�%=67

���S

Jµν =
∂L

∂(∂µϕ)
Φν − θµκX

κ
ν . 4�%=A7

*� ������ "����� �� 4�%=67 �������� ����
�
�� 
�������
���S

∂µJ
µ
ν = 0 , 4�%=;7

�� �� ������
� Jµν ���������� ����	 �������!"� �� ���% C��
��� �����
�,�
��	�� ������
�	 ������� ������

�	 ����S

Qν =
∫
σ

dσµJ
µ
ν , 4�%=$7
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��� �
����� ������ �� �������� 
�	 ������
���

������
�	 �����������
���
σ% W��� ��� σ � ���� ������������� t = 0Kg\h� � ������� ����� �
����� ��
������
��� ��T��� V S

Qν =
∫
V

d3rJ0
ν . 4�%?B7

&���
�� ������� 2�53� �
������� 4�%=;7 �� ��T��� V � �����S∫
V

d3r ∂0J
0
ν +

∫
V

d3r ∂iJ iν = 0 . 4�%?#7

+���	 �
����� ���� ������������ �� ������
�	 ������ "����� � ������
���

�	� �����	 ��������� ���� ������ ����� )� ������
�� 2�53% 9�� ����
��	
������ 4+����

�	7 )� ���� ����
 
��, � ��������S

d

dt

∫
V

d3rJ0
ν =

dQν
dt

= 0 . 4�%?�7

8� � �� ��
��
�� �������
�� ������ :���S �������������� � ����� ���
���������� �������� ���������� �������� )
�����* ��������� ������� � ���
���������!"��� ������ ����������%

E�������� �����	 ������% *�� �����������
�� �������� 4�%==7 �������
� ������ ����������� � ������
���������
�S

δxµ = εµ , ∆ϕ = 0 , 4�%?=7

�� ��
Xµ
ν = δµν , Φµ = 0 . 4�%??7

C���� �� 4�%=A7 
������

� ��������S

Jµν = −θµν 4�%?57

� ��������,��	 ����
 �����
�
�� ���� ���S

d

dt

∫
V

d3r θ0ν = 0 , 4�%?67

�� ���������� ����	 ����
 �����
�
�� )
����������� �� �� ����� ����������
�����

�� ���� ��������
�� �
���� )
����������� ��% *�� )��� ������
�

Pν =
∫
V

d3r θ0ν 4�%?A7

���������� ����	 ?������ � 
����� ����% 8� ��
�
� � �� �����	 �
������ �
����
���	% + ���
���� �� ��������
�� 4�%=#7 ������S∫

V

d3r θ00 =
∫
V

d3r
{
∂L
∂ϕ̇

ϕ̇− L
}
, 4�%?;7

�� �
������
� �����
��� ������
�,� �������,���� ��
���, M����
�� � ���
��� �
��
�� � �����������	 ����
��� 2�63S

H =
∑
i

piq̇i − L , pi =
∂L

∂q̇i
, 4�%?$7
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�� �� 4�%?;7 ��� )
����, ����% Q
������
�� �������� ������
�

∫
d3r θ0i �������

��� ����� � ����%

C���� �������� �����
�
�� )
����������� �� ���� ���� ��� �,��	 �������
�����
���
 4��	����7 �����	 
� ������ ��
� � xµ%

9�� �����
���
� -��	
� ( "����
� 4�%�;7 �� 4�%=#7 ����� �������� �
��� )
���
��� ����� �� � �����,��� ����S

θµν = (∂µϕ)(∂νϕ) − gµνL . 4�%5B7

8� ������
�� ��
�� ������� ��������
� �� �
������ θµν = θνµ% :� ��

� ������ ���������� ���� ��� ���� �� ��������
��� 4�%=#7 ��� �������� 
���
�����
���
�% + ��� ����� � 4�%=#7 ������ ���
� ������ ���
 ��� ∂λf

µλν � ���
fµλν = −fλµν � �� �� ∂µ∂λf

λµν ≡ 0 � ����
 �����
�
�� 4�%=;7� 4�%?67 
� 
��������%
C���	 
���������

�� , ���
� ������ ���� �� � �����

T µν = θµν + ∂λf
λµν , 4�%5#7

������ fλµν ��� ���� �����
���� ������� �������� T µν = T νµ% *������

�	
���� ������� �
��� )
������ ����� �� 
�������� ��
�
�������% W�����

��
��

∂µT
µν = ∂µθ

µν = 0 . 4�%5�7

*��
�	 ?������ � ��� )�� ���� 
� ��
����� ������ �� ���� ����S

∫
V

d3r ∂λfλ0ν =
∫
V

d3r ∂if i0ν =
∫
dσif

i0ν = 0 . 4�%5=7

*����� ����
��� � 4�%5=7 ������ �� f00ν = 0� � ����� �� ������ "�����% :�� 
� �����	 ���� ���
���� ��� �
���
�� ������
��� σ 
� �����
��
�� � ��� ����
����,�� ������,����%

C���� �������� )
����� � ����� � ���� �������,�� ��������

��� ��
��
�
��
�� 
������ 
� 
������, 
���
��
��
�� � ��������
�� �
���� )
������
����� ��%

C������ ��
 ������#���� %�������� � ���������� 	� ������� ������ ���� ��!��	���� ��!

��� ��� 
� �������� ������������ ,I�-=/� J������� ������� �� ����� ������� �� 	���������
����� ������ ��������������� K�������� &�������� 
�  ������������ � 	�� )������� 	��!
��������� gµν* ����� ��
 ,-=/B

Rµν − 1

2
gµνR = −8πG

c2
Tµν , )-�=D*

 
� Rµν L ��������� ������ �������� M����� )������ M����*� R L �������� �������� 	�������!
����� G L ������������ ��������� �� ������� $���� ����� )-�=D* �������� �� ���������� � �������
gµν � � � 	������
���� ������ �����  ������������� ��N������ "�� ���� ��� ��� 
� �����������
	� µ, ν ,-=/� "������ � ������ ���� ��!��	���� �������� ������� � 	����� ����� � ���������
����������  ������������ � 	��� 
�#�� ���� �������������
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��

E�������� ���� ������
�� ��������
�� ����� ������ ����
� ������ � ����S

ϕ =
1√
2
(ϕ1 + iϕ2) , 4�%55e7

ϕ∗ =
1√
2
(ϕ1 − iϕ2) . 4�%55f7

>�������� ���� ������������� ��� �� 
���������� ������
�� ���� ϕ1, ϕ2� ���
���� ���
� ���������� � 
�������� ��� �������� 
�������� ������
��� �����
�� 
� ��� 1 � 2 � 
������� ������������� �������
���� ������������� � 
����
�����% 1 ����� ������
�� �������

��� ��	����� �����
���
 ����� �����
�
������
�	 4�%�;7 ���
� ������ ���S

L = (∂µϕ)(∂µϕ∗) −m2ϕ∗ϕ . 4�%567

E���������� ���� ���� ϕ � ϕ∗ ��� 
���������� ������

��� �� ����
�
�	
M����
�� 4�%�A7 �������� ��� ����
�
�� -��	
� ( "����
�S

(� +m2)ϕ = 0 , 4�%5Ae7

(� +m2)ϕ∗ = 0 . 4�%5Af7

M����
���
 4�%567 ������
�� ������� �
�����
�
 �
����� 
� �� 
���������
������ 
��� ����������
�� �����������
�	 ����S

ϕ→ e−iΛϕ , ϕ∗ → eiΛϕ∗ , 4�%5;7

��� Λ ' �������� 
�� ��	����� 
�� ��
��
�% + 4�%5;7 �� ����� ���� � ����
��
�����������
��� ������ M� 4� ��

�� ������ ' ������ U(1) ������
�� �����
�	7�
��������

�� ��� ����� Λ ������ ���
� 
����� S

δϕ = −iΛϕ , δϕ∗ = iΛϕ∗ 4�%5$7

' �
��
������� 
�� ����������
�� �����������
��% +���� 
����������� Λ �
������
���

�������

�� ������
�� �
��
������� 
�� �����������
�� ������
���
�� ���� ���, ���	 �� ���S

δ(∂µϕ) = −iΛ∂µϕ , δ(∂µϕ∗) = iΛ∂µϕ∗ . 4�%6B7

+ ����
���
��� 4�%==7 �����S

Φ = −iϕ , Φ∗ = iϕ , X = 0 , 4�%6#7

�E����� �����	������� ��	�������� ���� � ���������� ������ ��� ������ ������ �� 	� ���!
� �� � �����	������� ���������� � �
����� %����� � ������ �
����� ,-O/� M��� �
��� �
�� �
��������� 	����������� ���������� ��������� ���� 	�� )�������*� ���������� ������� ����!
��������� ��
�#���� ��������� � ���� 	������������

�E�����  ������� �������� �
��� ��� ��� 	���������� %��� Λ �
��� �
������� 
� 	����
������ � �������� ������ 	�����������!��������
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 >��	���2���
���� ����� �A

�� �� �����
�,��	�� 
��������	 �� 4�%=A7 ���� � ��

�� ������ ���S

Jµ =
∂L

∂(∂µϕ)
(−iϕ) +

∂L
∂(∂µϕ∗)

(iϕ∗) . 4�%6�7

1 ����� 4�%567 ��������S

Jµ = i(ϕ∗∂µϕ− ϕ∂µϕ∗) 4�%6=7

' ��
�	 ��� ���� ����������,���� ����
�
�,S

∂µJ
µ = 0 . 4�%6?7

+ �����
����� )��� ������� ���
� ����� �� � 
����������

�� ����� ��� �����

�
�� �����
�� 4�%5A7% 1�������

�� � �������������	 ����� ���
���� ������

�,��	�� �����S

Q =
∫
dV J0 = i

∫
dV

(
ϕ∗ ∂ϕ

∂t
− ϕ

∂ϕ∗

∂t

)
. 4�%657

W��� ���� ��	����� 
�� � ϕ = ϕ∗ �� ������
�� ����� Q = 0� �� �� ��
��� ���
���
�,������ ������ dQ/dt = 0 ���
� ����� �� �� ��� ��������
��� ����% *��
)�� ��������,��� �
���
�� ���� U(1) �������� �����
���
� 4�%567� 4�%5;7% O��
����� �� ��� ��������
�� ���� �� ������ ���� ������������� ��������

�
Q ���� ���
��� �,��� 4
����������

��7 �
���
��%

*�������� 4�%567 � ����� , 4�%557 � ���� ������
�	 ����� �����
���
��
����	 ϕ1, ϕ2S

L =
1
2

[(∂µϕ1)(∂µϕ1) + (∂µϕ2)(∂µϕ2)] −
1
2
m2(ϕ2

1 + ϕ2
2) . 4�%667

C����� ����� ����� ���� ϕ � ���� ������ �ϕ � ������
�� ������������ ������
�
���S

�ϕ = ϕ1
�i+ ϕ2

�j , 4�%6A7

��� �i,�j ' ���
��
�� ��� � )�� ������
���� ���
� ������ 4�%667 ���S

L =
1
2
(∂µ�ϕ)(∂µ�ϕ) − 1

2
m2�ϕ · �ϕ , 4�%6;7

����� ��
� ����
 ������������	 ����� �������������	 �������� �����
4�����
���
�7% -���������
�� �����������
�� 4�%5;7 ���
� ������ � ��S

ϕ′
1 + iϕ′

2 = e−iΛ(ϕ1 + iϕ2) , ϕ′
1 − iϕ′

2 = eiΛ(ϕ1 − iϕ2) ,

���

ϕ′
1 = ϕ1 cosΛ + ϕ2 sin Λ ,
ϕ′

2 = −ϕ1 sinΛ + ϕ2 cosΛ , 4�%6$7

�� �������� ������ ������ �ϕ 
� ���� Λ � �������� 1, 2% M����
���
� ������
��
�
�����
�
 �
����� 
� ���� ��������� %�% �
����� 
� ������ ������
��
�����
�	 O(2) ��� �������
�	 �	 ������ U(1)% *����������
�� 4�%5;7 ������
�
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�
���
�S eiΛ(eiΛ)∗ = 1% "�������� ������
��� ����������� �
������� ����
������
�� ����� 4���7 Λ� ��������

�� � ��
�� , �� 2πn 4n ' ������ ������

� Λ �������
 ������� 
� Λ + 2πn7� � ������������ )�������

� �����
���
���
��
��� �������%

� �� ���� ���
� ����� �� ����� ����,��	 ���U @��
� ���� �� ���
����
� ������ 
�� �������� ' 
�� �� �� ����� 
��� ����, �
�����

�	
�
����� 
� ��������� ����������
�� �����������
�	 ��� 4�%5;7� 
� � ����	
4�����7� ����,��	�� �������� 
�	 ,������ ������
���

�������

�	 ����� �
�����	 ��������
� 
��� ����S

ϕ(x) → e−iΛ(x)ϕ(x) , ϕ∗(x) → eiΛ(x)ϕ∗(x) . 4�%AB7

&����� ������� ��� ����� ����
��� � �������� 
�% :� ����� �� ���
� ����
�� � �� ������ 
�� �����������
�� 4�%5;7 
����
� ������� � ���� ���
�� ���
��	 ��������� �����������	 ����� ' �� .�������/ 
��� ���� 
� ���
 � � ��
���� 4� ������������ ������
���7 �� ���� ����� ������
���������
�� � ��
����� � � ��� ������ �������
� ������
���

������
�� �
�������� %�% 
� ���
�� �� �����

� �����
�% :� ��� � ������������ ������
��� 
���� ���� 
�
�����
� � ������
����� �����
��% :� �� ������� �� ������
�� �
�����

���
����� �
����� 
� 4�%AB7 ���� 
������

� ������� � �������

� �������� �

�� ����� ���%

:� �����	 ������ �
�����

�� ����� �
����� 
� 4�%AB7 
�������
�% E���
������ ��� �����	 �����
��
� ����� �����������
�	 � Λ(x) � 1% C���� 4�%AB7
������� �S

ϕ→ ϕ− iΛϕ , δϕ = −iΛϕ , 4�%A#7

�� ���
��
� � 4�%5$7% &�
��� ��� ��������
�� ���� ��� ����
�� � ���� ��
�	
���������� Λ(x) � ������
��S

∂µϕ→ ∂µϕ− i(∂µΛ)ϕ− iΛ(∂µϕ) , δ(∂µϕ) = −iΛ(∂µϕ) − i(∂µΛ)ϕ , 4�%A�7

��� ������

�� 
� �������� � 4�%6B7% 9�� ��������
� �������

��� ���� ��� �
��
�����
�S

ϕ∗ → ϕ∗ + iΛϕ∗ , δϕ∗ = iΛϕ∗ , 4�%A=7

∂µϕ
∗ → ∂µϕ

∗ + i(∂µΛ)ϕ∗ + iΛ(∂µϕ∗) , δ(∂µϕ∗) = iΛ(∂µϕ∗) + i(∂µΛ)ϕ∗ . 4�%A?7

8� ������, ����
� ����������, ������� � ��� �� ��������
�� ���� ϕ ������
����,�� ���� 4� ������ � ������ ����7 
��������

�� %�% 
� ���������
�� 
�
����� ����% +�� ���� ��������� � ��������
�	 ΛU :�����	 �
�����

��� �����
�
���
� 4�%567 �
����� 
� ���� �����������
�	 ����� 
�% *�������� ��
����

�� �� �� �� �������� `

����
�
�� �����
���
� ��� �������� 
�� ��������� ����	 � �� ��������
��
���� ���S

δL =
∂L
∂ϕ

δϕ+
∂L

∂(∂µϕ)
δ(∂µϕ) + (ϕ→ ϕ∗) . 4�%A57

*���������� ������ ��������� � ����� , ����
�
�	 M����
�� 4�%�A7 � ���������
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4�%A#7 � 4�%A�7� �������S

δL = ∂µ

[
∂L

∂(∂µϕ)

]
(−iΛϕ) +

∂L
∂(∂µϕ)

(−iΛ∂µϕ− iϕ∂µΛ) − (ϕ→ ϕ∗) =

= −iΛ∂µ
[

∂L
∂(∂µϕ)

ϕ

]
− i

∂L
∂(∂µϕ)

(∂µΛ)ϕ− (ϕ→ ϕ∗) . 4�%A67

*����	 ���
 ���� ���������
���
 �������
��� � �����
�,������ ��� 4�%6�7 �
����
� ���� �������� 
��,% +���� �� ���������� � ����� ����
��� ��
��� ����
�����
���
�� ��������� ���S

δL = i(ϕ∗∂µϕ− ϕ∂µϕ∗)∂µΛ = Jµ∂µΛ , 4�%AA7

��� Jµ ��� � �� �����
�,��	�� �� 4�%6=7%
���� ��	���� 
��
�����

� �� �
���
�, � ����� 
�� ����������
�� ����

��������
���% &���������� ��
���� �� �
�����

�� ��	���� ���
� �������
�� ���� �����
�� 
����� ��������
� ���� Aµ� 
����������

� ������� �����
!"�
� � ���� Jµ� ������� � 
����� �����
���
� �����,��	 ���
 ��������	����S

L1 = −eJµAµ = −ie(ϕ∗∂µϕ− ϕ∂µϕ∗)Aµ , 4�%A;7

��� e ' ���������
�� ��
��
� �����% *������� ���� � ���� ��
������

� �
����� 
��� ����������
��� �����������
���� ���� ϕ 4�%AB7 ���� Aµ ����������� 
�� 
���������� �����������
�, ����S

Aµ → Aµ +
1
e
∂µΛ . 4�%A$7

C���� �������S

δL1 = −e(δJµ)Aµ − eJµ(δAµ) = −e(δJµ)Aµ − Jµ∂µΛ . 4�%;B7

+����� �� ����� ��������� � 4�%;B7 ��� ��� ��
� �������� 4�%AA7% :� 
��
� ��
��� ��� ������ �� � ������� ���������� � 4�%;B7% 1 ����� , 4�%A#7� 4�%A=7 ���
�
������ S

δJµ = iδ(ϕ∗∂µϕ− ϕ∂µϕ∗) = 2ϕ∗ϕ∂µΛ , 4�%;#7

�� ��
δL + δL1 = −2eAµ(∂µΛ)ϕ∗ϕ . 4�%;�7

:� ������� � L ��� ���
 ���
S

L2 = e2AµA
µϕ∗ϕ . 4�%;=7

C���� ��� �����	����� 4�%A$7 �����S

δL2 = 2e2AµδAµϕ∗ϕ = 2eAµ(∂µΛ)ϕ∗ϕ . 4�%;?7

C���� ����� ���� � ��
δL + δL1 + δL2 = 0 , 4�%;57

�� �� �
�����

�� ��	���� �
����� 
� ����� 
�� ����������
�� ��������
����
�	 ��������
�U
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!��� ���� � �� �����

�� 
��� �����
�� ���� Aµ ����
� ������ � ����
�����,��� .������
��/ ������� � �����
���
% 8� ����� �����
 �� �
���
���
�
 �
����� 
� ������

�� �����������
�	 4�%A$7% *�
�
�� ��� � 
���
������ % +����� ?����
�	 ���� ���� AµS

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ , 4�%;67

�����	� ������
�� �
�����
�
 �
����� 
� 4�%A$7% C���� ���
� ���
� S

L3 = − 1
16π

FµνFµν . 4�%;A7

1������ ���� ��� ���
� 
����� �����
���
�� �������S

Ltot = L + L1 + L2 + L3 = (∂µϕ)(∂µϕ∗) −m2ϕ∗ϕ−

− ie(ϕ∗∂µϕ− ϕ∂µϕ∗)Aµ + e2AµA
µϕ∗ϕ− 1

16π
FµνF

µν , 4�%;;7

�� ������������� � ��
���
�� ���� ���S

Ltot = − 1
16π

FµνF
µν + (∂µ + ieAµ)ϕ(∂µ − ieAµ)ϕ∗ −m2ϕ∗ϕ . 4�%;$7

C���� ������� �� �������� �����
���
 �������������� ��������
��� ������
��
�� ���� ϕU &
 ����� ��������� �� �����
��� �����
���
� -��	
� ( "����
� 4�%567
��
���
�	 ����
�	 2�53 ����
�	 ��������
�	 ∂µϕ 
� �����������! ��������
�,
�S

Dµϕ = (∂µ + ieAµ)ϕ 4�%$B7

� �������
��� ���
� ������
��� )��������
�
��� ���� 4�%;A7%

$� ���#��� �������� ����� � 	�� )-�IO* ��#�� ���� ��	���� ��� L = aFµνFµν ,-=/�  
�
	��������� a ��#�� ���� ������� ������� � ����������� �� ������ ������� �
����� �  ��������
������� �
����� 	�������� � ���������� � ����� $��
�� � $�%����� 	�� ����� a = −1/16π�
+���
� �  ��������� ����� ��	�������� ���#� ������� �
���� 6������
� )���� ��	������ ,I/*� �
������� a = −1/4� � ���� ������� � ��������� 	�� �� ���
�� ���#���� 4π� �� ���� �� ���������
� ������ 4����� �  �������� ������� �������� 4π ���
�� � ��������� 5������� �� ����������� �
������ 4����� � ��������� 	� ��������� ������
������� ���� ��	�������� ������� 6������
��
5� � 
�������� ��
��� � ��������� 	����������  �������� ��������� �	������� � ��������
	�����
 � ������� 6������
� � ��
����� �������

+ ������ � ∂µϕ ������
� 4�%$B7 ������������ ��� ����������
�� ����������
��
��� �������

�� �������� %�% ��� ���� ���� ϕS

δ(Dµϕ) = δ(∂µϕ) + ie(δAµ)ϕ + ieAµδϕ = −iΛ(∂µϕ+ ieAµϕ) = −iΛ(Dµϕ) . 4�%$#7

*��, ϕ ���������� ���� �������� )����������	 ����� e� �������

�� ���� ϕ∗

��������� ������ (−e)S (
Dµϕ

)∗ = (∂µ − ieAµ)ϕ∗ . 4�%$�7

*�
�
�� �� �����

�� ���� ������
� Fµν ���������� ����	 �
��� 
������
�

���	 )��������
�
��� ���� 2�53%

�"�� ���� ��������� e ����� ���� ����������� � ����
��
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!���
�
�� @�������� �����, �� 4�%;$7 ��� ����
�
�� M����
�� ��� ���� AµS

∂L
∂Aµ

− ∂ν

[
∂L

∂(∂νAµ)

]
= 0 , 4�%$=7

�� ���S

1
4π
∂νF

µν = −ie(ϕ∗∂µϕ− ϕ∂µϕ∗) + 2e2Aµ|ϕ|2 =

= −ie
[
ϕ∗Dµϕ− ϕ(Dµϕ∗)

]
≡ −eJ µ , 4�%$?7

���
J µ = i

[
ϕ∗Dµϕ− ϕ(Dµϕ∗)

]
4�%$57

' �������

�� ����� ���% �� �
��������� Fµν ����� ������S

∂µJ µ = 0 , 4�%$67

�� �� � ��������� )��������
�
��� ���� �����
���� �� J µ� � 
� Jµ%

J������� ��� ������������� �������� ����� � 	�� ����������� ������
���� L ��� �� �
�������� ����� � 	�� ��� �� �������� ����� M � �� � � ���#���� )-�IO* ��#�� ��� ��
	��	����� ��� ��	�B

LM =
1

8π
M2AµA

µ . )-�PO*

J����
��� ��� ����� ���
 ������������� ����������� ������� ������������ 	����������!
��� )-�O8*� )-�OP*�

E�������

�	 ������ �����
�� )��������
�
��� ��������	���� ��� �����
��� ����� ����
 +�	��� ��� ������� ������
�� ���
�	 ����� ���� � 
�����
�B�� �����% 8�������
����� ��������� �������	 ����������
�	 ������ U(1)� �
)��������
�
�� ���� ������� �����	��� �������� ������������
� ����%

��( )�
� *��� + ,�

���

���� ��������� �
�����

�� �
����� 
� ����� 
�� ����������
�� ������
������
�	 ������ U(1)� �� �������� �� �����
���
� ������
��� ���� -��	
� (
"����
� ������
�, )�������
������ %�% ����, � ��� �� 
������� 
�� �������
��	�����% @��
� ����� � �� �������� .
�������/ 
�� ����� ��������	���� �
������� � 
����������� ����� ����������
�� ���� Aµ� ��� ����
����� )��� �����
����	����% E�������

�� ����������
�� ������ U(1) ���� �������	% &�����
��
�������

��� �
����� 
� �����	 
��������� ����������
�� ����� ���� �������
�
� 
����� 5B�� ����� N
��� � @������% + ����� �� ���� ����� ������ � ������
�
�, �������� ������ ��� �� 
������� 
�� ����	 4��������	���	7� �������
��� �������� � ���� �� ������
� � ��
��� �������

��� ��
���
�� ��
�����
)����
��
�� ����� �%

*����	��� �����
�� 
��������	 ����������
�	 ������� ��������

�� ���
� �����	 ����� N
�� � @������ ������� ������ ������������� ���
� ' SU(2)� ����
����
�� ������ ������
�� �����
�	 O(3)% +��� ������������� ��������
��

�6������ 	�
����� ������ ��� ������� ������ 	� ������ ��������� ������������ 	���
��#�� ����� � �������� ,-I/
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������
�� ����� ������ ������������ ������
�� ������� �ϕ = (ϕ1, ϕ2)% *�� 
���� 
��� ������
�� ���� ������� ������
�� ������� � 
������� .�����
��������/ ������
���S �ϕ = (ϕ1, ϕ2, ϕ3)% �
�����

�	 �
����� 
� ������
��
�����
�	 � )�� ������
��� �����
���
 ���	
������
������� ���� ��� ����
�� ������
 ���S

L =
1
2
(∂µ�ϕ)(∂µ�ϕ) − 1

2
m2�ϕ · �ϕ , 4�%$;7

��� ���� �ϕ ����� �� �� ����� ������
�� ���������
��% �
�����

�� �
��
���� 
� �����
�	 ���� ������ 
�� ' ���� �ϕ ���
� �����
� 
� �������� 
�	
���� � ������������ ������
���� ���
�����	 ��� ����	 �� ���� ������
���

��
�����

�� �����% :�������� ���
� �������� �����
�� � �������� 1 − 2 
�
���� Λ3 ������ ��� 3S

ϕ′
1 = ϕ1 cosΛ3 + ϕ2 sinΛ3 ,

ϕ′
2 = −ϕ1 sin Λ3 + ϕ2 cosΛ3 , 4�%$$e7

ϕ′
3 = ϕ3 .

9�� �
��
������� 
��� ������� Λ3 � 1 � ���
� 
����� S

ϕ′
1 = ϕ1 + Λ3ϕ2 ,

ϕ′
2 = ϕ2 − Λ3ϕ1 , 4�%$$f7

ϕ′
3 = ϕ3 .

+ ������ �
��
������� 
��� ������� ������ �������� 
� ����
�����

�	 ���S

�ϕ→ �ϕ′ = �ϕ− �Λ × �ϕ , δ�ϕ = −�Λ × �ϕ , 4�%$$07

��� ����� �Λ �� ������
� ����
 ���� �������� � 
�������
 ���� ���� ������ ����
��	 ����������� �����
��%

E�������� ���� ����� 
�� �����������
��� ������� �Λ = �Λ(xµ)% C���� ������
���
�� ���� �ϕ ������������ 
��������

�S

∂µ�ϕ→ ∂µ�ϕ
′ = ∂µ�ϕ− ∂µ�Λ × �ϕ− �Λ × ∂µ�ϕ ,

δ(∂µ�ϕ) = −�Λ × ∂µ�ϕ− ∂µ�Λ × �ϕ . 4�%#BB7

*�������� �
��� ������ �������

�, ��������
�,� ������� �� � ����S

Dµ�ϕ = ∂µ�ϕ+ g �Wµ × �ϕ . 4�%#B#7

��� ����� ����������
�� ���� 4���� N
�� ( @�����7 �Wµ� ����,����� ������� 
�
�� �� � ������
��� @�
��������� 
� � �� �
���

�� 4������������7 ������
�
���� � ���� ��
��
� ����� g%

C������
�� �������

��� ���� ���S

δ(Dµ�ϕ) = −�Λ × (Dµ�ϕ) . 4�%#B�7

-�� ����
� ������������� �� ���� �Wµ� ���� )� ������� �����
���� ` &��S

�Wµ → �W ′
µ = �Wµ − �Λ × �Wµ +

1
g
∂µ�Λ ,

δ �Wµ = −�Λ × �Wµ +
1
g
∂µ�Λ . 4�%#B=7
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+ ����� ����� ����� ��� 4�%$$07� 4�%#BB7 � 4�%#B#7� ��������S

δ(Dµ�ϕ) = δ(∂µ�ϕ) + g(δ �Wµ) × �ϕ+ g �Wµ × (δ�ϕ) =

= −�Λ × ∂µ�ϕ− ∂µ�Λ × �ϕ− g(�Λ × �Wµ) × �ϕ+ ∂µ�Λ × �ϕ− g �Wµ × (�Λ × �ϕ) =

= −�Λ × ∂µ�ϕ− g[(�Λ × �Wµ) × �ϕ+ �Wµ × (�Λ × �ϕ)] . 4�%#B?7

+����� ������ ���� �����
�� �������� N�����S

( �A× �B) × �C + ( �B × �C) × �A+ (�C × �A) × �B = 0 , 4�%#B57

�� ������� ���� ����������� ������
���� ���
� ������ S

( �A× �B) × �C + �B × ( �A× �C) = �A× ( �B × �C) . 4�%#B67

*����
�� )� ������� � ������
�, � ������
�� ������� � 4�%#B?7� ��������S

δ(Dµ�ϕ) = −�Λ × (∂µ�ϕ+ g �Wµ × �ϕ) = −�Λ ×Dµ�ϕ , 4�%#BA7

�� � ��������� U
*������� ���� � ��� ������� �
���� �
���� Fµν )�������
�����% &���
��

��� ��� �Wµν % + ������ � Fµν � ����,������ �������� �� �
���
�, � ������������


��� ����������
�	 ������ O(2) (U(1))� ������
� �Wµν ���������� ����	 �����
�� �
���
�, � O(3) (SU(2))% 1�������

�� ������� �����������
�� ����
�
�� �� ��� �� � � ���� �ϕS

δ �Wµν = −�Λ × �Wµν . 4�%#B;7

+�����
� ∂µ �Wν − ∂ν �Wµ �� 
� ������������S

δ(∂µ �Wν − ∂ν �Wµ) = ∂µ

(
−�Λ × �Wν +

1
g
∂ν�Λ

)
− ∂ν

(
−�Λ × �Wµ +

1
g
∂µ�Λ

)
=

= −�Λ × (∂µ �Wν − ∂ν �Wµ) − (∂µ�Λ × �Wν − ∂ν�Λ × �Wµ) . 4�%#B$7

+���� ��������� ���� .���
��/% O����� ���� � ��

δ(g �Wµ × �Wν) = g

(
−�Λ × �Wµ +

1
g
∂µ�Λ

)
× �Wν + g �Wµ ×

(
−�Λ × �Wν +

1
g
∂ν�Λ

)
, 4�%##B7

*����� � �� � ��������� ���� ���
� ��T���
� � ����� , 4�%#B67� �� ���S

δ(g �Wµ × �Wν) = −g�Λ × ( �Wµ × �Wν) + (∂µ�Λ × �Wν − ∂ν�Λ × �Wµ) . 4�%###7

+����� �� ����� ��������� ���� �������� � .���
��/ ���
�� � 4�%#B$7% *�)���
��������� �
��� ����	 N
�� ( @����� ���

�Wµν = ∂µ �Wν − ∂ν �Wµ + g �Wµ × �Wν , 4�%##�7

�� ������������ 
��
�� �������� %�% ������
� 4�%#B;7%

�&�� ��#
����� ��#�� � �� 
�������� ��	����� ��������� 	�����B ( �A× �B)× �C = �B( �A · �C) −
�A( �B · �C)
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C���� ���
� ������ �����
���
 ����� N
�� ( @�����S

L =
1
2
(Dµ�ϕ)(Dµ�ϕ) − 1

2
m2�ϕ · �ϕ− 1

16π
�Wµν · �Wµν . 4�%##=7

!���
�
�� �����
�� �������� ����
�� ������� �� ����
�
�	 M����
��S

∂L
∂(W i

µ)
= ∂ν

{
∂L

∂(∂νW i
µ)

}
, 4�%##?7

��� i ' �����
�	 �
���� � ������������ ������
���% C���� �����S

∂ν �Wµν + g �W ν × �Wµν = 4πg
[
(∂µ�ϕ) × �ϕ+ g( �Wµ × �ϕ) × �ϕ

]
4�%##57

���� � ����� 4�%#B#7�

Dν �Wµν = 4πg(Dµ�ϕ) × �ϕ ≡ 4πg �Jµ . 4�%##67

*� �
��
��� ���� )� ����
�
�� ������ 
� ����
�
�� @�������� 4�%$?7� 
� � ��

����� � 
�� �
� ������ �� �� ���, �Wµ% + ������� .������/� %�% ��� �ϕ = 0 ��
4�%##57� 4�%##67 �����S

Dν �Wµν = 0 ��� ∂ν �Wµν = −g �W ν × �Wµν , 4�%##A7

�� �� �
������������� 4
�������� ����������
��7 ���� ������� ����
���� ���
���� ����� 4.������	�� ���/7U 8� ������� 
� �������� � ������ ������� ������
�����
��� 4)��������
�
���7 ����� ��� ������� ��� ϕ = 0 �� 4����
�� ����7
��
������� � ����
�
�� @�������� ���, �����
�	 4��
�	
�	7 ��� 2�53S

∂νFµν = 0 ��� div E = 0 ,
∂E
∂t

− rotH = 0 . 4�%##;7

+ ����
�	 )�������
����� ������ ��� � ��
����
�� ����
�
�� @�������� ����
2�53S

∂λFµν + ∂µFνλ + ∂νFλµ = 0 , 4�%##$7

�� ������� � ������
�� ����
���
��� ���
���� ����� ���� ����
�
�	 )������
���
�
��� ����S

div H = 0 ,
∂H
∂t

+ rotE = 0 . 4�%#�B7

+ ���
���� ������ �� )�� ����
�
�	 ��
���� ������� ���
�
�� ������� 4���

�����	7% Q
������
�� ����
�
�� �������, � � ����� N
�� ( @����� 4�� �����
���� �������
 
����� �� �����7S

Dλ
�Wµν +Dµ

�Wνλ +Dν
�Wλµ = 0 . 4�%#�#7

C�
��� 
������

���	 ���� N
�� ( @����� �Wµν ���� �� ������
 ����� ���
������,��� 
������

��� 
��������� .)������������/ � .���
�
���/ ����	
����� ��� � � )�������
����� 2�53S

�Wµν =

⎛⎜⎜⎜⎝
0 �Ex �Ey �Ez

− �Ex 0 − �Hz
�Hy

− �Ey �Hz 0 − �Hx

− �Ez − �Hy
�Hx 0

⎞⎟⎟⎟⎠ . 4�%#��7

�1������� �
��� ���� ���� ����������� � ����� ������ ���������������  
�  �������������
	�� ���#� ������� ���������� ���� � ���� � ��� ����������� �������������� ���������
 ������������ � 	�� ,-=/�
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C���� �� 4�%#�#7� � ���
���� ������S

div �H �= 0 , 4�%#�=7

��� ��
�� ��
���� ������� � ���������
�, � ����� N
�� ( @����� �� 
����
������ ��
�����	 iD���� ( *������� 2;3% :� )� �
����
�� ����
�� �������
����
�
�	 �� ���������� 
� �����%

*��� N
�� ( @������ �����
� )��������
�
��� ���,� ����
� �� ���������
���% W��� )� 
� ��� � � �����
���
� 4�%##=7 ��������� �� ���
 ����S

LM =
1
8π
M2 �Wµ · �Wµ , 4�%#�?7

�� ������� �� � ����
� 4�%##67 
�S

Dν �Wµν = 4πg �Jµ +M2 �Wµ , 4�%#�57

�� ��
� 
� �
�����

� �� �
���
�, � ����� 
�� ����������
�� ������������

���%

Q������������ 	��� R� � 7 5���� � ������� ������ ������������ ��������������� � ��!
����� 
������ 
� � � ������� ������ ��������� 	��	�������� 
� %��������� 	���������
�������� �
�� ������������ ������� C
�� ������� � ��� ,-I/� ��� �� ��� �� ���� )���	���!
�������� ������#�����* ���������� ��������� ����������� ������ )��	����� ���������� ��!
������ � ����
� �� �����	������ � �	���*� 	��������� �������� �������������� �����������
���������������  ��		���� 	�������������� ��#�� 	������ ���������� ������������ � ���!
#���� ������
������� � ���������������� )�������� �� ����������* ������������� 	�!
���� 4����������� 	�����	 ���
���� ������
������� 	��
� ���� 	��#��� � ������ ������
������
���������� 	���� J
���� ���
����� ��� ��������� ����� #�� Q������������ 	�� ����!
���� ������ ���������������� ��� ��������� � ���� 	���� E�	����� 	����� ��� L ������!

������� )����� 4����*� J
���� �������� ������ 	�� �������� ������ ��� �� �
����������

����
���������� 	��� � "����
� )�������� ��������  ���������*H � ���� ��#�� ���
�����
� 	������ 	������ ������� ������� ��� �
���� $� � R� �� ,-I/�

M��������� 	��������� 	����� ������ ����������� � 	��� ������� ��#�� ��� �� �������
� ������� ���������� �������� � ����
�� J�� 	����
�� �� � 
�	��������� 
����
�������!
��� B!���� 
���������� �� �������� 1������ ������� 	������� ����������� � �� ������ �
	����������� ���� ���� ����������� ������
�������� ���� �  �	���������� � 	��� ��	������
� �������� �� ������� ������� S���� "���� ������� 	������ ������� p � ������ mp� ����
���!
��� ��
 	����������� S��� �� ���������� r �� �� ������� E� 
�B

Vgr = −GmpME

r
, )-�2-3*

 
� G L ������������  ������������� 	���������� � ME L ����� S���� "���� ��������� ����

���� ������� ����� Np� "���� ����� ������ mN � A�	������ ��� 	������� ������� � S���
	�������� )� ����������� ��� ������ ���* � �����B

ρ =
ME

mN
4
3
πR3

E

, )-�2-O*

 
� RE L ��
��� S���� E� 
� 	������� VB� ����������� B!����� �������� �� �������
������� S���� ��#�� ���� 	������� ���B

VB =
g2BMENp
4
3
πR3

EmN

	
d3r′

|r − r′| =
g2BMENp

mN r
, )-�2-I*

 
� ���� ��������� ��
���� 	� ��N��� S���� � gB L ��������� ������
������� � 	��� B!��� "�
�������� ��
� )-�2-I* ���	�
��� � 	��������� �� ������� "������� 	���� 	�������� 
������!
���� �� 	������ ������� �����B

V = −GmpME

r
+ g2B

MENp

mN r
= −GmpME

r



1 − g2B

G

Np

mNmp

�
. )-�2-P*
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E���� �������� 	��#
� ��� �� 	�� ������ 	�� B!�� V �= V̄ �  
� V̄ L 	�������� 
����������
�� ����������� p̄� 
� ������� ��������� ����
 ����� 
�� �� ����B Np̄ = −Np� � 	�����	�� ����
�%%��� �� �� ����
��� 	��B

g2B
m2
N

∼ G . )-�2.8*

+� 
�� ��������� ��� � 
��������� ������� ��������� ����� �%%��� �� ����
����� L ������� �
����������� 	�
��� � 	�� S��� �
�������� J���
� ����� ��
��� ������ g2B < 10−38� 	�������
Gm2

N ∼ 10−38� +� 
�#� � ���� ���� gB ��#�� ��������� A�� � ���� ��� ��������� 
��#����
	������ ������� � 	�� �� ������ ������ ��� ��������� ��
B

mpg = −GmpME

r2
)-�2.2*

� �����mp �
��� ������������ ��� ��� ��������� �����
�� � 	�
���� g �� ��� �� ������� )���������
�������� � ��#��� ����*� ��� 	��������� ������ ���������� ��

mp = mNNp − ε , )-�2.-*

 
� ε L ���� �� ����� � �
��� �� � ��������� �� ������ � �
���� ���� 	������ �������� J���
�

Np =
mp

mN
+

ε

mN
. )-�2..*

"�� ������ B!�� ��������� +������ 	���������� ��
B

mpg = −mpME

r2
C +

g2B
r2

MEε

m2
N

, )-�2.D*

 
� C = G− g2B/m
2
N ��#�� ���#
������� � ���������� ���������� �� ������ Gexp� C����  ������

)-�2.D* ��#�� 	���	����� ���

mpg = −mpME

r2
Gexp



1 − g2B

Gexpm2
N

ε

mp

�
. )-�2.=*

������ �� ����� �
��� �������� %��� ���	�
���� �������� � ��#��� ����� ������� �� ����!
����� � ��������� 	���
�� 10−8 � ����������� ���	��������� &����� 
� �������� ��������
E�	����� ������� ��
����� �� ���������� � �������� ���� ���	���������B

g2B
Gm2

N

ε

mp
∼ 10−3 g2B

Gm2
N

< 10−12 , )-�2.3*

 
� �� ���� ��� ��������� ε/mp 
� �������� ������� 	���
�� 10−3� 1�������������

g2B
Gm2

N

< 10−9 . )-�2.O*

E���� ������� �� ���	����������� ����������� � ��������� �������� � ��#��� ���� ���������
� ���������B g2B < 10−47H 1�������������� B!��� ����������� ����� 
�#�  ���������� "�������
� ���� 	����������� ������ ������� �� ��#�� �������� ������������� ����������� ��!
���������� 	���� ����� �������� ����� �� &��	����������� ��������� ��������� ������
�������� � ��������� ����� �������� ������� ������������ ��������������� "������ ����
�
�� ���
���� ����� ������������ 	���� ������� ��� 	������� � ���
���� � 
�������� ��
���
��� ��� ����������� ������ ������ ��� 	�������

��- .����	��� ��
�/������� ��
���

*���	��� � 
������� ������
���% +��� �� ������� �� ������ ������� � ����
��������� ������
��� 
� ����	 ���� �Λ (|�Λ| � 1) ���� �� ������
 � ����
4�%$$07S

�ϕ→ �ϕ′ = �ϕ− �Λ × �ϕ , 4�%#=;7

�� ������� �
��
������� 
�� �����
�� ������ ����
� �����������
�� ����S

�ϕ→ �ϕ′ = exp(i�I · �Λ)�ϕ , 4�%#=$7



��A� &��2���
� 	��
��������7 ������ =A

��� �I ' �����
�� 
��������� ����S

I1 =

⎛⎝ 0 0 0
0 0 −i
0 i 0

⎞⎠ , I2 =

⎛⎝ 0 0 i
0 0 0
−i 0 0

⎞⎠ , I3 =

⎛⎝ 0 −i 0
i 0 0
0 0 0

⎞⎠ . 4�%#?B7

1�������,��� �����
�� )����
� ���� �� ������
� � ����S

(Ii)mn = −iεimn , 4�%#?#7

��� εimn ' �
���������
�	 ������ M����_����% 1�������

�� � ��������

�

�	 ������ 4�%#=;7 ���
� ������ ���S

ϕ′
m = (1+ iIiΛi)mnϕn = (δmn+ εimnΛi)ϕn = ϕm− εminΛiϕn = (�ϕ− �Λ× �ϕ)m . 4�%#?�7

M���� 
�� �����������
�� ���, ���S

�ϕ→ �ϕ′ = exp
(
i�I · �Λ(x)

)
�ϕ = S(x)�ϕ , 4�%#?=7

��� ����� S(x) ����
���
 ������� ����� 
��� �����
��% @����� I ����,�� ���

�������� �����
��� ���������
�� ������ �����
�	 O(3) 4��� SU(2)7 � ����
�������, �����
�� ���������

�� ���
���
��� ����
� ����� ��S

[Ii, Ij ] = iεijkIk = CijkIk . 4�%#??7

O��� ����� Cijk ����
���
� ����������� ��������� ������ SU(2)� � ��

��
������ Cijk = iεijk% W�����

�� �� ��� ������ ����� M� ������
�� ��
��
�
����� 
� ���������

�� ���
���
�� ��� ��
������� ������ ���, ��� 4�%#??7%

A� 	����������  ��		� $� ��  ��������� �
���������� ��#
����� R����B

[[Ii, Ij ], Ik] + [[Ij, Ik], Ii] + [[Ik, Ii], Ij ] = 0 , )-�2D=*

��� 
� ����������� �������� ���
���� �B

CijlClkm + CjklClim + CkilCljm = 0 . )-�2D3*

9� ��� ��� �� ������������ ������������ ����% P���� ��
����
�� 
�	 ����
��� ������� ��� ��������
�� ����������� �	 �� ������ SU(2) �% +����
��

��
����
�� 
��� ���������
�

��� ���
��� ψ =
(
ψ1

ψ2

)
���� �� ������
�

���S

ψ′ = exp
[
i

2
�τ · �Λ(x)

]
ψ(x) = S(x)ψ(x) , 4�%#?A7

��� S(x) ' ������ 2× 2� � �τ ' ������ *���� � ���������
���� τi/2 ���������
��, ���������

�� ���
���
��� 4�%#??7� � �� ����� ����� ����� 
�� ������
������
��% 9�� ������ n����
��� ������S

ψ(x) → ψ′(x) = exp[iMaΛa(x)]ψ(x) = S(x)ψ(x) , 4�%#?;7

�+�#� �� ��� �������� � 	���
���������� ������������ �	������� � 	��� 
��������� ��	��!
���� ���� ��������� ���������
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E��% �%�S 4�7 +�����
� dψ 
��� �
�������, ��� �� ����
�
�� ψ� �� � � ��������
����
�� ������
�
�� ���	 � ���������
��� ��� �������� � ���� x � x+dx% 4�7
+�����
� δψ� ������������ �������� 
�� ����
����%

��� a �������� �
���
�� 1, 2, 3 4������ SU(2)U7� ψ ���� ��� n������
�

�	 ���
���
� Ma ' ������ n × n� ����������,��� ���������

�� ���
���
��� ���
4�%#??7%

W��� �� ������������ ����� 
�� �����������
�� ����	� � ��������
�� ∂µψ�
��� �� ������� ������������ 
��������

�S

∂µψ
′ = S(∂µψ) + (∂µS)ψ . 4�%#?$7

@��
� ����� � �� �����
� )��� ���� ���� .������������	/ �������% 9��� �
��� �� ���� ψ(x) � ψ(x+dx) = ψ(x)+dψ� �
�������� � �����
��
� ������� ���
��� ����
��� ������
���� ������,�� �� �
���
�, � ������
�� 4�����
���
����� 
�� ����������
�� �����������
���7 ���� � ���������
���� ��� )� �����
��
� 
� E��% �%�4�7% C���� �������� ������
� dψ 
��� �
�������, 
� �� �� �� ���
��
�
�� ���� � ������
��� ��� ��������
�� �� x � x+dx� 
� � � ��������,���
����
�
�� �� ��� ������� ���	 � ������������ ������
���% _��� ������ 
�������

�, ��������
�,� 
��
� ����
� ψ(x + dx) 
� � ψ(x)� � �� �
���
����
������ ���
��� �� ���� ψ(x) ��� ��������
�� �� x � x + dx ��� 
�������
��
���� � ���������
��� � ������ �� ����
���� ��� ψ + δψ � ����� 
����� ���
����

�� � ����� �� .�������� 
���/ ����
���� ��� )� ������
� 
� E��% �%�4�7%
*����������� �� ������
� δψ ���������
�� 
� ������ ���, ψ� � ���� ������
�
�����
�� dxµ� � ������� �� � ����S

δψ = igMaAaµdx
µψ , 4�%#5B7



��A� &��2���
� 	��
��������7 ������ =$

��� g ' 
������� ��
��
�� � Aaµ ' ����������
�� ����� ������ ��� �� �������
��� � ����	 ����
� ��� � ���������
��� ��
�,�� ��� �������� � ��
�	 ����
� �����	% .���

��/ ��� �������

�� ��������
�� ψ ����������� ���� ���
��
� ,

Dψ = (ψ + dψ) − (ψ + δψ) = dψ − δψ = dψ − igMaAaµdx
µψ 4�%#5#7

� ���
�
Dψ

dxµ
= Dµψ = ∂µψ − igMaAaµψ . 4�%#5�7

1������� �
��� ���� ���� ����������� � ������  ��������� ,-=/�  
� ������������ 	����!
��
��� ������� V µ �	��
������ ���B

DνV
µ = ∂νV

µ + ΓµλνV
λ , )-�2=.*

 
� ���%%������� 4�����%%�� Γµλν ��������� ���	������ ������� � 
����� ����� � � � ���	�!
������� � ����
��� ������ �� ������� ������ 	�������� 	���� 	������� � 	������� � ���������
	������������

+�����
�� 4�%#5�7 ��� ����� ��������
�� �������

�	 ��������
�	 �����
N
�� ( @����� ��� �,���� ���� ψ� ���������,������ �� 
�������� 
���������
���� ���������
�, �������� 
�	 ����������
�	 ������ � ��
�������� Ma 2�;3%
E�������� �����	��� �������S

• .����� U(1)%

ϕ→ e−iΛϕ , ϕ∗ → eiΛϕ∗ , M = −1 ,
Dµ = ∂µ + igAµ g = e 4�%#5?7

' )�������
�����%

• .����� SU(2)%

#�������� ������������/

(Ma)mn = −iεamn , (a,m, n = 1, 2, 3) ,
Dµϕm = ∂µϕm − ig(Ma)mnAaµϕn = ∂µϕm − gεamnA

a
µϕn = 4�%#557

= (∂µ�ϕ+ g �Aµ × �ϕ)m ,

��� �A )� � ����� ����������
�� ����� ������ ���� ����
������ ��� �W %

0�������� ������������/

Ma =
1
2
τa , (a = 1, 2, 3) ,

Dµψ = ∂µψ − i
g

2
�τ · �Aµψ 4�%#567

' ����� N
�� ( @�����%

���� ��� �������� 
�� �����
�� � ���������
��� ���� ������������ ���S

ψ → S(xµ)ψ , 4�%#5A7
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� �������

�� ��������
�� ������������ ��� ����S

Dµψ → D′
µψ

′ = S(xµ)Dµψ . 4�%#5;7

!���
� ����� �����
�� ����
���
��S

Âµ = MaAaµ , 4�%#5$7

�� �� 4�%#5�7 ���
���� ���S

Dµψ = (∂µ − igÂµ)ψ . 4�%#6B7

*������ � 
���	 ������ ������
� � ���������
���� � ����� 4�%#5;7� ���S

(∂µ − igÂ′
µ)ψ

′ = S(∂µ − igÂµ)ψ . 4�%#6#7

*������ ���� ψ′ = Sψ� ��������S

Â′
µ = SÂµS

−1 − i

g
(∂µS)S−1 , 4�%#6�7

�� ��� ����	 ����
 ����������
��� �����������
�� ����	 N
�� ( @����� 4�����
��

�� ������

�� �����������
��7% 1
��� ��������� �������S

• .����� U(1)%

S = e−iΛ , ∂µS = −i(∂µΛ)e−iΛ ,

A′
µ = Aµ +

1
e
∂µΛ (g = e, M = −1) , Dµ = ∂µ + igAµ . 4�%#6=7

• .����� SU(2)%

0�������� ������������/

S = exp
(
i

2
�τ · �Λ

)
, ∂µS =

i

2
�τ · ∂µ�ΛS , 4�%#6?7

�A′
µ = �Aµ − �Λ × �Aµ +

1
g
∂µ�Λ , 4�%#657

�� ������ �� 4�%#6�7 ��� |�Λ| � 1� � ����� ���������

�� ���
���
�	
[τa, τb] = i2εabcτc � �������� � 4�%#B=7%

E�������� ���� ����������� 
� �����
����� .�������� 
�� ����
���/ ����
������ ����
���� ��
��� ABCD� ������

��� 
� E��% �%=% :��
�� � ���� A� ���
���� ������ ���
�� ψA,0� ���� ��� ����
�
�� ��� �������� � ���� B �����������
�������

�	 ��������
�	 4��% 4�%#5;7�4�%#5�77� �� ���S

ψB = ψA,0 +DµψA,0∆xµ +
1
2
DµDνψA,0∆xµ∆xν + ... = (1 + ∆xµDµ + ...)ψA,0 .

9����� �������� ����
�� � ���� C� � ��
�� , �� ���
�� ������� ������� �����
����S

ψC = ψB + δxνDνψB = (1 + δxνDν)ψB = (1 + δxνDν)(1 + ∆xµDµ)ψA,0 .



��A� &��2���
� 	��
��������7 ������ ?#

E��% �%=S

*������,��	 ����
�� � ���� D � � �����
�, ���� A ���S

ψD = (1 − ∆xρDρ)ψC , 4�%#667

ψA,1 = (1 − δxσDσ)ψD = (1 − δxσDσ)(1 − ∆xρDρ)(1 + δxνDν)(1 + ∆xµDµ)ψA,0 =
= {1 + δxµ∆xν [Dµ, Dν ]}ψA,0 , 4�%#6A7

��� ���
�� �������� ��������� �������

��� �������
������
��S

[Dµ, Dν ] = [∂µ − igÂµ, ∂ν − igÂν ] = −ig
{
∂µÂν − ∂νÂµ − ig[Âµ, Âν ]

}
. 4�%#6;7

&�������� ���� �
���S

Gµν = ∂µÂν − ∂νÂµ − ig[Âµ, Âν ] , 4�%#6$7

�� ��
[Dµ, Dν ] = −igGµ,ν . 4�%#AB7

1��
���
�� 4�%#6$7� ���������� ��� ����� ��������
�� �
���� 
������

���	
����	 N
�� ( @����� ��� �������� 
�	 ����������
�	 ������% 1�������

�
4�%#6A7 ������������ � ����S

ψA,1 = (1 − ig∆SµνGµν)ψA,0 , ∆Sµν = δxµ∆xν 4�%#A#7

� �� ��������S
ψA,1 − ψA,0 = −ig∆SµνGµνψA,0 . 4�%#A�7

C���� �������� ���� ������ ������������
� ���� ������� �� ����� �� ���� �� ���
�������� ������� ��� ������� ,�������� �,,��� ��������������� ������
������������
� ���� Gµν ����� ���"�� ������� ∆Sµν S ���� ψ ������������� �
���������
���% :����
� ����� ��� �� ���� Gµν �
�����

� �
����� 
� ���
��������
�� �����������
�	S

Gµν = SGµνS
−1 4�%#A=7

� ��� 
�� �� ����� � 
��, ���� ���� �����������
�	% W��� �� ���� Gµν ���
�

��, � ��
�	 ����������� � �
� ���
� 
��, � �� ���� ���� 
�� �����������%

E�������� ��� ������ �������S
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E��% �%?S

• .����� U(1)%
Gµν ≡ Fµν = ∂µAν − ∂νAµ 4�%#A?7

' ����
�	 �
��� 
������

���	 ����	 � )�������
�����%

• .����� SU(2)%

[Ma,M b] = iεabcM
c , Gaµν = ∂µA

a
ν − ∂νA

a
µ + gεabcA

b
µA

c
ν , 4�%#A57

�� � �����
�� ����
���
��� � ���������
���

�Gµν = ∂µ �Aν − ∂ν �Aµ + g �Aµ × �Aν 4�%#A67

�������� � ��

�� ���� ��������
��� 4�%##�7%

S
��� ��#�� ����� �������� ���� �� � �������  ���������� E����� 	��� R� � 7 5���� �
��������� ����������� ���� ���� ������� �������� M����� 7 4�����%%�� ,-=/B

Rκλµν = ∂νΓ
κ
λµ − ∂µΓκλν + ΓρλµΓκρν − ΓρλνΓ

κ
ρµ . )-�2OO*

"�� 	�������� 	������� 	��������� � ������� V µ 	� ���������� ������� � ��������� 	��!
��������� �������� �������� � �������� ���	����� ������� �����B

∆V µ =
1

2
RµρσλV

ρ∆Sσλ , )-�2OI*

 
� ∆Sσλ� ��� � ����� ���������� 	���
� ������� � ���������� ��������� ������� ∆V µ ��!
���� �� ��� ����� � ��� ������ �� 
� 	����������� ���
��� ���������� ���������� � �����
������ �������������� ��� ������������� ������ ����������� �  ������������ � 	���

Q
�������� ����� �� ��
���� ������,���� ��������������� ������

��� 
�
E��% �%?� >�	
��
 ��� �����	 ����� �����,���� ������� ��� ���� Gµν S

DρGµν +DµGνρ +DνGρµ = 0 , 4�%#A$7

������ ��������� � ��������� ����, ���� .����
�
�	 @��������/ ��� 
�����
��

���	 ���� N
�� ( @����� 4�%#�#7% + ������ ����������
�	 ������ U(1) )�
������� ����� ������� � 4�%##$7 S

∂ρFµν + ∂µFνρ + ∂νFρµ = 0 . 4�%#;B7

+����� ������ ������� ������� � �����,���� ��������
�,% :� E��% �%? �����
����
 �� ������ ABCDAPSRQPA% ������ ��� ��� ��� ����� �� ��
��� ���� ���
�� ���� ������ ��� �����������
�� ���
�	 ����������������



��$� )���
��
���	
� ��
2�� B 7��2��
��2
	�� ?=

�� �� ���� ���
�� ���� ���� ���
�	 ������� ��
�� (ABCDAPSRQPA) +
(ADSPABQRCBA)+(APQBADCRSDA)% 8� �� ������� ����� ������ �����
��������������� ���
������ ����� ��� � ������ � ����
�� 
�������
��% 1�����
���

�� ���� ψ ��� ���� ������ �� ��������� ����� � ������ ������� 4�%#A$7%

� ������  ��������� ���������� ���� ����� ��#
����� Q����� 
� ������� M����� 7 4��!
���%%��B

DρR
κ
λµν +DµR

κ
λνρ +DνR

κ
λρµ = 0 . )-�2I2*

T��� �� ������ ������������ 	��� � �������  ��������� ��#�� ���� ������#��� ��
�!
���� �������B

������� ��� �	��
��� �
��� ������
�
�	�� �
��� � �
��� ����������

4����������� ������ J���� ������ ��������������

4����������� 	������������� "������������� ����
����

4�����������  ��		� 0��		� ���� 	������������� ����
����

"������� ����������� � 	�� Aµ 4��%%������� ��������� Γκµν

+�	��#������� 	�� Gµν E����� �������� Rκλµν

&�� ���� �� ����� 
�#� ����  ������ ����� ��� �� ������ ���	� �������� ������ ������!
������ 	��� K����� 	����� )��� 	�����
 ���� ���������� ������ � ��� ,-I/*� ��� ��������� �����
������ �������������� &�������� �� �� ���� 	������ 	� ����	�� ������ ������������ 	�!
�� R� � 7 5���� ��� � �������� ������������  ��		� �����  ��		� $������ )	�������������
����
���� � �	�������� ������ ��������������* � 	���������� �������������� ������ ������!
����� ��������������� ������� 	������������� )�� 
� 	��������  ��		� $������ ���������
	����������� %�������� ����� � 	�����������!������� 5�������� �*�

��0 1��
��	������ ������ 2 ��������������

+ ������� ������� ������������	 
��������	 ����������
�	 ����� ����� ����
������ ������� ���
���	 �������
�����% + ��
��� �������
����� ���� ���
�����

�� �� ����
�	 ����� ������� ��� 4
� �����
��
�	 ��
 )� ���
� ����
������� ����� ��� )��������
�� 
�	 ���U7S �����	 ����� ��

��� .������/
u, d, s, c, t, b ������� ��� � �����
��� 
�� ���
���� ������ ' .�����/� ���
��
��,��� �� �
���
�� 41, 2, 3 ��� R,G,B7 �% C���� �������� ���� ������� ������
������������ ��
����
�� 
�� ���
���� ������ SU(3)�	S

q =

⎛⎝ q1
q2
q3

⎞⎠ . 4�%#;�7

<������ �������� ����� ������� ����� � �����
���
 �����
 �� �
�����
�
�
 �
����� 
� ������ �����������
�	 ����S

q → Uq , 4�%#;=7

�+�����
������ ���
���� ���� � �������� � ���� ��� ���� � ���� � ������� 	������� ����!
����� ��
�� �
����� 
� ������ ��������� 	����������� � 	�����	�� "����

�	A��������� ����� � ���	������ ���#���� ������ ��	����
���� 	��
�������� ����  ��		��
���� � � ����� � �������� 
�� �� ��
���� %����� ����������� ������ )	����#����� ������!
���� �
����� � �� ��������� ����������*� ��#�� ����� � ��� � ,-O/�



?? &���� �� ,�&)�':� 1%)��,-;�

��� 3 × 3 �����������
�� U ����,�� �
���
��� � �
��������
���S

U+U = 1 , DetU = 1 ,
U = eiT , T = T+ , SpT = 0 . 4�%#;?7

8� ������ 4�����������
��7 ������ � ��� �� ��������� 4.����� �������/7 εa�
��������

� ������ � ����� ��
������� λi/2 (i = 1, ..., 8)S

λ1 =

⎛⎝ 0 1 0
1 0 0
0 0 0

⎞⎠ , λ2 =

⎛⎝ 0 −i 0
i 0 0
0 0 0

⎞⎠ , λ3 =

⎛⎝ 1 0 0
0 −1 0
0 0 0

⎞⎠ ,

λ4 =

⎛⎝ 0 0 1
0 0 0
1 0 0

⎞⎠ , λ5 =

⎛⎝ 0 0 −i
0 0 0
i 0 0

⎞⎠ , λ6 =

⎛⎝ 0 0 0
0 0 1
0 1 0

⎞⎠ , 4�%#;57

λ7 =

⎛⎝ 0 0 0
0 0 −i
0 i 0

⎞⎠ , λ8 =
1√
3

⎛⎝ 1 0 0
0 1 0
0 0 −2

⎞⎠
���������, ����	 
������� .������
��/ ����� *���� 
� �� ������
��% 8�
��
������ ����������, �����,��� ���������

�� ���
���
���S[

λa
2
,
λb
2

]
= ifabc

λc
2
, 4�%#;67

��� ����
�� � 
��� ������
�� ��
��
� fabc ���
�S

f123 = 1 , f147 = −f156 = f246 = f257 = f345 = −f367 =
1
2
, f458 = f678 =

√
3

2
.

4�%#;A7
1���� �������
����� ����� � ��� ���� ���� ������, �������, ����� �

�	 ����������
�	 ��������	U + ����� ��� �� ������

�� ���� ������� �
����� ���
���� ����� ����������
�� ����	 4��,�
��7 ' ����
������� �������
��	���� ����� ��������% �� ����
� ������ � ���� �����,��	 ������ 4��� �
4�%#5$77S

Âµ = Aaµ
λa

2
=

1
2

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

A3
µ +

1√
3
A8
µ A1

µ − iA2
µ A4

µ − iA5
µ

A1
µ + iA2

µ −A3
µ +

1√
3
A8
µ A6

µ − iA7
µ

A4
µ + iA5

µ A6
µ + iA7

µ − 2√
3
A8
µ

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. 4�%#;;7

N�
�	 ��� �
���� 
������

���	 ��,�

��� ���� ���
� ������ �� 4�%#6$7 ���
�� 4�%#A57� �������� � ������
�� ������
�� ����� εabc ������
�� ��
��
�
fabc ������ SU(3)% + ��������� � ����	 ���������	 ����� ����������
�� ���
��	 ��,�
� ����,�� ������������� � ������� � )��������
� ��������,���
��� 
���	���,��� ��� ��T��
���� ����
��� ���,� ������� ������ ���� ����
�����
� ����� � ��
�� 
����� �����%
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��������� 

�
�	��
�� ������
���

��� ��	���

����� ���������
� ���	�������
����� �����

C���� 
��� ������ ����� � �������� � �����������	 � ���
���	 ����� ���
��% *�������� ��
�
�������� ���
���
�� ������������� ���� ���������� ��� ��
������� � ���
�	 �
������ � �
������
�	 ���������	 ��� ����
������	 ������%
1
����� �� ��������� ���
���, ����, ������
�� 4
���������	���,���7 ���
��	� � 
��
�� �� 
� � ������ ������� ������� ������
��� )��������
�
��� �����
�� ����������� ��� ���
�	 ��� ,% +��� �� ��� ������� �� )��������
�
��
���� ������� �������� 4�������7 ����������
��� ����% *�)��� ���� ���
���,
�����
��� 
�� ����
���� �����

�� � ����� ����������
�	 �
�����

���% :�
��� )��������
�
��� ���� )� �������� ������
� ����� ����,�� � � ����
��� ��������� ��
�
�������� ���
���
��� ���� ��� ��� 
��������� ����	 N
��
( @����� 
��
� ����� ���� �������

� ����� ����
�, ����� ���
���
��� ���

���

�, 
� ��
����
�� 
�� �
��������
��� � ������ ���� ������� �� 
���
������� ����
��% + ��� 
�	���� � )�	 "����� �� �������� � ��
��
��� ����� �����
��
�� ���
��	 � 2#3%

1 ���� ���
�� ����
���� ���� ���������� ����	 ������ � �����
��
�� ����
��� ����
�	 �������% !���
� ������ �� ����� ������������� �����
�� �����
������ ���� ���� � �����
��
��� 
� ������
�� 
������ ������

��% P���� ����

?5



?6 &���� 9� ��'%'-C��% ���'+%��'-

������� )��������
�
�� ���� � �� 
��������	 ����
�����	 ����������� �����
��� ���������
���� A(r, t) ����������� ������, �������
���S

div A = 0 . 4=%#7

*�� )�� ������
�	 ���
���� ϕ = 0� � ���� E � H ��������,�� ����S

E = −Ȧ , H = rotA . 4=%�7

!���
�
�� @�������� �������� � ��

�� ������� � ���
����� ����
�
�, ���
���������
����� AS

∇2A − ∂2A
∂t2

= 0 . 4=%=7

4�� ��������� ����� ���	����� �������� ����� � 	�� ��	��������� � ��
� �������������!
�� � �������B

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ , ).�D*

����
� ����� ��
��� �
����
��� ��������� 5������ � ��
�B

∂λFµν + ∂µF νλ + ∂νFλµ = 0 . ).�=*

� ������� )� ���������� ����������* ���
����
��� ��������� 5������ ����� ��
B

∂µF
µν = 0 ).�3*

��
�Aν − ∂ν(∂µA

µ) = 0 . ).�O*

5� ������ ��� ��� ��������� ��
��� �� ����������� � 	�����	� � � ���#�����

L = − 1

16π
FµνF

µν , ).�I*

 
� Aµ ��������������� ��� 
����������� 	��� J
���� 
� ��
���� � �������� ��	��#��������
�������� ����� � 	�� Fµν ������ Aµ �� ������� �
����������� � �	��
��� � ��������� 
�
 ��
������ � 	�������������B

Aµ → A′
µ = Aµ + ∂µΛ(x) . ).�P*

+�� �� �� Λ(x) ������ �Λ = −∂µAµ� 
� 	������������� � 	� ).�P* 	�� � �� 	������ ∂µAµ′ =
0� 	��� �� � ����� ��
 Aµ �#� ��#�� �	������� ��	���� ������� ������B

∂µA
µ = 0 . ).�28*

E� 
� ).�O* 	�����
�� �B
�Aν = 0 ).�22*

L ������� ��������� 
� 	��������� K����� $������ ).�28* 
��� �
�� ��������� 
� �������
���	����� 	��������� �������� ���� ����������� 	��������� 	�� 
� ����� J
���� ��� ���!
��� ��� �� �	��
���� 	������� Aµ �
��������� J����
��� ��� ��� Aµ �
���������� ������
$������� �� � A′

µ = Aµ+∂µΛ ��� ��#� �
���������� � ��� �Λ(x) = 0� ������� ��	��� Λ(x) ����

����� ����� ��� � ��	������ ��������� ∂Λ
∂t

= −ϕ� �� 
� 	������ �����
��� ϕ′ = 0� ��� � ���
).�28* 
��� ∇·A = div A = 0� E���� �������� �� � 	����
�� � ���������� ���������� � �������
�������� ����� 
�� ����������� ���	������ �������� ����� � 	�� )������ 	�	���������*�
��������������� �������� �����

*������ � ������
��� 
����� ������� ������

�� ����������� ���� ����
�����
�� ���� � ��
��
�� ��T��� ������
��� V 4� ��� 
�	���� ��� ��������
��,�� �������� V = 17 2�53% C���� ���������
���� ������������ � ���� ����
>�� � �� ������� ���
��S

A =
∑
k

(ake
ikr + a∗

ke
−ikr) , 4=%#�7

�+�	������ ��� �� ��	������ ������� �
����� � ������� �������� ����� c = 1



9�!� 1����� ?A

��� ��)������
� �������
�� ak ������ � �����
� �� ����
�

ak ∼ e−iωkt , ωk = |k| . 4=%#=7

+ ���� ������� �������
��� 4=%#7 �����S

ak · k = 0 . 4=%#?7

+ 4=%#�7 ���������
�� ��� �� �����
��
��� ������
��� 
����� kx, ky, kz% @��
��

��� ����
�� ����	� � �
��������
�, �� kx, ky, kz � �����
d3k

(2π)3 � ��� ����� �������


�� �
���
�	 k� ������������ 
� )����
 ��T��� k�������
��� d3k = dkxdkydkz%
+ ����� ���� ���
�� , ����������� ������
��� ak� ������ ����������,��
��� 
���� ������������ ������� ������

��%

+����� ��
�
������� ������� ������

�� ���S

Qk =
1√
4π

(ak + a∗
k) , 4=%#57

Pk = − iωk√
4π

(ak − a∗
k) = Q̇k . 4=%#67

M���� ���� � �� )� ������

�� �������

�% C���� �������
�� 4=%#�7 ���
�
�������� � ����S

A =
√

4π
∑
k

[
Qk coskr − 1

ωk
Pk sinkr

]
. 4=%#A7

9�� 
������
�� ����� �
��
� ���� H � �������� ��� ���
�, )
����,S

E =
1
8π

∫
d3r(E2 + H2) 4=%#;7

� ������� �� ����� ������

�� Qk � Pk% 9�� )��� 
�	��� E � H � ����� , 4=%�7 �
4=%#A7� �������� ��������,��� ������
�� � 4=%#;7 �� �����
�� �
��������
��
�� ������
���� �������S

H =
1
2

∑
k

(
P2

k + ω2
kQ

2
k

)
. 4=%#$7

*� ������, �������
���� ������
� Pk � Qk �����
�� 
� ������ k� �� ���
���������� �
� ���, ����� �� ��� 
���������� �����
�
�% :�������
�� )��
������� ��������,�� 
�������
���� ����������� ��������,��	 ���
�% &���
�
���� ��� �����
�
� Pk � Qk � �������� �����
�� 
�	 k ��� Pkα � Qkα� ���
α = 1, 2% C���� 4=%#$7 ���
� �������� ���S

H =
1
2

∑
kα

(
P 2

kα + ω2
kQ

2
kα

)
. 4=%�B7

C���� �������� ����� �
��
 H ���������� 
� ����� 
���������� ����������
������ �� ������ ���� ��� ����� �
��
� �����
�������� ���������� 4.������
��
�� ����/ 
� ����������7%



?; &���� 9� ��'%'-C��% ���'+%��'-

C���� �� ����� ����	� � ����������!% -�� ���
��� ���������� �����
�� �����
� �� ���
���	 ����
��� 2�$3% *�������� ���
���
�� ����� � ����
�
������

�� ������
� Qkα � ������

�� ����� ��� Pkα ������������ ���������
��,���� ��
���
�� ���������

�� ���
���
����S

QkαPkα − PkαQkα ≡ [Qkα, Pkα] = i . 4=%�#7

9�� ���
�� �
���
�	 kα ��������,��� �������� ��������,% 1�������
�

�� ���� A,E,H ���� ��
����� ����������%

1�����

�� �
���
�� ����� �
��
� 4=%�B7� ������
�� ���, ���S

E =
∑
kα

(
Nkα +

1
2

)
ωk , 4=%��7

��� Nkα ' ����� ������ ������ ���������, ����	 ����� ,������ � �����
��
�� kα% @����
�� )����
� �������� Qkα ���� ������ �����
� �� ���
���	
����
��� 2�$3S

〈Nkα|Qkα|Nkα − 1〉 = 〈Nkα − 1|Qkα|Nkα〉 =
√
Nkα

2ωk
. 4=%�=7

@����
�� )����
� Pkα = Q̇kα �����,�� � 4=%�=7 �
������� ±iωk%
+����� 
���� ��������S

ckα =
1√
2ωk

(ωkQkα + iPkα) , c+kα =
1√
2ωk

(ωkQkα − iPkα) . 4=%�?7

C���� �� 4=%�=7 � 4=%�?7 ��������S

〈Nkα − 1|ckα|Nkα〉 = 〈Nkα|c+kα|Nkα − 1〉 =
√
Nkα . 4=%�57

�� 4=%�?7 � 4=%�#7 
������

� �������� ���������

�� ���
���
�� ��� �������
��� ckα � c+kαS

ckαc
+
kα − c+kαckα ≡ [ckα, c

+
kα] = 1 . 4=%�67

9�� 
��������,��� k � α )� �������� ����� ��������,% &������� ckα � c+kα

�����,�� ���������� �
�����
�� � �����
�� ���
�� � �����
�� � ���
����
������� 4����� ���7 k � �����������	 α% *���������
�� )��� 
����
�� ������
�
�� 4=%�57% *� ����������� �����
�� ���������� ��
���

�	 
� ����� ����
��
���� ���������� 
�������� ���������
��� ��������
� �����������%

1������� ���������
������ � ����� ����
��� 4=%#�7� 4=%#57� 4=%#67 � 4=%�?7� ���
�� ���� �� ������
 � ����S

A =
∑
kα

(
ckαAkα + c+kαA

∗
kα) , 4=%�A7

���

Akα =
√

4π
e(α)

√
2ωk

eikr , 4=%�;7

�+�	������ ��� � ��� ��� 
� � = 1



9�!� 1����� ?$

��� e(α) ' ���
��
�	 ����� ����������� ��� ��

��� �������� ����������% &���
���
�� �� e(α) ·k = 0� �� �� �
 �����
���
 ����� �� ���
� k% M,���� �
���
�,
k ��������� ��� 
���������� 
�������
�� ����������� α = 1, 2%

Q
������
�� ������� ���
� ������ �������
�� ��� ��������� 
������
�

��� ����	 E � HS

E =
∑
kα

(ckαEkα + c+kαE
∗
kα) , 4=%�$7

H =
∑
kα

(ckαHkα + c+kαH
∗
kα) , 4=%=B7

���
Ekα = iωkAkα , Hkα = [n× Ekα] , 4=%=#7

��� n = k/ωk ���������� ����	 ���
��
�	 ����� � 
�������
�� ���������
��

�� ���
�% +����

�� � 4=%�;7 ������ Akα ����������, �����,���� ������,
���
��������

���S ∫

d3rAkαA
∗
k′α′ =

2π
ωk
δαα′δkk′ , 4=%=�7

��� ���
�� � ���
���� �� ��� 
���������� ������ ����������� �����
�� 
�S
e(α) · e(α′)∗ = 0% >��������� ������
� Akα 4������� ���
�7 ���
� ������ ���
���
���� ��
���� ���
� � ����� ��� k � �����������	 e(α)�%

�� 4=%=�7 � 4=%=#7 
����
� ������ � ��S

1
4π

∫
d3r(EkαE

∗
k′α′ + HkαH

∗
k′α′) = ωkδkk′δαα′ . 4=%==7

*�������� 4=%�$7� 4=%=B7 � 4=%#;7 � ����� ��� 4=%==7� 
������S

H =
∑
kα

1
2
(ckαc

+
kα + c+kαckα)

1
4π

∫
d3r(EkαE∗

k′α′ + HkαH∗
k′α′) =

=
∑
kα

1
2
(ckαc

+
kα + c+kαckα)ωk 4=%=?7

���� ����� ��� ���������

�� ���
���
�� 4=%�67�

H =
∑
kα

(
c+kαckα +

1
2

)
ωk 4=%=57

' ������� "���� �
� ������ ���
�� � ���������
�� �����
��� ���
���
��%
�� ����
�
�� � 4=%��7 ��
�� ��

N̂kα = c+kαckα 4=%=67

���������� ����	 ������� ����� ���
�� � �����
�� kα� �����
�� )����
�
������� � ���������
�� ����� �����
�
�� �����
�� 
� � ���
���, ���������
�

�� �
���
��% O������ �� 4=%==7 ���������� ����	 ����� 
��������� ���
���	
��
���� .
� ���
 ���
 � ��T��� V = 1/%

�"�
�������� ��� ��� ������� %������ ����� ������������� ��� ��	���
� �����������
	��������������� ��������� %������ 	������� 	������ ����
����� 
� �������� 
��#������
�� ��������� ����� � �������� 	����� �����������



5B &���� 9� ��'%'-C��% ���'+%��'-

+ �����������	 ����� )��������
�
��� ����� ��� ����� � ����������� ���
2�53S

P =
1
4π

∫
d3r [E × H] . 4=%=A7

O���
�� E � B ���������� 4=%�$7� 4=%=B7 �������S

P =
∑
kα

(
c+kαckα +

1
2

)
k , 4=%=;7

�� ��������� ���� �� �����	 ���
 ����
��� ����� � k%
:������ � 4=%=57 � 4=%=;7 �������� 
� ��������� � ����� �����
�
�� 4�����

��

�� ��������� 1/2 � �������7� ��
���� ��������� ����������
� ������ ������
��
��������	 4.
������/ ������
�	7 )��������
�
��� ����% 8� �����	 ������
����
�	 .���
���������	/ ������������ � ������ �� �����������% + ��� �
��
��� �������� � )�	 ������� ����� �������� � 
����� 
����� ���� )
�����
4����� ��7 � ��������,S

H =
∑
kα

c+kαckαωk , P =
∑
kα

c+kαckαk . 4=%=$7

*�� )�� 
����� ����� .����
���������/ �����
��
��� 4.������
���/7 ��
��
�
���� 
� ���������� � �����
�� ��������
�� ����% +���� � ��� ������ �����
�������
� � �� 
������ �����
��
�	 )
����� 4����� ��7 ������� 4
������ ���
����
�	7 ������� �������

� ���� 
�� �������
��� ���
���	 ������� ���� �
������� � �������� )��������
�� 
�� ���������� ��
�� �� ������ ��������
������ ������� �������������	 
��� )���� -�������%

����� �������
� � ����
������ 
����
�������
 
 ����
��
	�

 ����

+���� ���
������ � )�������
������ ��� ������ �����
�� 
���
��
���
% +��
�� �� ����� ������ ����
�����, ���������� 4=%#7% + ����� ������� �����
�
�
���������
�����Aµ ���� �� �������
�� ������

��� �����������
�, ����S

Aµ → Aµ + ∂µΛ . 4=%?B7

9�� ������� ���
� ���� ����
��� �� �����������
����� 
� ��
�,���� ����� ���
�� ���
����� 4%�% ��� ���������
�� 
��� exp(−ikµxµ)7� )� 
���
��
��
�� ����
���� � ������
��� ������� � �������� ���
� �������� 
�	 ?������� ����
������
�� 
�	 kµ%

+ ������ �������� 
�	 ����������� ?����
���� ���� ������������ � �����
������,��� 4=%�A7S

Aµ =
∑
kα

(ckαA
µ
kα + c+kαA

µ∗
kα) , 4=%?#7

��� ���
���� ��
���� ���
� ���������,�� � ����S

Aµk =
√

4π
eµ√
2ω
e−ikνx

ν

, 4=%?�7



9�!� 1����� 5#

��� eµ ' ������
���

������
�	 ?������ ������������ ����������,��	 �����
��, eµe

µ∗ = −1% *�����
���

������
�	 ������� ?������� ����������� ������
��
 �� ������� ���������
�	 �������
���� ������ �� ���
���	 ����� 4����� �7
���� 
��� ���
� ������ ���� 
� ������� ��
���% + ���	 ������� �����
���
���� ����������
�� 4������

��7 �����������
�� ������� �

eµ → eµ + Λkµ , 4=%?=7

��� Λ = Λ(kµ) ' �������� 
�� ������
�� ��
���� kµ% *������
�� �����������
��
����� �� ������ ������
� ����������� ����������,��� ������
�, ��������

�� � � �����	 ���������S

eµ = (0, e) , e · k = 0 . 4=%??7

!������ ���������
�	 �������
���� )�������

�� ������, M���
�� 4=%#B7� ���
��������� � �
�����

�� ����S

eµk
µ = 0 . 4=%?57

8� �������� ���� ��� � ������� eµe
µ∗ = −1� 
� 
�������� �����������
��� 4=%?=7

� ���� ���� �� ��� ���� 
��� ���
� ������ ����� k2 = 0 4����
��� 
��, �����
���
�� ������	 ��
��U7% ��������� ���������� ������
�� ������

�� 
� �����

� ��
� �� ��� ����������
�� �����������
���%

>��
� �����
�,�� ������� P���% 8� ������
� �� ��� ����� �� �����
���
�� Nkα � �����
�� kα ���� ���
��� �,��� ���������

�� �
���
��� �
���� �� ���� ���������

�� ���
���
�	 4=%�67% P�������� ���� ���� ��� 
�����������	 ������% �����
�� �� ���	��� ���
���	 ������ ��������,�� �
������������� ����� ������ ���
���� ������ ��������,��� �����
�� ������%
9�� )��������
�
��� ���� )� ��
����� �� ������ ����� ���
�� Nkα% + )��
������� �� ����� ���
����� ���
���	 � �����	 ���� ���������

�� ���
����

�	 4=%�67 4������
�� �� )� ��������� � ������� � → 07 � ������ S

c+kαckα ≈ ckαc
+
kα , 4=%?67

�� �� �������� ckα, c
+
kα ���
� ���������� ��� ������������ �������� ���

��% &�
��� � ������� 
������� ���
�
��� ������ �� ��� ���� Nkα � 1 ��
������� �����
��
�� ��� ���������
�� �� kα � )
����� ���� 4=%��7%

>��������� ���������	 ����� ���� ��������
�� �
���
�	 ����� �����
�
�

�� �� 
������� ��
��
�� ���������� �����
� ∆t% + ��� ���������
�� ������

�

��� ���� E ��
��
�	 ����� ��� ����� ����� ����������,��� ������,
ω∆t < 1% C���� �������� ��� ������ ������� ������������
���� 
��
� �������
���� ��� ������� ���������� � ω < 1/∆t% _���� ����������� � ������� �

��� �� ω ∼ 1/∆t� �� ������� ������
�� ���
� 4V = 17S(ω

c

)3

∼ 1
(c∆t)3

. 4=%?A7

8
����� ���� � ���
��� ��T��� ������� E2% *������ )� )
����, 
� ����� ������
������ � 
� ����
,, )
����, ���
� ∼ �ω� ������� ���
�� ����� ���
��S

N ∼ E2c3

�ω4
. 4=%?;7
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C���� �� ������� N � 1 � 4=%?A7 ��������S

|E| �
√

�c

(c∆t)2
, 4=%?$7

�� ��������� ������	 ������������������ ��������
�� �����% +����� �� ����
����
� �� ������
� ��� 
��� �� ��� 
��� ��� ��
 �� �
����� �����
� ∆t%
9�� ������

��� ���� ∆t ∼ ω−1� �� �� ������
� ������ ������

�� ���� 
�
���� �� �����������������% M�� ��������� ����� ��� ������ ∆t → ∞
������ ���
� ���� �������������%


7 �8<���<��0� 2���= � 5�930���= >��50����39<�5�?

1������������ 	��
����� �������� ���	����������� ������
������� )�������� �����* 	����
�� �
����� ��
� 
�	��������� � ��������� �����#������ ��������� �������� %��������� ���!
��� � ������������� ��������� ������� 	� ��������� � ��������������� ������� &��� ��	���
�� 	������������� �� ������ ���	�� �������� ��������� ������ 	�� $��
�� � "��������
4����������� ����#
���� ���� � ��������� ��#�� ����� �� ���
���� � ��� � ,2/� � ��
� ���� �
������� $��
�� � "����� 	�
��� %��
���������� ��	��� � �����#����� ��������� ���� �
�������� ����� � 	��� � ���������� ��� �����#
��� ��� 	������� ��������� ���� ���	����!
�� ����������� � )
� �	��
��������* 	�� ������� �	��
����� ��	���� ����#���� � 	�����!
 � ���� �� �������� 
������� 	��� �������� � 	�� ��	������ ����� �	������� ��� 
� 	����
��
� � ��������� �������� ��������� 	��� 1������������� ������ �	��
����� ��	��#������� 	��
����� ������ � 	����������� � �������������� ���� �������� ��������� ������
�������� &���
� ���#� ��
 
�� �� ������������� ������� �� ��� ���������� ��#�� ��� 	������� 
������ �
���	������� � ��������� $��
�� � ��������� ������ 	���

Q��� 
������ ��	��� �� ����������� 	��� �� 	������������� � ������� Q��� � M�!
���%��
� )��� ���������� ����� ���� 	������ � ������ M����%��
� � ��� ,.8/*� J�������� �
���������� ��� ��	��� �������� )� 
��� ��	�� � ������ �����	������� ��������� ��������* 	��
��	��������� 	����#����� 	������ ��� � ����� 
��� ���������� ��������� ���	������ ���!
�������� � 	�� Ex� ����
������ 	� ��N��� V � �������� ������� T � ������� 	������ ����
��	������� ��N�� V � ����������� 	�������� ����
� ρ� � ������� � � ��	���� p′x � p′′x �
����� � ����� �������� � �������� T � 1
��� 	������ ��� 
��������� ��#���� ��#�� 	����!
����� ��������� � � �������� � ������� ��� � �������� �������� � 
� ���
�� � �������� Ēx
	������B

ĒxρV T = p′′x − p′x . ).�=8*

J
����� �	��
����� ��	���� 	����� � ��� ������#�� ����� �� ����� ��������� ������ ∆x �
�	��
����� � � ����
����� � ������������ � ������� ������������ ���	��
��������B ∆px ∼
�/∆x� E� 
� ��������� � ���������� ∆Ēx � �������� 	�� Ēx� ������ ��� �����
�� ��
���B

∆Ēx ∼ �

ρV T∆x
. ).�=2*

+� ��� ������ ��#�� �
���� 	��������� ����� ��������� 	������� ����
� 	����� � ����
T��� ����� ������� �
����� 	�������������� �����#����� ������ ��������� ����
�� �

����� ,.8/� "� ������ Q��� � M����%��
�� ����� ������� 
�������������� ��	���������������
�������� 	������ ��������� ������
�������� S������� �	������ ��� ���� ��	�� � ������ �����!
	������� ��������� ������� ��	�������� � �������� ����������� � ������� ����� �����������
	��
��������� � ��������� ����� 	������� ���� ����	������� )��� 	� ������� ����� �	���
�
�������������� � ����� ������ ��� �� ����
�������*� T����� ���������� ������� � �������
��	��� �� ����������� 	��� ������������� �� � ���� ����������� 	�������

����� ��	!!���� "�!	�!�#

 
 �""�	� ���
�
���

M�������� ��������� )'������(* %�������� �������� ����� � 	�� 	�������� ��������!
���� ������������� ��� ��������� � �%%���� 4������� ,28/� M��������� 
�� ������ �
�����
	����
���� ����������� 	������� 	��������� � ������� �� ���������� a 
�� �� 
�� �� ���
��� 	������� �� M��� .�2� "���� 	������ 	��
������� ����� ���
���� �� �������� L� 	�����

�A� �� �
����� � ���� ������� c � � ��	����� � ����� ��
��
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E��% =%#S

L � a� M��������� ��
� �������� �������� ����� � 	�� � ��N��� L2a� 0�������� ������
������� � ���� ��� ������ ����������� � 	�� E 	��	��
�������� � ������ �� ����� � 	�� B
	������ 	������ �� ���������� 	����������� ���
 � ���� �� ������ ����� 	�	������� ��!

�� ��� ���	������ kz� 	��	��
�������� 	���������� 	������ ������ �� ���� �� ��� ��#��
	�������� ����� 
��������� �������� kz = nπ/a (n = 1, 2, ...)� ����� ��� )���* 	�� ���	�!
� ���� �� 	�������� "�� ���� ��#�� ��� ������ 
�� ��������� 	���������� ��� #� kz = 0�
�� �������� ����� �
�� ��
� )������������ ����������� � ���� ��
� 	����� ����� ��� � ���
���������� ��� �������� � ����������� � 	�� �� 	���������� �
����� � 	����
����*� E� 
�
���� �� ������ �������� �������� ����� � 	�� � ��������������� ��N��� ��#
� 	��������
�����B

E =
�
kα

1

2
�ωkα =

�
kα

1

2
�c|kα| =

�c

2
L2

	
d2k‖
(2π)2

�|k‖| + 2
∞�
n=1

�
k2
‖ +

n2π2

a2

�� . ).�=-*

&�� ����#����� ��� � �� ��
���� ����������� ������� �
����� �� �� � ���� ����� ����#����

� ���� �� ��������� %�������� � ��� #� ��N���� �� � ���������� ����������� 	�����B

E0 =
�c

2
L2
	

d2k‖
(2π)2

a

∞	
−∞

dkz

2π
2
�

k2
‖ + k2

z =
�c

2
L2
	

d2k‖
(2π)2

2

∞	
0

dn
�

k2
‖ + n2π2/a2 . ).�=.*

E� 
� ��������� ���� �� �������� ��������� ���
����� � �� � ����������� 	������ � �������
�� �
����� �� 	���������� �����B

E =
E −E0

L2
=

�c

2π

∞	
0

dk k

��k

2
+

∞�
n=1

�
k2 + n2π2/a2 −

∞	
0

dn
�
k2 + n2π2/a2

�� . ).�=D*

&�� ����#����� 	� 	��#����� ���������� ��!�� �����%�������� )	�� ������ k* �����
���!
����� K����� �
����� ��� 
� 
�� ��� �������� ��� ������� ������ 	����#���� �
����� �
	����
���� )�������������� � ��� �	����� ���
�* ��	��������� "������ ���
�� � 	�
����!
 ������ ����#���� � ).�=D* ���������  �
��� %������ ��������� f(k)� ������� ����� �
�����
	�� k < km � ���������� � ��� 	�� k � km�  
� km 	���
�� �������� ������� ��������� E� 
�
��#�� ��	�����B

E = �c
π2

4a3

∞	
0

du


√
u

2
f
�π
a

√
u
�

+
∞�
n=1

�
u+ n2f

�π
a

�
u+ n2

�

−
∞	
0

dn
�
u+ n2f

�π
a

�
u+ n2

��� , ).�==*
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� ���
��� ������������ 	��������� ���� ��������� u = a2k2/π2� "���
��� ����#���� ��#��
	���	����� ���B

E = �c
π2

4a3

�1

2
F (0) + F (1) + F (2) + ...−

∞	
0

dnF (n)

�� , ).�=3*

 
� �� �	��
��� %������B

F (n) =

∞	
0

du
�
u+ n2f

�π
a

�
u+ n2

�
. ).�=O*

"�� n → ∞ ����� F (n) → 0 � ��� ������� %������ ���������� A� ��������� �������� ��#
�
������ � ���� ����� ������� � ���
������ ������� � ).�=3*� ��#�� ���	���������� %������
������������ &���� 7 5�������� ��	���� �� � ��
�B

1

2
F (0) + F (1) + F (2) + ...−

∞	
0

dnF (n) = − 1

2!
B2F

′(0) − 1

4!
B4F

′′′(0) + ... , ).�=I*

 
� %� ������� ���� Q����� Bν � �	��
������ � 	������ ��
�B

y

ey − 1
=

∞�
ν=0

Bν
yν

ν!
. ).�=P*

� ���������� B2 = 1/6� B4 = −1/30� ��� � 5� �����B

F (n) =

∞	
n2

du
√
uf

�
π
√
u

a

�
, F ′(n) = −2n2f

�πn
a

�
. ).�38*

"��
	�� ��� ��� f(0) = 1 � ��� �� 	������
��� ���������� � ��� 	�� ������ �������� �� �!
������ ����� F ′(0) = 0� F ′′′(0) = −4� � 	������
��� F ���� ������ � 	���
�� ����� ���� E����
�������� � ������������ �������� 	������� ��������� ������ �� ���
��� � �� 	������B

E =
�cπ2

a3
B4

4!
= − π2

720

�c

a3
. ).�32*

E� 
� ���� 
���������� �� �
����� 	���
� 	������ �����B

F = − π2

240

�c

a4
. ).�3-*

J����������� ���� ������������� 	����#����� S����������� ��� ������������� ������ ����!
������� ������ ��� 	����#����� ������ ����������� ���������� %���������� ������!
�� ����� � 	��� ��� ���	����������� ������#���� � %����� ).�3-* ��� ��	����
�������
	��������� ��� ���� �
��������� ��� ������������� ��� 4�������� � ��������� ������ 	��!
��
���� ���������� 	�� ��������������� � ����	������ ������ ����������� ����������H &��

���������� ��� '������( �������� �������� ����� � 	�� �	��� �������

��� 3������

����� �	������� ����
#��

E�������� ������ �� ���
�� 0% 1����
�� ������
�	 ������
���	 ������ ����

�� , ����������� ����
��� �� ����� �� p% *�� )�� �� )
����� εp �����������
��S

ε2p = p2 +m2 ��� p2 = m2 4=%6=7

���� ��� ������� ������ ���� 
� .�������	 ������
���/% 1����
�
�� )
������
����� �� ������� ��������� ��
����
��� ������
���� �����
�% + ���
���	

�U�VWXYZ?[\]� ^\_`a[` bcZde ��� <c�P� -P )-88-*
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����
��� ������
�� �������� �� �
���
�, � �������� 
��� �����
�, �����
�� ������
� ��
����� �� ���
���� ��
���� ������ � ?������ ��� p �����
��
������ 
� ������	 �
����� � ���
�	 �� �����, ���
���% 8��� �������

�, ����������� ��� ������� ���
�S

0Kg\h · e−ipx , px = εpt− pr . 4=%6?7

+��
���� ����
�
�� ��� 
���� ����� ����
� ��� 4=%6?7 � ������� ���
���
����
�� ��� �,��� p� ����������,��� ������, 4=%6=7% 8� ����
�
�� ����
�
�� ��
�	
��� �� ������� ���
��� ������������S �,��� ��
�	
�� �����
��
��� ����
�	 ���� �������� ������
�� �����
�� ������
�	 ������% :���
���
�� ������
���� )� ����
�
�� ����
� �� ������
� 
������ ������� �� ������
���
��%

1��
 ������ ' )� �� ����
 ����� �� � ������ ������ � �����
�� ������
� ������ ����� ���������� 
������������	 ���
���	 ����
���	% C����� ����
���
 ������ ����
 s� � � ������ ����� �� ���
���� ��
���� ����
� ��� 2s+1
�����
�
� 4��������� �� ������
�� ���
���� ��
�� 2s7 2�$3% _����� �� ����

�� s = 0 � ������ ����� ���������� ������
�� ��������% :� )� ������
�	
������ ���� ��� ������� ���������
�� .����������
��/ 2#3S )� ���� �� 
���������
�	 ������ ϕ� 
� )� ���� �� � �����

�� �����
�
� ψ0 �����
��
�����
��� ?������� ψµ� ������ �� � ������ ����� �� �� ψ0 � ����
� � 
���%
�
���� ����� �������� ��
�� ���
� 
� ���������� � ������ �� �
� ������� �
����
�
��� ����� ������� ��������%

9�� ������
�	 ������� ���
���

�� �������
���� 
�� ���������� ����
��	 ���� ��	� � ���
���� ����
�
��� ������� ������� ?������ �� pS

pµ = i∂µ =
(
i
∂

∂t
,−i∇

)
. 4=%657

+��
���� ����
�
�� ����
� ��������� ����	 �������
���� 
�, ���� ϕ � ψµ
� ����� , �������� pµ� ����������,��, ������, �����������	 �
�����

��
��% &�����
�� �� �����	��	 �����
 ���	 ����� ���� ���S

pµϕ = mψµ , pµψµ = mϕ , 4=%667

��� m ' ������� ����������,��	 �������% *�������� ψµ �� ������� ����
�
��
� 4=%667 �� ������ ��������S

(p2 −m2)ϕ = 0 , 4=%6A7

�� �������� � ��������

�� ���� ����
�
��� -��	
� ( "����
� 4�%#B7� 4�%�$7
��� ��������
� ���� ϕ% *�������� ϕ ∼ e−ipx � 4=%6A7� ����� p2 = m2� �� ��
4=%6=7 �������������� � ������ m ���� ����� ����� 4�����7 ������% *����� ��
4=%6=7 ����������� ��� �����������	 ������ � �,��� ���
��� ����
�
�, -��	�

� ( "����
�� ���������� ����
� ���������� �����
�
� ���
���	 ��
����
������
�	 ������ � �,��� ���
��%

1��	��� ������
��� ����� ����������,���� ����
�
�, -��	
� ( "����
�� ���
����� 
� ������
� �
������������ ����% P����� ��� ���
���� ���������� 

����
��� 
�� ������ m1,m2 ������������ 	������� �� ��� 
� ��#�� �
���� �
���������
��������������� 	����	��
������ ������ ϕ,ψµ
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����� �����	 ��������
��� ����% W�� �
��� )
����������� �� �
������
� 4�%5B7
����� ������
���S

T µν = (∂µϕ∗)(∂νϕ) + (∂µϕ)(∂νϕ∗) − gµνL , 4=%6;7

��� �����
���
 L ��������
 � 4�%567% + ���
���S

T00 =
∂ϕ∗

∂t

∂ϕ

∂t
+ ∇ϕ∗ · ∇ϕ+m2ϕ∗ϕ , 4=%6$7

Ti0 =
∂ϕ∗

∂t

∂ϕ

∂xi
+
∂ϕ∗

∂xi
∂ϕ

∂t
. 4=%AB7

C���� ?������ � ���� ����������� �
�������S

Pµ =
∫
d3rTµ0 . 4=%A#7

�� 4=%6$7 �� ������ �� T00 > 0� �� �� )
����� ������� �������� 
� �������
��

�	� ��� ����� � ��������� ����� �
���� � �����
���
�%

+�����
�� 4=%6$7 ���
� ����� ���� ��� 
��������� ����% *������ ���
��

��������

�� .
� ��
� ������ � ��T��� V = 1/ �������� ���S

ψp =
1√
2εp

e−ipx . 4=%A�7

+ ����� ����� �������� 4=%6$7 ��� 4=%A�7� ������� T00 = εp� �� �� ���
�� )
�����
� ��T��� V = 1 ���������� ���
�	 )
����� ��
�	 ������%

*���	��� � ���
���
�,% E�������� �������
�� �������� 
�	 ���
���	 ��
��
��� 4����7 �� ������

�� ��
����� ���
��� 
����� ������
�� �����
�	 �������

�	 ������� 
�������� �� ������� ���
�� ψp �� 4=%A�7S

ϕ =
∑
p

apψp , ϕ∗ =
∑
p

a∗pψ
∗
p . 4=%A=7

*�������� ���
���
�� ������� � ����
� ��)������
�� ap, a
∗
p ��������,����

����������� �
�����
�� � �����
�� âp , â
+
p %

*��
������ 
�� ����
�� �����������	 ����� �������� ��
���� ��������
��
�� ��� ����
�	 ����
�
�� 4=%6=7� �� ������� ��� )
����� ������ ��������S

εp = ±
√

p2 +m2 . 4=%A?7

>��������	 ����� ���, �� �� εp > 0� ������ �� 
������ 4� ���
���� ���� 
����
� ��� ���7 ������� 
�� )
����	 ������ ��
���� 
����	����� �����
�� 4������� ��
��
��� �����
��7% *���� ������ ����
�� � εp < 0 
�� ���
������ �� ����� ����
�� ���
����� ����
�
�� ���������� ����	 �����������,
���� 
���������� ���
�� ����
�	 � �������
�� ���� ������ ���� �� ���
���

����� ������

�� ��
���	% O������S

ϕ =
∑
p

1√
2εp

a(+)
p ei(pr−εpt) +

∑
p

1√
2εp

a(−)
p ei(pr+εpt) , 4=%A57

��� � �����	 ����� ��� ������� ���
� � �������� 
���� � �� ����	 ( � ������
�� 
��� �������% O��� � ����� ����� �������������� �� εp =

√
p2 +m2� %�%

�������� 
� ��������

�, )
����, ���������	 ������%
E���� ������ 
��� �������� � ���������
�, �����
��� ���
���
�� ����

���� �� ������������
 �����,��� �������S
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• a
(+)
p → âp ' ������� �
�����
�� ������ � ����� ��� p%

• a
(−)
p → b̂+−p ' ������� �����
�� ����������� � ����� ��� −p%

*�����
�� ����
� ���
���� �� ���� �� �����

�� ��������� �� ����	 ����� �
4=%A57 eiεpt = (e−iεpt)∗ ��������� ������
�, ��
�	 .���
�	/ ������ � )
�����	
εp � ��
��
�� �����
�� 4��� �������
�� �,���� �����
��� )����
� ���������
���,��,���� � ���� ���� ϕ7% C���� � ����
�� �� ����	 ����� p → −p� �������S

ϕ̂ =
∑
p

1√
2εp

(
âpe

−ipx + b̂+p e
ipx
)
,

ϕ̂+ =
∑
p

1√
2εp

(
â+
p e

ipx + b̂pe
−ipx

)
. 4=%A67

C���� �������� âp � b̂p � �������
�� 4=%A67 �������,�� ��
���

��� 
� .����

��� 
��/ �
������ e−iεpt� � �������� â+
p � b̂+p ' 
� ��������
� �������

��

eiεpt% &�� ���� ����� 4������ � �
�������7� �������� ������ ����� � ���

ϕ̂��������� ������
�� ���, ���
������ �����%

*�������� �������
�� �������
�� 4=%A67 � 4=%6$7 � �
�����
∫
d3rT00� �������

��,��	 )
����, ����� 
������ ����� �
��
 � ����S

H =
∑
p

εp
(
â+
p âp + b̂pb̂

+
p

)
. 4=%AA7

>�������� �����
�	 ����� � ��� ������

�� �
���
�	 )��� �������� 4�����
���� 
�� ��������

�� )
�����7� ��������� �� �� ���� �������� �����
��
� �
�����
�� ����������, ��������� ���������

�� ���
���
���S

[âp, â
+
p ] = [b̂p, b̂

+
p ] = 1 , [âp, b̂p] = [âp, b̂

+

p ] = . . . = 0 . 4=%A;7

+ ����� ����� ��� ���� )��� ���������

��� ���
���
����� ���
� �������
�� ����� �
��
 4=%AA7 � ����S

H =
∑
p

εp(a+
p ap + b+p bp + 1) . 4=%A$7

+��� �� ��� ������� �� � ���������
�� ����� �����
�
�� ������

�� �
���
��
��������� ��������� a+

p ap � b+p bp ���
� ����� 
�������� 
�� ������� ������

�� ����� ����
��� � ��������

�� ��� Np � N̄p 4����� ����� � �
������ �
�����
�� � ��

�� ����� ���7% C���� )
����, � ����� � 
����� ����� �������
4�����
��
�,7 )
����, �������� ���
� ������ ���S

E =
∑
p

εp(Np + N̄p) , 4=%;B7

P =
∑
p

p(Np + N̄p) . 4=%;#7

>����� 
�	 ����� ������
��� ������
�� ���
� �����
� � ����� , 4=%AB7�
4=%A#7% W��� �� �� ���
��� ��� ��������� �����
�� � �
�����
�� �
�����
������

�� ���
���
�� ������������ ���� � ����� 4=%A$7 �������� �� H =
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∑
p εp(a+

p ap − b+p bp + 1)� %�% 
� �������� 
� ��������

�� ������
�� 4�������
��
��
��� �����
��7% C���� �������� ������ �� ���
�� 0 4������
�� ������7�
����,�� ����
���%

+��� �� ������� �� ��� ��������
��� ������
��� ���� �����
���� � ����

�����
�
�� ������ 4�%657% O���
�� � ������
�� ��� ���
��� ��� 4�%6=7 �������
������ ���� ϕ,ϕ∗ 
� �������� ϕ̂ , ϕ̂+ �� 4=%A67 � ������� )����
��
�� ���������
������� �� 4�%657S

Q =
∑
p

(a+
p ap − bpb

+
p ) =

∑
p

(a+
p ap − b+p bp − 1) , 4=%;�7

��� ��� �������� � ������
��� ����
��� ��� ������ ������� ���������

���
���
���
���� 4=%A;7% 1�����

�� �
���
�� )��� ��������� �� ������ �������

��� ������� ���������,�� � ����S

Q =
∑
p

(Np − N̄p) , 4=%;=7

����� ���
�� �� ������ ����� � �
������ �����������
�% O������ �� ��
��� 4����� ���
���
��7 ����� ���� ��
� �� �� �� ������
�� �������%

����� $��
��� �������%��� ����
#��

+��� �������� âp � b̂p ������������� ��� �
�������� � ������
�� �������%
8� 
� ������ ��S � ���
�� ������ ��������� �������� � �������
�� ϕ̂ ���� ��

��� �� � � ��
�� � �� �� ������� 4�
������
� ���� ��� )� ���� ��� ���
��7%
C����S

ϕ̂ =
∑
p

1√
2εp

(
ĉpe

−ipx + ĉ+p e
ipx
)
, 4=%;?7

�� �� ������ ����� �������� �� ����	 �
�������	� � �� ����� ���� � ��

���������� ���

� 
�	��� 
��� ��������% &������ ���� ���� )�����S
ϕ̂ = ϕ̂+� �� ������� �
������ �������

��� ���� � ��������% 8� ����� ������
�

�� ���� ����� ��
 �� ����
�	 �������� ��� ��������
�� ����� ��� �����
���

���� ��� 4�%�;7% 1�������

�� ���
� ������� �
��� )
����������� �� �� �
���
���� ��� ���
��� )
����� ������ S

T00 =
1
2

{(
∂ϕ

∂t

)2

+ (∇ϕ)2 +m2ϕ2

}
. 4=%;57

C����� ��������� �
∫
d3rT00 �������
�� 4=%;?7� ������� ����� �
��
 � ����S

H =
1
2

∑
p

εp
(
ĉ+p ĉp + ĉpĉ

+
p

)
. 4=%;67

1
��� ���
� 
���������� ���
���
�� �� P���� �� �� ���������

�� ���
��
��
�� ��� ��������� �����
�� � �
�����
�� ���, ���S

[ĉp, ĉ
+
p ] = 1 , [ĉp, ĉp] = [ĉ+p , ĉ

+
p ] = 0 . 4=%;A7
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C���� ����� �
��


H =
∑
p

εp

(
c+p cp +

1
2

)
, 4=%;;7

�� ��� ����� ��������
�� )
����� �������� ��� ������

�� �
���
�� ��������
�, ���S

E =
∑
p

εpNp . 4=%;$7

*�
�
�� �� ��� )������ ���� 4����� ��� � �������� ��� �������

���7 ����

�� ��� � ����� ���
� �������

� 
��,%

O������ �� �� ��������

�� �� ��� ��� ���������� ������ �������� ���
�

� 
�	��� 
�	 ������ ��� ���
� � �������

�� ��������,���� ����
������� ���������	 ���������� 
������

���	 )������������ � ���
�
���
����%


0�012��3�� � @�122� ����3A9?

1� ���� �	�������� ������ �������������� ��� ����������� ������� ������� ������������
��� 
�� ������� ����
���� 
��#���� 
�� ����������� 
�� � � ��	������� x1 �� ��������� v�
�� ����� ��#
� ���� ����#����� 	�������������� $������ ,-=/B

x′0 = γ(x0 − βx1) = x0chu− x1shu ,

x′1 = γ(x1 − βx0) = x1chu− x0shu , ).�P8*

x′2 = x2 , x′3 = x3 ,

 
�

γ =
1�

1 − β2
, β =

v

c
, thu = β . ).�P2*

� ����� ������ 	����������� �������������� %��������� ������� ����������� ������� 	��!
����������� ����
���� ��
� )���
����
��� 	������������� $������*B

xµ → x′µ = Λµνx
ν + aµ , ).�P-*

����������� ���
��� ��������B

(x− y)2 = (xµ − yµ)(xµ − yµ) = gµν(x
µ − yµ)(xν − yν) . ).�P.*

� ).�P-* �������� ����������� 	��� �
����
�� � 	�������������� +��
����
��� 	�������������
$������ �������� ���#� 	��������������� "��������

1��
� ��������������� 	������������� ��
��#���� �� ����� �������� � �������� � 	���!

�����
���� 	������������ �� � ����#���� 	����������� � �������� ������������ P � T � PT B

Pxk = −xk , Px0 = x0 ,

Txk = xk , Tx0 = −x0 ,

PTxµ = −xµ . ).�PD*

C������ ).�P.* �� ���������� 	�� 	�������������� ).�P-* ���

ΛνµΛµσ = δνσ , Λνµ = gµρΛ
ρ
βg
βν . ).�P=*

� ��������� ��
� 	���
��� ������ ��	��������� ���B

Λ̃gΛ = g , ).�P3*

 
� ���
� ���������� �	������ �����	����������� J���
� ����� ���

Det Λ = ±1 . ).�PO*

C� ).�P=* ���#� ��
���B

(Λ00)2 −
�
k

(Λ0k)2 = 1 , ).�PI*

��� ��� (Λ00)2 ≥ 1� 1������������� ��������� 
�� �����#�����B

Λ00 ≥ 1 , Λ00 ≤ −1 . ).�PP*

E���� �������� ����� 	������������� ).�P-* 	�
���
������ �� ������ �����B
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2� P↑
+B DetΛ = 1� Λ00 ≥ 1�

J���#���� ������� � 	����������� ������������ K���������� ����� �������� � �����!
��� � 	���
�����
���� 	������������ ���������� ����������� �����������  ��		� "���!
�����

-� P↓
+B DetΛ = 1� Λ00 ≤ −1�

S
��� ������� �	������ T � ���
� �����
�������� 	�������������� ��� ��
��#�� ���#�

� �	������ P � $���� 	������������� �� P↓
+ ��#�� ���� 	��
������� � ��
� 	������
����

P↑
+ � PT � � ���������� D!�������� PT ∈ P↓

+� � P � T 	� ��
������� �� ���
�� � P↓
+ � ���

Det Λ = 1� "������������� P↑
+ � P↓

+ ������ �������� �����������  ��		� "������� P+�

.� P↑
−B DetΛ = −1� Λ00 ≥ 1�

1�������������� 	������������� ����� ��
 PP↑
+� ������ � P↑

+ ��� �������� �����������
 ��		� "��������

D� P↓
−B DetΛ = −1� Λ00 ≤ −1�

+�	������� ������� ��������� $���� 	������������� ��� � ����� 	��
��������� � ��
�

TP↑
+�

J����  ��		� "������� ��#��� ����� �������� ���� 	��
������� ��� �����B

P = P↑
+ + PTP↑

+ + PP↑
+ + TP↑

+ . ).�288*

C� ���� ���� ���	�����  ��		� "������� ����� P↑
+ ��
��#�� �
������� 	�������������� "�!

����� 	�������������� 	����
�#���� �������� ������� �� �� �� ���� ������� ����� ! ���

��	�������� 	��������������� ����������� � P↑
+� "������������� �� �
�� � � �� � #� �����

�� �� ���� 	������ 
�� �� 
�� � � 	������ 	������������� �� P↑
+�

����� &�����������
� C, P, T �

�3�����4 2���0�93�0�9?

+ ���
���	 ����� ���� ���, ��� ��� �
���
�� ������
�� ��������� ����
��� �
������ ������
���� �����
�� �����
� � ��������� �������
�� 4����
�
����� �
���������7% + ���
���� �������� �
������ ������
��� �����������
�����,��� �������S

Pr = −r . 4=%#B#7

*�� )�� �����������
��� ���������������� ���� ������
�� ���� ���� ������
�������� �� �����,��� �������S

Pϕ(t, r) = ±ϕ(t,−r) , 4=%#B�7

��� �
��� ��������, �����, ����
��� ������� � �������������% + 
�������
������	 ���
���	 ����
��� ������
�� ���
���	 ��
���� ������ ��� ������
�
���

�	 �
������ �����
� ����� � �� ������
�
�	 ��������� ,� �� ������� �
��
��, ������ 
�	 ��
��� 2�$3S

ψ(t,−r) = ±ψ(t, r) . 4=%#B=7

+ ���
���	 ����� ���� ��� ��� � ������
�� ���� � ��

�	 ���� ������
����
� ���
���
�� 4=%#B�7 ��������� ��������!! ��
�� ��������,��� �����%
*��
�� ��
�� ������ ����� ���
� ���������
�, �� �
���

�� ��
���	 �
������ 
�	 ��
��� �� �
����� 
��� �����
��% .+
���

��/ ���	��� ������
��� ������
�� ����� �������,�� ��� � ��������� �� �����
�� ��������
�	%
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+ ���������� �����
��� ���
���
�� �
���

� ��
�� ��������� �������

��� ��� �
������ ��������,��� ϕ̂����������% 1�����
��� � ������������
��
�� ���, ������S

Pϕ̂(t, r) = ±ϕ̂(t,−r) . 4=%#B?7

+����	���� P(�������� 
� ϕ̂(������� ���
� ������������ � ���� ���������
,��� ������ �����������
�� ��������� �����
�� � �
�����
�� ������ �����
���� � ����� �� ���
����� ����
�
�� 4=%#B?7% ����� ��� 4=%A67� 
����
� �����
�� � �� )� ������� ���, ���S

P :
ap → ±a−p , bp → ±b−p ,

a+
p → ±a+

−p , b+p → ±b+−p .
4=%#B57

+ ����� ����� �������

ϕ(t, r) =
∑
p

1√
2εp

(
ape

−iεpt+ipr + b+p e
iεpt−ipr

)
, 4=%#B67

����� �������� 4=%#B57 � ��������
���
�� ������

�	 ���������
�� p → −p ���
����� ±ϕ(t,−r)� �� � ��������� �% O������ �� �����������
�� 4=%#B57 ����
�
������
� ' �
������ ����� ��
�� �
�� �����
��� ������ p%

�9�4����� ��2�4B�3��?

O���
� ������ ( �
������� ����������� � ������� �������� 4=%A67 � ����� ,
������
�	 ��������S

C : ap → bp , bp → ap . 4=%#BA7

*�� )�� ϕ→ ϕC � ���

ϕC(t, r) = ϕ+(t, r) . 4=%#B;7

1���� )��� �����������
�� 
� ����
����� ���� ����� �������� 
�	 ������	
�
����� S

ap → eiαbp , bp → e−iαap , 4=%#B$7

�� ��

ϕ→ eiαϕ+ , ϕ+ → e−iαϕ . 4=%##B7

9�����
�� �����
�
�� ���������� �������
�� ��� �������

�� ������������

�� ϕ → ϕ% 1������� �� �
���
�, � ����
� ����� 
� �
������� 
� ������
��� � ����� ������� � ���
��
���
�, ����	����� 
���	 ������������ ������ �
������� C 
� ���� ������

�� �����
�	 � ������

�� �
���
�	% ����,��
���
������� ������� �������� �� ���
��� ����� ����� � �
������% &������ C ���
������ ���, ������ ���� � ����� � )�� ������ ��� 
��� �������, ������

��
�
���
�� C = ±1 4������ �� C2 = 17% C��� ����� ���
� ��� ���

� 
�	��� 
��
������ ����� ϕC = ±ϕ � ���
���� ��
��� �������� ��
�� ��� 
���
�� �����%

�S������� ��� � 
�������� �� 	���������� �� ��
�� ��������� ������ �	������� ��
 ���!
���������� �	�������� ��#
���� � ������#����� � ���#� � 
�� �� 	����� �	��������� ��
�����
��� ��� �� 	����
�� � ��
������������



6� &���� 9� ��'%'-C��% ���'+%��'-

!�0C��6<��394 �3�����4 � �7�9D�3�� ���<�3�?

_��������
�� �
������ ����������� ��������	S

x→ −x , ��� x = (r, t) . 4=%###7

8� �������, ������ ���
� �������� ����� ��� 
������� ���������
�� ������

�� ���� �
��� ������� ��� �����������
�� M���
��� ������ �� ������
�
 ���
���� �����������
�� � � ����� ������� ����
 ���
���% 1������ ���� ��������
� ������
�	 4������
���

�	7 �
������� ������
�
 �����	 ����
 −1% *��
)��� �,��� ������
��� �
�����

�� �
����� 
� �
����� 
� �����������
�	
M���
��� ������� �
�����

�� � �
����� 
� ���������
�	 �
������% *� ��

���
�, � �������� ������
��� ���� 4�������� �� �
���
�, � ���������
��
�����
���U7 )� ��
����S

ϕ(t, r) → ϕ(−t,−r) . 4=%##�7

+ ����
�� ��������� �����
�� � �
�����
�� �����������
�� 4=%##�7 �������
��� ������
����	 ��)������
�� ��� e−ipx � eipx � ������
�� 4=%A67� �� ���S

CPT : ap → b+p , bp → a+
p . 4=%##=7

C���� �������� )� �����������
�� ���,��� ����
� ������ �
�������	� � �
�����������	 ����� ������������� ���
���� �
�����

�� �� �
���
�, �
�����������
�,� ��� ������ ��
������

� � P � T ����������� ���� � �������
��� �������
�� C% 8� �������
�� �������� �������
�� �� 
��������	 CPT �
������� ����,��	�� ��
�� �� 
������� ����� ����� ��� ���
���	 ����� ����S

����� � *������ 
� ����
���� ���� ��
������

� � ���������
�	 �
������	 4��
����
��� ������
���������
�7 ��������� ����
� ���� ����� 
� �
�������U
*����������
�� 4=%##=7 ���
� ������ ���� � ����S

ϕCPT (t, r) = ϕ(−t,−r) . 4=%##?7

&�,�� ����� 
�	� ������������ T ��
������ 4������
�� �����
�7% 8� �������,

��
� �������� ��� ���� ����� � CP �
� ������ CPT ������������
�� 4=%##=7%
!������ 4=%#B57 � 4=%#BA7� ����� 
������S

T : ap → ±a+
−p , bp → ±b+−p , 4=%##57

��� �
��� ��������, �
���� � 4=%#B57% C���� �������� ������
�� �����
� 
�
�� �� �������� �����
�� � ����� ��� p � �����
�� � ����� ��� −p� 
� ����
���������� 
���� 
�� � ��
��
�� �����
�� �� ���� �����
�� )����
��� ��
������� � ����
� ��������� �
�����
�� ����� � ����� ��� p 
� ��������
�����
�� ����� � ����� ��� −p 4� 
������7% �� 4=%##57 � 4=%#B67� � ��������
��
��
��� p → −p� ��������S

ϕT (t, r) = ±ϕ+(−t, r) . 4=%##67

>��������� ���� ������ ���
�� �
������ � ��������	 ������
�� �����
� �
���
���	 ����
��� 2�$3S ���� 
������� �����
�� ���������� ���
���	 ��
����	
ψ(t, r)� � ������

�� �� �����
� ���������� � ����� , ψ∗(−t, r)%

*����������
�� T � CPT ���������, 
���� 
�� � ��
��
�� �����
�� � ���

�� 
� �������� ��
��� ������

�� �����
�	 � ������

�� �
���
�	% &
� 
�



9��� D�6���� 6=

�������� ���� �������� � ���������
�, 
���� ����������� �����% + ����
�����������	 �
�����

���� ������� CPT �����������
�� �����
 �������
���� � �,��� ����� �
��
�� 4�����
���
��7 �����������	 ����� ����% _�
�� ������� C � P 4%�% � T 7 �� ���� 
���� � )� ������ ������ 
� ��% + ���
��
�� ������ ��������	���� )����
��
�� ����� 
� �
�����

� �� �
���
�, �
������
���

��� �����
�, P � � ���� �� �
���
�, � �����
�����

�	 ������
��� CP % *�����
�� 4���
 ������U7 
�����
�� �������� ������ ��������	���	�
������
� CPT �������� ��
���� 
������ � *������ ���
 �����	 
�)�������

��
�� 
�������
�	 �����
�� �� ���� ��� �� �������

�� ��������������� �������
����% :�������� ������
� ���� 1�������� )� ������� ��� ���� ��T��
� ���
������ 
�� ���������
�� ������ 
�� �
�������	 � �������

�� �����
�� +���
��

�	%

���5��03C� 2���7�98��93�4 0�59?

M��������� �	������ ���������� ��� ���� ������� � 	��� �������� � 	������ )-�3.*� ��#��
��	����� � ��
�B

jµ = i(ϕ+∂µϕ− ϕ∂µϕ+) . ).�22O*

"������������� ).�28D*� ������ � �����
��� ������� (∂0,∂) → (∂0,−∂)� 
���B

P : (j0, j)t,r → (j0,−j)t,−r , ).�22I*

��� � 
�#�� ���� 
� ������� � D!��������
T��� ����� �������� 	������������� ����
��� � ��	��#���� ).�28I* 
���B

C : (j0, j)t,r → (−j0,−j)t,r , ).�22P*

��� �	������� ϕ � ϕ+ ������������ "���
�� ��� �� ������������ �� ��� ������������� ����!
��������� L ����������������� ��������� ����� �� ����������������� �	�������� ��#
���� �
������#���� � �
��������� p� � � ��� ����������� ���������� 
� ���� �	��������� �� 	���!
�������� 	����
�� � 	������� ������ �� ��������� �� ���� ��	������� ���� �� ��������� 	���
J��������� ��� ����� ��� ����� 	����� ).�22P*� C� ).�22P* ��
��� ��� ������ ������ ���������!
����� ������������ 	����
�� � ��������� ����� ���� ���	����� �����

J	������ ��������� ������� ������� � 	������������ �������� � �������� ���������� ���
��� 	�� 	��������� � 	������
���� �	�������� ��� ������ 	���
�� �����#������ ��	�����

(ϕ+∂µϕ)T = (∂µϕ)T (ϕ+)T . ).�2-8*

� ������������ � ����� ��� �
������ 	��� ).�22P* ����������� ��� ������������� �����������!
��� � ����������� � ����
���� 	���
�� ���#����� �� ����#����� �� ���������� K�������� ���
	�� T !����#���� (∂0,∂) → (−∂0,∂)� � 	������ ).�223* 	������B

T : (j0, j)t,r → (j0,−j)−t,r , ).�2-2*

��� ��� ���������� j ��� ������ ����� � ������������ � ����������� ������ ���� ��������
�� 
� ��� 	������� ����
� j0 �� ���������

+������� 	�� ������������� �������� ).�22-* � �� 	������B

CPT : (j0, j)t,r → (−j0,−j)−t,−r ).�2--*

� ������������ �� ������ ���� �	������� ��� CPT 	��������������
J	������ �������� ����� � ������
������� 	��	��������� jµAµ � ����������� ������!

����� CPT � ��� � ������ 
�� �� ������������� ������
�������� 1�������������� ��	�����
).�22I*� ).�22P* � ).�2-2* �����
�� 	������ 	����� 	������������� 	�������� �������� ���!
�� � 	�� Aµ = (A0,A)B

C : (A0,A)t,r → (−A0,−A)t,r

P : (A0,A)t,r → (A0,−A)t,−r

T : (A0,A)t,r → (A0,−A)−t,r
CPT : (A0,A)t,r → (−A0,−A)−t,−r . ).�2-.*

T��� ����� 	����� 	������������� ����� ����� � 
� ������������ 	��� R� � 7 5����
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����' ��	������ �������

_����� �� ���
�� 1 ���������� � ������ ����� ��������
�

�	 ���
���	 ��
��
���	 ' ������
�� ������� 4�����
�	 ����
7% *� ������ ���������
��� .����
�������
�,/ )� ���� �� �� ������
���

�� �����
�
� ?������� ψµ 4����
���
���

������
���U7 ��� �� �
��������
��� �
���� ������ ��
�� ψµν � �
������ � ������ ����� ������,�� � 
�� ��������

� �����

�� ψ0 , ψ00 �
������
���

�� ψik �����
�
�%

+��
���� ����
�
�� ��� ���
� ������ � ���� �������
���� 
�	 ����� ψµ

� ψµν � �����,��� ����S
iψµν = pµψν − pνψµ , 4=%#�?7

pνψµν = im2ψµ , 4=%#�57

��� pµ = i∂µ ' ������� ����� ��% 8� ����
�
�� 
�����,�� ����
�
���� *����%
*����
�� � ����� ����
�� 4=%#�57 �������, pµ� ������� ����� �
���������
ψµν S

pµψµ = 0 . 4=%#�67

C����� ����,��� ψµν �� 4=%#�?7� 4=%#�57 4��������� ������ ����
�
�� �� �����7� �
����� 4=%#�67� �������S

(p2 −m2)ψµ = 0 , 4=%#�A7

�� �� m� ������

�� ���������� ����	 ����� ������% C���� �������� �������

�� ������ �� ���
�� 1 ���������� ��
�� ?�������� ψµ� �����
�
� �������
����������, ����
�
�, .-��	
� � "����
�/ 4=%#�A7 � �������������� ������!
��� ������� M���
�� 4���������
�	 �������
���7 4=%#�67� ����,��,���� �� ψµ

.��� � ���
��������, ���
� 0/%
+ ������ ������ ��� ψµ 
� ������ � ������
���

�� ������
� 4p = 07� �

�� ����� ����� p0ψ0 = 0% + ��� ������ � ����� ���� �� � ������ ����� p0 = m�
�� �� p0ψ0 = mψ0% C���� ��
�� �� � ������ ����� ψ0 = 0� ��� � ����
� �� 
��� ������ �� ���
�� 1% +���� � ψ0 � )�	 ������ ������,�� � 
�� ���� ψik
� ψ00%

_����� �� ���
�� 1 ���� ������ ������
�	 �
���

�	 ��
�� ,� � �����
������ � ��� ������� �� ψµ ���

�� ������� ��� �������������S

Pψµ = (ψ0,−ψ) ��� Pψµ = (−ψ0,ψ) . 4=%#�;7

*������ ���
�� 
��������

�� 
� ��
� ������ � ��T��� V = 1� ������������
� ����S

ψµ =
1√
2εp

uµe
−ipx , uµu

µ∗ = −1 , 4=%#�$7

��� uµ ' ���
��
�	 ?������ ������������ 
��������� ������� ����������� ���
����
��� ������
���

������
��� ψµ� ����������,��	 ���� ������, ����
������
�	 �������
���S

uµp
µ = 0 . 4=%#=B7

O������ �� � ������ � ���
��� �����
�� ����
� �� ���
�� 1 ���, �� 
����
������� �����������%

M����
���
 �����
��� ���� ���� �� ������
 � ����S

L = −(∂µψ∗
ν)(∂

µψν) +m2ψ∗
µψ

µ . 4=%#=#7
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1������ )��� �����
���
� �
������
� �����, ������
��� ����� 
� ������ �
��
��
�� 
� �����	 �
��U 9��� ���� � ��� �� ψµ ' ������
���

������
�	 ������
�� �� ψ∗

µψ
µ < 0� ���� ��� ��� ������
��� ���� ϕ∗ϕ > 0� �� �� �
�� �����
 ���

���� �������� �������� 
�, ��������

�� )
����� ���� � ������������ ����
����% + ����� ����� ����������� ����� ����
�� �����
���
� 4=%#=#7 ������� 
�
��� �� � ������
�, ����
�
�	 �����
��� ���� �� � 
������
�, �
���� )
�����(
����� �� � ���% :����
� 
�	�� ��S

Tµν = −∂µψλ∗∂νψλ − ∂νψ
λ∗∂µψλ − Lgµν , 4=%#=�7

jµ = −i[ψ∗
λ∂µψ

λ − (∂µψ∗
λ)ψ

λ] . 4=%#==7

8� ������
�� ����
� �
������
� ������

�� ���� ��� ������
��� ���� � 
�
����, ������ ����
�
�	%

-��
���
�� ���� ���
� ������� �
������
� ������
��� �����,% 1
���� ���
��������
�� ������
��� �� ���������� ��������
�	 ������� T00 > 0 � �������� �

��� �
��� ���
��� ������ j0� ���
��� 
��
� �� P���U

*������
��� �� ����� m �= 0 ������

�� �
�����

�� ����� �������
�% ���

� ��)��� ������
�� �����
�� ���� ���� �� 
���������� �����
�
�%
&������ ������

�	 �
�����

��� �������������	 ����� �����

� ����
���
� �� ������ ����
�
�� *���� 4=%#�57S ������
� ψµν ������

� �
�����

��
�� �� ����� ��� ����
�
�� ������

� �
�����

�� ���� ��� ��� ������ ��� �
������
�� ��
���� ��� ������

�� �����������
���%

!9�0�AC � 2���8���E3C< A��C< �2�3�<?

������� %������ ������� � ���� �	���� s 	��
������� ����� ��	����
���� D!������ ��� �
s� ���� ������ ������������ 	� ���� ����� ��
����� � ������������ � ��� 	�� �	�������
)�������* 	� ���� 	��� ��
�����B

ψ...µ...ν... = ψ...ν...µ... , ψµ......µ... = 0 . ).�2.D*

&��� ������ 
�#�� �
���������� 
�	���������� ������ ������������� 	�	���������B

pµψ...µ... = 0 , ).�2.=*

� ���� � � ���	������ 
�#�� �
���������� ���������B

(p2 −m2)ψ...µ... = 0 . ).�2.3*

� ������� 	���� ).�2.=* 	����
�� � ��������� � ��� ���� ���	����� D!�������� ���
� ��
����� ��!
����� ����������� 8� E���� �������� � ������� 	���� 	�� ���
���� � ��	����
����� �����������
������� ��� � s� ���� ����������� ���	����� ������ � ����� 2s+ 1� ��� � ��
��� �����

$� ���#���� ������ ���� ��!��	���� � 	������� ���� 
� 	�� � ���� �	���� s ���������
�� ��	������� ���� 
� ����� s = 1 ����� ������� ψµ �� ψ...µ...ν...� +������������ 	�����
���� ����� ��
B

ψµν... =
1�
2εp

uµν...e−ipx , u∗µν...u
µν = −1 , ).�2.O*

	�����
u...µ...pµ = 0 . ).�2.I*

C������ ��� � 2s+ 1 ����������� 	����������
4���������� 	������
���� �����
��� ���������� ������ s = 0 � s = 1�
C��#����� ����� 
��������� 
� �	������ ���	���
� ������ � 	����������� ����� �	���!

��� "�� ���
���� ������
������� �������� ���#������� A� ���� ���� s > 1 ����������� �����!
��#��� �%����������� ������������ 	�����	 � 	������ ����� �
��� )���������* %������
	��� ��� ������� ������������� 
������ �	���� J���������� ������
���� ������ ��	��� ����!
��� ��������� )�� �	�������* ������� ���� ����� � ��� �� "�� ���� � ���#��� ����������
���� ����� ��� ��	��� ������� ������� ��������� � ��� � ��� ��
����� �� ����������� �
	�����	� ��������� 	�� �����
��� �������

S������� � ���������� ��� ��	��� � �������� �� �	���� s > 1 ����� 
������ '���
���������(
��������� 	������� )��� ������ �  ��������H* � ������ ����
������ ��
�� ����� �����������
������ 	����� ����
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��� ���������

����� (��)������ ��
�����

:����
��� ��� �������,�� ������ � ��������� ���
�� 4������
�7 � ������

������������	 ���
���	 ����
��� 2�$3% _����� �� ���
�� s = 1/2 ����������
���������
�

�	 ���
���	 ��
����	 ' ��������� �����, ����
� ������ � ����
������S

ψ =
(
ψ1

ψ2

)
=
(

ψ(1/2)
ψ(−1/2)

)
, 4=%#=$7

��� �����
�
� ψ1 � ψ2 ��������, ��������� ���
� sz = ±1/2% *�� �������� �

�� �����
�� ������ ������
� �����
�
� ���
��� ���������,�� ���� �����
����� ��
�	
�� �������S

ψ′1 = aψ1 + bψ2 , ψ′2 = cψ1 + dψ2 . 4=%#?B7

�
��� �������

ψ′ = Uψ , U =
(
a b
c d

)
. 4=%#?#7

-�)������
� �����������
�� 4)����
� ������ U7� ������ ������� ��������
�
� ����,�� ��
������ ����� ������� ������ ������
�%

E�������� ����
�	
�, ����� ����S

ψ1ϕ2 − ψ2ϕ1 , 4=%#?�7

��� ψ � ϕ ' ��� ���
���% *����� �������
�� ���S

ψ′1ϕ′2 − ψ′2ϕ′1 = (ad− bc)(ψ1ϕ2 − ψ2ϕ1) , 4=%#?=7

�� �� 4=%#?�7 ��� �������� ������ ������
� 4=%#?B7 ������������ ���� ���
��� ����% E�������� ����
�	
�, ����� 4=%#?�7 ��� 
������, ���
���, ��
���,
�����
�	 ������% :� ���� ������ ����� ��
� ���
���� ��
����� ���������,���
��� ��� �������� ���� ����� ����� � �
� ��������� ���
� 
�� � %�% �������
�������� � ������ 
� ��
���� ��� ��������% *�)��� 
� ��)������
� ������
������
�� ������ 
����� �������S

ad− bc = 1 , DetU = 1 . 4=%#??7

C���� 4=%#?�7 ����� ���������� ����	 ���
���, ��
���, ������ �� ���
��
s = 0� �������

�	 �� ���� ����� �� ���
�� s = 1/2% :� � ���
���	 ����
���
���
� ����� ��� ���
 ������� �������

�	 �� �����
�
 ���
��� 4=%#=$7S

ψ1ψ1∗ + ψ2ψ2∗ 4=%#?57

� ���������,��	 ����	 ���
�� �����
��� 
������
�� ������ � ��

�	 ���
�� ������
���% *����������
��� ������,��� �
�����

�	 ����� �������� ���
����	 ������������� ������
� ������� �
���
��� �� ��

U+ =
(
a∗ c∗

b∗ d∗

)
= U−1 . 4=%#?67
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���� 6A

1 ����� 4=%#??7 ����
�� ������ �����������
�� ���� ���S

U−1 =
(

d −b
−c a

)
, 4=%#?A7

�� �� �� ������� �
���
��� ��������S

a = d∗ , b = −c∗ . 4=%#?;7

+ ���� ������	 4=%#??7 � 4=%#?;7� �� ������ ��������
�� ������
 a, b, c, d 4%�% ��� �
�� �������

��7� 
� ����� ����� �� �� �� 4�������

��7 ����,�� 
��������
����� �� ��������� ��� ����� ������� ������
�	 ������ ������
�%

1���
���� ������� 4=%#?�7 � 4=%#?57 ������ �� ψ1∗ � ψ2∗ ����
� ������������
�� �� ��� ψ2 � −ψ1� ��������

�%

:����� � ��������

��� ���� ���������������� �����
�
��� ���
���
ψ1, ψ2 ����� ��� � ������������ �����
�
�S

ψ1 = ψ2 , ψ2 = −ψ1 . 4=%#?$7

�
�����
 4=%#?�7 ����������� ���� � ���� ������
��� ���������
��S

ψλϕλ = ψ1ϕ1 + ψ2ϕ2 = ψ1ϕ2 − ψ2ϕ1 . 4=%#5B7

!��� ���� � ��

ψλϕλ = ψ1ϕ1 + ψ2ϕ2 = −ψ2ϕ
2 − ψ1ϕ

1 , 4=%#5#7

�� �� ������ �����
���� �����,��� ������� �
���������S

ψλϕλ = −ψλϕλ . 4=%#5�7

&�,�� ������
�� ��S
ψλψλ = 0 . 4=%#5=7

@��
� �������� � ���
��� ������ ��
���% :�������� ���
� ����� ���
���
������ ��
�� ���S

ψλµ ∼ ψλϕµ , ψλµ ∼ ψλϕµ , ψµλ ∼ ψλϕ
µ . 4=%#5?7

1��
��� ����� �������� ��
�� ��������,�� �
������
�%
*������ � ��
������

�� ���
���� � �������

�� ���
� ������� � �����

� , .����������� �
����/ ����S

gλµ = gλµ =
(

0 1
−1 0

)
, 4=%#557

������ ��� ��� ����� ���� � ���
� 
����� S

ψλ = gλµψ
µ , ψλ = gµλψµ . 4=%#567

E�������� ��
���
�� � ������
�� 4������7 ���
����% !�
���
�� ���� ���
����
������ � �� ��� ��
�� ψλµψ

νρσ ��� ���
�� ����� ��
��% !�����
�� 4������7
ψνρσλµ �� ���� �
������ µ � ν ��� ���
�� �� ��� ��
�� ψµρσλµ % + ���
���� �����

��
�� ψµλ ��� ������ ψλλ % *�� )��� ��
���� 
��� ���� 4=%#5�7� 4=%#5=7� �� ��
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ψλλ = −ψλλ% &�,�� ������� �� ������
�� �� ���� �
������ �,���� ������������

� 4�� ������
���� �
������7 ���
��� ��� 
�� U + ���
��� ��� ��������
���
���
��� ������ ��
�� ψλµ = ψµλ ����� ψλλ = 0% 1�������
�	 �� ���� �
����
��� ���
�� �,���� ��
�� ���
� ������ ������ ��������,��	 ������������	
4%�% ��� ����� ���
���� �� ����� ������
������ �
������7% + ���� �����

���� ��
�����
�
 ��������
��� ���
��� 
�������
� ������ 4���� ������
��7 ���
��
�� ����� 
������ ��
��% 1 �����������	 ���� ���
�� ���� ���
��� �������,

����������� ���������
�� ������ �����
�	 SU(2)%

*� ��������
�, �������� ����
� ����� �� 4���
�7 s ������� 1 + iδϕ(n · s)
�������� ������ 
� ���� δϕ 
� �����
��
� ����	 ���� δϕ ������ ���� ����
����
��

�	 ���� ���
��
��� ������ n 2�$3% 9�� ���
� s = 1/2 ����� s = 1

2σ� ��� σ '

���� ��� ����� *����S

σx =
(

0 1
1 0

)
, σy =

(
0 −i
i 0

)
, σz =

(
1 0
0 −1

)
. 4=%#5A7

&������ ������� 
� ��
��
�	 ����� ��������

�� �� S

Un = exp
(
i

2
(n · σ)ϕ

)
, 4=%#5;7

�� �
��� ���
� ������ ���S

Un = cos
ϕ

2
+ i(n · σ) sin

ϕ

2
. 4=%#5$7

C���� ��� ������� ������ ��� z �����S

Uz(ϕ) = cos
ϕ

2
+ iσz sin

ϕ

2
=
(
eiϕ/2 0

0 e−iϕ/2

)
, 4=%#6B7

�� ��
ψ′1 = ψ1eiϕ/2 , ψ′2 = ψ2e−iϕ/2 . 4=%#6#7

&�,�� ���
� 
�����
�� ���	��� ���
��� ������� ��
�� ' ��� �������� �� �
�� 2π
�
� ���������� ����!� ���� 4
������������� ����
��
�� 7% C���� �� ���	����
������, ��� ���
��� 
���
�� ��
���%

9�� �������� ������ ���	 x � y �
������
�� ������� 
������S

Ux(ϕ) = cos
ϕ

2
+ iσx sin

ϕ

2
=
(

cos ϕ2 i sin ϕ
2

i sin ϕ
2 cos ϕ2

)
, 4=%#6�7

Uy(ϕ) = cos
ϕ

2
+ iσy sin

ϕ

2
=
(

cos ϕ2 sin ϕ
2

− sin ϕ
2 cos ϕ2

)
. 4=%#6=7

1��
���� ���	��� ���
���� ��
���	 �������

� ��� ������ �� ���
�� s
� ��� ������ �� n = 2s ����� �� ���
��� s = 1/2� 
�������

��� ��� �� ����

�	 ���
 ������ ����
 2s% _���� 
���������� �����
�
 ��������
��� ���
���
��
�� 2s ���
� 2s + 1� ������ �� ������
� ��� ��� �����
�
�� ����� �
������
������ ������ 2s ���
�� � B ������ 2s− 1 ���
�� � ��
� ���	��� %%% � B ���
�� �
2s �����% -�� ��� ���������� � ��������
�� ���
��� ���������,�� �� 
�������
����� ���������
��� ������ �����
�	%

+ ���
���� ���
��� �����
� ��
�� ���������,�� ��� ������� ������

���
4����� ��
 ����7 ��
��% -����
�
� )�� �
����� ���� �� 
����������

�



9�9� 1��2
���� 6$

������
� ����� �����
�
� ��������,��� ���
����% + ������� ���
��� ����
���� �������� � ��
�� ���� ���� �����
�
 ���
��� ������ ��
�� � �����
�
���
��������,���� ������ 2�$3S

ψ12 =
i√
2
az , ψ11 = − i√

2
(ax + iay) , ψ22 =

i√
2
(ax − iay) , 4=%#6?7

ψ12 = − i√
2
az , ψ11 =

i√
2
(ax − iay) , ψ22 = − i√

2
(ax + iay) 4=%#657

� ����
�S

az = i
√

2ψ12 =
i√
2
(ψ12 + ψ21) , ax =

i√
2
(ψ22 − ψ11) , ay = − 1√

2
(ψ11 + ψ22) .

4=%#667
����� ��� ������ *����� )� ���
���
�� ���
� �������� � 
�����
�� � ����
���
�� ����S

ψµλ = − i√
2
a · σµλ , 4=%#6A7

a =
i√
2
σλµψ

µ
λ . 4=%#6;7

1�����
�� ���������
�� ������� 
����������

� ��������� ����� ������
��
���������
�� ��������,��� ���
���� ���S

a · b = ψλµϕ
λµ . 4=%#6$7

����� ��
���� ��!��� *����#��

���� � 
������������	 ����� ������ �� ���
�� s ���������� (2s+ 1)� ������

�

�	 ������
�	 ' ��������
�� ���
���� ��
�� 2s� %�% �����������	 �����
��
�	� �������,��	 ��������,��� 
����������� ���������
�� ������ ������

�	 SU(2)% "����� �����
�	 ������� ���������	 ������ M���
�� 4������ ����
��
�	 � ���������
�� ������
���������
�7% &���
������ ��������
��� ����
���

�	 ������ M���
�� 4��� ������
���

�� �����
�	7% C����� ����������

�� ���
���� ������ �
������
� ����� ������
�� ���
����%

1��
�� ξα ���������� ����	 ���������
�

�, ������
� α = 1, 2� ������
���

� ��������� ���
� s = ±1/2% *�� �����	����� �������� 
��� ����������
��
�� M���
��� �����
�
� ���
��� ���������,�� ���� ����� ����� 4��
��
��
�����������
��7S

ξ′1 = αξ1 + βξ2 , ξ′2 = γξ1 + δξ2 , 4=%#AB7

��� ��������
�� ��)������
� α, β, γ, δ ��������,�� ������ ������� �������
���
�	 ������ ������
� � �����
�
� ������,S

αδ − βγ = 1 , 4=%#A#7

�� �� ������
�
 �����������
�� 4=%#AB7 ����
 ���
���� �� 
��������� �����

���
�� � ���� ���� ����
�
�	 
� ����� ��������
�� ��)������
�% *�)���
������ ;��j6 �������

�� ��������� �����������
�� � ��������� � ������
����� ������� ������ ������
� � ���������
�� ������
���������
� 4�����
��� � ���� ������
�
�� ���������7%
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+ ���� 4=%#A#7 ��� �����������
��� 4=%#AB7 ������ �
�����

�	 ����
�	
��
�����S

ξ1Ξ2 − ξ2Ξ1 , 4=%#A�7

������

�� �� ���� ���
���� ξα � Ξα� � ��������,��� ������
�	 ������ ��
���
�� s = 0� �������

�	 �� ���� ����� ���
� s = 1/2%

:����� � ��
������

��� ���
����� ξα ����� ��� � �������

�� ���
���
ξαS

ξα = gαβξ
β , 4=%#A=7

��� .����������	 �
���/ gαβ ���� ��� 4=%#557� �� ��

ξ1 = ξ2 , ξ2 = −ξ1 , 4=%#A?7

ξ1Ξ2 − ξ2Ξ1 = ξαΞα = −ξαΞα . 4=%#A57

*��� ��� ������� �����,
� � ��� �� � � 
������������	 �����% E�������
���
���� ��� ��������
�� ��������
� �������

�� ���
����% + 
����������
���	 ����� ����� ψ1ψ1∗ + ψ2ψ2∗� ��������,��� ���
�� �����
��� ���������
��� ����� � ������
���� ������� ��������% *�)���� �����
�
� ψα∗ ����
�
������������� �� ��� �������

�� �����
�
� ���
���% 1�������

�� ������
������
�� 4=%#?#7� ��� �� ������� ������� �
���
��% + �����������	 �����
���
�� ����� 
� ������� ��������� � ���������� ����	 �����

�, �����
�
�
� ?�������� � 
� ��)������
� �����������
�� 4=%#AB7 
� 
����������� 
������
����
���
�	� ����� 4=%#A#7% *�)���� � �����������	 ����� ��������
� ������
��

�� �����������
�� ���
���� �������,�� �������

� ������
���% 1�����
���

�� ���� ���
���� ��� ��� ���
����% �
����� ���
����� ���������,�����
�� ��������
� �������

�� �������� 4=%#AB7 �����,�� ������ 4��
���
��
�
�����7%

*� ��������
�, ����� ηα̇ ∼ ξα∗ 4�
���� ∼ ��
���� ���� .������������ ���/7�
� ������� �����������
�� ���
���� � ��
���
��� �
������� ���� ���S

η′1̇ = α∗η1̇ + β∗η2̇ , η′2̇ = γ∗η1̇ + δ∗η2̇ . 4=%#A67

&������� ������
�� � ���
���
�� �
������ ���, ����
�	 ���S

η1̇ = η2̇ , η2̇ = −η1̇ . 4=%#AA7

*� �
���
�, � ������
�� �����
��� ?����
��� ���� ���� ��� ������
��
���
���� ������ ��� ��� �������� ����� ������ �����
�	 ������� ���������	
������ M���
��% :� ��� ������
�� ���
���� ψ∗

α ∼ ψα% *�)��� ηα̇ ���� ���� ���
�����
��� ��� ��
������

�	 =����
�� ψα%

1��
��� ������ ��
��� ��������,�� ��� �������
��� ������
� ���������,�
����� ��� ���������
�� �����
�
 
����� ��� ���
���� ������� ��
��% :��������
���
� ����� �� ��� ���
���� ������ ��
��S

ξαβ ∼ ξαΞβ , ζαβ̇ ∼ ξαηβ̇ , ηα̇β̇ ∼ ηα̇H β̇ . 4=%#A;7

1�������

�� ��
� ���
��� � �����������	 ����� ���������� � ���� ����
����� (k, l)� %�% ����� 
���
���
�� � ��
���
�� �
������%

1������
�� 4������
��7 ���
���� ���� ��������� �� ��� �� ����� �
�
������ ���
������� ���� 4���� ��
���
�� ��� ���� 
���
���
��7� ������ ��



9�9� 1��2
���� A#

���������
�� �� ���� �
������ ������
��� ���� 
� ������� �
�����

�	 ������
���	% *�)��� �� ���
���

ζα1α2...αkβ̇1β̇2...β̇l , 4=%#A$7

��������
��� �� ���� k ��
���
�� � l 
���
���
�� �
������ 
�� �� �������
�� ���
�� ����� 
������ ��
�� 4������
�� �� ���� �
������� �
����� 
� ����
��� ���
�� ���������
 ���� � ����� 4=%#A57� 
�� 7% C���� �������� ���������

�� ���
��� �������, 
����������� ���������
�� ������ M���
��� � ������
���� ���������
�� ����������� ����	 ����� (k, l)% *����� �� �����	 �� ���
���

�� �
������ �������� ��� �
���
��� � ������ k + 1 �������

�� ������
��

������ ����� α1, α2, ..., αk � 4=%#A$7 4���������� B�#���%%%k ���
�� � k�k�#�%%%�B ����
��7 � l + 1 
������ ����� β̇1, β̇2, ..., β̇l% 1�������� 
�� ��������
�	 ���
�� ��
��
(k, l) ���� (k + 1)(l + 1) 
���������� �����
�
� �� � ��������� ������
�� 
��������,���� 
������������ ���������
��%

��48E �2�3���� � "-��50��9<�?

1��
�� ζαβ̇ ���� �·�j? �����
�
�� ��� �� ��� ���� �� � � ?������� aµ% *����� �
�� � � �����	 �������, ��
� � � �� 
����������� ���������
�� ������

�	
������ M���
��� ����� �� �����
�
��� �������� ��
�	
�� ���� S

a1 =
1
2
(ζ12̇ + ζ21̇) , a2 =

i

2
(ζ12̇ − ζ21̇) ,

a3 =
1
2
(ζ11̇ − ζ22̇) , a0 =

1
2
(ζ11̇ + ζ22̇) . 4=%#;B7

9�� ������
���

�� �����
�
 )� ���� ���� ��� ��� � � ������
�	 ������

�����
�	� � ����� ����
� ψαβ → ζαβ̇ % +�����
�� ��� a0 ������
� �� �������

��
���� ��������
�	 � ���
��� �����
��� ������
���

�	 ����������� �����
��� ��� �����

�	 �����
�
� ?�������% &���
�� ������� ���, ���S

ζ11̇ = ζ22̇ = a3 + a0 , ζ22̇ = ζ11̇ = a0 − a3 ,

ζ12̇ = −ζ21̇ = a1 − ia2 , ζ21̇ = −ζ12̇ = a1 + ia2 . 4=%#;#7

-�)������
� � )�� �������� �������
� ��� ���� ������
�� ���������
��
����������� � ����S

a2 =
1
2
ζαβ̇ζ

αβ̇ , ab =
1
2
ζαβ̇ξ

αβ̇ . 4=%#;�7

1�������� ����� ζαβ̇ � ?�������� aµ �� ���
�	 �����	 ������ �������S �,�
��	 ��������
�	 ���
�� ��
�� (k, k) )�������
�
 ��������
��� 
�����������
�� 4%�% ������,������ � 
�� ��� �������
�� �� �,��	 ���� �
������7 ?��
����
��
�� k%

1��� ���
��� ��
�� (1, 1) � ?�������� 4=%#;B7� 4=%#;#7 ���
� ������ � ����
���
�� ���� � ����� , ����� *����S

a =
1
2
Sp(ζ̂σ) , a0 =

1
2
Spζ̂ , 4=%#;=7

�ζαβ̇ � ζβ̇α L ��� �
�� � �� #�� 	������� 	������������� (3.170) � (3.176) �����������



A� &���� 9� ��'%'-C��% ���'+%��'-

ζ̂ = a · σ + a01̂ , 4=%#;?7

��� ζ̂ ' ������ ζαβ̇ � 1̂ ' ���
��
�� ������%
O������ �����������
�� ���
��� ξα � ����S

ξ′α = (Bξ)α , ��� B =
(
α β
γ δ

)
. 4=%#;57

C�����

η′β̇ = (B∗η)β̇ = (ηB+)β̇ . 4=%#;67

C���� �����������
�� ���
��� ��
�� (1, 1) ����������� ���S

ζ′ = BζB+ . 4=%#;A7

*�� �����
��
� ����� �����������
�� B = 1+λ� ��� λ ( �����
��
� ����� ������%
C���� �� 4=%#;A7 �����S

ζ′ = ζ + (λζ + ζλ+) . 4=%#;;7

E�������� ���� �����������
�� M���
�� � ������ ������
�� �������	�� � ����
��
��
� ����	 ������ , δv 4��� ����
�
�� 
�������
�� ������
���

�� ���	7%
*�� )�� ?������ aµ = (a0, a) ������������ ���S

a′ = a − a0δv , a′0 = a0 − a · δv . 4=%#;$7

����� ���� ���� 4=%#;=7% 1 ��
�	 ����
�S

a′0 = a0 − aδv = a0 − 1
2
Sp(ζσδv) , 4=%#$B7

� � �����	

a′0 =
1
2
Spζ′ = a0 +

1
2
Sp(λζ + ζλ+) = a0 +

1
2
Spζ(λ+ λ+) . 4=%#$#7

1���
���� 4=%#$B7� 4=%#$#7 ��������S

λ+ λ+ = −σδv . 4=%#$�7

Q
������
�� �������� ����������� �����������
�� a� �������S

σλ + λ+σ = −δv . 4=%#$=7

E���
��� 4=%#$�7� 4=%#$=7 ���, ����
��S

λ = λ+ = −1
2
σ · δv , 4=%#$?7

�� �� �����
��
� ����� �����������
�� M���
�� ��� ���
��� ξα ������������
������	S

B = 1 − 1
2
(σ · n)δv 4=%#$57

�A� ������������ ���	����� ����� ξ′α = (B̃−1ξ)α = (ξB−1)α� η′α̇ = (ηB∗−1)α� ��� ��� ���!
����� 	������
���� �	������ �������� �������������



9�9� 1��2
���� A=

��� n = δv/δv% &�,�� ���
� ����	� � ��
��
�� �����������
���% *���������
��
�� M���
�� 4������� � ������ ������
�� �������	�� �� ������ , v7 ������
������� ��
���� ������ ���������
�	 ������ ������
� � �������� (t,n) 
�
���� ϕ� �����

�	 �� ������ , v ����
���� v = thϕ 2�53% P����
��
� ������
�����������
�, ��������� ���� δϕ = δv� � ������ 
� ��
��
�	 ���� ��������
����� ϕ/δϕ����
�� �����
�
��� ������� 
� δϕ% +������ 4=%#$57 � ����
 ϕ/δϕ
� �������� � ������� δϕ→ 0� ��������S

B = exp
(
−ϕ

2
n · σ

)
. 4=%#$67

!������� �� ��
�� ����
� n · σ ���
� #� � 
���
�� ' n · σ� �����S

B = ch
ϕ

2
− n · σshϕ

2
, thϕ = v . 4=%#$A7

&���� )������� ������ �����������
�� B = B+% +�����
�� 4=%#$A7 � �����
����� ����
������� �����������
�� ���������
��� ���
��� ������� ��
��%

E�������� ���� �����
��
� ����	 ������ ������ � ������
�� ������
�
���� �����S

a′ = a − [δθ × a] . 4=%#$;7

+ )�� ������� �
������
�� �������� �������S

B = 1 +
i

2
σ · δθ , 4=%#$$7

� ��� ������� 
� ��
��
�	 ����S

B = exp
(
i
θ

2
n · σ

)
= cos

θ

2
+ in · σ sin

θ

2
, 4=%�BB7

��� n ����� 
�������
�� ��� �����
��% 8� ������ �
���
� B+ = B−1� ��� �
����
� �� ��� ������
���

��� �������%

�3�����4 �2�3���� FP -�0�9B�3��G?

+ 
������������	 ���
���	 ����
��� �������� �
������ ������
��� 
� ��
��
�
�� ������ 
��� ������� ������� ������� ���
% *�)��� 
� ��
�� �
�� � ���
�������� sz% C���� �������� ��� �
������ ������ �����
�
� ������
��� ���
���
ψα ������������ �� �� ����� ���� ����S

ψα → Pψα 4=%�B#7

*������ �
�����, ������� �� ������������ � �����
�	 ������ ������
�% + ����
��� ���
����� ������ � 
���� 
��� ������
�, ���
� ��
��� ���� ��� ������

� ���� B� ���� ��� ������ 
� ���� 2π% :� �� ������� �� ��� ���
���� )� 
� ��
�
� � ��� ������ ��� ������
� 4=%#6#7� �����
�
� ψα ��
�, �
�� ��� ������� 
�
2π% *�)��� ���
���, ��� �� ��
����S

P 2 = 1 , %�% P = ±1 , 4=%�B�7

P 2 = −1 , %�% P = ±i . 4=%�B=7



A? &���� 9� ��'%'-C��% ���'+%��'-

*���	��� � ���������
�� ���
����% �
������ ��������
� � ������
���
�

��� �����
����� ������ �� �
� ��� ��
�� �
�� x, y, z � x, y, z, t� 
� 
�������
���
� � �����������
����� ����������,���� �� t% + ����� ����� ���� L �� 
�����������
�� M���
�� � ������� �������	�� �� ������ , v� � PL = L′P � ���
L′ ' �����������
�� � ������� �������	�� �� ������ , −v% C���� �������� ���
�
������� �����
�
� ���������
��� ���
��� ξα 
� ���� ������������� �� ���
��� ����� ����% C���� �������� �
������ ���������� ξα ����� ������ ������
��
�������� ���� �� ��� ηα̇% *����� �� �
������ 
� ����
�� �
�� sz� � ������

�
� ξ1 � ξ2 ���� ����	� �� �� � η1̇ � η2̇� ��������,��� �� �� sz = +1/2 �
sz = −1/2% *�
���� ��� �
������	 �������,� ��,��, # ��� ������
�� �����
��

��� ��������� �� ���������S

ξα → ηα̇ , ηα̇ → ξα ,

ξα → −ηα̇ , ηα̇ → −ξα 4=%�B?7

��� ������ P 2 = 1% 9�� �����
� P 2 = −1 ���
� 
����� S

ξα → iηα̇ ηα̇ → iξα

ξα → −iηα̇ ηα̇ → −iξα 4=%�B57

9����	 �
�� �� ����� ������ )�� ������ �����
 � �� ������� ����� ��
������
�� � ���
���
�� ��
��� � ��� �� �
����� ���������� ������
� 4=%#A?7�
4=%#AA7� � ���
��� �
�����% :���� ��� ��������

���� ����� ����� ��� ���� ��
��������
��� 4=%�B57%

*� �
���
�, � ��������� �����
�	� ��� �� ������ ����� ������
� ξα � ηα̇
���������,�� ���
�����% &������� �� �����
����S

ξα ± ηα̇ . 4=%�B67

:����
� ���� � �� )� �����
���� ���������,�� ��� �
������ ���� ����� ���
��� ��� 4=%�B#7 � P = ±i% &�
���� )� �����
���� 
� ���� ���� ��� ���
��� ��
�
���
�, �� ���� �����������
��� ������ M���
��%

C���� �������� ���,��
�� �
������ � ������ �������� ����� ��
������

��
�� ��������
�� ���� ���
���� (ξα, ηα̇) ' ���������% _���� �����
�
� �����
��
�� �������, ��
� �� 
����������� ���������
�	 �������

�	 ������ M���
��%
1�����
�� ���������
�� ���� �����
���� ���� �� ��������
� ����� ���
���
���������% +�����
�

ξαΞα + ηα̇H
α̇ 4=%�BA7

��� �
������ 
� ��
���� � ���������� ���� �������� ���

�	 ������% +�����
�

ξαΞα − ηα̇H
α̇ 4=%�B;7

���� �
�����

� �
����� 
� �������� ���������
�	 ������ ������
�� 
�
��
�� �
�� ��� �
������� ���������� ���� �������� �����������%

9���� ��������� �� �����
�
 ���� �����
���� ���
� �������� � ������

���,��	 ���
�� ������ ��
�� ζαβ̇ % &�������� ��� ���S

ζαβ̇ ∼ ξαH β̇ + Ξαηβ̇ , 4=%�B$7

������� ������
�� ���������,��,�� ��� �
������ ������
� ζαβ̇ → ζα̇β � �� ��
?������� )�������

�	 )��� ���
��� ������������ ������
� (a0, a) → (a0,−a) �



9�9� 1��2
���� A5

���������� ����	 ���

�	 ?������ 4��� )�� a ' �����
�	 �����7% :� ���
�

�������� ζαβ̇ � �
���S

ζαβ̇ ∼ ξαH β̇ − Ξαηβ̇ . 4=%�#B7

C���� ��� �
������ ζαβ̇ → −ζα̇β � )��� ���
��� ��������� ?������� ��������
��,��	�� ��� �
������ ��� (a0,a) → (−a0, a)� %�% ?������������ 4a ' ������ 
�	
�����7%

����� +������
� ,
��	��

_����� �� ���
�� #l� � ������ ����� ���������� ���������
�

�	 ���
���	
��
����	 ' ������
�� ���
����% *� ������ ���������
��� .����������
�,/
)� ���� �� ��� 
���
���
�	� �� � ��
���
�	 ?����
��S ξα ��� ηα̇% W��
�
���

�	 �������� �������	 � ���
���� ����
�
�� � �� pµ = i∂µ� �����	 �
���
��
�� ���������
�� ��������� ����� pαβ̇ S

p11̇ = p22̇ = pz + p0 , p22̇ = p11̇ = p0 − pz ,

p12̇ = −p21̇ = px − ipy , p21̇ = −p12̇ = px + ipy . 4=%�##7

�� ������
�� �����������	 �
�����

��� ����� �� ���
� 
����� �����,�
��, ������ �������
���� 
�� ����
�
�	 ������� �������S

pαβ̇ηβ̇ = mξα ,

pβ̇αξ
α = mηβ̇ , 4=%�#�7

������ � ���������� ����	 ������ ����
�
�	 9����� � ���
��
�� ����������

��%

*�������� ηβ̇ �� ������ ����
�
�� 4=%�#�7 � ������� �������S

pαβ̇ηβ̇ =
1
m
pαβ̇pγβ̇ξ

γ = mξα . 4=%�#=7

!������ pαβ̇pγβ̇ = p2δαγ � �������� �� 4=%�#=7S

(p2 −m2)ξγ = 0 4=%�#?7

' ����
�
�� -��	
� ( "����
� ��� �����	 �����
�
� ���
���% *�� )�� ��
��
�� ������� m ����� ��� ����� ������% O������ �� ���

� 
���������� 
�����
�� ����� ����� ��
������

��� ��������
�� ��� ���
���� ξα � ηβ̇ � %�%
�����
�� �����
���� �
��� 
� ������ ������ ����������� �
�����

�� �����

�
��� ���������� ������
�	 ������� m% + ����� ��� ���
���� ����
�
�� ����
������� ����������� �
�����

�� �
����� 
� ������
���

�	 �
�������
���� �������� �� ��� 4��% 4=%�B577S

P : ξα → iηα̇ , ηα̇ → iξα . 4=%�#57

*�� )�� � 4=%�#�7 ��
������

� pα̇β → pαβ̇ %
1 ����� , 4=%#;?7 � 4=%#;#7 ����
�
�� 4=%�#�7 ���
� ������ ���S

(p0 + pσ)η = mξ ,

(p0 − pσ)ξ = mη , 4=%�#67



A6 &���� 9� ��'%'-C��% ���'+%��'-

��� �� ����� ������S

ξ =
(
ξ1

ξ2

)
, η =

(
η1̇
η2̇

)
. 4=%�#A7

9�� ��������
� �������

�� ����
�
�	 ����
� ����� �����S

ξ∗ = (ξ1∗, ξ2∗) , η∗ = (η∗
1̇
, η∗

2̇
) 4=%�#;7

� ������ 4� ����� p∗µ = −pµ7S

η∗(p0 + pσ) = −mξ∗ ,
ξ∗(p0 − pσ) = −mη∗ . 4=%�#$7

&������� �
������ ��� ��������
� �������

�� ���
���� ����������� ���S

P : ξα∗ → −iη∗α̇ , η∗α̇ → −iξα∗ . 4=%��B7

+ ��������� ������� ���� 
����� 4=%�#�7 ��� 4=%�#67� ����� ����� �� 
��
�������� ��������
�� ����� ����
�
�� 9�����% _��� ����	� � 
�	� ������
�����������
�

�	 �����
�� 9������ �������

�	 �� ������� 4=%�#A7S

ψ =
(
ξ
η

)
. 4=%��#7

C���� ������ 4=%�#67 ���
� ������ ���S

pµγ
µ
ikψk = mψi 4=%���7

���� ������� �����
��
�� �
�����S

(γµpµ −m)ψ = 0 , %�% (iγµ∂µ −m)ψ = 0 , 4=%��=7

��� γµpµ = p0γ
0−p ·γ = iγ0∂0 + iγ ·∇� � �� ����� ������ 4×4 4������ 9�����7

����S

γ0 =
(

0 1̂
1̂ 0

)
, γ =

(
0 −σ̂
σ̂ 0

)
. 4=%��?7

9�	����� 
�� 4=%�#67 ���
� ������ � ����S(
0 p0 + pσ

p0 − pσ 0

)(
ξ
η

)
= m

(
ξ
η

)
, 4=%��57

�� �������� � 4=%��=7 ��� ������ γ������ � ���� 4=%��?7%
+ ����� ������ γ������� ����
� ��� ���������� ��������� �����������

,��� ����
��� p2 = m2% 9�� ������ )�� ������	 ��
���� 4=%��=7 ����� 
� γνpν %
C����S

(γνpν)(γµpµ)ψ = m(γµpµ)ψ = m2ψ . 4=%��67

*����� �� pµpν ���������� ����	 ��������
�	 �
��� 4�����
�
� ����� ��
��������
�7� � 4=%��67 ���
� �������� � ����S

1
2
pµpν(γµγν + γνγµ)ψ = m2ψ , 4=%��A7



9�9� 1��2
���� AA

�� �� 
���������� ������� �����
�
�� ����S

γµγν + γνγµ = 2gµν . 4=%��;7

C���� �������� ���� ���
�� ����� γµ �
���������,� � �� ������� ���
�S

(γ1)2 = (γ2)2 = (γ3)2 = −1 , (γ0)2 = 1 . 4=%��$7

*�� �������� 
�� �
���
�� �����������
�� �����
�
 �����
��� ψS ψ′ = Uψ�
��� U ' �
���
�� ������ 4 × 4� γ������� ���������,�� ���S

γ′ = UγU−1 = UγU+ , 4=%�=B7

�� �� (γµpµ −m)ψ = 0 �������� � (γ′µpµ −m)ψ′ = 0% *�� ���� �����������
��
�����
�,�� ������
�� �� 4=%��?7 ���	���S

γ+ = −γ , γ0+ = γ0 . 4=%�=#7

!���
�
��� ��������
� �������

�� 4=%��=7� ���
� ������ � ����S

(−p0γ̃0 − pγ̃ −m)ψ∗ = 0 . 4=%�=�7

*��������� ψ∗ � ����� , γ̃µψ∗ = ψ∗γµ � ��
���� ��� ����
�
�� ������ 
� γ0 4�
����� γγ0 = −γ0γ7� ������� �������

�� ����
�
�� 9�����S

ψ̄(γµpµ +m) = 0 , 4=%�==7

��� �� �����S
ψ̄ = ψ∗γ0 ψ∗ = ψ̄γ0 4=%�=?7

' �������, ������������ �������
�� �����
��� ψ%
:����
� ���� � �� ����
�
�� 9����� 4=%��=7S ���� �� ������
� �� �����


�
�� 8	���� ( M����
��S

∂L
∂ψ̄

− ∂µ

(
∂L

∂(∂µψ̄)

)
= 0 4=%�=57

���� ����� �����
���
 ������������ ���� � ����S

L =
i

2
[ψ̄γµ(∂µψ) − (∂µψ̄)γµψ] −mψ̄ψ ≡ iψ̄γµ

↔
∂ µ ψ −mψ̄ψ , 4=%�=67

��� �����
↔
∂ µ ����
���
� �������� �������
������
�� .������/ � .�����/� �������

��

�� ������

�� ��������% *�� )��� � ����
�
��� 8	���� ( M����
�� ψ̄ �
ψ ����������,�� ��� 
���������� ����% 1������

�� ����
�
�� 9����� 4=%�==7
��������� �� ����
�
�� 4=%�=57 ����� ����
� ψ̄ → ψ% C���� 
������

� 
������
��
�
������	 ����� � π(x) ������������ ����S

π(x) =
∂L

∂ψ̇(x)
= iψ+(x) . 4=%�=A7

+ ����� ��� ���
�� ����� �
��
� ������������ ���� ����������� ���S

H = πψ̇ − L = ψ+γ0(−iγi∂i +m)ψ = ψ+γ0(iγ0∂0ψ) = ψ+i
∂ψ

∂t
, 4=%�=;7

��� �� ����� ����
��� ����� ����
� ����
�
�� 9����� 4=%��=7%
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C�	����� ����� ��
 � ���#���� 
��������� � 	�� ).�-.3* � ��������� ����������� [L] = l−4�
[m] = l−1� [∂] = l−1� ���������� ����
�� ����������� 
��������� � 	��B

[ψ] = [ψ̄] = l−3/2 ).�-.P*

��� 	�� �
���� � 
���������

*����������
�� �
������ 4=%�#57 ��� ψ ���
� ������ � ����S

P : ψ → iγ0ψ , ψ̄ → −iψ̄γ0 . 4=%�?B7

�
�����

�� ����
�
�� 9����� �
����� 
� 4=%�?B7 ������
�S ����
�� p → −p
� ψ → iγ0ψ �������� (p0γ

0 +pγ−m)γ0ψ = 0� � ��
���� )� ����
�
�� ����� 
� γ0�
� ������� �
���������
�� γ0 � γ� ������������ � �����
��� ����
�
�,%

!�
���� (γµpµ −m)ψ = 0 ����� 
� ψ̄� � ψ̄(γµpµ +m) = 0 ������ 
� ψ� ������
�� � �������S

ψ̄γµ(pµψ) + (pµψ̄)γµψ = pµ(ψ̄γµψ) = 0 4=%�?#7

' ����
�
�� 
�������
��� ��� ?���� ����������� �����S

∂µj
µ = 0 , jµ = ψ̄γµψ = (ψ∗ψ, ψ∗γ0γψ) , 4=%�?�7

�������,��� ����
 �����
�
�� ������� ���
�� ������� j0 = ψ∗ψ > 0%
!���
�
�� 9����� ���
� ������ � ���� ����
�
�� R����
����S

i
∂ψ

∂t
= Hψ , 4=%�?=7

��� ����� �
��
 H ���� ���S

H = αp + βm , 4=%�??7

��� ����������� ������ α � βS

α = γ0γ , β = γ0 , 4=%�?57

�� �� 4=%�??7 �������� � �����

�� ���� 4=%�=;7% @����� 4=%�?57 ����������,
���������

�� ���
���
���S

αiαk + αkαi = 2δik , βα+αβ = 0 , β2 = 1 , 4=%�?67

� �� ��
�	 ���S

α =
(
σ 0
0 −σ

)
, β =

(
0 1
1 0

)
. 4=%�?A7

E�������� 
������������	 ������% *������� � 4=%�#67 � ������� p → 0, ε →
m� ������� ξ = η� �� �� ��� ���
��� �� �����
��� �������,� 
� ��� �����
�����
�
� �����
��� ���,�� 
�
�������% + ��� ������ ��
�� �� ��� ��� ��

�� 
���������% !���
� ����	� � �� 
���������� ��
���
��� ���������
�,�
� ������ � 
������������� ������� ��� �����
�
� �����
��� ������,�� �

�� % 9�� )��� ������S

ψ =
(
ϕ
χ

)
, ϕ =

1√
2
(ξ + η) , χ =

1√
2
(ξ − η) . 4=%�?;7



9�9� 1��2
���� A$

9�� �������	�� ������� ������
�� ����� χ = 0% 1�������� � ������ ����
�
��
4=%�#67� ��������S

p0ϕ− pσχ = mϕ ,

−p0χ+ pσϕ = mχ , 4=%�?$7

����� ���
� 
�	� ��
�	 ��� γ������ ��� ��
���
��� ���������
�� 2#3% &���
��� �� � 4=%�?;7 ���� 
� ��������,�� ������ � ����� �����
�
� ���
���� ξ �
η% 1�������

�� � ��
���
�� ���������
��� ��� � � ��������

�� ���� ����

��
��� ψ1, ψ3 ��������, �������� sz = +1/2� � ψ2, ψ4 ' �������� sz = −1/2%
@�����

1
2
Σ =

1
2

(
σ 0
0 σ

)
4=%�5B7

��� ������
�	 ������� ���
� � ��
���
�� ���������
��%

�2��9�E3��0E?

� ������������� ������ ���������� ������ l � �	�� s 
��#������ ������� �� ���������!
�� ��#
�� � ��
�������� 1���������� ��� 	���� ������ j = l + s� "������ �� ����������� �
	������� �	��� �� �����!��� ��	������� )��� z*� ��� ��� ��� ������� �� ��#�� ��#��� 
� 	�!
��������� 	������������� )�	������* ���	����� 
��#������ �������� 1����������� �
�����
������������ ���� 	������� �	��� �� ��	������� 
��#���� )��	����*� � ����� 
��� 	�������
l = [r × p]� �� 	������
���� s · n�  
� n = p

|p| � ���	�
��� � �����
�� ������������� 	������
�!

���� j · n� 1���������� �������� �	��������� λ = −s, ...,+s� 1�������������� ������� %������
�����
��� ������� � ��	����� p ��������������� ��� � �	����������B ψpλ� � ������� 	����
��������� ������� ���������������� ��� ������� �	���� )� � 	�������� �� ��� z*�

A� ������� � ������ ������ 	���� �� ���������� ������� 	����� � ���� ������� ����
����
��� 
��#���� �� ��������� ������ "� ��������� � ����� ������� ��� 
� ���������� ��
������
��	������� � 	����������� L ��	������� ������� ��	���� p� � ���� ����� �� ����������
��������� 	� ��������� �� ����  ��		� ���������� ��������� � ���������� ��� ���������
��������� 	� ��������� � 	�������� ����� ���� ��
������ ���� 1�������������� �����������
����� �	���������� ��� 	���������� ��������� 	� ��������� � ����#����� � 	���������
	����
���� ����� ��� p� �� ���������� ����������� ������ λ� ��
�� ����#
���� ��� ��� 	��
λ �= 0 ����� 
��������� ����#
����� E���� �������� 	�� 	�����
� � 	��
�� m → 0 �������
��������� 
� ������� �� �	���� s ���	�
����� �� ����������� ���������� ���������� ��������
�� �	����������� ±s,±(s − 1), ...� +�	������ 
� %����� λ = ±1� ��� �� ����� 	���������
������������� 	����! � ���	������������ %�������

����' -������ ����
# ,
��	��

+ ����������� �������
��� ��� ��� �
���
�� ���� ������� γ������% *�������
������ ��
��
�� ������ � ��������
�	� ������ ���� ��� ����� ����� ���� �� �
��� 
�	���% +�� �������������� ���	��� )�� ����� �������� �� ���� ��
��
��
���
���
�	S

γµγν + γνγµ = 2gµν , 4=%�5#7

gµνγ
µγν = γµγ

µ = 4 ��� γ2
0 − γ2

1 − γ2
2 − γ2

3 = 4 , 4=%�5�7

%�% �� ��
��
��� �
����������

��� ���
���
�� � ������
��� ���������
��%

W��� γµ � γµ �������
� 
����� ���� �������� γ� � γµ � γµ ���� �� ������
��
� � �����
�� ������
�� � ����� , 4=%�5#7� ����� ���� ���������
�� �� µ ���
�



;B &���� 9� ��'%'-C��% ���'+%��'-

������� � ����� , 4=%�5�7% C���� ������� ���
� ������ �����,��� ���
����

��S

γµγ
νγµ = −2γν ,

γµγ
λγνγµ = 4gλν ,

γµγ
λγνγργµ = −2γργνγλ ,

γµγ
λγνγργσγµ = 2(γσγλγνγρ + γργνγλγσ) . 4=%�5=7

_��� γµ ������,�� � �����
����� � ?���������% +����� ��
���
�� ����
����

��S

â ≡ γµaµ . 4=%�5?7

C���� �� 4=%�5#7 ��������S

âb̂+ b̂â = 2aµbµ , ââ = a2 , 4=%�557

� �� 4=%�5=7S

γµâγ
µ = −2â ,

γµâb̂γ
µ = 4aµbµ ,

γµâb̂ĉγ
µ = −2ĉb̂â ,

γµâb̂ĉd̂γ
µ = 2

(
d̂âb̂ĉ+ ĉb̂âd̂

)
. 4=%�567

R����� ����� ����� �������� ���������
�� γ������% + ���
���S

Spγµ = 0 . 4=%�5A7

+����

T µν =
1
4
Sp(γµγν) 4=%�5;7

� �������� ���� � 4=%�5#7� 
�	���S

T µν = gµν 4=%�5$7

�� ��������

�
1
4
Sp(âb̂) = aµbµ . 4=%�6B7

&����, ��� ����� ������ γ5� ������������ ���S

γ5 = −iγ0γ1γ2γ3 4=%�6#7

M���� ����� ��� ��
γ5γµ + γµγ5 = 0 , (γ5)2 = 1 , 4=%�6�7

�� �� γ5 �
���������� � ���� 
��� γ���������% *� �
���
�, � �������
α � β �����S

αγ5 − γ5α = 0 , βγ5 + γ5β = 0 . 4=%�6=7

@����� γ5 )������S

γ5+ = iγ3+γ2+γ1+γ0+ = −iγ3γ2γ1γ0 = γ5 , 4=%�6?7



9�9� 1��2
���� ;#

������ �� ������� � ������� �
������ =�#B � B#�= ��������� ��
�	 ������
���
��	 γ������%

+ ���
��
�� ���������
�� ��
�	 ��� γ5 �� S

γ5 =
(

−1̂ 0
0 1̂

)
, 4=%�657

� � ��
���
�� ���������
��S

γ5 =
(

0 −1̂
−1̂ 0

)
, 4=%�667

����� ���
�� ��
Spγ5 = 0 , 4=%�6A7

��� ������

�� 
� ������ � ������ ���������
��%
1������
�� #6 �����S{

γA
}

=
{
1̂, γ5, γµ, iγµγ5, iσµν

}
, 4=%�6;7

���

σµν =
1
2
(γµγν − γνγµ) 4=%�6$7

������� .���
�	 
����/� �� ������� ���� �� .�������
�/ �,��� ������ ?×?%
+ ����� ����� ��� )� ������ ������, ���	�����S

SpγA = 0 (A �= 1) ,

γAγA = 1 ,
1
4
SpγAγB = δAB . 4=%�AB7

1�������

�� ��� γA������� ��
�	
� 
���������� � �,��� ������ ?×? �����
�������� � ����S

Γ =
∑
A

cAγ
A , cA =

1
4
[21 SpγAΓ . 4=%�A#7

����. &���	
� ������

1����
�� ������
�	 ������ � ��������

�� ����� ��� � )
�����	 ����������
������	 ���
�	� �����, ������� � ����S

ψp =
1√
2εp

upe
−ipx , 4=%�A�7

��� up ' ��������

�� ������� 
��������

�	 �����
��% 9�� ���
���	 ��
����
� .������� 
�	 �����	/ 4����
�� ���� �
�� p7 �������S

ψp =
1√
2εp

u−peipx . 4=%�A=7

+ ����� ������� ����� εp = +
√

p2 +m2% -����
�
� �����
���� up � u−p �������
����, �����,��� ����
�
���� ������,����� ��� �����
���� 4=%�A�7 � 4=%�A=7
� ����
�
�� 9�����S

(p̂−m)up = 0 , (p̂+m)u−p = 0 . 4=%�A?7



;� &���� 9� ��'%'-C��% ���'+%��'-

9�� �������

�� ���
���� ūp = u∗pγ
0 �����S

ūp(p̂−m) = 0 , ū−p(p̂+m) = 0 . 4=%�A57

*����� �����,��� �
�����

�� ������� 
���������S

ūpup = 2m, ū−pu−p = −2m. 4=%�A67

!�
���� 4=%�A?7 ����� 
� ū±p ������� (ū±pγµu±p)pµ = 2m2 = 2p2� %�%

ūpγ
µup = ū−pγµu−p = 2pµ , 4=%�AA7

�� �� ?������ ���
��� ��� ��� ������� ���
 4=%�A�7� 4=%�A=7 ����
S

jµ = ψ̄±pγµψ±p =
1

2εp
ū±pγµu±p =

pµ

εp
, 4=%�A;7

%�% jµ = (1,v)� ��� v = p
εp

( ������ ������% +����� �� �����

�� 
���������

��������� .��
�	 ������ � ��T��� V = 1/%
+ ��
���
�� ���������
��� �� 4=%�?$7 �������� ������ ��
����
�� ��
�	�


�� ����
�
�	S

(εp −m)ϕ− pσχ = 0 ,
(εp +m)χ− pσϕ = 0 . 4=%�A$7

&�,��S

ϕ =
pσ

εp −m
χ , χ =

pσ
εp +m

ϕ . 4=%�;B7

&���	 �
����� ����� ϕ � χ 4�������� 
�	� ���� ��� ��� ����� � ����
��
��
����
�� ����
�
�	7 ������ ����� �� ������� 
��������� 4=%�A67% 1�����
���

�� � ��
���
�� ���������
��� ���
��� up � u−p ���, ���S

up =
( √

εp +mw√
εp −m (nσ)w

)
, u−p =

( √
εp −m (nσ)w′
√
εp +mw′

)
, 4=%�;#7

��� n = p
|p| � � w ' �������� 
�	 ���������
�

�	 ���
��� ����������,��	

������,S
w∗w = 1 . 4=%�;�7

+���� ������� � 4=%�;#7 ��������� �� �����	 ����
�
��� �
��� ����� m � �����
����
���
��� w → (nσ)w′% Q
������
�� �������� ���
� ������ 2#3S

ūp =
(√

εp +mw∗, −
√
εp −mw∗(nσ)

)
,

ū−p =
(√

εp −mw′∗(nσ), −
√
εp +mw′∗

)
. 4=%�;=7

*����
���
��� 
����������

� ����������� ��

ū±pu±p = ±2m.

+ ������ ������ %�% ��� εp = m� �����S

up =
√

2m
(
w
0

)
, u−p =

√
2m
(

0
w′

)
, 4=%�;?7



9�9� 1��2
���� ;=

�� �� w ' )� � ����	 ������
�	 ���
��� � ������� � 
�������������
������� ������� ������ �� ���
S

wσ=1/2 =
(

1
0

)
, wσ=−1/2 =

(
0
1

)
. 4=%�;57

*�� ����

�� ����� �� �������� ��� ������
�� 
���������� �����
��� � ���
������� � ����� ������
��� �
���
���� �������� ���
�% + ��������� ��
�����

��� ��
�� ������ �������
����� � ����� ������� ��� ��� � ������ �

��� ������ λ ' �������� ���
� 
� 
�������
�� p% 1����� 
�� �����
���
��������, ������� ���
�� � ������ ���
�� w = w(λ)(n) ������� ������

�	
��
����	 �������� nσS

1
2
(nσ)w(λ) = λw(λ) . 4=%�;67

����/ ����% ��
�� 
 ����
��
	
�

+����
�� ���
���
�� ������������ ���� 4����� �� ���
�� s = 1/27 ����������
�� �����,��� �������% +����� �������
�� �������� 
��� ������������ ���� ��
������� ���
�� � ����S

ψ =
∑
pσ

1√
2εp

(
apσupσe

−ipx + b+pσu−p−σe
ipx
)
,

ψ̄ ≡ ψ+γ0 =
∑
pσ

1√
2εp

(
a+
pσūpσe

ipx + bpσū−p−σe
−ipx

)
. 4=%�;A7

"���� �
��
 9����� 
�� ������
� ��)��� �
��� )
����������� �� ���
� � 
�
���� % ����� ��� 4=%�=;7� 4=%�?=7 
������ ����
,, )
����, ����������	 ������
� �����
�� � ���
���	 ��
����	 ψS

E =
∫
d3rψ∗Hψ = i

∫
d3rψ∗ ∂ψ

∂t
= i

∫
d3rψ̄γ0 ∂ψ

∂t
. 4=%�;;7

*�������� �,�� 4=%�;A7� ������� �����
�� 
�� ��
���	 � ���
��� p, σ� �
���� ū±pσγ0u±p,σ = 2εp 4��% 4=%�A;77� ��������S

H =
∑
pσ

εp
(
a+
pσapσ − bpσb

+
pσ

)
. 4=%�;$7

8� ������
��� ������
�� �� ������ �������� ��
���������

�� ���	�� �����
�������� ���� � ������
�� �����������	 �
�����

���% :� ���� �� ������
�� 
��� ���� 
��
� ���
��� �� >����� %�% ����� ���������������S{

apσ, a
+
pσ

}
= 1 ,

{
bpσ, b

+
pσ

}
= 1 . 4=%�$B7

*�� 
��������,��� �
������� � ���� ��� ��� .
������
��/ � .�����
��/ ������
���� ��������,��� �
���������� ���
� 
��,% + ����� �� 4=%�;$7 �����
��������� � ����S

H =
∑
pσ

εp(a+
pσapσ + b+pσbpσ − 1) , 4=%�$#7
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�� �� ������

�� �
���
�� )
������ �� ������ �����
��
�	 )
����� ��������
���
�S

E =
∑
pσ

εp(Npσ + N̄pσ) 4=%�$�7

� ����,�� �������� 
� ��������

���% *�� ���
���
�� �� P��� �������� ��
E =

∑
p εpσ(Npσ − N̄pσ)� %�% 
� �������� 
� ��������

�� ������
�� �	%

9�� �������� ����� ��� ��
∫
d3rψ∗p̂ψ� �
������
�� ������� �������S

P =
∑
pσ

p(Npσ + N̄pσ) . 4=%�$=7

&������ ���
��� ?���� jµ = ψ̄γµψ� � ���������
�� �����
��� ���
���
��
��� ������� ������ � ����S

Q =
∫
d3rψ̄γ0ψ =

∑
pσ

(
a+
pσapσ + bpσb

+
pσ

)
=
∑
pσ

(a+
pσapσ − b+pσbpσ + 1

)
. 4=%�$?7

8� ��� ������

�� �
���
�� ������ � ����S

Q =
∑
pσ

(Npσ − N̄pσ) , 4=%�$57

�� ��
���� �����������
�� ������� ����� � �
������%

>�����

�� ������� �
���������� ��������� �����
�� � �
�����
��� ���
������ �����
� 2�$3� ������� � ���
���� *���� ' ������

�� �
���
�� ������
��� ����� ����� � ��

�� ���
���� �����
�� Npσ ���� ���
� �� �� �� B
��� #� ������ �� �������� � �� ��� ����� �� ���
�� 1/2 )� ������� ������
��������� ������
�	 �����������	 �
�����

��� � �������� 
�	 �������
��

��� )
�����% + ����� ��� �� ����� ����� ���	� � ����	 ������ � �����
���
� � �������S ��� ������� � ��������� ������ � ,�������� � ������� �
����� ������ � ������% 8� ������
�� ���� ���� � �� �,��, ������ �� ���
�� s
���
� �������� ���� .�������

�	/ �� 2s ����� �� ���
�� 1/2% *�� ���������
s ����� 2s 
���
�� � ��� ����� s ' ��
�% .1���
��/ ������� ���������� ���

�� ����� ������
�� ������� ����
��� � ���������� 
���
�� ����� ������
��
' ������
��% _��� ��
� )� ������
� �������� ������
���� ���� .���
���
��/ �����% *�� )�� ��������������� �� ��� ������ � ���
������ ���
��
�����
�,�� ���
�����	 �������% W��� �� ����������� ������
� �� ���
��
s = 0� � �� ����� ������
� � ������
� �� ���
�� 1/2 ���
� ���� �� ������ 
������ ���
� 1/2� ������ ���� �� ����
��� � ����������� � ����� ����� ���
��� s = 1/2� ������

�� ����% 8� �������� 
�� ������� �
�������� � 
�������
����� �������
��� ���
���	 ����� ����� ������� ���� ������
� *������%

�	��� ����������� �
��� ����
������� ����� �������� � ���� %���������� �	�������� ��#
�!
��� � ������#���� 	��
	�� ����� ���������� ,-P/

��"�
�������� ��� � ��������� ������ 	�� ��� ������� ������ 
������������ �� ������ �����
����� ���������� ������������� �������������� )�����%����������� ������� 	���* � 	��!
#������� �	��
�������� ���� ��� ���� ������������ ������� � ���������� � �� 	������������
��� ��� 
������ � ��������������� ��������� ���������



9�9� 1��2
���� ;5

����0 &�����������
� C, P, T ��� "���
�����

5��#���� ψpσ = upσ exp(−ipx)� ���
���� � ).�-IO* � �	��������� apσ � 	��
������� �����
������� %������ �����
��� ������ )��	����� ���������* � ��	����� p � 	���������� σB
ψ(e) = ψpσ � 5��#���� ψ̄−p−σ 	�� �	�������� bpσ ��
��� ������������� ��� ������� %���!
��� ��������������� ���������� )��	����� 	���������* � ���� #� p � σ� J
���� ψpσ � ψ̄−p−σ
������� 	� ����� �����%����������� ���������� � �� ���	������ �
���������� ��������
�������� ���������� A� ���������� ��� � ��
������� ��
� 	������� ��� ��������� ���������
	������������� ψ̄−p−σ � ������ ����� ����� ������� %������ �
��������� ���� #� ����������
��� � ψpσ � E���� %������ � ��
�� �������� ������� %������� ����������� )	��������* � ��!
	����� p � 	���������� σ� S�	����B

ψ
(p)
pσ = UC ψ̄−p−σ . ).�-P3*

&�� �	������ ���������� ����
���� ��	��#����� C� &�� �	������ �� � ������������ 	������
������� � ����� ����� 	����B

Cψ(t, r) = UC ψ̄(t, r) . ).�-PO*

J	����� 
���� ����
�� ������� ��#�� ����� � ,2/� 	����
�� ����� ������������ ��������B

UC = γ2γ0 . ).�-PI*

C� ψ̄ = ψ∗γ0 = γ̃0ψ∗ = γ0ψ∗ �����B

Cψ = γ2γ0ψ̄ = γ2ψ∗ . ).�-PP*

A� ������� � ��
� 	����� ��� �����
�� ���
������ ���

Cψ−p−σ = ψpσ , ).�.88*

��� ��� �������� � 	�������� �	��������� �
��������� �������� %��������B ψ(e) = ψ(p) =
ψpσ � ��� � 
�#�� ����� 	������� ��� %������ ����� ��%������� ����� �� ��	���� � 	��!
������� �������

T��� ���� ��#�� ����������� � �	������ ��������� �������� C�������� ����� �������

�#�� ��	����#
����� ���	������ ��	��#����� ������� %������ ,-P/� A� �� �� ����� 	�!
����� � ��������� '���������� 	� �������( ������� %������ %������� Tψ � ��� #� 	��
!
��������� ��� � ����
��� ψ� ��
�� �	��� ����� 	������� ��
 ψ∗ )�� ψ̄* ��������� ���������
	�������������B

Tψ(r, t) = UT ψ̄(r,−t) . ).�.82*

5�#�� 	������� ,2/� ���
UT = iγ3γ1γ0 , ).�.8-*

��� ���
Tψ(t, r) = iγ3γ1γ0ψ̄(−t, r) = iγ3γ1ψ∗(−t, r) . ).�.8.*

J	������ 	��������������� �������� )��*�	������ P ��� �	��
���� ���� � ).�-D8*B

Pψ = iγ0ψ , P ψ̄ = −iψ̄γ0 . ).�.8D*

"����
�� 	���
�������� �������� ���
������� �� 
���������� 	�� ψ ���� ���� �	������
T, P,CB

Tψ(t, r) = −iγ1γ3ψ∗(−t, r) ,
PTψ(t, r) = iγ0(Tψ) = γ0γ1γ3ψ∗(−t,−r) ,

CPTψ(t, r) = γ2(γ0γ1γ3ψ∗)∗ = γ2γ0γ1γ3ψ(−t,−r) ).�.8=*

��
CPTψ(t, r) = iγ5ψ(−t,−r) . ).�.83*

"������� ��� �	������ � ).�-IO*� ��#�� ����� ��
����� 	����� 	������������� �	��������
��#
���� � ������#���� ,2/B

aCpσ = bpσ , bCpσ = apσ ,

aP−pσ = iapσ , bP−pσ = ibpσ ,

aT−p−σ = 2σia+pσ , bT−p−σ = 2σib+pσ . ).�.8O*
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����1  
�
������ "�����

*����� �� �����
��� ψ � ψ∗ ���, �� ? �����
�
�� � �� 
�� ���
� ������ 
?×?j#6 
���������� ����
�	
�� �����
���	% + ��������
�� ���� )� �����
��
��� ��������,�� �����,��� ������� 4��% 4=%�6;7� 4=%�6$ 7 S

S = ψ̄ψ , V µ = ψ̄γµψ ,

P = iψ̄γ5ψ , Aµ = ψ̄γµγ5ψ ,

T µν = iψ̄σµνψ , 4=%=B;7

���

σµν =
1
2
(γµγν − γνγµ) . 4=%=B$7

8� ����
�	
�� ����� ������, ���
 ������ S� ���
 ������������ P � ?������
V µ� ?������������ Aµ � �
���������
�	 �
��� T µν %

1�����
�� S � ������������
�� P ������
� �� �� ���
��
��� ���������
��
4��% 4=%�BA7 � 4=%�B;77S

S = ξ∗η + η∗ξ , P = i(ξ∗η − η∗ξ) . 4=%=#B7

+����
�	 ������� V µ �������
� ����� �� ����
�
�� 9����� pµγ
µψ = mψ� ��

������� ����� ������ (ψ̄pµγµψ) = mψ̄ψ� ��� ������ � ����� ��� �������%
+������ ������� �������
�� ����
�	
�� ���� 4=%=B;7 ������
�S �
� ��������


� ��� ��� ���� γµ ���������� ����	 ?������� γ5 ' ������������� � ������ �
����� ����
 ψ̄ � ψ ������, ����� ������% &������ ����
�	
�� ����� ������
����� �� ������� ��������
��� ?��
���� ��
� �� ��� ����� �� ���������

�� �����
���� γµγν + γνγµ = 2gµν� �� �� ��������,��� ����
�	
�� �����
������� � gµνψ̄ψ% *���������� ����
�	
�� ����� 4=%=B;7 ����� ��,�� ��� ���
����
�� ������
�� �����
���
�� ��������	���� ���
��
�� ����	 ����� ����	
� � ������� ������% *������ �����������
�� ����
�	
�� ���� ��� ������
��
�����������
��� C,P, T ���
� 
�	� � 2#3%

����2 3����
���

+��� �� ������� �� 
���������� �����
�� ������ �� ���
�� s = 1/2 �����
���
����� ξ � η �����
� � �����	 ������% 8� �����
� ������� ���� ����� ���
�

��,��% +��
���� ����
�
��� �������,��� ���, ������ ���� �� �������
�
� ����� , ����� ��
��� ���
���� 
������� ηS

pαβ̇ηβ̇ = 0 4=%=##7

���� �� ��� �����S
(p0 + pσ)η = 0 . 4=%=#�7

8� ����
�
�� 
�������� ����
�
��� +�	��%
+��� �������� � �� ���
���� ����
�
�� � �����	 m� ����������� ��������

��� �
�����

�� �� �
���
�, � ������
���

�	 �
������ 4�����������
��
ξ ↔ η 4=%�#577% *�� �����
�� ������ ��
�� ���
���� )� �������� ��������%

��1��
� ���� ��������� %��������� � ��������� ���	������������ ���������� ����� ���
����� ��������B ������������ � ��������� �� � � ����� mν < 30eV �



9�9� 1��2
���� ;A

8
����� � ����� � ������ � m = 0 �����
� ���
���
��� ε = |p|% *�)��� ���
������	 ���
� ηp ∼ e−ipx ����
�
�� 4=%=#�7 ���S

(n · σ)ηp = −ηp , 4=%=#=7

��� n = p
|p| % C���� �� ����
�
�� ���� ���� � ��� ���
� � .������� 
�	 �����	/

η−p ∼ eipxS
(n · σ)η−p = −η−p . 4=%=#?7

+����
�����
���

�� �������� ���� η ���������,�� � ����S

η =
∑
p

(ηpap + η−pb+p ) ,

η+ =
∑
p

(η∗pa
+
p + η∗−pbp) . 4=%=#57

&�,��� ��� ����
�� ������� �� η∗−p ������� ���
���	 ��
����	 �
�������%
:�	��
� ���������� ����	 )���������� 
�	��� 
�, ������� 
� � ���������
������ ���������� �
� 
� ������� ���

� 
�	��� 
�	 ������	U

�� ��������
�� ��������� pαβ̇ 4=%�##7 ���
�� �� pαβ̇∗ = −pα̇β % *�)��� ����
�����
� �������

�	 ���
�� η∗ ����������� ����
�
�, pα̇βη∗

β̇
= 0� ���� �� ���

�����S
pα̇βη

β̇∗ = 0 . 4=%=#67

&���
���� ηβ̇∗ = ξβ � ������ �� ��������
�� �������
�� ��������� ��
���
�	
���
�� � 
���
���
�	% C���� �������� ���
���� ��
���� �
������� �������
����, ����
�
�,S

pα̇βξ
β = 0 4=%=#A7

���
(p0 − pσ)ξ = 0 . 4=%=#;7

9�� ������	 ���
� ��,�� �����S

(n · σ)ξp = ξp . 4=%=#$7

O������ �� 1
2 (n · σ) ���������� ����	 ������� �������� ���
� 
� 
�������
��

�����
�� 4������ 
���7% *�)��� ����
�
�� 4=%=#=7� 4=%=#$7 ��
���,� �� �����
�
�� ������ � ��������

�� ����� ��� ����������� ���������� ������ 
��
' �������� ���
� � 
�� 
�������
� ���� 
�������
�� �����
��% *�� )�� ���

������ ������������
 ����� �� 4������ 
�� ���
� �#l�� .����	 ��
/7� � ���

�
������� 
�������
 ���� ����� �� 4������ 
�� ���
� m#l�� .�����	 ��
/7%
1�������

� ��� 
�	��
� � �
�
�	��
� ������� �������� �� �
���
�,
� �����
��� � ��������� ���������	 ����� �� � 
�������

�, ���� ����� ���
��� )� ������
� 
� E��% =%�% 8� ��������� )��������
�� 
� 
���,�������

�����
�, ������
���

�	 ��
��� � ������ ��������	�����% *�� )�� ������

����� ��
���� �������� �
����� 
� �������� CP ' �� 
��������� �����
��
����

�� ��
�� �� E�������

�� ����� 
�������� �����	 ���������
�

���

�	��
�% &
� ���� ��������
� ������� M�
���% 1 ����� , ��
��� ���
��� η 4���

��F��������� � � ����� ������
�������� ����� ����� ���#� � ����� ����� ��������� CP ���!
������ ��� ����
������ � ��������� � 	�������� ���	�
�� K!�������� &�� ��������� ��� ���������
����� ���#� ����� ����� ��������� T ! ��������������� "����
� ��������� CP !��������������
�������� ������������� ���#����� ���� ����� �	������ �������� 	������� ��� ���� ����� �%!
%������
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E��% =%�S *�� �����
�� � ������� 4������
���

�	 �
������7 ����� 
�	��
�
�������� � 
��������,��� ������ 
�	��
� 4�7% E��� 
�� �����
�� ���������
��� ��
������

�� � �����
��� �������� � ������ � �
������� 4���������
�������
��7� ��� )�� ����� 
�	��
� �������� � ������ �
�
�	��
� 4�7%

ξ7 ���
� �������� ����� ����� ����
�	
�� �����
����� �������,��� �����
?������S

jµ = (η∗η, η∗ση) . 4=%=�B7

+ ���� (p0 + pσ)η = 0 � η∗(p0 − pσ) = 0 ���� ���� ����
�
�� 
�������
���
∂µj

µ = 0� �� �� jµ ���������� ����	 ?������ ���
��� ��� 
�	��
�%

*������ ���
� 
�	��
� ����
� ������ ��� � ���� � ����S

ηp =
1√
2ε
upe

−ipx , η−p =
1√
2ε
u−peipx , 4=%=�#7

� ���
��
�� �������� 
�������� �
�����

�� ��������S

u∗±p(1, σ)u±p = 2(ε,p) . 4=%=��7

C���� ���
�� ����� � ���
�� ��� ���
� j0 = 1� j = p
ε = n%

*�� ��������
�� ��������� ��������	���� 
�	��
� � ������� ��������
����
� ��� ���� �� ���
������
��� ����
���
���� � ����� ��� 
�	��
� .����

��
��
�,/ ���
���, ��
���,� ��� �� �����
�
 �����	 ���
� 
��,S ψ =
(

0
η

)
%

&�
��� ���� ����� ψ� ������ ������� ��
���� ��� �������� � ������� 4
� ���
���

���7 ���������
�,% 8� ���
�� ���
� ���	�� ���� ����� � �� � ���
��
��
���������
��S

1
2
(1 + γ5) =

1
2

{(
1̂ 0
0 1̂

)
+
(

−̂1 0
0 1̂

)}
=
(

0 0
0 1̂

)
,

1
2
(1 − γ5) =

(
1̂ 0
0 0

)
, 4=%=�=7



9�9� 1��2
���� ;$

�� �� ���
� 
����� �������S

1
2
(1 + γ5)

(
ξ
η

)
=
(

0
η

)
, (η∗, ξ∗)

1
2
(1 − γ5) = (η∗, 0) , 4=%=�?7

��� ξ ' �������� 
�	 .������
�	/ ���
��% C���� ������� ���

�	 ����������

�

��� 
�	��
� ���� ����,��
� � ��� �����
�� ��� �����������
�

��
�����
���� ψ � �,��� ���������
��� ���� ��� ψ ��
��� ����
�� ����
�
��
9����� � m = 0S

p̂ψ = 0 4=%=�57

� �����
��� 
�� �������� 4γ5��
�����

�� 7S

1
2
(1 + γ5)ψ = ψ ��� γ5ψ = ψ . 4=%=�67

8� ������� ���
� ���� ������������ ���� �� ���� ������
��� ���������
����
� 
�	��

�� �����
���� �� �������S

ψ → 1
2
(1 + γ5)ψ , ψ̄ → ψ̄

1
2
(1 − γ5) . 4=%=�A7

:�������� ?������ ���
��� ��� ����������� � ����S

jµ =
1
4
ψ̄(1 − γ5)γµ(1 + γ5)ψ =

1
2
ψ̄γµ(1 + γ5)ψ . 4=%=�;7

�� �������

��� ���� �������
�� ������ 
��� ����������� ������
�� ��
��
�� ��� 
�� � ����� ������ ����
� ����� .������/ � .�����/ ���� ���S

ψR =
1
2
(1 + γ5)ψ , ψL =

1
2
(1 − γ5)ψ , ψ = ψR + ψL . 4=%=�$7

C���� ����
���
�� ���� ����� ��,�� 
� �� �� ��� �����
�� 
�	��
�� 
� � ���
�,��� ������ ������
�� �� ���
�� s = 1/2� ��� ��������
�� ������ � ������
���
� ���
����� �� �����	%

� 	���
���  �
�� � ����� � ���������� ���	������������� ���������� �� ���������� �����
��������� ������ ������� � ��
�� ������� ����������� ��� ���������� ����������� ������!
��� 	�����
���� ���� � ���� 	�� �	������ ����
��� � ��	��#���� � ������� �������� ������
�	������ ������� �������� ��������� �� ������� 
���������� ������ 5������� ��� 
������!
��� � ��	�� ��� ���� �� 	��
�
��� � ���#����� � � ���#���� ��������� )	�����������* L � R
���	������ �
�� � � �� � #� 	��B

LD = D(ψ̄LψR + ψ̄RψL) = Dψ̄ψ , ).�..8*

 
� D ���������� 
���������� ������ 5������� ��� ������������ � ��	� 	����������� L � R
���	������ ������� ���������
� ������ ��� ��� ��������������� ���
� � � ���#��� ��#��
��	����� ��� ,22/B

LMA = A(ψ̄CLψL + ψ̄Lψ
C
L ) = Aχ̄χ ,

LMB = B(ψ̄CRψR + ψ̄Rψ
C
R) = Bω̄ω , ).�..2*

 
� ��
��� C ���������� ����
���� ��	��#���� � ���
��� �������� )������� ���������� ��
�������������* 	��B

χ = ψL + ψCL , χC = χ ,

ω = ψR + ψCR , ωC = ω . ).�..-*
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J������� ��������� ����� ��
B

ψL =
1

2
(1 − γ5)χ , ψCL =

1

2
(1 + γ5)χ ,

ψR =
1

2
(1 + γ5)ω , ψCR =

1

2
(1 − γ5)ω . ).�...*

4� 
� � � ���#���� �
���������� 	����������� � 
���������� � ������������� �������� �����
�����B

LDM = Dψ̄LψR + Aψ̄CLψL + Bψ̄CRψR + h.c =

=
1

2
D(χ̄ω + ω̄χ) + Aχ̄χ+Bω̄ω = (χ̄, ω̄)

�
A 1

2
D

1
2
D B

��
χ
ω

�
. ).�..D*

��������� �
��� �������� ������� � �� 
�� ���������� � �� ����������� �������� 
���B

m1[21 ,2 =
1

2
(A+ B) ± 1

2

�
(A−B)2 +D2 . ).�..=*

E���� �������� ����� ����� �������� ��� ).�..D* � ����������	�������� %��������� 	���
%��������� �	������� 
�� ������������� ������� � ������� �������� 1�������������� 	��
	��
��������� ��
������ )
�� ����������� ).�..D** �������� ������������ ����
���
	���B

φ1 = χ cos θ − ω sin θ , φ2 = χ sin θ + ω cos θ , ).�..3*

 
�

tg2θ =
D

B −A
. ).�..O*

+����
�� ���
������ ��� 	�� A = B = 0 )���� 	�� ������ ��� ������������� ������* ����
�
	�������� %������� ������ � ����������	������� � 
��������� � 	��� ��� ��� 
����������
%������ ������������� '����#
������( 	��
�� A = B = 0 
��� ������������� ������� "�����!
�� ������������� �������� ���� � � ���#���� ).�..2*� �����
��� 	����
�� � ������������
�

������ � �������� � ����� ������� ����� 	�� ψ� ��	����� ����������� � ����
�� ��� ������!
��� ����������� %�������� �� ���������� ��������� ��
��� ����#������� 
�#�� �����
A = B = 0� ���� ���� 
����������� ���������� T ��� 
� �������� ��� � � ��������� ��� � � �
��#�� �	������� � � ������ ���� ���� � ������������ � %��������� ��� ����� ��������
����� ����� ���� �� ������������� �������� ��������� �� 
������	�������� )���������*
��������� ������������� ����� ��� #� ����� �������� ������ �� ���� �� ������ ���������!
���� �������� 	����
�� � ��
� �	���%������� 	��
���������

!9�0�AC �� �2�3�< s = 3/2?

f������ �� �	���� s = 3/2 � ����� ������� 	���� �	��������� ���������� ������������ �	���!
��� ������ � ��� �� ������� 2s+1 = 4 ����������� ���	������� 1�������������� � 	����������

������� ������� �	������ ����� ������ ��#�� �������� ��	����� �	����� ξαβ̇γ̇ � ηα̇βγ � ζ
αβγ � χα̇β̇γ̇ �

��#
�� �� ������� ����������� 	� ���� �
�������� )���� 	��������� �� ��	���������* ��
��!
���� S������� ��� 	���
��� 	��� �	������ �� 
������� ���� � ���� � � ���������� 	�������� �
	������ 	����� 	���� 1��������� �������� ������������ %���������� ������� ���������
� ��������������� ��
���� �� � ��������� ������� ������� ��� �
��� �� ��� ,2/�

"��� �	������� ��
����� αβ̇� ��� �� ��
�� ����� ��#�� ��	�������� �
�� D!���������

��
��� µ� "������ ��	�������� ξαβ̇γ̇ → ψγ̇µ � ηβ̇αγ → ψγµ� ���� ���
�� '���������( �	������ !
��������� �������� 1�����	����� ���� 
��� �	������ ��	���������� '���������( ���	���� ψµ
) 
� �#� �� 	���� ���	������� ��
����*� ������� ��������� ��	��������� � ��
� '���������
A�����( 
� ��#
�� �� ��������� ���	����� ψµB

(�p −m)ψµ = 0 ).�..I*

� 
�	��������� �������
γµψµ = 0 . ).�..P*

K���#�� ).�..I* �� γµ� � ������ ).�..P*� 	����� γµγνpνψµ = 0 ��� � ��� 	���� ����������

� γµB 2gµνpνψµ − γνγµψµ = 0�  
� � ��� ).�..P* ������ ��� 
��� ���� E� 
� �����B

pµψµ = 0 , ).�.D8*



9�9� 1��2
���� $#

��� ����	������� 	�����
 ������������� �	������ � '��#���( ���������� � ������� 	�����
"����� ����� 
�	��������� ������ � ������� ���������� ���
��� ������������ ���
!

����� 	�� 	����
���� 	����
��� ������������ S������� �
����� ��� ��� � � ����� ������ �
������� ����� �	������ ��� � 	�� ����#
���� %�������� �� �	���� s ≥ 3/2� ��
��� 	�������
��� ����������� ������ ���� � ��	� � ������ '����
������ ��
��( 	����� ����
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����� �

 ��	��	�
���� ������
������	� �
�����	���	�� ��	�
�
�
�	��
��
���������	�����

$�� #���
�	����	���� 	������ ������� .�����

+ )�	 ����� ����� )����
��
�� �����
�� � ���
���, )�������
������ ��
����
���,� ��� ����� )��������
�
��� ��������	���� )����
��
�� ����
�� ( %�%�
���������� )�����
�� � ������
��% *�� )�� �� �������� � ��
��
��� ������

�� 
�� ������ >�	
��
�� ������� ������
�� ������ ���
� 
�	� � 25�=#3% :�

��
�� �� � 
������������	 ���
���	 ����
���� ���� ����� ��� ��
��	 �
��������� ������� ����
�� ������, �� �������

�� ������ ��� 2�$3%

E�������� 
������
��
�� ����
�
�� R����
����S

i�
∂ψ

∂t
= Hψ . 4?%#7

&���
�	 ������ � ����
�, ����� �������
���� 
��� ����
�
�� ����� � ���
�� �
�� ���
���, ��
���, � 
���	 
���� 
�	 ����
 �����
� ψ(t1)� �� ������
�� ������� �� ����
�
�� �� ����	 �
����� �����
� ∆t� ��������

� 
�	�
ψ(t1 + ∆t)� � ���� �������� )� �������% >�	
��
 ��������� ����� ����
��
4?%#7 � �
����� 
�� ����� �� �� ��� �������� � ����
� �����
� t2 > t1 ���
��
��� ��
���� � ���� (t2,x2) ��������� ����� ���
���, ��
���, � ���� (t1,x1)
�����,��� �������S

ψ(x2, t2) =
∫
d3x1K(x2t2;x1t1)ψ(x1t1) , t2 ≥ t1 . 4?%�7

O��� �
����� 
�� ���� K(x2t2;x1t1) ���������� ����	 �����
���� 4��
���,
"��
�7� ��������,��	 ��
�	
��� �������
���� 
��� ����
�
�, 4?%#7% >����

$=



$? &���� =� 1E'��'%����. +%)-. �%;-+)%'�

�����	 ����� ���������� ���
 �� ����	 ������ 4?%�7 ' )� ���
�������
�������
�������� �����
��� �������� ������ �� ���� x1 � ����
 �����
� t1 � ����
x2 � ����
 t2%

*�� � ��� ������� ����� �
��
 H 
� ������ � �����
�% + ���������
� ���
����� ������������ ���
���	 ����
��� ���
� ������� ψ(x1t1) � ���
�� ���
��� 
����� ���
��������

�� ������

�� ��
���	 un(x) �������� H �
������

��� �
���
���� EnS

Hun = Enun ,∫
d3xu∗n(x)um(x) ≡ (un, um) = δnm , 4?%=7∑

n

un(x)u∗n(x′) = δ(x − x′) .

C����S

ψ(x1t1) =
∑
n

cnun(x1)e−iEnt1/� . 4?%?7

-�)������
� cn ���
� ������ ���� � ��
���� 4?%?7 
� u∗n(x1) � �
�������
�� ������
��� ������
���S

cn =
∫
d3x1u

∗
n(x1)ψ(x1t1)eiEnt1/� . 4?%57

+��
���, ��
���, � ����
 �����
� t2 ���
� ������ � ����S

ψ(x2t2) =
∑
n

cnun(x2)e−iEnt2/� . 4?%67

*�������� 4?%57 � 4?%67� ��
�� ������� ���������
�� � �
��������
�� � ����
��
��� � 4?%�7� ��������S

K(x2t2;x1t1) =
∑
n

un(x2)u∗n(x1)e−iEn(t2−t1)/� 4?%A7

���� ����� ����
���
��
χn(x, t) = un(x)e−iEnt/� , 4?%;7

����� ����� ������, ����� S

K(x2t2;x1t1) =
∑
n

χn(x2t2) .χ∗
n(x1t1) 4?%$7

*�� �������,��� �����
�� t1 = t2 = t �� 4?%A7 �������S

K(x2t;x1t) =
∑
n

un(x2)u∗n(x1) = δ(x2 − x1) . 4?%#B7

8�� � ������
�� ,� ��������� 4?%�7 � ������� ��� t1 = t2% :��� ��
��
�� �
��
����, �����
� t2 > t1� ��)��� ����
� ������ K(x2t2;x1t1) = 0 ��� t2 < t1� ��
�������� �����
�
�� �������� ������������ � �������� S

K(x2t2;x1t1) = θ(t2 − t1)
∑
n

χn(x2t2)χ∗(x1t1) , 4?%##7



=�!� '������
�
���	�� ����
�� 1��	/

 &�
��� $5

��� �����
� ����
���� ��
����S

θ(t) =
{

1 ��� t ≥ 0
0 ��� t < 0 . 4?%#�7

9�� ��������
�	 θ���
���� �����S

dθ(t)
dt

= δ(t) . 4?%#=7

C���� ��� ���
� ������ �������
���� 
�� ����
�
�� ��� ��
���� "��
� 4����
�������7K(r2t2; r1t1)% *����� �� χn ���������, ����	 ����
�� ����
�
��R���
��
���� 4?%#7� 4?%?7� � ����� ��� 4?%#B7� 4?%##7 � 4?%#=7 �����S[

i�
∂

∂t2
−H(x2)

]
K(x2t2;x1t1) = i�

∑
n

χn(x2t2)χ∗(x1t1)
∂

∂t2
θ(t2 − t1) =

= i�
∑
n

un(x2)u∗n(x1)e−iEn(t2−t1)/�δ(t2 − t1) =

= i�δ(t2 − t1)
∑
n

un(x2)u∗n(x1) = i�δ(t2 − t1)δ(x2 − x1) . 4?%#?7

���� � ����� ������ 4���� ����� H ������ � �����
�7 ��
���� "��
� 4����
������7 K(x2t2;x1t1) ����������� ��� ����
�� 
���
����
��� 4� δ�����
���� �
�����	 ����7 �������
���� 
��� ����
�
�� �����S[

i�
∂

∂t2
−H(x2t2)

]
K(x2t2;x1t1) = i�δ(t2 − t1)δ(x2 − x1) , 4?%#57

������ � ������� ���
��
��� ������� ������

K(x2t2;x1t1) = 0 ��� t2 < t1 . 4?%#67

*�� t2 �= t1 ����
�
�� 4?%#57 ������� �S[
i�

∂

∂t2
−H(x2t2)

]
K(x2t2;x1t1) = 0 . 4?%#A7

W��� ����
�������� 4?%#57 �� �����
��
� ������ �
������ �����
� � t2 = t1−ε
�� t2 = t1 + ε� � �������S

K(x2t1 + ε;x1t1) −K(x2t1 − ε;x1t1) = δ(x2 − x1) . 4?%#;7

+���� ������ ���
� � ����	 ���� 4?%#57 �������� ��� ε → 0 ��� ��
��
�� H %
!���� ���� � �� K(x2t1 − ε,x1t1) = 0 ����� 4?%#67 � t1 − ε < t1% C����S

lim
ε→0

K(x2t1 + ε;x1t1) = K(x2t1;x1t1) = δ(x2 − x1) , 4?%#$7

�� �������� � 4?%#B7%

�J���
�� ������� ��
��� ��� ���� �	��
����� %������ 0���� ��������� g��
�� ��� ���	�!

��� � �� �	��
������ � �������������� %����� ,.-/
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C���� �������� ����� ����
�� 4?%�7 )�������

� ����
��� ���
�������
����
����� �����
�,% *�� �� ����� ���� � ������	� � �����	 H = H0 + V � ������
��� H = H0 ������ ������� ��
�% C���� �� ���
����� V ���
� ����� �� ���
���� ����, �������
�	% &���
���� K0(x2t2;x1t1) ��
���, "��
� .������
�	/
������� �������	�� � ������� �������
�� V % :����
� ����� ��� �� ������
��
���� 
�� ����
�
�� 4?%#57 � ���
��
�� ������� 4?%#67 ���
� ��T���
� � ��
�
����
������� ���������S

K(2, 1) = K0(2, 1) − i

�

∫
d4x3K0(2, 3)V (3)K(3, 1) , 4?%�B7

��� ������� ����
���
� ������
���

�������

�� ����� 
�������� (2) = (x1, t2)
� % �%� � �����
� ���������
�� ������

�� �
��������
�� x3 = (x3, t3)� ������
�� �����
� t3 �������������� ������ 
�� �
��������
�� � �����
��
�� ��������
4
������ θ���
���� � ��������
�� ���������� ����������� ����������� ����
��� 
�� ��
��
�� �������7% _��� ����� �� � ������������� 4?%�B7 ����	�����


� ��� ��� ���� ���������
[
i� ∂
∂t2

−H0(2)
]
�� ����� ��� ����
�
�� 4?%#57 ��� K0

4%�% ��� V = 07� ������� �������
���� 
�� ����
�
�� ����S[
i�

∂

∂t2
−H0(2)

]
K(2, 1) = i�δ(2, 1) + V (2)K(2, 1) ,

�� ����� ����
��� ������ ���
� ������ � ����, ��� ����� �������� � 4?%#57%
*����� �� K0(2, 1) = 0 ��� t2 < t1� � � K(2, 1) = 0 ��� t2 < t1%

*���������� �
����� 
��� ����
�
�� 4?%�B7 ����� � ��� �� ��� ����
�
���� ���������� �� �� ���
���� ��� ����� �������
�	 ��� ����������
����S

K(2, 1) = K0(2, 1) − i

�

∫
d4x3K0(2, 3)V (3)K0(3, 1) +

+
(
−i
�

)2 ∫
d4x3d

4x4K0(2, 3)V (3)K0(3, 4)V (4)K0(4, 1) + . . . . 4?%�#7

_��
� )��� ���� ���, ������
�, � 
�����
�, �
��������,S �����	 ���
 ����
����� ���������
�
�� ������
�	 ������ �� ���� # � ���� �� ����	 ��������
���������
�
�� ������
�	 ������ �� ���� # � ���� =� ��� �
� �������� ����
���
�� 
� ���
����� V � ����� ���� �
��� ��������� ���������
�
�� ������
�	
������ �� = � �% &�����
�� �� ���� = �������� 
�� �� �� �� �� ������
��� 
��
�� ����
�������� % *������ ����������� �����
��
�� %�% ��� �������� ����
�������� ������
���� ������
��� �� � �������� �����
��
����
��� ������
��

� ���
����� V % C���� ����� �������
�	 ���� �� )������
� ����� ����
�
��� ����
�� ��
���
�� ������ � �� ��� ���
���� � �� ����� ����
�,%

$�� 1�
�	����	���� 	������

*���	��� � ������
�, �
������
��� ���������� � �����������	 �����% !����

�
�� 9����� ��� ������� ������ ���� ���S

(i∇̂ −m)ψ = 0 , ∇̂ = γµ∂µ = γ0∂0 + γ · ∇ , 4?%��7



=��� )����
�
���	�� ����
�� $A

���� � ������ � ����������� �������� �� ���
���� � ������ ���
�� � =
c = 1% _����������
�

�� ���
���� ��
���� 4�����
��7 9����� ψ(x2t2) ����
�� ������
� �� .
���� 
�	/ ψ(x1t1) � ����� , ���������� 4��
���� "��
�7
K0(x2t2;x1t1)� ���������,���� ����	 
������, ������ ?×?% 8� ������ �����

� ���������� ����
�
�, 9����� � �����	 ��� ,� �
������
��� 4?%#57S

(i∇̂2 −m)K0(2, 1) = iδ(2, 1) , 4?%�=7

��� �� ����� ����� ��� � ����� ������
�� ����
���
�� ������
���

�������

��
������

�� �������% *� �
������ � 4?%?7� 4?%67 ��
���, ψ ���
� ������� � ���
�� 
����� ������

�� ��
���	 un� ��������,��� 
����� ��� �������� 
���
�� � ������� 
�� )
����	% +���� u∗n ����
� ����� ���� �������

�� ���
���
ūn = u†γ0 = u†β 4��� ��������� ����������� ������ γ0 = β� β2 = 17% *������
��������
��� ����� ����

�� ��� ������ 4?%A7� 
�	��� ������	 ��������� � ����S

K(x2t2;x1t1) =

=
∑
En>0

un(x2)ūn(x1)e−iEn(t2−t1) +
∑
En<0

un(x2)ūn(x1)e−iEn(t2−t1) , ��� t2 > t1 ,

K(x2t2;x1t1) = 0 ��� t2 < t1 . 4?%�?7

E������
�� ψ ����
� ��� ���

� �� ������� 
����� ������

�� ��
���	� ���,�
��,���� �����
�� � ������� 
�	 )
�����	% -������ ��� )� ����� � ���������	
���� ���
�� ' 
������� �
��
�� �������
�� 4���
����7 ���� ����� �������
�� ������ 4��� ��������

��� )�����
�7 �� �����
�	 � �������� 
�	 )
�����	
� �����
�� � ������� 
�	 )
�����	� �� ��
���� 
����	����� ������ 4����
���� ��
��
��� �����
��7% 9����� ��� �����
�� ����� )� �������� ��S ����	�
���� � �� ��� �����
�� � ������� 
�	 )
�����	 � ��
��
�� �����
�� 4������
��7 ��� ��
�� )�����
���� ���� ���
��� *���� 
� ��� )�����
�� �����������

�� ���� ��������� ����	�� � ����� �� ������
��� � ��� ��
��� �����
�� �
������� 
�	 )
�����	% 8� ������ ���� ��� t2 > t1 ��������� K(x2t2;x1t1)
��� �����	 ����
�	� ��������,��� �� �� �������� 
�� )
������ ������%
9�� ���� ���� ��������� )� ������������ %�% ����� 

K(x2t2;x1t1) =
∑
En>0

un(x2)ūn(x1)e−iEn(t2−t1) ��� t2 > t1 , 4?%�57


��
� �� 4?%�?7 ����� ����� ���
�� ����S

un(x2)ūn(x1)e−iEn(t2−t1) 4?%�67

�� �����
��� � ������� 
�	 )
�����	 ��� ���� ����
�� �����
�% 8� ����� 
���
�� ������ �� ���� ����� ���������� ����	 ����
�� ��
����
��� 4��� �����	
����7 ����
�
�� 4?%�=7% + ����� ��� )� ����� �������� �� ����	 ������
�	
����
�� 4?%�?7� � �� ������� �����,��, ��
���, "��
� ��� ������
�	 ������S

K+(x2t2;x1t1) =
∑
En>0

un(x2)ūn(x1)e−iEn(t2−t1) ��� t2 > t1 . 4?%�A7
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E��% ?%#S

E��% ?%�S

:� ���� ��� t2 < t1 )� ��
���� ��� 
� ���
� 
��,� � �� �����S

K+(x2t2;x1t1) = −
∑
En<0

un(x2)ūn(x1)e−iEn(t2−t1) ��� t2 < t1 . 4?%�;7

&����� �
���
�� 
� ���
����	 ���� ����	 �
�� ��
��U *�����
�� ������
��
����
� ������ ���S

K+(x2t2;x1t1) = −
∑
En<0

un(x2)ūn(x1)e−i|En||t2−t1| ��� t2 < t1 , 4?%�$7

�� �� � ��������� )����
�
� ��� ��� �� �� �������� 
�� ������
�� �
������� 
�� )
����� ��� �� �������%

*�� 
������ �
��
��� ���
����� ���
� ��� 
����� �
����� 
�� �����

�
�� ��� 4?%�B7 � ��� �������
�� � ��� 4?%�#7� �� �� K0 
��
� ����� ����
� 

� K+� � ���
���� V ���������� ��� ������ ?×?% 1���� ���
�� ������
�

��� ���� ����� ����� ��
� � 
�������� ������
���

�������

�� ��
�����
>�	
��
�% *����	 ���
 ���� 4?%�#7 K+(2, 1) �������� ���������
�
�� ������
�	
������ �� ���� # � ���� � 4E��% ?%#7% +���	 ���
 4E��% ?%�7 ���� ���S

(−i)
∫
d4x3K+(2, 3)V (3)K+(3, 1) 4?%=B7

� �������� ��
����
�� ������
��% :� ����
�� ����
��	 �����	 ����
���
� ���
��� � � �����	 �����
 � 
��� ���
���� V % C���	 ���
 4E��% ?%=7S

(−i)2
∫
d4x3d

4x4K+(2, 3)V (3)K+(3, 4)V (4)K+(4, 1) 4?%=#7

�������� ������
�� ������
��% 9�������� E��% ?%=4�7 � E��% ?%=4�7 ���,������
, ��� �����
� ����� ������
��%



=��� )����
�
���	�� ����
�� $$

E��% ?%=S

• 0���� )�*S W��� �� ���� # � ���� � )�����
 ������� ��� �� ����� ����
���� ������	 ��
��� � � ������
�� ��� K+ ���,�� ��� ����� ���
4?%�A7� %�% ������,�� �� �� �����
�� ������ � �������� 
�	 )
�����	%
8� �� ����
�� ������
�� ������
�� )�����
� � �������� 
�	 )
�����	�
��� � 
������������	 �����%

• 0���� )�*S *�� �����
�� �� ������	 ��
��� ��� �������� �� ? � = ������
����������� ���� �� �����
�� ���� � ������
�� ��� K+ ���,�� �� ��
����� �� �����
��� � ������� 
�	 )
�����	 ��� 4?%�$7% + �
���������
>�	
��
� )� ��������� ���������
�
�, ��������� 4%�% �
�������7
�� ���� = � ���� ?% W��� ���� � �� ����� ������ ��������� � )� ���
��������� 
�� �����	 ���
� �
���������� ��S � ���� = ��������
)�����
�������

�� ����� )�����
 ���������
���� � 
�������
�� � ���
�� �� ���� ��� ������
 ' � 
�������
�� � ���� ?� ��� �
 �

�������� �
���������� ��� �����
�� )�����
��%

C���� �������� �� >�	
��
�� �������� � ���� ��������� ������������!"� ��
������� �� �������%

&�� �����	������� ��#�� ���� 	�������������� � �� ����������� ������#����B � ����!
������ 
��#���� ����������� ������� � �������� ������ 	�� ,-=/B

m
d2xµ

ds2
= e

dxν

ds
Fµν . )D�.-*

C�������� ��	������� ���������� � ������� s ����������� ��������� ����� ����
� e�

O������ �� � ��������� ������

�� 
� E��% ?%=� ��� ��
��
�� ����
� ����
�
�������� �� ���� �����
�� t3 � t4� �� �� ��� ������ �������,�� ��
�� ����

�� ���� 4?%=#7� �����	 ����������� ��
�	 ���������	 E��% ?%=4�7� � ���������
E��% ?%=4�7� ���������� ���
��
�% *������ E��% ?%=4�7 ������� ���

� ��� ���
� ������ �� ����� 9�����S )�����
 � ������� 
�	 )
�����	 �������� � ���
���
�� � � �������� 
�	 )
�����	 4��
��
�� �����
��7� %�% ������� )�����
�
������

�� ����� � ����� �����
���� )�����
��� ���������� �� #� %�% ������
���� �

��������% + ����� �� )�����
 ������������ �������� �� �����
�� # �
�����
�� �� ������ )�����
 � �������� 
�	 )
�����	 ����
���� ��
�� �� )����
��
�� ������� 
��� .��
�/% *��������� ���� �������� ����� �������

���
��������� � ��������,��	 �����
�	 )����
 ���� ������� 
�	 �
��� ���
� ����
� �� ��� ������
��% :� �� 
���� 
� ����� ������ ��
� ���
��� *����U
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&���������� �� ���
��
���
�� ������� 
��� �
��� � 4?%�;7� ������������ ��
������ ����� ������
�� ���������� K+� ����������� 
�� ������ 
�, ����
����U &�����
�� )�� ��������
�	 ��� ��������� �������� 
��� ������� �����
�������
�	 ��� ��� ��
� �������� ��� ������ � ����� ���
� � ������� 2=#3%

$�� 4���
����� �����	��
�����

E����� ���� 
�� ����� �
����� 
� ����
�� ������� � ����� �
�� ����������

��% *�������� K+ 
������� ��� ����
�� ����
�
��S

(i∇̂ −m)K+(2, 1) = iδ(2, 1) . 4?%==7

+����� ��� ������� K+� �����	 ����
���� S+(p)� ����S

K+(2, 1) =
∫
d4pe−ip(x2−x1)S+(p) , 4?%=?7

��� d4p = dp0d
3p% &������ (i∇̂ −m) ���
� �
��� ��� �
����� � ���� (p̂−m)� �

��� δ���
���� 
����� ��� �����������
��S

δ(x2 − x1) =
∫

d4p

(2π)4
e−ip(x2−x1) . 4?%=57

C���� ����� �������� ����
�
�� ��� S+(p)S

S+(p) =
i

(2π)4
1

p̂−m
. 4?%=67

8� ������
�� ����
� �������� ��S

S+(p) =
i

(2π)4
p̂+m

p̂+m

1
p̂−m

=
i

(2π)4
p̂+m

p2 −m2
, 4?%=A7

��� �� ����� �� p̂2 = pµp
µ = p2

0 − p2 = p2� �� �� �
���
��� � 4?%=A7 ��� 
�
������� �����% 1�������

�S

K+(2, 1) =
i

(2π)4

∫
d4pe−ip(x2−x1)

p̂+m

p2 −m2
. 4?%=;7

+������ �� ��������
�,� �
�����S

I+(2, 1) =
1

(2π)4

∫
d4p

e−ip(x2−x1)

p2 −m2
. 4?%=$7

C���� 4?%=;7 ���� �� ������
� ���S

K+(2, 1) = i(i∇̂2 +m)I+(2, 1) . 4?%?B7

*�������� 4?%?B7 � 4?%==7� 
������� �� �
����� I+ ����������� ����
�
�,S

(� +m2)I+(2, 1) = −δ(2, 1) 4?%?#7
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�� #B#

E��% ?%?S

%�% �������� ���������� ��
����	 "��
� ����
�
�� -��	
� ( "����
�% O������
���� 
� ������
���

�� � �����

�� ������
��� ��������� I+ ���S

I+(x2 − x1) =
1

(2π)4

∞∫
−∞

dp0

∫
d3p

e−ip0(t2−t1)eip(r2−r1)

p2
0 − p2 −m2

. 4?%?�7

:� ���� ���
���� �������� ' ����
����� 
�� ������
�� ���� ���,�� ���
p2
0 − p2 − m2 = 0� %�% ��� p0 = ±

√
p2 +m2 ≡ ±Ep% *�)��� �
����� 
��
�

���������� �������� .������/ )�� )�� ���,���% *������ >�	
��
� ����� �
����
�S

m→ m− iδ , δ > 0 , δ → +0 . 4?%?=7

C���� 
�� �
����� ���
� ������ ���S

I+(x2 − x1) =
∫

d3p
(2π)3

eip(r2−r1)

∞∫
−∞

dp0

2π
e−ip0(t2−t1)

(p0 − Ep + iε)(p0 + Ep − iε)
, 4?%??7

������ �� ��� ����
� 4?%?=7� ������
� Ep ��������� �����
��
� ����, �
���,
�������� �����, �� ����
����� iε% E�������� ���� ����
����� 
�� �������

�� � ��������
�	 �������� ������

�	 p0% +����� �� ���,� p0 = −Ep ���� 
���� 
��
��� ���� ��	����� 
�	 ��� p0 4��� �
��������
�� � 4?%??77� � ���,�
p0 = +Ep ���� �� 
��� ��� ��� )� ������
� 
� E��% ?%?% *���
�������� 4?%??7�
������ �� t2 − t1 > 0% C���� �
����� ���
� ����� ������� �� ������ -����
������� ��
�� �
��������
�� � 
��
�	 ������������ p0% *�� )�� �
����� ��
�����

�	 ���������
��� ��������� � 
�� ����� ������� �����
�� )����
�
�
���� 
��� �
������ � ����
����� 
�� ������
��� �� ��� ��������� ������
�� �� 
��
�	 
�� �
����� ���� �������

�	 ���% :� �
����� �� ����
���
�� ��
��� ����� ����������� ������ � ���,�� +Ep� �����	 �������� �
���
��
��� 4� �������� �� ������	 ������7� �� �� �������� ���S

− 2πi
2Ep

e−iEp(t2−t1) . 4?%?57

W��� �� t2−t1 < 0� � ��� ��
���
�� ������ �����

�	 ���������
���� 
��
� ��
�
�� �
��������
�� ����
� ������% C���� �
�� ��
��� ������ �� �� ���,�
��� −Ep� �����	 ���� ������ �� ����� ������	 ������� � ������	 �
�����
����
S

− 2πi
2Ep

e+iEp(t2−t1) . 4?%?67
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O������ �� ������
� Ep� �� ��������
�,� ������� �������� 
�	� �� �� ���
������� )����
�
� ��� � 4?%?57� �� � � 4?%?67� �������� 
� 4� ��
�� , �� −i7%
C���� �������� �
����� I+� � �
��� � ��
����K+� ���� ���� �
������
� 4?%�A7 �
4?%�;7 ' ��� t2−t1 > 0 ����, ��� �� �� �������� 
�� )
������ � ��� t2−t1 < 0
' �� �� ������� 
��U >��������� ������� 4?%?=7 ����������� )�������

�� 
����
��� ��������
�, ���������� K+%

5�#�� ��� �� 	�� 
��	��
����� 	��	� ����� 	����	��� ����� � ������ )D�D.* 
�������
���������� ���� ������ 
������ � p0B

p0 → p0 + iδ , δ → +0 . )D�DO*

"�� ���� � )D�D-* ��������� 
�� 	����� �#���� � ��#��� 	��	������� p0� E� 
� 	�� t2−t1 > 0�
�� 
� ������ ���� ��������� ���������� � ��#��� 	��	�������� � ���� ��� ��� 	��#����!
���� ��� � ������������ ���� ��� � ��#� ����� 	�� t2 − t1� ������� ������ ������� �� ��
���
��� ������ �� � ������ ��� 	������ ��� ��� ��������������� ���� �� 	����� ����� ���� E�!
��� 
��	��
����� 	��	� ����� K 
���� %���������� �������� )D�-D* )'��	��
�������( %������
0����*� ���� 
���������� ������ �
��� ����� ���������� F������������ 	����� ����� �� 	��!
���������� ��� �������� ���
���� � ������������� ��������� m� ��� ����#���� �������� ��!
������������ �� 
� ��� � ������ '�
��� ���������( �������� � ������� p0 
���� �� �������
�� �������� ���	����� ��	�����

@� ��� 
� ��� ���
���� � �������
�, )��� ������
� �
���� �������� �����
����
�� �
���������� ���	�� ��
���	 "��
�� � ��	��� ����� ����� ���	���
' ���,�� ����������� 4��
���	 "��
�7 � ����� �
�� ���������
��� �������
���� ��������, )
����������	 ����� ��������,��� �����% + ��������

��
������ Ep =

√
p2 +m2 ���������� ����	 �����������	 ����� ������
��� )����

��
� 4������
�7% 8� ���	��� ��
���	 "��
� �������� �������� ������� � ���
�����

�	 ����� ��
��
������

��� �����
��% :� 
��� � ���
���� ��
���
� ���
��
������ ���������� ' )����
��
�� ��������
�	 �
��������
�� ����� 2#=3%

$�$ 5
��	��� � ���6��� &
��	�������	��� ��
��

E�������� ��������	���� )�����
� � �
��
�� )��������
�
�� �����% 8�
��������	���� ���������� ������
��� ejµAµ = eψ̄γµψAµ� �� �� .���
����/

��������	���� ����
� ����
��� ���S eγµAµ ≡ eÂ 4e ' ����� )�����
�7% !���
��

�� 9������ ������,��� ��������	���� � )��������
�
�� ������ ����� ����
���
�� ���S

(i∇̂ − eÂ−m)ψ = 0 , 4?%?;7

��� ���������
 ������� � ��������,��	 �������

�	 ��������
�	 )��������

�����% 1�������

�� ��������� ������ �� �
��
�� ���� KA

+ �����������
����
�
���S

(i∇̂2 − eÂ2 −m)KA
+(2, 1) = iδ(2, 1) . 4?%?$7

K�������� A����� )D�DI* ��#�� ���#� 	���	����� � ��
� ��������� g��
�� ��� � �������!
��������  ������������B

i
∂ψ

∂t
= Hψ = [α · (p − eA) + eϕ+mβ]ψ , )D�=8*

 
� ������� ��� Aµ = (ϕ,−A)� "��	� ���� �� 
� �	��
������ ��� ������� ���������B�
i
∂

∂t2
− eϕ(2) − α · (−i∇2 − eA2) −mβ

�
KA

+(2, 1) = iβδ(2, 1) , )D�=2*
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E��% ?%5S

 
� 	������� ������� β = γ0 �	���� ������� � ��	���������� ��	��#����� )	� A�����* �	���!
��� � �	��
����� )D�-D* � ����	�������� ����� �������� ������������� ��������������� K���!
#�� )D�=2* �� ������� β� 	����
�� � � � ��
� � ���	�
������ � )D�DP*�

E���
�� ����
�
�� 4?%?$7 ����������� �
����� 
��� ����
�
�,� �
�������

��� 4?%�B7S

KA
+(2, 1) = K+(2, 1) − ie

∫
d4x3K+(2, 3)Â(3)KA

+(3, 1) , 4?%5�7

�������
�� ������� � ��� ����� �������
�	 4�������7 ��� �
���� 4?%�#7S

KA
+(2, 1) = K+(2, 1) − ie

∫
d4x3K+(2, 3)Â(3)K+(3, 1) +

+ (−ie)2
∫
d4x3d

4x4K+(2, 3)Â(3)K+(3, 4)Â(4)K+(4, 1) + . . . .4?%5=7

+ ������������ ������� ���� ����� ���
����� ��
������ ψ(2) � ���� x2 �
ψ(1) � ���� x1� �� �
������ � 4?%�7� ������� ��� ���
� ������ ���S

ψ(2) =
∫
d3x1K

A
+(2, 1)βψ(1) , 4?%5?7

��� d3x1 ' )����
 ��T��� ������
��� ������
��� ��� ���������

�� �����
�
t1� �� ���,�������� E��% ?%54�7% +��
�� ����������� ������ �������������
t1 = 0Kg\h� �������, ���
���, ��
���, � ���� x2 � ����� ����
�	 ����
 ����
��
� t2% :� )� 
� ������ ��U 9��� � ��� �� �� ���������� ��
���, "��
� 4����
������7 � �����������	 ����� ��� �� �
� �������� ���������
�
�� �����
� �������� 
�	 )
�����	 ������ �� �����
�� � ���������
�
�� ����� � ������
�� 
�	 )
�����	 ���� �� �����
�% *�)���� ���������� �
���� ������
�� 4?%�7

��� ���� ��S

ψ(x2t2) =
∫
d3x1K

A
+(x2t2,x1, t1)βψ(x1t1) −

∫
d3x1K

A
+(x2t2,x1t

′
1)βψ(x1t

′
1) , 4?%557

��� t1 < t2 < t′1U O��� � � ��������� � E��% ?%54�7� ������ ��������� ����������
����� �����
�	 � �������� 
�	 )
�����	 � ������ � ���������,��� ����
��
�����
�� � ����� ��������� ��� ����� �����
�	 � ������� 
�	 )
�����	 � �����
�� � �������,��� ����
�� �����
�% Q������� �����
��� ���� �� ������
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������� � ���� x2, t2 
� ��������
�� ���� �����
� �� �� �������� �����
��
�� ��
�����
�� )�����
� 4��� ������
�7 � ����� ��

�	 ����
 �����
�% W���
������
 � 
� ����������� � ����� ��

�	 ����
 �����
�� �
��
�� ���� ����
������ )�����
�������

�, ���� � �������� )���,��� ������� �� �������
� ������
�, �������� �����
��� ��
�����
�� ������
� � �������% + ���
��� >�	
��
� ������ � ���������� ��������,��� ������� � �������� 
�	
)
�����	� ����������,�� ��� �������� �����
��� ���� �� )�����
 ����
����
�	 ������� 
�	 ������ ���� ��� ������� ��������,��� ������� � ��
������ 
�	 )
�����	� ����������,�� ��� �������� �����
��� ��
�����
��
������
� � )
�����	 −E > 0% C���� �������� ���� �������� ���
���, ��
���,
������������ ���� � 
������	 ����
 �����
�� 
��������� �
� �� )�����

�,
�����
�
� � ���������	 ����
 �����
�� � �� ������

�, �����
�
� � ������
�!"� ����
 �����
�U

+�����
�� 4?%557 ���
� ������ � �������� �� ��� ��������
�� ��
����
ψ(x2t2) 
��������� �
� ���
���, ��
���, ψ(x1t1) 
� 
������	 ���������
�	
�����������
���� ������,��	 ���� x2, t2� ��� )� ������
� 
� E��% ?%6S

ψ(x2t2) =
∫
dσ(x1)KA

+(2, 1)N̂(1)ψ(1) , 4?%567

��� N̂ = Nµγ
µ� ��� Nµ ' ����� 
������ � �����������
���� ������,��	 ����

x2, t2% �
��������
�� � 4?%567 ��� �� )�	 �����������
���% C���� ���
� ����� �
�� ����� � ���� 4?%5?7 ���

� )� � ������������% *�)��� � ��� 
�	���� ���
�������� �� � ����� ��� ���� �� )�	 �����	��	 �����	 ������% :��
� �� ��
���
� � �� ������
���

�� �
��������
�� � 4?%5?7 ������������ �
�������
��
�� �� ������ 
� �����

�	 �����������
��� � ���������
�� ������
����
�����
�%

F�������� ����
 )D�=3* ��#�� 	������� ��
����� �������� ���	�������� �������������
�������� 0�����B 	

Ω
d4x′

∂Fµ(x′)
∂x′µ

=

	
S
dσ(x′)Fµ(x′)nµ(x′) , )D�=O*

 
� Fµ(x′) L ��������� D!��������� %������� �	��
������ � 	��������������!��������� ��N���
Ω� � ���������� 	����������� S� nµ(x′) L ������� ������ � ������� 	���������� dσ(x′) �

����� x′� "���� ψ(x) L ������� ��������� A����� iγµ ∂ψ(x)
∂xµ −mψ(x) = 0� ������� F (x′) = iK+(x−
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���� ����� #B5

x′)γµψ(x′)�  
� x, x′ ∈ Ω� E� 
� �����B

∂Fµ(x′)
∂x′µ

= i
∂

∂x′µ
[K+(x− x′)γµψ(x′)] =

=



i
∂K+(x− x′)

∂x′µ
γµ +mK+(x− x′)

�
ψ(x′) +K+(x− x′)



iγµ

∂ψ(x′)
∂x′µ

−mψ(x′)

�
.)D�=I*

������ �� ����� �
��� ����� ��� � ������������ � ���������� A������ "�
������ 	��������
����#���� � ���� ����� )D�=O* � ����� ���� ���

i
∂K+(x− x′)

∂x′µ
γµ +mK+(x− x′) = −iδ(x− x′) . )D�=P*

E� 
� �����B

ψ(x) = −
	
S
dσ(x′)K+(x− x′)γµψ(x′)nµ(x′) , )D�38*

 
� nµ L ������� ������� +� � ��� ������ ���������� ������ Nµ� �� 	�����B

ψ(x) =

	
S
dσ(x′)K+(x− x′)γµψ(x′)Nµ(x′) , )D�32*

��� � ���������� 
�������� ����#���� )D�==* ��
��� ����
�� ��� ������� 	���������� S � ��
�

��� 	��������������	�
�����  �	��	�������� t1 � t2� � '��������( ���
��� 	���������� �
������ �� �� ��� ��������������� ����� 	���������� S ����� ������� �� �������������� S������
���� ��� 	�� ���� N0γ0 = β�

Q������� �����
��� �������� ��������� �� 
�������� �����
�� � ���
���	
��
����	 ψ0(x1t1) ������ � �������� 
�	 )
�����	 � ����
 t1 � �����
�� �
���
���	 ��
����	 ϕ0(x2t2)� ���� ��������,��	 �����
��� � �������� 
�	
)
�����	� � ����
 t2 > t1 ����� ������
���S

M =
∫
d3x1d

3x2ϕ
∗
0(x2t2)K+(x2t2;x1t1)βψ0(x1t1)=

∫
d3x1d

3x2ϕ̄0(2)βK+(2, 1)βψ0(1) .

4?%6�7

W��� ����� ����
��� �����
� t1 � t2 ��	���� ���
���� eÂ� � ��
���� K+

����
���� 
� KA
+ % *�)��� �������� �������� � ������ ��������
��� � ������

���� � 4?%5=7� ���
�S

M1 = −ie
∫
d3x1d

3x2d
4x3ϕ̄0(2)βK+(2, 3)Â(3)K+(3, 1)βψ0(1) . 4?%6=7

1 ����� , 4?%5?7 ���
� �
� �
������ �� x1 � x2 � �����S

ψ0(3) =
∫
d3x1K+(3, 1)βψ0(1) , 4?%6?e7

ϕ̄0(3) =
∫
d3x2ϕ̄0(2)βK+(2, 3) , 4?%6?f7

�� �� 4?%6=7 ����������� �S

M1 = −ie
∫
d4x ϕ̄0(x)Â(x)ψ0(x) . 4?%657

*�� 
���� 
�� ���
���� ��
���� ��������� )�����
� � ?������ ��� p1� �
��
��
�� ( )�����
� � ?������ ��� p2S

ψ0(x) = u(p1)e−ip1x , ϕ̄0(x) = ū(p2)eip2x , 4?%667
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E��% ?%AS

E��% ?%;S

��� u ' ���
���� ��������,��� ������
�� ������� � �������� 
�	 )
�����	%
+���� ��� ������� Aµ(x)S

Aµ(x) =
∫
d4ke−ikxaµ(k) 4?%6A7

� ��������� 4?%667 � 4?%6A7 � 4?%657� �����
��� �
��������
�� �� x3 � ��������S

M1 = −ie(2π)4
∫
d4k δ(p2 − k − p1)ū(p2)â(k)u(p1) = −ie(2π)4ū(p2)â(p2 − p1)u(p1) ,

4?%6;7
�� ���
� �������� ���������	� ������

�	 
� E��% ?%A% Q
������
�� ��������
�����
�	 )����
 �������� �� �����
�� � p1 � �����
�� � p2� �� ����� �������
����� �������
�	� ���
� ������ ���S

M2 = (−ie)2
∫
d4x

∫
d4y ϕ̄0(x)Â(x)K+(x, y)Â(y)ψ0(y) . 4?%6$7

&�,��� ����� �����
���� ��� ��������� ��
���	 Â � K+ �� 4?%6A7 � 4?%=;7� �
���� 4?%667� ��������S

M2 = −ie2(2π)4
∫
d4p

∫
d4k1

∫
d4k2δ(p2−k1−p)δ(p1+k2−p)ū(p2)â(k1)

1
p̂−m

â(k2)u(p1)

4?%AB7
���

M2 = −ie2(2π)4
∫
d4k ū(p2)â(p2 − p1 − k)

1

p̂1 + k̂ −m
â(k)u(p1) , 4?%A#7

�� ����������� �������� E��% ?%;% N�
�� �� �
������
�� ������� ���������
,�� � ���
� ����� �������� �������% + ����� �� ���
���, �����,��� �������
��
������ ������� ��� ������
�� )�����
�� 
� ���
����� �
��
��� )������
���
�
��� ����S



=�=� F��	���� 
 ���8��� >��	���2���
���� ����� #BA

#% @����
�	 )����
 �������� ���� ��� M = ū2Nu1%

�% -������ ������������ �����
�, )�����
� 4�
���

�	 )�����

�	 ���

��7 � ����� ��� p ��������� � N ����� i

p̂−m %

=% -������ ���
� 4���
���	 ��
��7 � ����� ��� q ��������� � N �����
−ieâ(q)%

?% *� ���� ����� ��� qi� 
� ���������

�� ����
��� �����
�
��� �����
�,���

���� � ���	���� ��������	����� ��������� �
��������
�� d4qi

(2π)4 %

*�� �������
�� �
������� ��
�� �
��������
�� �� �����

�	 �����
�
� ���
��� �� ������ ������ ������ �� ��	
��
������� ������� ������ ���,���S �����
m � ����
����� 
�� ������
�� ����
���� 
� m→ m− iδ (δ → +0)%

� �������� 	����� � 	������ ���������� ��������� ���������� ��
��� ��������� )������!
��* �� ���������� 	�� ������ � �
�� )�����%��
������ ���������* � ����
�� Ze� � ���� ������
	������� �
�� �����B

A0 = V (r) =
Ze

r
. )D�O-*

1�������������B

â(q) =
1

(2π)4

	
d4x eiqxγµAµ =

1

(2π)3
δ(q0)γ0

	
d3x e−iqrV (r) =

Ze

2π2q2
δ(q0)γ0 . )D�O.*

E� 
� ��	���
� 	�����
� 	���� � 	���
�� )D�3I* ����� ��
B

M1 = −2πiδ(E1 −E2)

�
ū(p2)

4πZe2

|p2 − p1|2
γ0u(p1)

�
, )D�OD*

 
� E1 � E2 L �������� � �������� ���� �� ��������� C� )D�OD* ��
��� ��� E1 = E2 = E� ����
��������� �	�� �� )����������� 	�������H*� ����������� ��������� �	��
������ ���B

|M1|2 = (2π)2
����ū(p2)

4πZe2

|p2 − p1|2
γ0u(p1)

����2 δ(E1 − E2)δ(0) . )D�O=*

S
��� �� ��	���� [δ(E1 −E2)]2 = δ(E1 −E2)δ(0)� ��� ���
��� 	������� 	������� ������� δ(0)
��
� ����������� 	������� ��������� ����	��� F����� ���B

δ(0) = lim
T→∞

lim
x→0

1

2π

T/2	
−T/2

dt eixt = lim
T→∞

T

2π
, )D�O3*

 
� T L ����� ������
�������� E� 
� ��#�� ������ ����������� 	�����
� � �
����� ������� w1→2B

w1→2 = 2π

����ū(p2)
4πZe2

|p2 − p1|2
γ0u(p1)

����2 δ(E1 − E2) . )D�OO*

A�������� ��������� )� 	��
	��#���� ��	�������������� 	���� ����
��� ���������* ���!
���� 	����
���� ����
����� 	� 
��� �������� 	���������� �	��� �������� � ������������
	� �������� 	����������� A� ��� � ���������� ������������� �		����� ��	�������� �����
��
 �	������ u(p) � �������� ������ A������ 5� �	����� ��������������� ����������� 
�����
������� ��#�� ������ ��	������ � ,=/ �� � ,2/� � �������� ��� �� �� )D�OO* ��#�� 	������ ��!
����������� ������� %����� M����%��
� )%����� 5����* 
� 
�%%���������� � �������
��������� � ������ ������ � � � dΩ ,=/B

dσ

dΩ
=

Z2e4

4p2v2 sin4 θ
2

�
1 − v2 sin2 θ

2

�
, )D�OI*

 
� �� ��� |p1 − p2| = 2|p| sin θ/2�  
� θ 7 � � ���������� � ���� �������� v = |p|/E�
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$�( 7���� ���� ��	���

W��� ����� ����
������, ����������� � ����
�
�� @�������� ��� ���
�������
��� �� ������� ���
���� ���S

�Aµ = 4πjµ . 4?%A$7

8� ����
�
�� ����� ���� � ����� , ��
���� "��
�D+� �����, �� ���������
����
�
���S

�2D+(2, 1) = 4πδ(2, 1) . 4?%;B7

*������ ������
�� �����������
�� >�� � �����S

D+(2, 1) = − 4π
(2π)4

∫
d4k e−ik(x2−x1)

1
k2 + iδ

, δ → +0 . 4?%;#7

*� �������� � ��
�� , �� ��
��
� � �
���� )� ������
�� �������� � �
��
������ I+ �� 4?%=$7� ���� � 
�� ������ ����������

�,� ������
� 4?%?=7 �����
m = 0% C���� �� ����� ������ ����
�� 4?%A$7 � ���������� ������
�� ����S

Aµ(2) =
∫
d4x1D(2, 1)jµ(1) . 4?%;�7

O��� ������� ������
�	 
���
����
�	 ������ �� ��������� ���
��
���
������, ������� ������
��� )��������
�
��� ������
�� ��� t = ±∞ 4%�% ��

�����, ����
�� A
(0)
µ ����
�
�� �Aµ = 0� ������ ������ ���
� ������ �

�����, ��� 4?%;�77%
E�������� ���� �����	 ���� ������

�� 4��������	���,���U7 ������
��%

-����� �� ����� ������� ����
���� )��������
�
��� ����� ������ ��������
� ����
�� 
� �����
�� �����	 ������% + ����� �� )��� ��������	���� �����
�� ��������,�� ���� 
� �����% O������ ������
�� ��� ���� ��������,����
�������� )�����
� .e/ �� �����
�� ua(p1)e−ip1x � �����
�� ua(p2)e−ip2xS

jµ(x) = eūa(p2)γµaua(p1)ei(p2−p1)x . 4?%;=7

+ ��������� � 4?%;�7 )� �� ������ � ������
���

�������

�	 ���� x ����
� ���
������S

Aµ(x) = e

∫
d4x′D+(x− x′)ei(p2−p1)x′

ūa(p2)γµaua(p1) =

= −4πe
∫
d4k

1
k2 + iδ

e−ikxδ(k + p2 − p1)ūa(p2)γµaua(p1) . 4?%;?7

8� ���
���� ��	���� 
� �����
�� ������ )�����
� .f/% 1�����
� 4?%657� ���
���
�	 )����
 ������� �������� ��������,��	 �������� )�����
� .f/ �� ���
���
�� � ?������ ��� q1 � �����
�� � ?������ ��� q2� �����

��� ���
������
4?%;?7� ���� ���S

M = −ie
∫
d4xūb(q2)eiq2xγ

µ
b Aµ(x)ub(q1)e

−iq1x =

= 4πie2(2π)4
ūb(q2)γ

µ
b ub(q1)ūa(p2)γaµua(p1)

|p1 − p2|2
δ(p1 + q1 − p2 − q2) . 4?%;57



=�?� ;����� ���7 ����
/� #B$

E��% ?%$S

E�������� ���� ��������� ������ �� ���� ����� 4���������
�, ��
���,
"��
�7% + 
������������� ��������
�� ������ �� ���� ����� ���������� ����
��
��������	 ���
���	 ��
����	 ψ(xa,xb, t)� � �� ������ ���� ��� � ���� � ����
��� ��
�	 ������� �������� ��������� K(xa,xb, t;x′

a,x′
b, t

′)� ���������,��	
����	 �������� �����
��� ���� �� ������ .e/ �� ���� x′

a � ����
 �����
�
t′ �������� � ���� xa � ����
 t� ���� ��� ������ .f/ �� ���� x′

b � ����
 t′

�������� � ���� xb � ����
 t% W��� ������ 
� ��������	���,� �� ������
��
�����S

K(xa,xb, t;x′
a,x′

b, t
′) = K0a(xat;x′

at
′)K0b(xbt;x′

bt
′) , 4?%;67

��� K0a� K0b ' ���������� ������
�� ����� .e/ � .f/% + ������ ������� ����
�����	���� ���
� �������� � ����� ����, ���������
�, ��
���, "��
�� �
�����	 �����
� ����� � 
���� 
�� � ��
��
�� �����
��� 
� �������,S

K0(3, 4; 1, 2) = K0a(3, 1)K0b(4, 2) . 4?%;A7

+�����
�� 4?%;57 ���
� ���� �������� ��� �����
�	 )����
� ���
����	 ��
�������� ������� ������� K(1) � ���������� ���� ������
�� ������ ������

�	
� ����S

K+(3, 4; 1, 2) = −ie2
∫
d4x5

∫
d4x6K+a(3, 5)γµaK+a(5, 1)D+(5, 6)K+b(4, 6)γbµK+b(6, 2)

4?%;;7
� ���������

�	 ���������	 >�	
��
� 
� E��% ?%$% @
����� D+ � )�� �����
��
�� ������������� ��� ��������� ����������
� ���
�% >��������� ������
��

�	 ����� 
� ����
� �������������
� ������ �� �� ���� ����� 
� ���
�����
���� )��������
�
�� ����� 
�� ��� �� ������ 
���� )� �� ����� � ���������
������ � � ����������� 
�	 �����%

+ ����� �
�� ���������
�� ��� )� ���
� �������� � ����� ������
�� ����%
*�� �����
�
�� ������� M���
��

∂Aµ

∂xµ = 0� �������
������
�� 4?%;?7 �� xµ ���S

ūa(p2)γµa kµua(p1) = ūa(p2)(γ0
ak

0 − γ · k)ua(p1) = 0 . 4?%;$7

8� ���
���
�� ��	����� 
� �����
����� ������ �� ����� 
������ � 4?%;?7 δ�

��
���� ����� k̂ = p̂1 − p̂2� � u(p2) � u(p1) ����,�� ���
����� ������
�� ������
�� ��

ū1(p2)(p̂1 − p̂2)u(p1) = ū(p2)[(p̂1 −m) − (p̂2 −m)]u(p1) = 0 . 4?%$B7

*�)��� ��,��� ��� � 4?%;57 ��������� ������ γ0
a)� ���
� ������ ���� �� ����


���
���S
γ0
a · k0 − γa · k = 0 4?%$#7
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� ������ γ0
a ���S

γ0
a = γal

(
|k|
k0

)
, 4?%$�7

��� γl ' ������ γ .� 
�������
�� ���������
�
��/ k 4�������
��� �� ��� ����
��� 
��� ���
� k0 �= |k|7% C���� �������� ����
���� .�������
��/ �����
�
� γ

��� γit ���
� �������� 
γµ

a γ
µ
b

k2 � 4?%;57 ���S

γµa γ
µ
b

k2
=
γ0
aγ

0
b − γlaγ

l
b −

∑2
i=1 γ

i
atγ

i
bt

k2
0 − k2

=
γ0
aγ

0
b

(
1 − k2

0
|k|2
)
−
∑2

i=1 γ
i
atγ

i
bt

k2
0 − k2

=

= −γ
0
aγ

0
b

k2
−
∑2

i=1 γ
i
atγ

i
bt

k2
0 − k2

. 4?%$=7

*����� ��������� � )�� ������
�� �������� � 4?%;57 � 4?%;;7 ��
���

�� �����

������ ��������	���� ���� )�����
��� � ����� ������� �������
�� ���
��
�����������,��� ���������,��� ���
�
�� ��������	���� �����% +��
��
����

�� .��
���

���/ ��������	���� �����
� � 
��������

�� ��������� ������
��

� ��� ��������� �����
� �������

��� ������
�� � 4?%$=7S ��������� �����	
���
 ������� ����
�� � ������� ����� �������	� � ����	 ���
 ��� �������� �
��
���

��� ����
������� ��������	���,%

9� ��� ��� �� 
� ��������� �� )�����
� �������

� � �����
�,�� ���
�
���� *����% !�� )��� ������� ��� ������� � ������
�, �
���������
���
���
���	 ��
���� ������ ������ �� ������������� �����
��� ���������
���
���������� K(3, 4; 1, 2) − K(4, 3; 1, 2)� �������,���� ������� ���� ����� �� ��
��� # � � � ���� = � ?� � ����� ������% C���� ������� ����� 4?%;57 ��������
�����
�	 )����
 ������
�� ���� �������

�� ������ � ������ ������� ��
��������	���,� � ����S

M = 4πie2(2π)4
{
ūb(q2)γ

µ
b ub(q1)ūa(p2)γaµua(p1)

|p1 − p2|2
−

− ūb(p2)γ
µ
b ub(q1)ūa(q2)γaµua(p1)

|q1 − p2|2

}
δ(p1 + q1 − p2 − q2) , 4?%$?7

�� ���������� � ���
���� ����
�� �� 
���������� ������������� ������
��%

+ ������ �������� �� ��������	���, ��������� �����
��
�� ����� ��������
� )��� �����
��� )����
�� ��������,��� ����
� ��� ��� ��� ������ ����
��� 
�� ���
�� ����� �������� � ������

��� ��������	���, �����% +��
���� �������� ��������,�� ����������� >�	
��
�� ������ ���������,��
��������,��� ������������ ������
��% *������ �������� ������� e4 �����
��
� 
� E��% ?%#B% *������ ��������
�	� �����
�,��� ������������

�� ����
��� ������ ������
�� 
� �
��
�� ����� ��
��� ���������,�� �����,��� �����
���S

#% Q������� �����
��� ������
�� ������ 
��� ���
� ���
� eγµ� �� �����
�������� ���� 4�����
�7 
� ���������%

�% Q������� �����
��� �������� 4���������� ���
���� ��
��7 ���
� ��
���� # � ���� � ���
� D+(2, 1) ���� � ����� �
�� ���������
�� − 4π

k2+iδ %



=�?� ;����� ���7 ����
/� ###

E��% ?%#BS

E��% ?%##S

&���
������ � ������ ���� ����� .���
��
���/ ����������� 4��� ���������

�	 ��
�	 ��������	����7� ������

��� 
� E��% ?%##% +����� ��
���, ϕ(x1, x2) (
�������� �����
��� 
������
�� ���� ����� � ����� x1 � x2 ����� ����� �����

� n ������ 
��� ���
���% C���� �������� �����
��� ����� ����
� (n+1)��
���
�� ���� ���S

ϕn+1(1, 2) = −ie2
∫
d4x3

∫
d4x4K+a(1, 3)γµaK+b(2, 4)γbµD+(3, 4)ϕn(3, 4) . 4?%$57

1�������� 
�� ���
�� �������� �����
��� � ���
��
�� ��������
�� ����
�� ������
� � ����S

ψ(x1, x2) =
∞∑
n=0

ϕn(x1, x2) 4?%$67

�� ��������

�S

ψ(2, 1) = ϕ0(2, 1) − ie2
∫
d4x3

∫
d4x4K+a(1, 3)γµaK+b(2, 4)γbµD+(3, 4)ψ(3, 4) , 4?%$A7

��� ϕ0(2, 1) ' ���
���� ��
����� ����������,��� ����
�
�, 9����� ��� �������

�	 ������ �� ����� ������

��% W��� ���� � ����� ����� ����
�
�� 4?%$A7
�����
� �������
���� 
�� �������� 9����� ��� ����� .e/ � .f/� � �������
�������
���� 
�� ����
�
�� ��� ψ(2, 1)S

(i∇̂a −m)(i∇̂b −m)ψ(2, 1) = ie2γµa γbµD+(2, 1)ψ(2, 1) . 4?%$;7



##� &���� =� 1E'��'%����. +%)-. �%;-+)%'�

8� ����
�
�� 
�������� ����
�
��� P�� ( 1������� 4� ���
��
�� �������
��
��7 � ���������� ����	 ������������ ���
���� ����
�
�� ��� ������ ��
���� �����% &
� ��������� � ���
����� ���
�� , �������� � ������ ���������

�� �����

�� �����
�	 � ���	 ������� 
������� ��������
�� � )
����������	
����� ������
��%



����� �

������� ������	��

(�� 8��
�	��� ����������

*������,��� ��� ��
��� )��������
�� � ������ )����
��
�� ����� �������
� �����
�, �� ������
��� ������	 � ��������% +�������	���� ����� ����������
��� �������� 
� ���
 ����� ������
��� � �����
�� 4
������� � ����
�� ���
� ������ ��������
�� �����
�� ������ ���������	7� ����� ���� ���������,��
��� ���������� 
���������	���,��� ������� �������� ������,��� � ������
��������� 
���������� ������ � ������ ��������	����� ���������� � �������
��
�, )�� ��������% *�)���� ��� �� ����� ����
���� ������ ������� � ������
� ����
���
���% O
�� 
���� 
�� �����
�� ������ ������
�� ������ 
��
� 
�	�
�����
�� ������
�� ��
��
�� �����
�	� ���������� � ������ �������
����
������
�� ������ ���
���,��� � ����� �� ��������	����%

*�� |i〉 ' 
������� 
���� 
�� �����
��% E���� � ��������	���� ���
�
�������� ��� �����������,S ∑

f

|f〉〈f |S|i〉 , 45%#7

��� ���������
�� ��� �� ���� ������
�� ��
��
�� �����
��� |f〉% -�)������
�
� Sfi = 〈f |S|i〉 ������, �� 
��������, ������� ��������� ��� S���������%
+�����
� |Sfi|2 ��� �����
�� �������� i → f % + ������� ��������	����
S�������� ������
�� ���
��
�% !���
� )� ���
��� ������ � ������ S

Sfi = δfi + i(2π)4δ(Pf − Pi)Tfi , 45%�7

��� δ���
���� ������� ����
 �����
�
�� ?������ ��% 9�� 
������
�� 
�� )���
��
�� ����� �����S

Sfi = i(2π)4δ(Pi − Pf )Tfi . 45%=7

+�����
� Tfi 
�������� �������� ���������%
*�� �������
�� 45%�7 � ������ ��������� ����� ��������

�	 ������ δ�

��
����� �����

�	 � ����
�� �����
�
��% O��� 
��
� ������ �����,��� ���

�"������ ������� ��������� �	����� ��� 0�������� � 	��
�#�� �� � �������� ������� %��!

���������� �������������� 	�������� ������
������� ����������� �������

##=
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�����% +����� ��� �����������
��S

δ(Pf − Pi) =
1

(2π)4

∫
d4xei(Pf−Pi)x . 45%?7

C���� �� ����� ���� �� �
������ �������
�� ����������� ��� Pf = Pi� 
�
�
��������
�� ���������
���� �� 
�������� ��� ����� 
� ��
��
���� ��T���
V � �
������ �����
� T � �� ��� V T/(2π)4� � �� ����������S

|Sfi|2 = (2π)4δ(Pf − Pi)|Tfi|2V T . 45%57

1�������

�� ���
� ����� ��� ������ ��������

�, �����
�� �������� �
���
��� �����
� 4� ��
��
�� ��T���7�S

wfi = (2π)4δ(Pf − Pi)|Tfi|2V . 45%67

1�����
�� ������ �������,�� ��������,���� �������� ���
��� � �������
���� u� ���������,���� ����	 �����
��� ��� ����������� ������
��� ?�������
��� ���
�� � % �% C���� �����S

Tfi = u∗1u
∗
2 . . . Qu1u2 . . . , 45%A7

��� Q ' 
������� ������ �� �
������ �����
�
 ������� ���
���� ��
���	
���� �����%

E�������� 
������� ���
�� ������� ����� � 
���� 
�� �����
�� ������ �����
��
� ��� ��� ������� %�% ������ ��
�	 � ����
���
�� ���� �����% :��
�� �
������ � �������% *�� ������ ���������� 
� 
������� ����� ������ ����� �
����� ���� p′

a� ������,���� � )����
 ��T��� �������� ������
���
∏
a d

3p′
a 4a


������ ������ � ��
��
�� �����
��7% _���� �����
�	 � )�� )����
� ���
�∏
a
V d3p′

a

(2π)3 � ��������

� 45%67 
��� ��
��� 
� )� ������
�� ���� ������ 

�����
�� �������� � ��
��
�� �����
��� ������,��� � )� )����
 ��T���
�������� ������
���S

dw = (2π)4δ(Pf − Pi)|Tfi|2V
∏
a

V d3p′
a

(2π)3
. 45%;7

@� ����� ����� ���� 
��������� 
� .��
� ������ � ��T��� V /� ���� ���
����
��
���� ���� ����� ������� �
����� 1√

2εpV
� ��� εp ' )
����� ������% !���
�

)� �
������ �
��� � �������� ������
��� %�% ���� ���
���� ��
���� ���S

ψ = ue−ipx , ūu = 2m 4)�����
�7 , 45%$7

Aµ =
√

4πeµe−ikx , eµe
∗µ = −1 , eµk

µ = 0 4���
�7 45%#B7

� % �%� � �������� ������
�� �������� ����� 
���, �������� Mfi� ��������
�

�, ���S

Tfi =
Mfi

(2ε1V...2ε′1V...)1/2
, 45%##7

�&��� ����	� 	����
�#��� ��� ��������� ����� F�����



?�!� �2��
���� �������
�� ##5

��� � �
���
���� ��������� �� ��
��� �
�����, (2εiV ) 
� �����, 
���� 
�,
� ��
��
�, ������% + ���
���� ��� �����
��� ������� �����S

dw = (2π)4δ(Pf − Pi)|Mfi|2
1
2ε

∏
a

d3p′
a

(2π)32ε′a
, 45%#�7

��� ε ' )
����� �������,��	�� ������% -�� � ��������� ����� � 
����������

�� ��T��� � 45%#�7 ���
�� , ��������� % W��� ����� ��
��
�� ����� �� N
�������

��� � ������	 ��T�� ��
��
�� �����
�	 
��
� ��� ������ 
� N !�
���� ���� �� ������
�� ������
����%

M��������� 	�
������ ����� ���	�
� �� 
�� ������� � ��	������ p′
1� p′

2 � ���� ���� ε′1�
ε′2� � ������� 	���� ���	�
������� ������� p′

1 = −p′
2 ≡ p′� ε′1 + ε′2 = m� E� 
�

dw =
1

(2π)2
|Mfi|2

1

2m

1

4ε′1ε
′
2

δ(p′
1 + p′

2)δ(ε′1 + ε′2 −m)d3p′
1d

3p′
2 . )=�2.*

"����� δ!%������ ��#�� ���������� ��	���� ���� ��������� 	� d3p′
2� A��� 	���	���� d3p′

1
� ��
�B

d3p′ = |p′|2d|p′|dΩ = |p′|dΩ′ ε′1ε
′
2d(ε

′
1 + ε′2)

ε′1 + ε′2
, )=�2D*

��� 	�������� � ������ ε′1
2−m2

1 = ε′2
2−m2

2 = |p′|2� E� 
�� 	������ ������� 	� d(ε′1+ε′2)� ��������
� ������ δ!%������ � )=�2.*� 1�������������� 
� ����������� ���	�
� � ������ ������ � � �
dΩ′ 	�����B

dw =
1

32π2m2
|Mfi|2|p′|dΩ′ . )=�2=*

E�������� ���� ������ � ����
���
�� ���� ����� � ����� ���� p1� p2 �
)
������� ε1 � ε2� � ��������
��� �� � �������
�� �� 
�������� ����� ����� �
����� ���� p′

a � )
������� ε′a% C����

dw = (2π)4δ(Pf − Pi)|Mfi|2
1

4ε1ε2V

∏
a

d3p′
a

(2π)32ε′a
. 45%#67

�
�����

�� 4�
����� 
� �����������
�	 M���
��7 ����
�� ������
�� �������
��� �� 45%#67 ����
��� 
� 2�53S

j =
I

V ε1ε2
, ��� I =

√
(p1p2)2 −m2

1m
2
2 . 45%#A7

+ ������ ��
�� �
����� ����� p1 = −p2 ≡ p� �� �� I = |p|(ε1 + ε2) �

j =
|p|
V

(
1
ε1

+
1
ε2

)
=
v1 + v2
V

, 45%#;7

�� ��� ���
�� ����� �������,����� ����� 4v1� v2 ' �� �������7% C����
���
���� 
�S

dσ = (2π)4δ(Pf − Pi)|Mfi|2
1
4I

∏
a

d3p′
a

(2π)32ε′a
. 45%#$7

C������ δ!%������ 
� ������ �� 
� � �������� ��������� ������� ��� � 
�� ��������
"����
�� ������������ � ������� ������ �������� "���� ε = ε1 + ε2 = ε′1 + ε′2 7 ! 	���� ���� ��
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E��% 5%#S

������������� ������� � p1 = −p2 ≡ p� p′
1 = −p′

2 ≡ p′ L �������� � �������� ��	�����
E� 
�� 
������� ���#�� ��� � ���� � ��
��� � ���	�
�� 	������B

dσ =
1

64π2
|Mfi|2

|p′|
|p|ε2 dΩ

′ )=�-8*

� ������� ����� �	�� � � ��������� ����� |p′| = |p|� ���
�� �������������� ���������B

t ≡ (p1 − p′1)
2 = m1

2 +m′
1
2 − 2(p1p

′
1) = m1

2 +m′
1
2 − 2ε1ε

′
1 + 2|p1||p′

1| cos θ , )=�-2*

 
� θ L � � ���������� � ������� ������ ������� |p1| ≡ |p| � |p′
1| ≡ |p′| � �	��
������ �����

	���� ���� ��� ε� ��� ��� 	�� �� ��
����� �������� �����B

dt = 2|p||p′|d cos θ . )=�--*

1�������������� � )=�-8* ��#�� ��	�����B

dΩ′ = −dϕd cos θ =
dϕd(−t)
2|p||p′| , )=�-.*

 
� ϕ L ����������� � � ������� p′
1 ����������� p1� A���� 
� ���������� 	���� d(−t) ���

dt � 	������B

dσ =
1

64π
|Mfi|2

dt

I2
dϕ

2π
. )=�-D*

��� ������� �� ������� �� ������� ϕ� ��

dσ =
1

64π
|Mfi|2

dt

I2
. )=�-=*

(�� %�����	������ ��������	��

E�������� ������
�� ��
������ ������
�� ���� ����� � ��� ������ � ��
��
��
�����
��% O������ ����
 �����
�
�� ?������ �� � ����� 
� ��������,���� �����
�� ����� ����,�� 
���� 
���� � ����� ��
��
���S

p1 + p2 + p3 + p4 = 0 . 45%�67

Q������� ��������,���� �������� ���
� �������� �������� 4��������
��	7� ������

�� 
� E��% 5%#� 
� �����	 
�������
�� ������ ��������, .����
�����/ ����� ���% 9�� ����� �� �����, 
���� 
�� �������� � ��� ��
��
��
4��� ������ ����� ���� ����,�� ��������,��� −pa7% C���� �������� ���
���	 ������� � ���� �� pa �����

�� �����
�
� p0

a > 0� � � ���� p0
a < 0% *�� ���

��

�� ���� ������ ������,��� � �������� ������
��� ������� �� ?������ ���
p2
a ��������,�� �� �������S p2

a = m2
a 4������
�� ������ ������ .���� 
� ����	
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���	
� 
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E��% 5%�S

�������	 ������
���/7% + ���������� � �
���
�	� ������ ���� ���
��� ����
��

�� �����
�
� p0

a � � �
���
�	 ������� ������ �������� ������
�� E��% 5%#
���� ������� �� ���
�� �������S

(1) 1 + 2 → 3 + 4 (s���
��) ,
(2) 1 + 3̄ → 2̄ + 4 (t���
��) , 45%�A7

(3) 1 + 4̄ → 2̄ + 3 (u���
��) ,

��� ���� ����
���� ��������,��� �
�������% 8� �������� ������
�� 
����
��, ��������
��� 4�����7 ���������� ���������� �
� ���� �� ��������
�
������������ ������

��� 
� E��% 5%�% @��
� ������ � � ��� ��������
�� ���

���� ��
�	 � �	 �� �������� ��������

�	 
� E��% 5%#% *������ � ��
�	 �������
� �����	 ��������� ��� ����
�
�� �
��� ��������,��	 �����

�	 �����
�
�
����� �� p0

a � 45%�67S

p0
1 > 0 , p0

2 > 0 , p0
3 < 0 , p0

4 < 0 (s���
��7 ,
p0
1 > 0 , p0

2 < 0 , p0
3 > 0 , p0

4 < 0 (t���
��) , 45%�;7

p0
1 > 0 , p0

2 < 0 , p0
3 < 0 , p0

4 > 0 (u���
��) ,

� ���� �
��� ������% +�� 
���� 
�� � ��
��
�� �����
�� � 45%�$7 ���,� ��
��
��
�������� 
�, )
����,% *�� �������� � ��������
�	 ������� ����� � ������ �

���� 
�� �����
�� pa ����
���� 
� ����� � �
������� −pa � ��
��
�� �����
�
��% 1�������

� ��
�,�� � ������% + ���� CPT � �
�����

��� ����� ����
�� � )��� ��������� ���
� ��
������

� �������� � �� CPT ��������

��
�������� ������,����� �� 45%�;7 ����
�	 ���� ����� 
� �
������� � �������

����	 
���� 
��� � ��
��
��� �����
�	% W��� ����� �
�����

� �
����� 
�
���������� �������
�� C� � � )�� 6 �������� �������� ��� 6 C��������

��
������	� � ������ ��� ������ ����
�
� 
� �
�������%

�� ������ ?������ ���� �������� � ������,� ���
� �������� ��� 
��������
��� ������
�% + ����� ����� � ���� 45%�67 ����� �� ?������� pa 
���������� ��� 
)� ���� p1, p2, p3% �� 
�� ���
� ������ 6 �
�����
��S p2

1, p
2
2, p

2
3, p1p2, p1p3, p2p3%

*����� �� ������� � ��������,��� �������� ����S m2
1,m

2
2,m

2
3% +���� ��

�����
� ��
�� ���
���
���� �����,��� �� ����
���S (p1 + p2 + p3)2 = p2
4 = m2

4%
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9�� ��� ��	 �������� ���
�� ����� �� ��
���������� �
�����
�S

s = (p1 + p2)2 = (p3 + p4)2 ,
t = (p1 + p3)2 = (p2 + p4)2 , 45%�$7

u = (p1 + p4)2 = (p2 + p3)2 ,

���
����� ����������� (���������% M���� ������� � ��S

s+ t+ u = h ≡ m2
1 +m2

2 +m2
3 +m2

4 . 45%=B7

+ ��
��� 4#7 �
�����
 s ���������� ����	 ������ ���
�	 )
����� �������,�
����� ����� # � � � �� ������ ��
�� �
�����% + ����� ����� ��� p1 + p2 = 0
����� �������� s = (ε1 + ε2)2% + ��
��� 4�7 �
������
�, ��� ����� �
�����
 t�
� � ��
��� 4=7 ' �
�����
 u% 1�������

� ������ � s� t � u ��
���� �������%

E�������� ������
�� s���
��% *�� S

p1 = (ε1,ps) , p2 = (ε2,−ps) ,
p3 = (−ε3,−p′

s) , p4 = (−ε4,p′
s) . 45%=#7

C���� 
����
� ������ S

s = ε2s , ��� εs = ε1 + ε2 = ε3 + ε4 , 45%=�7

4sp2
s = [s− (m1 +m2)2][s− (m1 −m2)2] ,

4sp′2
s = [s− (m3 +m4)2][s− (m3 −m4)2] , 45%==7

2t = h− s+ 4psp′
s −

1
s
(m2

1 −m2
2)(m

2
3 −m2

4) ,

2u = h− s− 4psp′
s +

1
s
(m2

1 −m2
2)(m

2
3 −m2

4) . 45%=?7

+ ������ �������� ������
�� 4m1 = m3� m2 = m47 ����� |ps| = |p′
s|� �� �� ε1 = ε3

� ε2 = ε4% C���� ������
�� 45%==7 ������,��S

t = −(ps − p′
s)

2 = −2p2
s(1 − cos θs)

u = −2p2
s(1 + cos θs) + (ε1 − ε2)2 45%=57

��� θs ' ���� ����� ps � p′
s� %�% ���� ������
��% C���� ������� �
�����
 −t

���������� � ��

�� ������ ������ ������

��� ��� ����
���
�� =������ ��%
Q
������
�� ������� ��� ������ ��
���� ������,�� ��������
���
���% *��

����� � t���
��� ������������ ����
�	 s↔ t� 2 ↔ 3� ������� � u���
��� ����
�	
s↔ u� 2 ↔ 4%

W��� ������� ������,��� � ������� 
� ���, ���
�� � �������� ������
��
������ �� �� � ��
���������� �
�����
�� s, t, u� �� ��� ���������� ������
��� ������
�� ������� � ��
�	 ��
����S

Mfi = f(s, t) . 45%=67



?�9� <����
� ��
�������
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W��� �� ������ ������, ���
���� � ������ s, t, u �������, �
�����
�� ���
���� ���
� ������ �� ���
���� ������� ����� 4�����
����� ?��������� ?�
�
����� � %�%7% C���� �������� ������
�� ���� ���S

Mfi =
∑
n

fn(s, t)Fn , 45%=A7

��� Fn ' �
�����
�� ��
�	
� ��������� � ���
���� ������� ���� ������,���
������ � ���� � �� ?������ ���% -�)������
� fn(s, t) 
�����,�� ����������
���� ����������%

(�� !�
���� ���	�����	��

@����� ������
�� ����
� �� �
���
�	S SS+ = 1 ���

(SS+)fi =
∑
n

SfnS
∗
in = δfi , 45%=;7

��� n 
������ ��� ������
�� ���������
�� �����
��% !������ �
���
���
45%=;7 ������� �����
�
�� 
��������� � �����
�� 
��� �����
�	 � ���������
������
��% + ���
���� �����
�� 
�� )����
� 45%=;7 ���������, ����� ����
�����
���	 ��������� �� ��

��� 
���� 
��� �����
�� � �,��� ��
��
��S∑

n

|Sni|2 = 1 . 45%=$7

����� ��� 45%�7 �������� �� 45%=;7S

Tfi − T ∗
if = i(2π)4

∑
n

δ(Pf − Pn)TfnT ∗
in . 45%?B7

M���� ��� ��
�	
�� � ������ ��� ��������
� �� T % W��� ��������	���� ������
�� ����	 �������� � ����� ����
� .��� ��/ �����	 �� � ������ ��������
���
���
������� �����	 ����
�	� ���
� ������ S

Tfi = T ∗
if , 45%?#7

�� �� T ������� ����������� � )�� ��������
��� )������	%
E�������� ������ � ����
���
�� ���� �����% *�� ���,�� �� �� �����

��� ����
���
��� ���� ��� ���������
�� �����
�� � 45%?B7 ��� �� �� �����
�����
��% 1��������
�� �� 
�� ������� � �
��������
�, �� ���������
��
����� ��� p′′

1,p
′′
2 � ���������
�, �� ���
�� 4������ 
����7 ����� ������ ���

���� ����
���� ����� λ′′S ∑
n

= V 2

∫
d3p′′

1d
3p′′

2

(2π)6
∑
λ′′

45%?�7

����,��� δ���
���� ��������� �
������
�� �����

��� ����� ���
� ������ 
.���������
��/ ������� �
���
��� � ����S

Tfi − T ∗
if = i

V 2

(2π)2
∑
λ′′

|p|
ε

∫
TfnT

∗
inε

′′
1ε

′′
2dΩ

′′ , 45%?=7
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��� p ' ����� �� � ε ' ���
�� )
����� � ������ ��
�� �
�����% :���������
�	
��T�� ������� ����� �������� � ��������� MfiS

Mfi −M∗
if =

i

(4π)2
∑
λ′′

|p|
ε

∫
MfnM

∗
indΩ

′′ . 45%??7

9����
�� 
�	 )����
 Tii 
�������� ��������	 ������
�� 
� 
�����	 ����% 9��
)�	 �������� ������� �
���
��� ���
���� ���S

2 ImTii = (2π)4
∑
n

|Tin|2δ(Pi − Pn) . 45%?57

*����� ����
� ���� ���������
�� 
� ���
��� ����
�, �,��� ��������� ������
�
�� �� ��

��� 
���� 
��� �����
�� i� ������ ����
���� σtot% + ����� �����
�������� 45%67 �� f � ������� 
� ���
�� ����� ����� j� �������S

σtot =
(2π)4V

j

∑
n

|Tin|2δ(Pi − Pn) , 45%?67

�� ��
2V
j

ImTii = σtot . 45%?A7

:���������
�	 ��T�� ���������� ����� �������� � Tii = Mii/(2ε1V 2ε2V ) 4���
ε1, ε2 ' )
����� ����� � ������ ��
�� �
�����7 � �����
���� j �� 45%#;7S

ImMii = 2|p|εσtot , 45%?;7

�� ���������� ����	 �� 
��������, ���������! �������%
+ ���� CPT ������� �����S

Tfi = Tīf̄ , 45%?$7

��� ī � f̄ ' �����
��� ������,����� �� i � f ����
�	 ���� ����� �
���������%
9�� �����
�� 
�� )����
��S

Tii = Tī̄i . 45%5B7

C���� �� 45%?57 � 45%?;7 ������� �� ���
�� ����
�� ���� ������
�� ��������� 4�
����

�� 
���� 
�� �����
���7 ���
����� ��� ������	 ����� �������� � �
��
��������% + ���
���� ���
����� ���
�� �����
� ���
� 4�����
��� �������7
������ � �
�������%

+ ������ 
�������� ����������
�� � ������
���� ���
���	 ����� ����� ����
��

���� ��� ������� � � 
������������� ���
����� � �� �������� ����������� 
���
�� , ����	� � �
����� ��������	���	 )����
��
�� ����� 
� ��
��� �����
���	�� S�������� ���� ��� �
���
�� � 
������� ����� ���	��� �
������

���� �����

�� 
������� � ���
����� �����

���% 8� �������� ����� 
������
��
�� ������ 
����

�� �
���������	 �����	 S������� 2==3% D�� 
� )�� ���
� ������ ������ ����	 ��� ���
�� ����� � �������
�	� � ����� )� ������
�������� 
�������
�� ��� �����
�� ���
�	 ��
��������	 ����� )����
��
��
�����% + � �� ������ ��� �� ������ 
���� ���
���� ����� ���� ������� ���
���� ��������

�	 ��������� �������
�� S������� � ������ ������
� ���
�����

��� �������� ��
���

��� 
� ����� �������
�	%



����� 	

�	
����	�	�� ������

����#�	��

-�� )����	��
���� 9��������� � .�����/�����

*���	��� � �������������� ��������
�, ������������� ������� ����� ����
����
�	 �� ��������	���, � ���
���	 ����� ����% D����� �����
�� �� �����
���� ��� ��
��
�� ����� ���������
�� ����
�
�	 �����
�� � ���
���	 �����%
+ 	����
�������� ���������
�� �����
�� ������ � ����

�	 ����
 �����
�
t ����������� ������� �����
�� ΨS(t)� ���������� ���
�	 
���� ���� �������

�� ����� ��� ������
�	� ������������ 
�� ������	 � )� ����
 �����
�%
9�� 
�	��� )���,��� ������ ���������� �����

�	 ��������� , )��� �����
�� �����
�� 4���
���	 ��
����7� ����������	 ����
�
��� R����
����S

i�
∂ΨS

∂t
= HSΨS(t) . 46%#7

+ )�� ���������
��� �������� ���������� ������
 FS 
� ������ � �����
��
��� ���� t �
� ���
�����S dFS/dt = 0% + ��� ������ ����
�� �
���
�� ��������S

〈FS〉 = 〈ΨS(t)|FS |ΨS(t)〉 , 46%�7

������ ������� ���� ������ � �����
� ���S

i�
d

dt
〈FS〉 = 〈ΨS(t)|[FS , H ]|ΨS(t)〉 . 46%=7

1������� 
������� �
���
�� �����������
�� ������ ΨS(t)� ��������� � ������

�S

Φ(t) = V (t)ΨS(t) , 46%?7

���
V (t)V +(t) = V +(t)V (t) = 1 , V +(t) = V −1(t) . 46%57

C���� 
���	 ����� �����
�� Φ(t) �����
���� ����
�
�, �S

i�
∂Φ(t)
∂t

=
(
i�
∂V

∂t
V −1 + V HSV

−1

)
Φ(t) . 46%67

�"�
����� �����B i�∂Φ(t)
∂t

= i�∂V
∂t

ΨS(t) + i�V ∂ΨS
∂t

= i�∂V
∂t
V −1Φ(t) + V HSΨS = i�∂V

∂t
V −1Φ(t) +

V HSV
−1Φ(t)� ��� ���	�
��� � )3�3*�

#�#



#�� &���� A� -'��)-�'+'�. +%)-. �%;�<H'-E

+������ ���� V (t) ����������,��� �����,���� ����
�
�,S

−i�∂V
∂t

= (V HSV
−1)V = V HS . 46%A7

C���� �����������

�	 ����� �����
�� 
� ���� ������ � �����
�� �� �����
���
� �� 46%67% + ���� �
���
��� V (t)� ����
�� �
���
�� �������� FS ���������
���� � ����S

〈F 〉 = 〈ΨS(t)|FS |ΨS(t)〉 = 〈V (t)ΨS(t)|V (t)FSΨS(t)〉 = 〈ΦH |V (t)FSV −1(t)|ΦH〉 , 46%;7

��� ���������� ΦH ���S

ΦH = V (t)ΨS(t) , 46%$7

������ V (t) ����������� ����
�
�, 46%A7% &�������� ��� FH(t)S

FH(t) = V (t)FSV −1(t) . 46%#B7

C���� ��������	 � �����
� ������� FH(t) ���� ���� �� ����
�� � �����
���
������������ ������� ΦH � ����� ���� ������� FS � �����
��� ������������
������� ΨS % 9������
����� 46%57 �� �����
�� �����S

dV (t)
dt

V +(t) + V (t)
dV +(t)
dt

= 0 . 46%##7

C���� �� 46%A7 � 46%#B7 �������� ��� �����

�	 ���������� FH(t)�S

∂FH(t)
∂t

=
∂V

∂t
V +FH(t) + FH(t)V

∂V +

∂t
=
i

�
[V HSV

+, FH(t)] =
i

�
[HH , FH(t)] , 46%#�7

�� ���������� ����	 ����
�
�� �����
�� ��� �������� ���������	 ������
� �

� ������
������ ���������
��% "�	��
���������	 ����� �����
�� ΦH � �����
�

� ������S

∂ΦH
∂t

= 0 . 46%#=7

@��
�� 
�������� ���� � �� ΦH ����� �������� � ΨS(0) ��� t = 0%

-�� )����	��
���� ����������	����

E�������� �
��� ����
�� ����
�
�� R����
����S

i�
∂Φ(t)
∂t

= (H0 +HI)Φ(t) , 46%#?7

��� H0 ' ����� �
��
 
���������	���,��� ����	 4�����7� �HI ' 
������	 ���
��� �
��
 ��������	����% +���� �����
�� Φ � ������� ��������	����� %�%
��� HI = 0� �������� �����
�� ����

��� ����� ������
�� ����� � ��������
�

��� ����� ���� � ���
���% &������ HI �������� ��������	���� )�� �����
���� � ������ � ����� � ����	%

�"�� 	������� )3�2-* ������ ���B ∂FH
∂t

= ∂V
∂t
FSV

−1 + V FS
∂V−1

∂t
= ∂V

∂t
V −1FH + FHV

∂V−1

∂t
�



A��� �����������
� �6�
2�������
�� #�=

+����� ���� ����� �����
��S

Ψ(t) = exp
(
iH0t

�

)
Φ(t) . 46%#57

:����
� ����� ��� �� Ψ(t) ����������� ����
�
�,S

i�
∂Ψ(t)
∂t

= exp
(
iH0t

�

)
HI exp

(
− iH0t

�

)
Ψ(t) 46%#67

���

i�
∂Ψ(t)
∂t

= HIR
I (t)Ψ(t) , 46%#A7

���

HIR
I (t) = exp

(
iH0t

�

)
HI exp

(
− iH0t

�

)
46%#;7

' ������� )
����� ��������	���� � )�� 
���� ���������
��% 8� �������
��
� ������ � �����
�� � �����������
�� �����
���������� �������� HI %
+������ �������� 
�	 ������� QIR(t) � )��� �� 
��������� ������������ ����
���� ������ �����
 � �����
��������� ��������� QS ���S

QIR(t) = exp
(
iH0t

�

)
QS exp

(
− iH0t

�

)
. 46%#$7

&�,�� ����� �� ������� �� � ���������
�� ��������	���� ��������� ������
���� � �����
� ����������� ����� �
��
�� ������
�� ������ �� ��� ������
��
����� 46%#$7 �� t ��������S

i�
∂QIR(t)

∂t
= [QIR(t), H0] . 46%�B7

O������ �� HIR
0 = HS

0 % C���� �������� � ���������
�� ��������	���� �������
�� ����	 ����������, ����
�
��� �����
�� �������
� ���� �� ���� ��� �����
����� � �����
� ������ �����
�� ������ Ψ(t) ������������ ������
� 46%#A7�
��� )
�����	 ��������	����% *��������
�� ��������	���� ���������� ��� ��
����
�� ��� ������
�� ����� �������
�	%

M��������� ��	����� ������ 
���������� %��������� ������
���������� �� �������� 	�!
��� � ���
�� �������� 	��
��������  ���������� �����
��� 	��� ����� ��
B

H0 =

	
d3r



ψ̄(x) (−iγ · ∇ +m)ψ(x) +

1

2

�
∂ϕ(x)

∂t

�2

+
1

2
(∇ϕ(x))2 +

1

2
m2ϕ2(x)

�
, )3�-2*

�  ���������� ������
������� )��	������� �� 	��������� ������#���� ������������� ����!
����������* ����B

HI = g

	
d3rψ̄(x)ψ(x)ϕ(x) , )3�--*

 
� g L ������������ ��������� ������
�������� "��� 	�����
� � 	��
�������� ������
�������
�	������� 	��� ϕ(x) � ψ(x) �
���������� ��
����� ����������B

(i�∇−m)ψIR(x) = 0 , (� +m2)ϕIR(x) = 0 , )3�-.*

�� ���������� ��� ��������� ��� 
� ���� �������� ������� ����������� ���������������
�������������� ����������� 
� ���� �	���������
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E��% 6%#S

� ��������� )3�2O* ����� ��
B

i�
∂Ψ(t)

∂t
= g

	
ct=x0

d3rψ̄IR(x)ψIR(x)ϕIR(x)Ψ(t) . )3�-D*

!���
�
�� 46%#A7 ���
� ������ � ������ ��� �������

��% 8� ������
�� ����
�������� ���� �����
�� �������� 
�	 �����������
��� � ������
���������
�
����� .������	/ ������
��� t = const% W��
���

�� �������� ������� ����
�
���������� )� ������
�� ' 
����� � 
�	 nµ(x) � �,��	 ���� r ����
� �� 
�����
������
�	� %�% nµ(r)nµ(r) > 0% 8� ��
����� �� 
������ ��� ���� 
� ��
�

�	 ������
��� 
� ���� �� �����
� ������� ���
����� ��� ��� �� �,��� ���
���� 
� ������
��� �������
� ������
���

������
�� �
�������% &���
����
���, ������
�� �������� σ% + �,��	 ���� r 
� )�	 ������
��� ���
� �����
����� t(r)� 
��������� ����� 
�� �����
��% + �������� ����� ������
�� ��
��
���� ������	� ��� ���� 
� 
�	 ���, ���
������ ����� t = const% C���� ���
�
������ Ψ(t) ����� Ψ[t(r)]% &�
��
�� ����
�
�� 46%#A7

i�
∂Ψ(t)
∂t

= HI(t)Ψ(t) 46%�57

���
� ���� �������� ��� ����� � ���������
�� �����
��
��� ���� ����
��

�	� ������

�� �����
��� ����� 
��� �����
� ��� �����	 ���� ������
���
�

������
�	 ������
���% W��� ����� �
��
 ��������	���� ������ ��� �����
�� ����� ������
�� ���	��� ∆V ������
���

�������
�	 ������
��� σ� %�%

HI =
∑
σ

HI(x)∆V , 46%�67

� ����
�
�� � ����	 ���	�� ������ ������
���

�������

�	 ���� r, t(r) ���
�
������ � ����S

i�
∂Ψ[t(r)]
∂t(r)

= HI(x)∆V Ψ[t(r)] , 46%�A7

�� ������� ����
�
�� 46%#A7% *����� �� �������� Ψ(t)� ��������,��� ������
�� �����
��
� ������ ��������
�, ������������� t = const ��� ������� ���������
��� �
�������

∫
tHId

3r� � ��
�� �� �������� Ψ[t(r)] �
����� 
� ���� x ����
�������� �� )
�����	 ��������	���� � HI(x)∆V � �����
��
� ����� ��T��� ���
���� x% *����� �� ���������
�� ∆V∆t ������� ����������� �
�����

��� �

����������� �����,��� �
�����

�� ��������� �������
������
��% E������
��� ��
���, 
� ������
���

������
�	 ������
��� Ψ[t(r)] = Ψ(σ)% 1���
��
���� ������
� )�� ��
���	 
� ���� ������
���

� ( �����
�� ������
����
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σ � σ′� ������ �����
��
� ���� �����,�� � �����
��� ���� x� ��� )� ���
����
� 
� E��% 6%#% &�������� ���� �
�����

�, �������, δ/δσ(x) �����,���
�������S

δΨ(σ)
δσ(x)

= lim
∆t∆V→0

Ψ[t(r) + ∆t(r)] − Ψ[t(r)]
c
∫
∆V

d3r∆t(r)

= lim
∆t∆V→0

Ψ(σ′) − Ψ(σ)
c∆t(r)∆V

= lim
Ω(x)→0

Ψ(σ′) − Ψ(σ)
Ω(x)

, 46%�;7

��� Ω(x) ' ?���T��� ����,��

�	 ����� σ � σ′% C���� � ������� Ω(x) → 0 ����
�
��
46%�A7 ���
� �������� � ���� �� 
���������� ����
�
�� C���
��� ( R��
����S

i�c
δΨ(σ)
δσ(x)

= HI(x)Ψ(σ) . 46%�$7

8� ����
�
�� �������

�� ������ �� HI(x) ���������� ����	 �����������	
�
�����
 4������7� � ��� ��������
�� ������
���

������
�	 ������
��� σ 
�
������� ����	����� ��������

�	 ����
������	 ������ �����% *�)��� ����
��

�� C���
��� ( R��
���� ����������� ��� �����
�� ������ ������
�� � �����	
�
� �
�����% +������� � ��� 
�	��� ��� � ��
��
��� ����� ����� � ����
�
���
46%#A7� ������

�� � ��
���
�	 ������ ������
�%

-�� 1��
������ S'��	�����

E���
�� ����
�
�� �����
�� � ���������
�� ��������	���� 46%#A7 ���
� �����
�� � �
����� 
�� ����S

Ψ(t) = Ψ(t0) −
i

�

t∫
t0

dt′HI(t′)Ψ(t′) . 46%=B7

O��� ���
� � 
���� 
�� ������� ' ��� t = t0 ��
���� Ψ ������� � Ψ(t0)%
O������ ���� Ψ(t) � Ψ(t0) � �����S

Ψ(t) = U(t, t0)Ψ(t0) ,
Ψ(t0) = U−1(t, t0)Ψ(t) , 46%=#7

U(t0, t0) = 1 ,

��� U(t, t0) ' �
���
�	 4�����
�,��	 
���������U7 ������� )���,���% C����S

S = U(+∞,−∞) 46%=�7

��������� S������� 4������ ������
��7� ������ ��������� ���������
�� ���
��
�
�� �����
�	 ������ � ����� �� ��������	����S

Ψ(+∞) = SΨ(−∞) , 46%==7

��� Ψ(−∞) � Ψ(+∞) ' ������������� ������ �����
�� ������� � ���
����
������������� ����� ����,��	 � ���������	�� ���
 � ������ ������
��%

�C�� ����� ��#� %������� 	����
�#�� A�������



#�6 &���� A� -'��)-�'+'�. +%)-. �%;�<H'-E

&������ U(t, t0) ����������� �����,���� �������
���� 
��� ����
�
�,�
������
��� �� 46%#A7S

i�
∂U(t, t0)

∂t
= HI(t)U(t, t0) . 46%=?7

Q
������
�S

−i�∂U
+(t, t0)
∂t

= U+(t, t0)HI(t) , 46%=57

������ �� HI(t) )�����% �� )�� ����
�
�	 ����� ������� ��

∂

∂t
(U+(t, t0)U(t, t0)) = 0 , 46%=67

�� )�������

�
U+(t, t0)U(t, t0) = 1 . 46%=A7

9�� �������� ��� �
���
��� 
��
� ��� ������ � ��

U(t, t0)U+(t, t0) = 1 . 46%=;7

+����
���� �����,��� ��������� ���	��� �������� )���,���S

U(t, t1)U(t1, t0) = U(t, t0) . 46%=$7

+ ����� ����� ��

Ψ(t) = U(t, t1)Ψ(t1) , Ψ(t1) = U(t1, t0)Ψ(t0) 46%?B7

������S
Ψ(t) = U(t, t0)Ψ(t0) = U(t, t1)U(t1, t0)Ψ(t0) , 46%?#7

�� � ������� ��� �����
�
�� 46%=$7% W��� � 46%=$7 ������ t = t0� � �������S

U(t0, t1) = U−1(t1, t0) . 46%?�7

�� ����
��� U(t0, t1)U(t1, t0) = 1� ��
���� ��� ����� 
� U+(t0, t1) � ����� ���
46%=A7� �������S

U(t1, t0) = U+(t0, t1) = U−1(t0, t1) , 46%?=7

�� � ��������� �
���
�� �������� )���,���%
:����������

� �� ���������� ���	��� 46%=$7 ������� �� �,��	 ������� ���

���� 
� ��
��
�� �
������ �����
� ���
� �������� � ���� ���������
�� ���
��������� 
��� �����
��
� ����� �����������
�	� ����������� � ����� , ����
����� )���,���S

U(t, t′) = U(t, t1)U(t1, t2)...U(tn−1, tn)U(tn, t′) , 46%??7

��� U(tj , tj+1) ' �����
��
� ����� �����������
�� � ����
� �����
� tj � tj+1%
E���
�� !���
�
�� 46%=?7� ������
�� ���� ���� �� ������
� � �
����� 
��

����S

U(t, t′) = 1 − i

�

t∫
t′

dτHI(τ)U(τ, t′) . 46%?57
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*�)���� ��� �����
��
� ����	 ���
��� �����
 tj − tj+1 �����S

U(tj , tj+1) = 1 − i

�

tj∫
tj+1

dτHI(τ)U(τ, tj+1) ≈

≈ 1 − i

�

tj∫
tj+1

dt′HI(t′)U(tj+1, tj+1) = 1 − i

�

tj∫
tj+1

dt′HI(t′) . 46%?67

:�����
���

� ���������� ����� �
������� � ��������� ���
� �� 46%??7 ��������S

U(t, t0) = 1 +
(
−i
�

) t∫
t0

dt1HI(t1) +
(
−i
�

)2
t∫

t0

dt1

t1∫
t0

dt2HI(t1)HI(t2) +

+
(
−i
�

)3 t∫
t0

dt1

t1∫
t0

dt2

t2∫
t0

dt3HI(t1)HI(t2)HI(t3) + . . . . 46%?A7

E�������� �
������ ��������,��	 n�	 ������� ����� �������
�	S

t∫
t0

dt1

t1∫
t0

dt2...

tn−1∫
t0

dtnHI(t1)HI(t2)...HI(tn) . 46%?;7

�
��������
�� ���� ������� �� �������� �� ����� �
������ �����
� � t0 �� t� �
�� ����
���
���� �� ����
 �����
� tj ��
 �� ����
� tj−1(j ≤ n)% W�����

��
�� � ������
�� 46%?;7 ���
� �������� 
�� ������� ��������
��� ������

��
�
��������
�� t1, ..., tn → tp1 , tp2 ...tpn � � ���� �
���
�� �
������ 
� ����
���%
*������� ��� ������
���� ������

�� t1, ..., tn� ������ ��� ������
�� � ��������

� ����� ������
���� n!� �� ���������
�� ����� �
��������
�� �� �����	
������

�	 
� ��� �
����� � t0 �� t% 1������

� ��� )��� ��
���� ���� ����
����� HI(tj) ��� �
���� �
������ ������ ������������ ������ 
����� � �������
�������
�� �����
�% 8� ���
� �������� �����
��� �������� T ����������
���
�����	 ��	���� 
� ���������
�� ���������� ��������� � �����
�� ����������
� �� � ���
����������� �������� %�% ������� � ��� ��� �
���
��� �����
� �
���������
�� ��� �����S

T
(
HI(t1) . . . HI(tk)

)
= HI(ti)HI(tj) . . .HI(tk) ��� ti > tj > . . . > tk , 46%?$7

�� ��������� �� 
��������� ���
����������� ��� T ����������
�� ���������%
C����� ����� ��� �����
��, �������, ����
����� 
��� ������
�� 46%?;7� ���
������S

t∫
t0

dt1

t1∫
t0

dt2 . . .

tn−1∫
t0

dtnHI(t1)HI(t2) . . . HI(tn) =

=
1
n!

t∫
t0

dt1

t∫
t0

dt2 . . .

t∫
t0

dtnT
(
HI(t1)HI(t2) . . .HI(tn)

)
. 46%5B7
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E��% 6%�S

E�������� ������
� )�������

�� )�� ���� ���� �
������ ��� ������ n = 2%
�� ��������
�� T ����������
�� �����S

t∫
t0

dt1

t∫
t0

dt2T
(
HI(t1)HI(t2)

)
=

=

t∫
t0

dt1

t1∫
t0

dt2HI(t1)HI(t2) +

t∫
t0

dt1

t∫
t1

dt2HI(t2)HI(t1) . 46%5#7

&���� �
��������
�� � ����	 ���� ��������
� 
� E��% 6%� � ���� �������% 1
�����	 ����
�� � ������ ���
� � �����	 ���� 46%5#7 �
��������
�� ����������

���� �� ������ I 4
����������

�	 ������ 
��7� ���� ��� �� ����� ���
�
�
��������
�� ��� �� ���������

�	 ������ II% *���
��� �� ����� �
������
������� �
��������
��� ����� �
����� �
�������� �� t1� ���� ������� �
��
�������
�� ����
���� � �� �������S

t∫
t0

dt2

t2∫
t0

dt1HI(t2)HI(t1) . 46%5�7

W��� ���� ��������� ����
� ������

�� t1 → t2 � t2 → t1� � ������
�� 46%5�7
����� ���S

t∫
t0

dt1

t1∫
t0

dt2HI(t1)HI(t2) , 46%5=7

�� �� 46%5#7 ������� �S

t∫
t0

dt1

t∫
t0

dt2T
(
HI(t1)HI(t2)

)
= 2!

t∫
t0

dt1

t1∫
t0

dt2HI(t1)HI(t2) , 46%5?7

�� ��������� ������������ 46%5B7 ��� ������ n = 2%
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���� �������
�� 46%?A7 ���
� �������� ���S

U(t, t0) = 1 +
(
−i
�

) t∫
t0

dt1T
(
HI(t1)

)
+

1
2!

(
−i
�

)2
t∫

t0

dt1

t∫
t0

dt2T
(
HI(t1)HI(t2)

)
+

+
1
3!

(
−i
�

)3
t∫

t0

dt1

t∫
t0

dt2

t∫
t0

dt3T
(
HI(t1)HI(t2)HI(t3)

)
+ . . . =

=
∞∑
n=0

1
n!

(
− i

�

)n t∫
t0

dt1

t∫
t0

dt2 . . .

t∫
t0

dtnT
(
HI(t1)HI(t2) . . . HI(tn)

)
,

46%557

�� ���
� �������� ���S

U(t, t0) = T

⎧⎨⎩exp

⎛⎝− i

�

t∫
t0

HI(t′)dt′

⎞⎠⎫⎬⎭ , 46%567

��� �������
� ������������� ���������
�� ���� 46%557� �������� ��� � �� 
������
���	 T �)����
�
�%

5�#�� ��	����
������� 	��������� ��� ��
 )3�==* ������� �������� ��������� )3�.D*� A�
��� � 	��
�%%���������� )3�==* 	� ������� tB

∂U(t, t0)

∂t
=

∞�
n=1

1

n!

�
− i

�

�n t	
t0

dt1

t	
t0

dt2 . . .

t	
t0

dtn−1nHI(t)T
�
HI(t1)HI (t2)...HI(tn−1)

�
. )3�=O*

"�� ��	������ 	����� ����� )3�=O* �� ���	��������� ��������������� 	�
���� ����� � ��!
��#����� � ���#� ��� ��������������� ��� �	������ HI(t) ��� 
� ������� �� ������� t� ����
	��
�� �� ��� t1, ..., tn−1� "������ �� ������ �	������ HI(t) �� ���� T !	������
���� � ��	����
� � ���� ���� �������� ���#������ E� 
� )3�=O* ��#�� 	���	����� ���B

i�
∂U(t, t0)

∂t
= HI(t)

∞�
n=1

1

(n− 1)!

�
− i

�

�n−1
t	

t0

dt1

t	
t0

dt2 . . .

t	
t0

dtn−1T
�
HI(t1)HI(t2) . . .HI(tn−1)

�
=

= HI(t)
∞�
n=0

1

n!

�
− i

�

�n t	
t0

dt1

t	
t0

dt2 . . .

t	
t0

dtnT
�
HI(t1)HI(t2) . . .HI(tn)

�
=

= HI(t)U(t, t0) , )3�=I*

��� � ����������H

+�����
��� ��

HI(t) =
∫
d3rHI(x) , 46%5$7

���
� �������� 46%557 � ������ ����� ��
� �������,��	 
� ��� �������

�� S

U(t, t0) =
∞∑
n=0

1
n!

(
− i

�

)n t∫
t0

d4x1

t∫
t0

d4x2 . . .

t∫
t0

d4xnT
(
HI(x1)HI(x2) . . .HI(xn)

)
,

46%6B7



#=B &���� A� -'��)-�'+'�. +%)-. �%;�<H'-E

��� ���
�
∫
dt
∫
d3r =

∫
d4x/c% @��
� ������ 46%6B7 ���� �������� ���� ������

�� �
��������
�� ����������� ����	 ������
���

������
�� ������
��� σ �
σ′� ���� U(σ, σ′) ���� ��� �
�����

�	 ���� ������ �� � HI � )����
 ��T���
d4x ����,�� ?����������%

+��
�	��� ����
�� � ����
���
�� ����������� ���������� ������� ��

��������� ������������� 
�������% 1�����
� ��������
�, S������� 
��
�
������ 
���� 
�	 ����
 �����
� t0 � −∞� � ��
��
�	 ����
 t � +∞% :� �
������ ������ ������
�� ' ��� ���
� �������
�� 46%557 n��� ������� )�
���
� ����� n! ��������� ��� ������� �� ��������% 9�	��
 ��������� ���	�
)� �������� ���� �����
�� �
������ ��������� ���� e−λ|t|� 
� �����	 ����
��� ��
��� ����� �
��
 ��������	����% *���� �������
�� ���� �������
�	
�������������� ������� � ������� λ → 0% 8� ��������� )�������

� 
�������
�� �����
�
�, �� ���� ������
�� n! ��������� � ������� t → ±∞% *��
�� )�
������������, ������� ���
� ���� � �� ���
���� ��
���� 
���� 
��� � ���

��
��� �����
�	 ����,�� ������

��� ��
������ .������
���/ ����� �
��
�
H0� �� ����
� 
�����, ��
������ �����
�	 .�����/ �����% *�)���� �,��	
������� ������
�� ���
� �������� �����,��� �������S

#% + ����
 �����
� t = −∞ ������ 
������� � �����
��� ����������� ����

���	 ��
����	 Φ� ����,��	�� ������

�	 ��
����	 �������� H0% + )��
�����
�� 
������� ����

�� ����� ����� � ��������

�� ���
�� � ����� �
���� ������ ������ �����
� ���� � ����� � 
� ��������	���, �����
����	% +���� Φ ������� �����

�� 
� ��������� � �����
� (HI = 0) ����
���� �����
�� � ���������
�� ��������	����%

�% 9���� ������������ ���,����� ��������	����� � �����
�� � ���
���	
��
����	 Φ �������� � �����
�� Ψ(t0) = U(t0,−∞)Φ� ������� ��� ������
��� ��������� ���� 
��� �����
�, ���������� 4.�����/7 ����� � ���
�� ����� ��� � ���
��% *�� )�� �������������� �� ������ ��� ��� ���
����
� �����
� ���� � ����� � 
� ��������	���, ����� ����	% &�
���
���,��
�� HI ����������� ������

�� ��������	����� � ����� �� ���� .���
���/ ������ ��������, .����/ �� ������ 
�� ���
��� %�% ��������� ��
.�����
��/� �� �� ������ ��
����� ���� 
��� ����������� ���������
����������,���� ������, p2 = m2� ��� m ( 
���,������ ����� ������%

=% 9���� ������ ��������	���, ����� ����	� %�% ��������,��� ��������
� ������ ������ � % �% *� ��������� ������
� ��� ���� �����
� T =
t− t0 ������ �
��� ���������� 
� ��� 
������ � �����
���� �����������
���
���	 ��
����	 Ψ(t) = U(t, t0)Ψ(t0)� )� �����
�� ��������� .�����/
4%�% ���� 
�� ����������7 ������� ����� ������
��%

?% 9���� ��������	���� ������������ ����,����� � �����
�� � ���
���	
��
����	 Ψ(t) �������� � �����
�� � ���
���	 ��
����	 Φ′� ������ ���
������� .�����/ ������� ����� ������
��� ������ Φ′ = U(∞, t)Ψ(t)%

C���� ������� ���� 
�� ������ ������
�� Ψ(t0) → Ψ(t) ����
���� .)�������
�

�	/ ������	� �������	 � ��������
�� .�����/ ������ ��� t = ±∞% E��������
���
���
��S

Ψ(t) = U(t, t0)Ψ(t0) 46%6#7
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	��#=#

� ������� ��� � ����S

U−1(∞, t)Ψ′ = U(t, t0)U(t0,−∞)Φ . 46%6�7

&�,�� �����S

Φ′ = U(∞, t)U(t, t0)U(t0,−∞)Φ = U(∞,−∞)Φ = SΦ . 46%6=7

8� ��
����� �� Φ′ ��� t = +∞ ��	����� 
� ������� ���
���	 ��
����	 �����
�
�� .�����/ ������ � ������ �
� �������� � ����� �� ������
�� �� �����
���
������������ ��
����	 Φ ��� t = −∞%

Q������������ ������� ������� � ����� ���� �������
� �������,�����
� )��������
��% 8� ������� ��� ����� 
� ������� 
�� ������ �� ��
�� ��
��������	���� ����� ������ 
�� �� .����,�� / 4������������ ��� ��� ����
�
���7% + )�� �
���
�� ���
���� ����� ���� ����� 
� ��� 
� �������� �
���
���	 ����
���� ��� ����
� ���, ���� � ���
������� ��
��
��� ������� ��	�
���� 4����� ����
������� ������� 
� ���� �����
� ��
�� ���
���� ��
����7�
�� �� � ������ ������
�� ���
���� ��
���� 
���� 
��� � ��
��
��� �����
�	
��	����� 
� ��������, ������
�� �������%

-�$  �������� �������� �
� ��������� &
��	��'

��� � ����	���� &
��	�����������

+ ���
���	 )�������
����� ���
�� ����� �
��
� ��������	���� ���� ���S

HI(x) = jµ(x)Aµ(x) , 46%6?7

��� jµ ' �� ����������� )�����
��� � Aµ ' ���������
���� )��������
�
���
����% 1�������

�� ������ ������
�� ����������� � ���� �S

S = T exp
{
−ie

∫
d4xjµ(x)Aµ(x)

}
, 46%657

��� �� ���
���� � ������ ���
�� � = c = 1%
E�������� ��
���
�� ������� �������
�� �����
�� )����
�� ������

������
��% &������ ��� j ������� ���������
�� ���� )�����

�� ψ����������%
*�)��� � ������ ������� ����� �������
�	 ����� �� ���
��
� ��������� �
������ ������, ����� �� ������ ' ��� )�����
� � ���
 ���
� ��� ���
����

�� ���������	 E��% 6%=� �
������
�	 E��% ?%A% &�
��� ���� �������� ��
��������� �������� 
�������
� ����� ����
�� �����
�
�� )
����� � ����� �
��% + ����� ����� ���� p1 � p2 ' ?������ �� )�����
��� � k ' ?������ � ���
�
�� � ����
 �����
�
�� ���� ��� k = p2 − p1 ��� k = p1 + p2% &�
��� ��
��� ����
��� 
�������
�� ������ �� ��� ���� 
��� ���
� ������ k2 = 0� ��
��� ��� ������ (p2 ± p1)2 �������� 
� 
�� % + )�� 
����
� ����� ��� ������
��� (p2 ± p1)2 � ������ ����� ��
��� �� )�����
��� 
������� )�����
� #% C����
(p2 ± p1)2 = 2(m2 ± p1p2) = 2(m2 ± ε1ε2 ∓ p1p2) = 2m(m± ε2)� � ������ �� ε2 > m�
� � ����� (p2 + p1)2 > 0 ��� (p2 − p1)2 < 0%

�� 
�������� ���#���� � ���� � ��
�����  ����� �� ��
���� � ��������� ��� � ,2/�
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E��% 6%=S

C���� �������� ������ 
�������,��� �����
�� )����
� S������� ����
����� �� ��� �� ����� ������� ����� �������
�	S

S(2) = −e
2

2!

∫
d4x

∫
d4x′T

(
jµ(x)Aµ(x)jν(x′)Aν(x′)

)
. 46%667

*����� �� )�����

�� � ���

�� �������� � ���������
�� ��������	����
��������, ���� � ������ 46%667 ���
� �������� � ����S

S(2) = −e
2

2!

∫
d4x

∫
d4x′T

(
jµ(x)jν(x′)

)
T
(
Aµ(x)Aν(x′)

)
. 46%6A7

+ ������� ������� ������� ��������� ������� ������
�� ���� )�����
��% C��
��� � 
���� 
�� �����
�� ����� ��� )�����
� � ����� ���� p1 � p2� � � ��
��
��
' ��� )�����
� � ����� ���� p3 � p4% *�������������� �� )�����
� 
�������
� ��
���
�� ���
���� �����
���� 
� ���
���� �
������ � ��� 
�	���� ��������
��� �������% E������ �� ����
�� ��
��
� ��� �����
�	 )����
 ������
������
��� ����� 
���� 
�� � ��
��
�� �����
����� � ��������,���� �����
����% *����� �� � ����� )�� �����
��� ���
� ����� ������,� � 
��
�	

�� �����
�	 )����
 T ����������
�� ���

�� ��������� �� ����� 〈0| . . . |0〉�
��� |0〉 ' �����
�� ���

��� �������% 1�������

� �� 46%6A7 ���
���� �
���S

Dµν(x− x′) = i〈0|TAµ(x)Aν(x′)|0〉 , 46%6;7

�����	 
�������� ���

�	 ��
����	 ���������
�
�� 4�����������7 ��� ���
�

�	 ��
����	 "��
�%

�� T ����������
�� )�����

�� ��������� � 46%6A7 ���
���� �����
�	 )���
��
 ����S

〈34|T jµ(x)jν(x′)|12〉 , 46%6$7

��� |12〉 � |34〉 ����
���, �����
�� � ����� )�����
��� � ��������,���� ���
��� ����% 8� �����
�	 )����
 ���
� ���� �������� � ���� 
��������
����
��� �� �������� ���� ������ ���� �� ���
���
��� ���S

〈2|F |1〉 = 〈0|a2Fa
+
1 |0〉 , 46%AB7

��� F ' �������� 
�	 �������� � a+
1 � a2 ' �������� �����
�� #��� � �
����

��
�� ���� )�����
��% N�
�� �� ����� 46%6$7 
��
� ������� S

〈0|a3a4T (jµ(x)jν(x′))a+
2 a

+
1 |0〉 . 46%A#7

-����	 �� ��������� ��� �� j = ψ̄γψ� ������ ψ��������� ���������,��
���S

ψ =
∑
p

(apψp + b+pψ−p) , ψ̄ =
∑
p

(a+
p ψ̄p + bpψ̄−p) , 46%A�7



A�=� *
����22� 1���2��� ��� �������
� >��	������ � 	�������� >��	����
��2
	��#==

��� ����� ψp ����
���
� ��������,��� ���
��� 4������� ���
�7% +���� ������
���� ���� ������� ������

�� ��������� ������ � �������������� ������
� ���� 
� ������,% 1 ����� 46%A�7 ���������
�� jµ(x)jν (x′) ������������ � ���
�� ����� ���
��� �����	 �� ������ ������� ���������
�� ���� ��������� ap
� ���� a+

p � ������ ����
� �������� �
�����
�� )�����
�� # � � � �����
��

)�����
�� = � ?% N�
�� �� )� ����
� �� �������� a1, a2, a
+
3 , a

+
4 � ������ .����

����,��/ � .�
��
���/ ���������� a+
1 , a

+
2 , a3, a4 ������
� ������
��� ����
���S

〈0|apa+
p |0〉 = 1 . 46%A=7

1��� ��������� ��� )��� �������,� ���,�� c������% + ���������� � ��
��� �� ������ ψ���������� ������ a1, a2, a

+
3 , a

+
4 ��� �������
�� � �
��
���

a+
1 , a

+
2 , a3, a4� �� 46%A#7 ���
���, ? ��������� ����S

a···3 a
·
4(ψ̄

·γµψ··)(ψ̄′···γνψ′····)a+··
2 a+····

1 + a·3a
···
4 (ψ̄·γµψ··)(ψ̄′···γνψ′····)a+····

2 a+··
1 +

+a·3a
···
4 (ψ̄·γµψ··)(ψ̄′···γνψ′····)a+··

2 a+····
1 + a···3 a

·
4(ψ̄

·γµψ··)(ψ̄′···γνψ′····)a+····
2 a+··

1 , 46%A?7

��� ψ = ψ(x) � ψ′ = ψ(x′)� � ���
������ ��������� ���� ������� �����

��
����������� ��������% C���� 
��
� � ������ �� )�� ��������� ����������
�� 
� �������� .�����

��/ �������� a1, a2, ... �� ψ� ������

�� � ���� 46%A�7�
�� ���� �
� �������� ����� �� ������ �
��
��� a+

1 , a
+
2 , ...� ���� ���
� ���

�� ������ ���� �� 46%A=7 � ������ ��� �������
�� ������
��� ����
��� �����
���������
�� ��������,��� ����
��% !������ �
���������
�� )�� ����
������ 4#���=�? ' ������
�� �����
��U7� 
������� �� �����
�	 )����
 46%6$7
����
�S

〈34|T jµ(x)jν(x′)|12〉 = (ψ̄4γ
µψ2)(ψ̄′

3γ
νψ′

1) + (ψ̄3γ
µψ1)(ψ̄′

4γ
νψ′

2) −

− (ψ̄3γ
µψ2)(ψ̄′

4γ
νψ′

1) − (ψ̄4γ
µψ1)(ψ̄′

3γ
νψ′

2) , 46%A57

��� ψ ��� 
� ��������� � ��������,��� ���
��� 4������� ���
� � ����� ����
#���=�?7U &���	 �
�� ���� ������
� �
 ������ � �������� � ������ ���������
�
.�
��
��/ )�����

�� ��������% O
�� �����
��� )����
� ��� ������
�� ���
�����

�� ����� ������ ���������
% *����� � ����� ��������� � 46%A57 4�����
��� � �� � � �������7 �����,�� ���� � ����� ��� ������
����	 �
������ µ
� ν � ������
�� x � x′% :� ���� ������
���� 
� ��
�� �����
�	 )����
 46%6$7�
� ������ ������� �
������	 ��� ���
� ����������� �������� T ����������
��%
*�)���� ����� ����� �����
���
�� 46%A57 � 46%6;7 � �
��������
�� �� d4xd4x′

����� ���
� �� 46%A57 ��, �����
� �������,��	 ����� �� � �� �����S

Sfi = ie2
∫
d4xd4x′Dµν(x− x′)[(ψ̄4γ

µψ2)(ψ̄′
3γ
νψ′

1) − (ψ̄4γ
µψ1)(ψ̄′

3γ
νψ′

2)] 46%A67

O������ �� �
����� 2! ���������U 1 ����� ���� �� )�����

�� ��
����
���� ���������, ����	 ������� ���
�� ����� 
����� � �� ������
�� � �����

����
� ������������������� %���������� �	��������� �	������� ���� j(x) � j(x′)� ��������!
��� �� �� 	��� ��#�� �������� 	�� ��������� �������� � �������� �������������� � �	������
���� T !	������
�����
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E��% 6%?S

E��% 6%5S

��
�� ������� � 46%A67 ���
�S

(ū4γ
µu2)(ū3γ

νu1)e−i(p2−p4)x−i(p1−p3)x
′ − (ū4γ

µu1)(ū3γ
νu2)e−i(p1−p4)x−i(p2−p3)x

′
=

=
{
(ū4γ

µu2)(ū3γ
νu1)e−i[(p2−p4)+(p3−p1)]ξ/2 −(ū4γ

µu1)(ū3γ
νu2)e−i[(p1−p4)+(p3−p2)]ξ/2

}
×e−i(p1+p2−p3−p4)X ,

46%AA7

��� �� ����� ξ = x−x′ � X = 1
2 (x+x′)% �
��������
�� � 46%A67 �� d4xd4x′ ����
��

��� ���� 
� d4ξd4X % �
����� �� d4X ��� δ(p1 + p2− p3 − p4)� ��������,��,
����
� �����
�
�� ?������ ��% *������� � Sfi � Mfi ������
� 45%�7� 45%=7� 45%##7�
������� �������� ������
�� Mfi � ����S

Mfi = e2[(ū4γ
µu2)Dµν(p4 − p2)(ū3γ

νu1) − (ū4γ
µu1)Dµν(p4 − p1)(ū3γ

νu2)] , 46%A;7

���

Dµν(k) =
∫
d4ξeikξDµν(ξ) 46%A$7

' ���

�	 ��������� � ����� �
�� ���������
��%

-����	 �� ������� � �������� ������
�� � 46%A;7 ���� �� ���������

��������,��	 ���������	 >�	
��
�% :�������� �����	 ���
 ������������
���������	 E��% 6%?� ��� k = p1 − p3 = p4 − p2% Q
������
�� ����� ���������
������������ ���������	 E��% 6%5� ��� k′ = p1 − p4 = p3 − p2% *������ ������
��
�������� �
������
� ��� ������������� � "���� ?S

#% .+�������/ �����
�� ��
��� 
�������

�� � �����
� ��������	����� ����
��, 
���� 
�� )�����
��� �� ���������,�� �����
��� u% .+��������/



A�=� *
����22� 1���2��� ��� �������
� >��	������ � 	�������� >��	����
��2
	��#=5

E��% 6%6S

�����
�� ��
��� 
�������

�� � �����
� ��������, ��
��
�� )������

��� )�� ��
��� ���������,�� �����
��� ū% 8� �
������ ��������,�
�� ����� 
������ � �������� ��������,��� ���������
�, ���� �����
��
��
�	 ����� 
�������
�� ������%

�% -����	 �����
� ������������ �
����� (−ieγµ)% +����
� �����
�,��
���

�	 ��
��	� �����	 ������������ �
����� −iDµν % 9�� ?������ ���
���� ����� 4��
�	7 � �����
�� �����
���� ����
 �����
�
��% *�� )���

�������
�� ���

�	 ��
�� 
��������

�� �
� ��� ��
�� �
�� ����� ��
���
� k� 
� ��
���� Dµν(k) ��
��%

9�� ��������

�� ��������� �����,�� ���� � ����� ������� ���� )�����
�

�� ��
��� 4p3 � p47� �� ��������� ����
� �������

�� ����� � ��
��
��
�����
��� ��� )�� ��������� ���
� �
��� �������� ������
�� 4���
��� *���
��U7%

E�������� ���� ������
�� )�����
� � ������
�� �� 
���� 
�� ����� ��
����
���� p− � p+� � ��
��
�� ��������

� p′− � p′+% &������� �����
�� �
�
�����
�� ������
�� ����� � ������� �������� 46%A�7 ����� � ���������
,���� ���������� �
�����
�� � �����
�� )�����
��% + ��������

�� ����
������ ������
�� )�����
��� �
�����
�� 
���� 
�� ����� ������������� ����
������ ψ� � �����
�� ��
��
�� ' ��������� ψ̄% 1�	��� ���� )�� ���������
��
�,�� ' �������

�� ��
���� ψ̄(−p+) �������� 
���� 
�	 ������
� � ���

��
�	 ������
 ���������� ��
����	 ψ(−p+)% 1 ����� )��� ������� ��	����
��� � ����� ���
� ����� �������� ��������,��, �������� ������
�� �
����S

Mfi = −e2(ū(p′−)γµu(p−))Dµν(p− − p′−)(ū(−p+)γνu(−p′+)) +
+e2(ū(−p+)γµu(p−))Dµν(p− + p+)(ū(p′−)γνu(−p′+)) , 46%;B7

�� ����������� ������������ ������

��� 
� E��% 6%6% *������ �������
�� ����
����� ���,�� ����
���� �������� �����
�� ��
��� ������������ �����
��
u� � ��������� ū% &�
��� ���� �������� ��
�� ��������, ��������� � ���
������� ��������� ������
��� ������ �� ����� �� ������ � ����
�� �
����%
8� ��������� ����������	�� � "���� ? ��	
��
�����	 ����
� ������
�� ���
)�����
�� ���������
�,������ ����
� �� �����
�% + �����	 ��������� E��% 6%6
� ��
�	 �����
� ��������,�� ��
�� 
���� 
��� � ��
��
��� )�����
��� � �� ���
��	 ' ������
��� )� ��������� �������� ������
�� )�����
� 
� ������
�% +�
����	 ��������� � �����	 �� �����
 ������,�� )�����

�� � ������

�� ���

��� � ����
�	 �����
� ��������� �

�������� ���� � �������
��� ������ 
���
���
�� � � 
��
�	 ' �����
�� ���� �� )��� ���
�% 8� �������� �������� � �



#=6 &���� A� -'��)-�'+'�. +%)-. �%;�<H'-E

���	���� ������ 
�� ���
��% + �����	 ��������� 4��
�� ������
��7 ?������ �
������ 
��� ���
� ����
 ���
��� ?������ ��� ���� )�����
�� 4��� �������

��7� ��)��� k2 < 0 4��% �
���� � 
����� )��� �������7% +� ����	 ���������

4�

��������

�	 ��
��7 k′ = p− + p+� � ����� k′2 > 0% &����� �� ��� �����
�� 
��� ���
� ������ k2 �= 0� � ������ � ���� 
���� ��� ������� ������ k2 = 0%

-�(  �������� �������� �
� ��������� :�	����

E�������� ���� �����	 )���� ������ ������� ' ������
�� ���
� 
� )����
��
� 4)���� -����
�7% *�� � 
���� 
�� �����
�� ���
 � )�����
 ���,
?������ �� k1 � p1� � � ��
��
�� k2 � p2 4� ���� � ��������

�� ������������
������ ��� ������� 
� ���������7% *�� ������ �����
��� )����
� S(2) ��

���� 
��� � ��
��
��� �����
���� ���
���� ���

�	 �����
�	 )����
 ���
��S

〈2|TAµ(x)Aν (x)|1〉 = 〈0|c2TAµ(x)Aν (x′)c+1 |0〉 , 46%;#7

��� 4��% 4=%?#77

Aµ =
∑
k

(ckAkµ + c+kA
∗
kµ) . 46%;�7

+ 46%;#7 �������� ��� �������
�� .�
��
��/ � .�
���

��/ ���

�� ���������
� ��������S

c·2A
·
µA

′··
νc

+··
1 + c·2A

··
µA

′·
νc

+··
1 = A∗

2µA
′
1ν +A1µA

′∗
2ν . 46%;=7

O��� �� ���� ��������
�� c1 � c+2 � � ����� ������� �
�� T ����������
��%
Q
������
�� ������� 
��
� �������� � )�����

�, ��� �����
��� )���

��
�S
〈2|T jµ(x)jν(x′)|1〉 = 〈0|a2T (ψ̄γµψ)(ψ̄′γνψ′)a+

1 |0〉 . 46%;?7

O��� ��� ��������, ����� ψ���������% C�� �� ��� �� 
�� �
�����, )����
��
 # � �����, )�����
 �� %�% �������,�� � ���������� a+

1 � a2% 8� ����
�� �������� ψ̄′, ψ ��� ψ′, ψ̄� 
� 
� ψ, ψ̄ ��� ψ′, ψ̄′� ������ �� �����
�� � �
����
��
�� � ��
�	 � �	 �� ���� x ��� x′ ���� ���� 
�� )�����
�� 4����� � ��
��
���� 
�� ���
��7 ���� ������
�� 
�� % *�������� ��� �������
��� �������� �
�����
�� )����
� 46%;?7 ��� ���������� ������ ������� �
����� ��� ������
t > t′S

a·2(ψ̄
·γµψ)(ψ̄′γνψ′··)a+··

1 + a·2(ψ̄γ
µψ··)(ψ̄′·γνψ′)a+··

1 . 46%;57

+ ������ ��������� �������
�� ��,S

a2ψ̄ → a2a
+
2 ψ̄2 , ψ′a+

1 → a1a
+
1 ψ

′
1 . 46%;67

*����� �� ���������
�� a2a
+
2 � a1a

+
1 �����
�� 
�� �
� ����
�,�� �� ����
�� ��

������� �
���
���� %�% ���
���	 ������
� 46%A=7% 9�� �
������
��� ������������

�� ������ ���������� � 46%;67 
��
� �
����� .������ / ������� a+

2 
������ �
a1 
������� �� ���
� ����� � ����� ����
��� ������ ���������� �� ������
������� ��S {

ap, ψ
}

+
=
{
a+
p , ψ̄

}
+

= 0 ,{
ap, ψ̄

}
+

= ψ̄p ,
{
a+
p , ψ

}
+

= ψp , 46%;A7



A�?� *
����22� 1���2��� ��� �������
� 4������ #=A

��� � �����	 ���� ������
�� ���� ���
���
�	 �������� ���
���� ��������,�
��� ������� ���
�� � ?������ ��� p 4��% 46%A�77% + ����� �� 46%;57 ������������
� ����S

〈0|(ψ̄2γ
µψ)(ψ̄′γνψ′

1) − (ψ̄γµψ1)(ψ̄′
2γ
νψ′)|0〉 ��� t > t′ , 46%;;7

��� ψ ��� �
����� ' ��������� � ψ1, ψ2 ��� ����� ���
��� 4������� ���
�7 �
��������,���� ����� ����% Q
������
�� �������� ��� t < t′ �������� �����
��
��� �����,����� ������
����	 ������ � �
������ µ � νS

〈0| − (ψ̄′γνψ′
1)(ψ̄2γ

µψ) + (ψ̄′
2γ
νψ′)(ψ̄γµψ1)|0〉 ��� t < t′ . 46%;$7

&�� ������
�� 46%;;7 � 46%;$7 ���
� ������ ���
�� �������� ����� �����,���
��������
�� ���
������������ 4T ����������

���7 ���������
�� ����������� ����
������S

Tψ(x)ψ̄(x′) =

{
ψ(x)ψ̄(x′) , t′ < t ,

−ψ̄(x′)ψ(x) , t′ > t .
46%$B7

C���� ������ � ����� ��������� � 46%;;7 � 46%;$7 ��T���
�,�� � ���
�	 ������S

ψ̄2γ
µ〈0|Tψψ̄′|0〉γνψ′

1 + ψ̄′
2γ
ν〈0|Tψ′ψ̄|0〉γµψ1 . 46%$#7

&����� �� � ��������� � ��������
��� 46%$B7 ���������
�� ��������� ���
t < t′ � t > t′ ������ � ���
��� �
�����% + )�� ������ ��������
�� T �
���������
�� ��� ����������� ��������� � �����

��� ����� �� �����
� � �
�
����������	 )�� ���������� � ������ � ��������,��� ����
�	
�� �����
�������� � ����� �
��
 ��������	����%

&�������� ���� )�����

�	 ��������� 4��
���, ���������
�
��7 ���
��
���, "��
�� ��� �����
�� ������ ��
�� �����,���� ����S

G(x − x′) = −i〈0|Tψ(x)ψ̄(x′)|0〉 . 46%$�7

C���� �
�����,��	 
�� )�����

�	 �����
�	 )����
 ����������� ���S

〈2|T jµ(x)jν (x′)|1〉 = iψ̄2γ
µG(x − x′)γνψ′

1 + +iψ̄′
2γ
νG(x′ − x)γµψ1 . 46%$=7

*���� ��
���
�� 
� ���

�	 �����
�	 )����
 46%;#7� 46%;=7 � �
��������
��
�� d4xd4x′ ��� ���
� � 46%$=7 ��, ���
�����	 ����� �� �� ��S

Sfi = −ie2
∫
d4x

∫
d4x′ψ̄2(x)γµG(x − x′)γνψ1(x′)

[
A∗

2µ(x)A1ν (x
′) +A∗

2ν(x
′)A1µ(x)

]
.

46%$?7
*�������� ��� )�����

�� � ���

�� ���
���� ��
���	 ������� ���
� � �����
���� �� �� ��������� �� � ����� δ���
���,� ��������,��, ����
� �����
�
��
?������ ��� �������� �������� ������
�� � ����S

Mfi = −4πe2ū2[(γe∗2)G(p1 + k1)(γe1) + (γe1)G(p1 − k2)(γe∗2)]u1 , 46%$57

��� e1 � e2 ' ?������� ����������� ���
��� � G(p) ' )�����

�	 ��������� �
����� �
�� ���������
��% 9�� ��������� )��� ������
�� ���������,�� ��	�

��
������� ������������ ������

��� 
� E��% 6%A%

+������� ��
��� 4
���� 
�	 ���
7 ������������ �
����� 
√

4πe� � �����
����� 4��
��
�	 ���
7 ' �
����� 

√
4πe∗% +
���

�� �����
�� ��
�� ������

� ������ 
��� )�����
�� ?������ � ������� ����������� ����
�� �����
�
��



#=; &���� A� -'��)-�'+'�. +%)-. �%;�<H'-E

E��% 6%AS

?������ �� � �����
��% 8�	 ��
�� ������������ �
����� iG(f)% + ������
� ?������ �� ���� 
�	 ������� ������ ?������ �� ������ 
��� )�����
� 
�
���� 
� ��� �������	 ������
���� %�% 
� ����
 m2% E���������� �
�����
 f2 �
������ ����� )�����
�� ����� ������ � ��S

f2 = (p1 + k1)2 > m2 , f ′2 = (p1 − k2)2 < m2 . 46%$67

-�- 5
��	������ �������	���

O�	����� ���� ��
�� �������
��� ����������� 4��
���	 "��
� ������
�� ���
���7% *� ��������
�, 46%$�7 )�����

�	 ��������� �� S

G(x− x′) = −i〈0|Tψ(x)ψ̄(x′)|0〉 .

*���	����� 
� 
��� ������ ��������� γµpµ−m� ��� pµ = i∂µ% *����� �� ������
��
���� ψ(x) ����������� ����
�
�, 9����� (γµpµ −m)ψ(x) = 0� � �� ������� �
����� �� 
�� �� ���� ����� x �� ����,��
��� ��� � ������ t = t′% 9��� ���� 
� ��� �� G(x − x′) ������� � ������
�� �������� ��� t → t′ + 0 � t → t′ − 0�
������ �� ������
� ��������
�, 46%$�7 )� ������� ��������

� ���
�S

−i〈0|ψ(rt)ψ̄(r′t)|0〉 � + i〈0|ψ̄(r′t)ψ(rt)|0〉 , 46%$A7

�� �� ��� t = t′ ��
���� "��
� ���� ��
��
�	 ������% 8� ������� � �������

�, � ��������
�	 ∂G/∂t �����
��� 
��� ���
� � δ���
����	S

∂G

∂t
= −i〈0|T ∂ψ

∂t
ψ(x′)|0〉 + δ(t− t′)[G|t→t′+0 −G|t→t′−0] . 46%$;7

O������� �� � γµpµ −m ��������
�� �� t ����� � ���� iγ0∂/∂t� ����� ��)���S

(γµpµ −m)G(x− x′) = δ(t− t′)γ0〈0|
{
ψ(rt), ψ̄(r′t)

}
+
|0〉 . 46%$$7



A�A� F��	������� ����������� #=$

+������� �����	 ���� �
���������% *����
���� ������� ��������� ����
�

�� � ���� (6.72) � ����� ��� ���������

�� ���
���
�� ��� ap � bp� �������S{

ψ(r, t), ψ̄(r′t)
}

+
=
∑
p

[ψp(r)ψ̄p(r′) + ψ−p(r)ψ̄−p(r′)] , 46%#BB7

��� ψ±p(r) ' ������� ���
� 4�����
���7 ��� �����

��� �
������% :� ��������

�� ���� ���� ��
���	 ���������� ���
�	 
����� �� ��S∑

p

[ψp(r)ψ
∗
p(r

′) + ψ−p(r)ψ
∗
−p(r

′)] = δ(r − r′)δik 46%#B#7

��� δik ' ������ -��
����� �� ���
��
�� �
������% 1����� ������ � �����	 ����
46%#BB7 �������� � 46%#B#7 ����
�	 ψ∗ 
� ψ∗γ0� �� ��S{

ψ(rt), ψ̄(r′t)
}

+
= γ0δ(r − r′) . 46%#B�7

*�������� 46%#B�7 � 46%$$7 ������� ���
���� 
�S

(γµpµ −m)G(x− x′) = δ(x− x′) . 46%#B=7

C���� �������� )�����

�	 ��������� ����������� ����
�
�, 9����� � δ�
��
����	 � �����	 ����� %�% ��	����� 
� ������� ��
����	 "��
� ��� )���
����
�
���%

E�������� �
��� ��� ������� ��
���� "��
�S

G(p) =
∫
d4ξe−ipξG(ξ) . 46%#B?7

+������� ��� �������
�
� � ����� ����
 ����
�
�� 46%#B=7� 
�	���S

(γµpµ −m)G(p) = 1 . 46%#B57

E���� )� ����
�
��� �������� ����� �� �����	 
�� ������
 ��� �� "���� ?S

G(p) =
γµpµ +m

p2 −m2
. 46%#B67

-����
�
� ?������� p � G(p) ����,�� 
����������� ������

���� �
� 
� ����
��
� ���
���
��� ��� p2 ≡ p2

0 − p2 = m2% W��� ������ �
���
��� 46%#B67
� ����S p2

0 − (p2 + m2)� � ���
�� �� G(p) ��� ��
���� p0 ��� ����

�� p ����

��� ���,�� ��� p0 = ±ε� ��� ε =
√

p2 +m2% C����� ��� �
��������
�� �� dp0 �
�
������S

G(ξ) =
∫

d4p

(2π)4
e−ipξG(p) =

1
(2π)4

∫
d3peipr

∫
dp0e

−ip0τG(p) , (τ = t− t′) 46%#BA7

���
���� �������� ������ )�� ���,���� ���� �
������ 
�� ��� �� "���� ?%
*����
�� �
��� ����� �������	�� �� ������ >�	
��
�% +��
���� � ���������

�, 46%$�7% *������� � 
��� ψ��������� � ���� 46%A�7� �������� �� ����
� �

�$� �� ��
���� ��� ������� iG(x1 − x2) 	����� ���	�
��� � ���
����� ���� � 0��� D %�����!
������� %������� K+(2, 1)
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E��% 6%;S


��� ������
�� ����
�� �� �� � �����,��� ���������
�	 ��������� �����
��
� �
�����
��S

〈0|apa+
p |0〉 = 1 , 〈0|bpb+p |0〉 = 1 . 46%#B;7

C���� �������S

G(x− x′) = −i
∑
p

ψp(rt)ψ̄p(r′t′) = −i
∑
p

e−iε(t−t
′)ψp(r)ψ̄p(r′) 46%#B$7

��� t− t′ > 0% 1�������

�S

G(x − x′) = i
∑
p

ψ̄−p(r′t′)ψ−p(rt) = i
∑
p

eiε(t−t
′)ψ−p(r)ψ̄−p(r′) 46%##B7

��� t − t′ < 0% +����� �� ��� � "���� ? ��� t − t′ > 0 ����� � G ��, �� ��
)�����
�� � ��� t − t′ < 0 ' �� �� ������
�% 1���
���� 46%#B$7 � 46%##B7 �
46%#BA7 ������ �� �
����� ∫

dp0e
−ip0τG(p) 46%###7

� ������
�� 46%#BA7 �����
 ��� �
����� e−iετ ��� τ > 0 � eiετ ��� τ < 0% 8��
�� ���
� ���� ��� ���� ��� �������
�� 46%###7 ������ ���,��p0 = ε � p0 = −ε
��������

� ������ � �
��� � ��������
�	 �������� ������

�	 p0� ��� )� ���
����
� 
� E��% 6%;% + ����� ����� ��� τ > 0 
��
� 4��� ���������U7 ����
� �� 
�
��������
�� �� �����
��
� �����

�	 ���������
��� � 
��
�	 ������������
p0� ���� �
���
�� �
������ 46%###7 ���� �������� �� ������ � ���,�� p0 = +ε%
*�� τ < 0 �������� ��
�� � ����
�	 ������������ � �
����� ����������� �����
�� � ���,�� p0 = −ε% C���� ������� ��������� �� �� �������% >�	
��
������
������� ������ ���,��� ���
�� ��� �� ��� ������ � "���� ?� ������������ 
� �
���S �
��������
�� �� p0 ������ ���� ����	 �������

�	 ���� 
� � �����
������ m ������������ �����
��
� ����� ������� 
�� �
���� ��� S

m→ m− i0 . 46%##�7

C����

ε→
√

p2 + (m− i0)2 =
√

p2 +m2 − i0 = ε− i0 . 46%##=7

1�������

�� ���,�� p0 = ±ε �����,�� �
�� � ����� � �������

�	 ����
��� )� ������
� 
� E��% 6%$� �� �� �
��������
�� ��
����� )�������

��
�
��������
�, ���� ��
��� E��% 6%;�%

�"����� ��������� ��� 	����� �
�� � 	����� ������������� ����� ��� G(x− x′) 	����������
���������� ���� ��������� 	� |τ |� A������������ ��� ��	����� �������� p0 � ��������� 	�����
��� −(ε − iδ) � +(ε − iδ)�  
� δ → +0� �� ��������� ���#���� � ���� ��� )3�222* ��
�� �����
exp(−iε|τ | − δ|τ |)�



A�$� 1������� ����������� #?#

E��% 6%$S

M�������������� 	����� ����
� 	����� ������������� ���������� �����������B

1

x± i0
= P

1

x
∓ iπδ(x) , )3�22D*

������� 	��������� � ��� ������ ��� 	�� ���� ��������� � �����!���  �
��� %������� f(x)
�����B ∞	

−∞
dx

f(x)

x± i0
= P

∞	
−∞

dx
f(x)

x
∓ iπf(0) , )3�22=*

 
� P ���������� ���� ��������� � �����  ���� � ���������

1 ����� ��	
��
������� �������� )�����

�	 ��������� � ����� �
�� �����
�����
�� ����������� ���S

G(p) =
γµpµ +m

p2 −m2 + i0
. 46%##67

8� ��
���� "��
� ���������� ����	 ���������
�� �����
��
��� �
������
γµpµ +m � �������S

G(0)(p) =
1

p2 −m2 + i0
46%##A7

1�������,��� ������
�
�� ��
���� "��
� G(0)(ξ) ����������� ����
�
�,S

(� −m2)G(0)(x− x′) = δ(x− x′) 46%##;7

� �������� ���� �������� ��
����	 "��
� ����
�
�� -��	
� ( "����
�% &������

�� �� �
� ����� ��������� ������
�� ����� � ���� �� ��������
� �����
������
�� ���� ���S

G(0)(x− x′) = −i〈0|Tϕ(x)ϕ+(x′)|0〉 , 46%##$7

���

Tϕ(x)ϕ+(x′) =
{
ϕ(x)ϕ+(x′) , t′ < t ,
ϕ+(x′)ϕ(x) , t′ > t

46%#�B7

' ��������
�� T ����������
�� ��� ���������� ����%

-�0 ��	����� �������	���

*�� ��������
�� ������
��� )��������
�
��� ���� �� ����������� ������
���
���� � ���� �������
�� �� �������
�� ������� ���
��% C���� �����
�� 
�
������ � ������ �������� 
��� )��������
�
��� ����% 8� ������
�� 
��������
�� ���� �� � ���������� ������
�� )�����
�� 
��
� ������ � �� ����
���
���� ��������	����� ������ ���������� ������
�� ���
������ � �������� 
�
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������� � ����
� �������
��� ������ 
��� ���
���% *�)��� ��� ������� 
�� 
� ����� ��� ���
��� ��������
�� ��������� Aµ � 
� ����� 
����������

�
������� ���

�	 ��������� �� �������S

Dµν(x− x′) = i〈0|TAµ(x)Aν(x′)|0〉 . 46%#�#7

-���� ���� ����������
�� �
�����

�� � �
����� 
�	 ���� ����� �������
����� ������ ��������� ������ ���
� ����� ��� .���
���/ �����
�� )���������

�
��� ����% &�
��� ����������� �� ���
� ������� 
������	 ����	 �
�����
�����	 �������� ��� )� ������� 2#3%

:������� ����	 ��� ��������
��� ?��
���� ������ ��
��� ���������� �� ��
� ?������� ξ = x− x′� �� S

Dµν(ξ) = gµνD(ξ2) − ∂µ∂νD
l(ξ2) , 46%#��7

��� D � Dl ' ������
�� ��
���� �
�����
� ξ2% 1�������

�� � ����� �
��
���������
�� �����S

Dµν(k) = gµνD(k2) + kµkνD
l(k2) , 46%#�=7

��� D(k2) � Dl(k2) ' �����
�
� >�� � ��
���	 D(ξ2) � Dl(ξ2)%
+ ������
��� ��� ������� ������
�� ���

�� ��
���� "��
� ������ �����

��
���

�	 
� �����
�� )����
� ���� ��������� ���� )�����
��� %�% � ����
��
����� ���� jµ21Dµνj

ν
43� �� ���
�� 
�������� �� 46%A;7% + ���� ����
� �����
�
��

��� ����� ∂µj
µ = 0� �� �� �����
�� )����
� ��� ����������, ������,

���������
�	 �������
���S
kµj

µ
21 = 0 , 46%#�?7

��� k = p2 − p1% *�)���� ���������� ����� �� 
� ����
��� ��� ����
�S

Dµν → Dµν + χµkν + χνkµ , 46%#�57

��� χµ ' �������� 
�� ��
���� k% 8� ��������� ���������� ��������� ����
������ � ������ ���������� ��������� ����% *�)���� ����� ��
���� Dl(k2) �
46%#�=7 ��������� ���������
� � ���� ��������� �� �� ��������
�	 �������%
:������
�� ��
���� "��
� �������� ���� �������� � ��������
�, ����� ��
�	
����������
� �
�����

�	 ��
���� D(k2)% W��� �������� ����

�� �
���
��
k2 � ����� �� z ���� 
�������
�� k� � �����������
�� 46%#�57 
� ���� ���
������ Dxx = Dyy = −D(k2)% *�)��� 
�� ������
� ������� ����� ��
�
�����
�
� Dxx� ��� ���� �,��	 ����������	 ���
������%

!���
� ������ ���� ��� ��� � ����� ����
�����	 ����������	 div A = 0� �����
������� A ����� �������
���S

A =
∑
kα

√
2π
ω

(
ckαe

(α)e−ikx + c+kαe
(α)∗eikx

)
, 46%#�67

��� ω = |k|� � α = 1, 2 
������ �����������% �� ���� ����
�� �� ������� �
���
�	
���������
�� ��������� c, c+ ����
� � 
��� ��� 

〈0|ckαc+kα|0〉 = 1 . 46%#�A7

�"���� δDl(k2) L 	���������� ��������� %������ Dl(k2)� E� 
� ��������� δDµν = kµkνδDl ≡
kµχν �  
� χν = kνδDl(k2)�



A�$� 1������� ����������� #?=

C���� �� ��������
�� 46%#�#7 ��������S

Dik(ξ) =
∫

d3k
(2π)3

2πi
ω

(∑
α

e
(α)
i e

(α)∗
k

)
e−iω|τ |+ikξ , 46%#�;7

��� i, k ' ������
�� �����
�� �
�����% :������ � ��������� )����
�
� ������
τ = t − t′ ������� ��������� T ����������
�� ������� ��������� � 46%#�#7% ��

46%#�;7 ��
�� �� ����
����� 
�� ������
�� ��� �
������ eikξ ������� ��� � �
�����
�
�	 ��
���� Dik(rt)% 9�� Dxx = −D �
� ���
�S

2πi
ω
e−iω|τ |

∑
α

|e(α)
x |2 =

2πi
ω
e−iω|τ | . 46%#�$7

9�� 
������
�� Dxx(k2) ������ ������� )� ��
���, � �
����� >�� � ��
�����
�% 8� �������
�� ����� �������	S

2πi
ω
e−iω|τ | = −

∞∫
−∞

dk0

2π
4π

k2
0 − k2 + i0

e−ik0τ . 46%#=B7

-�� ����������� ����� ���� �
��������
�� ������������ ����� ���,��� k0 =
±|k| = ±ω ��������

� �
��� � ������� ��� )�� ��� τ > 0 �
����� �����������
������ � ���,�� k0 = +ω� � ��� τ < 0 ' ������ � ���,�� k0 = −ω% C���� �������

������ ���
���� 
�S

D(k2) =
4π

k2 + i0
. 46%#=#7

&�,�� ������
�� �� ��������,��� ��
���� � ������
�
�� ���������
��
����������� ����
�
�,S

�D(x− x′) = −4πδ(x− x′) , 46%#=�7

%�% ������� ��
����	 "��
� ���
����� ����
�
��%
+ ��� ��
��� ������� ����
� ����� Dl = 0� ���� ���

�	 ���������

���� ���S

Dµν = gµνD(k2) =
4π

k2 + i0
gµν , 46%#==7

�� �������� � ����� ���� ������

�� � "���� ? � ��������� �� 
��������	
���������� >�	
��
�%

�
���� ���������� ����
�� ������ Dl = −D(k2)/k2� �� ��

Dµν =
4π
k2

(
gµν −

kµkν
k2

)
, 46%#=?7

�� ��������� �� 
��������	 ���������� M�
���% *�� )�� Dµνk
ν = 0 � ���	

����� �
�������
 ���������� M���
��� ����� kµAµ = 0%
-��������� div A = 0 �
������
� ���������� ���������� ��������S

Diik
l = 0 , D0lk

l = 0 , 46%#=57

�� ����� � Dxx = −D = −4π/k2 ���S

Dil = − 4π
ω2 − k2

(
δil −

kikl
k2

)
, D00 = −4π

k2
, D0i = 0 , 46%#=67
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�� �� D00 ����� ���
� ��� �������� ����
������� ���
�����%

A� ��������� ������ �	��� s = 1 ������������ �������������� ����������� � ����� 	��!
	� ����� �
��������� "�
������ ��������������� �	������� ψµ � �	��
�����B

Gµν(x− x′) = −i〈0|Tψµ(x)ψ+
ν (x′)|0〉 , )3�2.O*

	����� ����#����� ����������� �� )3�2-I* ����� ��
�� ����� 	� 	����������� ��� ������!
����� ����� ���� ����������� 	��������� �������� � �������� � 	��� J	����� �����������

���� ,2/ ���#�� ������ ��� � ��	������ 	��
�������� 	��	� ���� �������� � 	�� �����B

Gµν = − 1

p2 −m2 + i0

�
gµν − pµpν

m2

�
. )3�2.I*

-�; "������ <��� � �/=�� �����
� �����������

	�������

+ ��������

�� ���� ������ �������� �������
�� �����
�� )����
�� ���
���� ������
�� ��� ���� ���
� ��� ���
������ 
�� ����
� ��������
��� ���
���% E�������� ���� ����	 �����	% @����
�	 )����
 S ��� �������� �����
�,���� 
���� 
��� � ��
��
��� �����
���� �������� �� ����
�� �� �������
�
���
��� � ��������� ������

��� ��
���
��� S ������ 
� �������� ������

�� ���� 
���� 
�� ������ � ����� ' 
� �������� �
�����
�� ���� ��
��
��
�����% 1�������

�� � n�� ������� ����� �������
�	 �����
�	 )����
 ���
������ ���� ���S

〈f |S(n)|i〉 =
1
n!

(−ie)n
∫
d4x1...d

4xn 46%#=$7

× 〈0|...b2fb1f ...a1f ...c1fT (ψ̄1γA1ψ1)...(ψ̄nγAnψn)c+1i...a
+
1i...b

+
1i...|0〉 .

�
����� 1i, 2i, ... 
�����, 
���� 
�� ������ 4���� 
� )�����
�� ������
�
� ���
�7� � 1f, 2f, ... ( ��
��
��% �
����� 1, 2, ... � ��������� ψ � A ��
���,
ψ1 = ψ(x1) � % �% &������� ψ � A ���������, ����	 ��
�	
�� �����
����
��������� �����
�� � �
�����
�� ��������,��� ����� � ������
�� ������

���% C���� ������� � �����
�� )����
� ���
���, ����
�� �� ������� � ����
������
�	 ��������� �����
�� � �
�����
�� � �� ��
�	
�� �����
���	% +�� )�
�������� ���� � ���������
�� ��������	����� �� �� �
� �����
�,�� �����

�
��� �����
�� � ���������

�� ���
���
��� �������� �����% +������
��
���� ����
�� ������������ � ����� , ������� #���� � ��������
�, �����	
�� � ���������%

�����<9 �59?

:������ ���������� ���������
�� 
����� ��� ���������

N(ABCD...XY Z) , 46%#?B7

� ������ ��� �������� �����
�� ��� ����� � ��������� �
�����
��� � �
��
��������� ��
��� ������
���� ����������� ���������� ���������	 ������
����
�� � ����� ����% +�����
�� ����
�� � 
����� 
��� ���������
�� �������
���� ������
�� ���
� 
��,� ����� ������� ����� ��� �
���� 
����� 
��� ����������

�� ��� ����� c������% :������ ����� .�������
���/ ���� ��������� ���
�� 

A.B. = T (AB) −N(AB) . 46%#?#7



A�#� +����2� �
	� 
 ��J
� ����
�� �
����22��� ��7�
	
� #?5

M���� ���� � �� )� ������
�� ������� c�������� ������ �� ��� ������ ��� 
���� ���
� 
��,� ���� �������� � ��
�� , �� �
��� � ���������� 4�
�������
�����7 ��������� A � B% C������ +��� ��������� �� T ����������
�� �,����
����� ��������� ���
� ������ ����� ���������
�� N ����������
�� �� �����
������
��� �������
����S

T (ABCD...XY Z) = N(ABCD...XY Z) +N(A·B·CD...XY Z) + 46%#?�7

+ N(A·BC·D...XY Z) + ...+N(A·B··C···D...X ·Y ··Z ···) ,

%�% ���
����������� ���������
�� ��������� ���
� 
����� 
��� ���������
�,
��,� ����� 
����� 
�� ���������
�	 � ��
�� �������
��� 4��� )�� ���� ���
������� ����� ������
��� ���������7� ��,� ����� 
����� 
�� ���������
�	 �
����� �������
���� � % �% 1������
�� �
��� 
����� 
��� ���������
�� �������
c�������� ������ � ��
�� , �� ±1 ����������� 46%#?#7% O
�� ��
�� ���������
� �� ������� ����� ������
����� ��������� �����

�� �������� �� 
����� 
���
���������
�� ������� � 
���
�	 ������
���� ����������� ���������%

9�� �������� ��� ������� �� ��
������

�� ������
���� ��������� � ����
�� ����� ����
��� 46%#?=7 
� 
������ )��� ���
���
��% 1�������� 
�� ���
����
���
�� ���
��� ���
� ���� � �� ������� �����
 ��������� ���������
, �� ���������
�, � 46%#?=7% 9�� ��� ���� ������ �� T ����������
�� N �
���������
��� 
��� ��� ��� �������� �����
�� � ����������� 
� �������� 
�� �� ����� ���������� �
�����
��� ������� ����� ��� ��� ���� ��������
���
46%#?#7% *�� )�� �� ������� ����� N ����������
�	 ��� ���� �����	 
�����

� 46%#?=7% &�
��� � 
�� ���� ����� �������
�� �� �� �� ���������� � ������
������� � T ����������
�� �������� � ������� � N ����������
��% :� �� ���
�������
�� ���������� ��� ������ ��� ������� )�������

�� ���
� 
��,� ����

� ���� � �� � �����, ��� 46%#?=7 ����� 
����� 
�� ���������
�� �� �����
������
��� �������
����% C���� �������� ������ +��� ������
�%

C������ +��� �������� �������
�� ����
�� �
���
�	 ���������
�� ���������
�� |0〉% 1���
�� �
���
�� 
����� 
��� ���������
�� ��������� ���
� 
��,� ��)���

� ������,��	�� � 
�� ����� ��, �� �� � ���
� � �����	 ���� 46%#?=7� �
������ ��� �������� �����
�S

〈0|T (ABCD...XY Z)|0〉 = 〈0|T (AB)|0〉〈0|T (CD)|0〉...〈0|T (Y Z)|0〉 ±
± 〈0|T (AC)|0〉〈0|T (BD)|0〉...〈0|T (Y Z)|0〉 ± ... , 46%#?=7

��� �� ����� ��
〈0|A·B·|0〉 = 〈0|T (AB)|0〉 . 46%#??7

C���� ������� ����
�� ���������� 
� ����� ���� ������
�� ���������
�	 ����
��
�� ��
��
��� �����
�, � ���� 
�� T ����������
�	 ��� ���������% O
�� �����
������ ���
�� ��������� ��
��� ������
���� ����������� ���������% ��
46%#?=7� � ���
���� ������� �� ����� ���������A,B,C,D, ... ������� 
� ����
�
�� ��
�� ����� ��������� ������� ����% W��� �����
� ��������
�� ��
���	
"��
�� � ��
����� ��
�� �� ������
�� ����
�� � T ����������
�� �,���� ����
�� ��������� ���� ��������� ����� ����� ���������
�	 ������
�� ���
������
��
���	%

*����
�� ������ +��� � �����
��� )����
� 46%#?B7� �� ��������� ��� �
���� ����� ���
��� �����	 �� ������ ������� ���������
��� 
������� ������

�� ����
��% 1���� 
�� ���� ������ �� �������
�� ��������� ψ, ψ̄ � A � .�
���

���/ ���������� �����
�� 
���� 
�� ��� �
�����
�� ��
��
�� �����% 8�
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E��% 6%#BS

�������
�� ���� �� ������
� ����� ���
���� ��
���� 
���� 
�� � ��
��
��
����� ���S

〈0|Ac+p |0〉 = Ap , 〈0|cpA|0〉 = A∗
p ,

〈0|ψa+
p |0〉 = ψp , 〈0|apψ̄|0〉 = ψ∗

p , 46%#?57

〈0|bpψ|0〉 = ψ−p , 〈0|ψ̄b+p |0〉 = ψ̄−p ,

��� Ap, ψp ' ���

�� � )�����

�� ���
���� ��
���� � ����� ��� p% *������
�����

�� �
����� ��� ������� ��������% P��� ������ �� ���� �������
��
.�
���

��/ ���������� ������ ��� �
���� T ����������
��% 8� �������
�� ���
��
�,�� ��������,���� ������������%

-����	 �� ���
�� ������ 
� �����, ���������� �����
�	 )����
 S�
������ � ����� �� ��� �������� �� ������ +���� ����������� 
������	 ����
������	 >�	
��
�% + ��������� n��� ��������
�� ������ n �����
� �����	 ��
������ ������ � ��������� ��
� �� ������

�� �
��������
�� x1, x2, ...% +
�����	 �����
� ������� �� ��
�� ' ��� �����
�� 4)�����

��7 � ��
� ��
��
��
�� 4���

��7� ������ ��������, )�����

�� 4ψ � ψ̄7 � ���

�	 4A7
��������� ��� ��
���� ��
�	 � �	 �� ������

�	 x% *�� )�� ψ ���������
�������� ��
��� � ψ̄ ' ���������%

9�� ���,������ �������� 
����� �� �������� ��������� ����� ���
���
�����
��� )����
� �� ��� ������� � �����������% &������ �
�� �
������ �
T ����������
��� � ���� �
������ −ieγ � 
� ��������� ������
�� � ����������

������ )� ���
� � ������������� ����� ������

�� 
� E��% 6%#B% ��� ��������

�� ������
�� ��� )� ���� �������� ��
����� �����
�,���� ��������,���
������� ��������% O������ �� ��� �
���

�� ���

�� ������ 
�������
��
���

�� ��
�	 
� ���� �
���
��� �� �����
� � ��
�� , ���

��� ���������
�� ��� ��
���� x− x′%

1���� ���������� ���� ������� ���
�� �� )�������

��� �����,�����
�� �� ������
����	 
������ �����
 ' ���������� ����� �����
��� � 
����
���� ������

�� x1, x2, ...� %�% ������ ��������
���
��� ������

�� �
�������
��
��% _���� ���� ������
���� ���
� n!% &
� �������� �
����� 1/n! � 46%#?B7�
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� #?A

0enhoKg

E��% 6%##S

����� ���� ������ ��������� � ������
����	 �����
 ��� 
� 
���% :��������
)�������

� ��� ��������� ������ �������� ������

�� 
� E��% 6%;% :� E��% 6%#B
� E��% 6%; ��������
� �� �� �
���

�� �������
��� ������ ��������, �
��
��

�� ��
�� �������� 4������ 
�� )�����
� � ���
�7% &�������� ������
��
�� �������� �������,�� � ��� ��� �
��� �
��
��� ����������� � ����� ��
���� ���
��������� ��������� ����� ������
��� ��
���� �������� � ���
��� �
��� 
���� 
��� � ��
��
��� ��������% :�������� ψ̄� ��������� � ����
������� af ��� b+i � ��� ��
�, ��
��
��� )�����
� ��� 
���� 
��� ������
��
� ψ� ��������� � a+

i ��� bf � ' ��
�, 
���� 
��� )�����
� ��� ��
��
��� �����
��
�% 1�����
�	 ������� A� ��������� � c+i ��� � cf � ���� ���������� ���

���� 
���� �� � ��
��
��� ���
�% C���� ������� ��������� 
����� �� ������
������� ���
������ 4%�% �������� �� ���
������� ����� ���
����� ���������
�

�� ��
�	7 ��������� �����,����� �� �� ������
������ 
���� 
�� � ��
��
��
����� �� �������� � ��������� ������
�� ��
���% M,��� ���� ������
����
)�������

� ��������

�	 ������
���� �
��
�� ��������� a, b, ...% N�
�� �� ���
�� ����� 
���� 
�� ��� ��
��
�� ����� ���,�� �������

�� ������
�� �
�
����� 
�	 �
�� ��������� �����,����� 
���
�� ������ ������
���� ����
���
�� ��
���� �����
 �� �����������
��%

:����������,����� ����������� 
�� �����
�� ��
�	 
� ���������� ���
������ )�����

�, ��
�,� ���� �����	 ������ �����
�, 
�������
�� 
��
������
��% ! 
�� ���� �� ���� ��� ������
�� ��
��� ���� �
� ���� �������� 
���,� ��� )� ������
� 
� E��% 6%##% 1����
�
�� 
�������
�� ���� )�����

�	
��
�� ������� ����������� ������
��� ����
� �����
�
�� ������S .�������	/ �
�����, �����
� ����� ����
 .����������/% E��������
�� �����
��
�� �
������
���� 
�������
�	 )�����

�	 ��
�� ��������� ������ ����� ����� 
������
��� �����
�� ����� ������% P����
��
�� �
����� ���
�� )�����

�� ��
�	

������ 
� ���������,��% +��� 
�����
��	 ��
�� ����������� 
�� �
����
��� ����
������� � ������
�� ��
��� 
� )�����

�� 4��� ������

��7 ���
����
��
�����% :� ����
��	 ���� ����������� 
�� �
������ ��� ���������� ��
�� ���� ��������� ���� ���������
�� ���������

�� ���� 
�� �����% M����
���� � �� )� ���� ������ 
��� ��� �� �
���� ��
��% + ����� ����� ���� � k
�����
��� ������ �������
�� k �������
�	S

(ψ̄·Aψ··)(ψ̄··Aψ···)...(ψ̄···Aψ·) 46%#?67

��� ������ )�������

��� �����,����� ������
����	 �����
% + (k− 1)�	 �����
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�� �������� ψ � ψ̄ ��� ��� ����� � �� ������� 4ψ̄ ������ � ψ7� � ������
�
� ����
� ��� � )�����

�� ����������% &������� ��� ������ �� ����
��� ��������� � �������� � ����� , ��
��� ����� ������
���� � ������� ψ�
���������� � ����� )��� �������,�� ���������

��� � ������� ψ̄ψ% *����� ��
〈0|T ψ̄′ψ|0〉 = −〈0|Tψψ̄′|0〉� � ����
� )��� �������
�� ��������,��� ���������
��� �����
� � ����
�
��� ������ �
��� ����� ������
��%

*������ � ����� �
��� ���������
�, ������� � ���� �� 
����� � �����
����
�� �����
�
�� ?������ ��� �����
 ����,�� �� ���� � ����
 �����
�
�� �
�����	 �����
�% &�
��� )�� ����
�� ���� ����� �� ����������� ��� ��
��
�
��
��� ��������
�� ����� ��� ���� �
���

�� ��
�	 ��������% + ���� �������
�� ���� ��������� 
���������

��� �
���

�� ����� ��� ��������� �
�����
����
�� d4p/(2π)4%

T��� ����� ������� ��#�� ����������� ������ �� 
� � ��
��� %� ������� ������� ������!
�� ������ 	�� )��� 0��� D*� ���� 	��� ���
������� '	���������( ���������� ��������� ������� �
	������� ��������� �� ���������� )��� �� �� ���� ��#��� '�����������( ����
�*� "���� A(e)(x)
L D!	������� ������ � 	��� J� ���
�� � � ���#��� ������
������� ������ � %������� �	���!
����� A � ��
� ����� A+A(e)� "������� A(e) ������� ����������� c!������� 	���� �� ���
�� ��
��#�� ������� �	�������� � �� ��#�� �	��������� � 
�� ��� �	���������� "������� ����!
���� 	�� � 
�� ������ F������� ��
�� ��������������� ����� ������� ����� "��
������ A(e)

� ��
� ���� ��� F����B

A(e)(x) =

	
d4q

(2π)4
e−iqxA(e)(q) , A(e)(q) =

	
d4xeiqxA(e)(x) . )3�2DO*

� ����#����� 
� ��������� �������� � ��	������ 	��
�������� D!������ q ��
�� %� ���!
������ ����
� � D!��	������ 
�� �� ������� ����� ���������� ������� ��������� 4�#
��
����� ���� ������ � 	�� ��	���������� ���#���� A(e)(q)� 	����� ���� ��#�� ���������!
���� ��� '���
����( � ������������ �� ������ � 	�������� e−iqx� � ������� A(e)(q) ���
�� �
���� �� F���� )'����
����( ���� ��
� ��� �� ��	�������� A(e)∗(q)*� ��� 	�� ���� ����� ��!
�������� D!��	����� 	�� ��
����� D!��	����� ���� ������� ������� �� %�������� �
��������
D!��	���� ���� ���� ������ � 	��� �� 	� ���������� '�����
����( q 	������
���� ���� ��!
������� d4q/(2π)4� ��� � 	� ���� 
�� �� �� %������������ D!��	����� 
����� 
�� ������

��� ������� 	�� �� ������� �� �������� ��

A(e)(q) = 2πδ(q0)A(e)(q) , )3�2DI*

 
� A(e)(q) L ���������� ���	������ F����B

A(e)(q) =

	
d3rA(e)(r)e−iqr . )3�2DP*

������� ���� �� 
� ��	���������� ���#���� A(e)(q) � �� 	��	��������� D!��	��� qµ = (0,q)�
&��� �� ���������� ����� 	������������� )������ � ����� ������ � 	��* � �������� 	��
���� �
������� � ��� ������ ����������� "� ���� ���������� ��%������������� ����������
��	����� p ���������� ���� 	������
���� ���� ��������� d3p/(2π)3�

9���� ���� ������ ���
���� 
�� ������ ��������
�	 ��
���� �� ������
� ���
���	 )�������
����� ���������� ������
�� ��� �������� ������
��
4��
�� ��� iMfi7 � ����� �
�� ���������
��S

#% +����� n��� ������� ����� �������
�	 �����, ��������� � n �����
����
� �����	 �� ������ ������� ��
� �������� � ��
� ��������� )�����

��
4�����
��7 ��
�� � ��
� ���

�� 4��
���
��7 ��
��% + �������� ����
����� ������
�� ����� ��� ���������� ���,��� ������
�� ��
�� 4�
��
��
��
��7� ��������,��� 
���� 
�� � ��
��
�� �������%



A�#� +����2� �
	� 
 ��J
� ����
�� �
����22��� ��7�
	
� #?$

�% -����	 �
��
�	 �������	 �����
�	 ��
�� ������������ �������� 
��
��� 
��� )�����
� u(p) ��� ��
��
��� ������
� u(−p)% -����	 ��������	
�����
�	 ��
�� ������������ �������� ��
��
��� )�����
� ū(p) ��� 
��
��� 
��� ������
� ū(−p)%

=% -����	 �����
� ������������ ?������ −ieγµ%

?% -����	 �
��
�	 �������	 ��
���
�	 ��
�� ������������ �������� 
��
��� 
��� ���
�

√
4πeµ� � ��������	 ��
�� ' ��������

√
4πe∗µ ��
��
���

���
�% +����
�	 �
���� µ �������� � �
������ ������ γµ � ���������
,��	 �����
�� �� �� ���
���� ������
�� ���������
��%

5% -����	 �
���

�	 �����
�	 ��
�� ������������ �
����� iG(p)� � �
��
��

�	 ��
���
�	 ��
�� ' �
����� −iDµν(p)% C�
���
�� �
����� µν ����
����, � �
������� ����� γµ, γν � �����
��� �����
����� ��
���
�	 ���

��	%

6% +��� �����	 
�������
�	 ����������� 
��� )�����

�� ��
�	 ������
���, 
�����

�� 
�������
��� � ���������
�� �����
��
�� �
������ ���� 

�� ��������� ������ ����� ����� 
������ ��� �����
�� ����� ������%
O���
��	 )�����

�	 ���� ������ ���� ���������
�� ���������

��
���� 
�� �����%

A% + �����	 �����
� ?������ �� ��������,����� � 
�	 ��
�	 ����������, ���
��
� �����
�
��� %�% ����� ����� ��� �������� ��
�	 ���
� ����� ����� ���
��������� ��
�	% ����� �� ������
�� ��
��� ' ����

�� 4� ����,��
���
������ ����
� �����
�
��7 ������
�� ������ ������

�	 ��
�� ��������
����� ����� � −p% *� ����� ��� �
���

�� ��
�	� ���,����� 
�������
����

��� ����� ���� ����
�� �����
�
�� �� ���� �����
��� �����������
�
��������
�� d4p/(2π)4%

;% +�������� ������
��� ��
��� �����,���� �
��
��� ���,� ������������
�
����� A(e)(q)� ��� )�� ?������ q �����
 � ?������ ���� ������ ��
�	
����
�� �����
�
�� � �����
�% W��� ���� 
� ������ � �����
�� � ������
��
�� ��
�� ������������ �
����� A(e)(q)� � �� ��������� 
����������
�

��� ������
�� ����� ��� �
���

�� ��
�	 ��������� �
��������
��
d3p/(2π)3%

$% -����	 ����
��	 ������

�	 ���� ������������ �����
��� 
�	 �
��
���� (−1)% W��� ����� 
���� 
�� ��� ��
��
�� ����� ������ 
����� ��
)�����
�� ��� ������
��� � �
����� 
�	 �
�� ��������� �����,�����

���
�� ������ ������
���� ��� �������

�� ����� 4%�% ��������,�
��� �� �
��
�� ��
���7� �����
 �� �����������
��%

:����
��� �� ��� 
������ �������

�� ������
�� ����	 �
�� ��������
������
%
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���	�� ��������� �

��$�		�� �����

0�� >����	��� ��
�� � ������/��������� �����	��'


����? ����� � �����	��
����� ����������	����

+��� ����������� 
�� ���
� ���� ����� �������
�	 ��������� ����� ������
��� ����	 � ���������
�� ��������	����� �����

�� ��������� ������ �����
������� ����� �
��
�� ������ ������
�� ����� H0% C��
�� �������� �������

�� ����
�� ������ ����� ������� �������� � ��	��
���������� ���������
���
� ������ ��������� � �����
� ����������� ���
�� ����� �
��
�� ������
��������	���,��� ����� H = H0 +HI % *� ������ ������� �������
�� ��	��
�
���������� ��������� �����S

ψ(x) ≡ ψ(rt) = exp(iHt)ψ(r) exp(−iHt) 4A%#7

� �
������
� ��� ψ̄(x) � Aµ(x)� ������ ���� ψ(r) ( 
� ��������� � �����
� 4����
��
���������7 ��������% "�	��
���������� ��������� ����� � ���
������ ���
��
� �����
� ����������, �� �� �������� ���������� �� � �������� �
�����
��������� ���������
�� � ���������
�� ��������	����% + ����� �����
������ 
�������S{

ψ(rt), ψ̄(r′t)
}

+
= exp(iHt)

{
ψ(r), ψ̄(r′)

}
+

exp(−iHt) = γ0δ(r − r′) . 4A%�7

Q
������
�� ������� ψ(rt) � Aµ(rt) ��������,S

[ψ(rt), Aµ(r′t)] = 0 . 4A%=7

+ ������
�� ����
� �����
� ��� )� �
,� 
� ��U
!���
�
�� �����
�� ��� ��	��
����������� ψ��������� ���� ���S

−i∂ψ
∂t

= Hψ(x) − ψ(x)H ≡ [H,ψ(x)] . 4A%?7

9�� ������ ����� �
��
� �����
��������� � ��	��
���������� ���������
�� ����
����, � ����� �
��
 ��������� ���
������ ������� ����� ������� ��������
� ����� )�� ���������
���%

#5#
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"�� ��������� 	����� ����� )O�D* ��#�� �	������ �  ����������� ������ ��������� �����
�� �	������� Aµ(x) ) ���������� �����
�� � �������� ����� � 	��*� 	������� ��� �������!
���� � ψ� E� 
�B

H =

	
d3rψ∗(rt)(αp + βm)ψ(rt) + e

	
d3rψ̄(rt)γµAµ(rt)ψ(rt) =

=

	
d3rψ̄(rt)[γ · p +m+ eγµAµ(rt)]ψ(rt) . )O�=*

������� ���������� [H,ψ(x)] � 	������ )O�-* � �������� δ!%������ ���� ���������� 	� d3r�
	����� ��������� 
��#���� 
� �	������� ψ � ����� ��
�B

(γµpµ − eγµAµ −m)ψ(rt) = 0 , )O�3*

�������� ������������ ���	�
��� � ���������� A����� � �������� ������ 	���
K�������� 
��#���� 
� �������� ����� � 	�������� Aµ(rt) ������� �����
�� �� �������!

����� � �������� )������ ���� ��	������*� �� 
� �	��������� ��������� 
�#�� 	������ �
������� ��������� 5������ 
� 	���������� ��� ��� � 	���������� ��������� �����B

∂µ∂
µAν(x) − ∂ν∂µA

µ(x) = 4πejν(x) , )O�O*

 
� jν(x) = ψ̄(x)γνψ(x) L �	������ ����� �
������������ ��������� ��	����������B

∂νj
ν = 0 . )O�I*

1������ ��������� )O�3* � )O�O* ����������� ����������� ������������ 	�������������B

Aµ → Aµ(x) − ∂µχ(x) , ψ(x) → ψ(x)eieχ(x) , ψ̄(x) → e−ieχ(x)ψ̄(x) , )O�P*

 
� χ(x) L 	���������� ������� �	������� ������������� )� �
�� � ��� #� ������ �������*
� ψ� S
��� ���� �
�� ������ �  �������� ������ �	��������� � 	��
�������� ������
�������
������������ 	������������� �������� ����� � 	�������� ������ �� ����� ����� ψ �	�������H

!��
���� ���� ���� ����� ���������� � ��	��
���������� ���������
��
� ���������
�� ��������	����% + ��������� � ������������	 �������	 �����
�������� �� ��������	���� HI(t) �����

� .���,�����/ � ����
� t = −∞ �
��
��
�� �����
��% C���� ��� t→ −∞ ��� ���������
�� 4��	��
���������� � ����
�����	����7 ����� �������,% 1������, � ��������,��� ���
���� ��
����
4������ �����
�	7 Φ � ΦintS

Φint(t = −∞) = Φ . 4A%#B7

1 �����	 ����
�� ���
���� ��
���� � ��	��
���������� ���������
�� � �����
�
������ 
� ������ 4��� �����

�� ��������� 
� ���������U7� � � ���������
��
��������	���� ��������� ���
���	 ��
���� � �����
� ����� ��� �� �������
���S

Φint(t) = S(t,−∞)Φint(−∞) , 4A%##7

����

S(t2, t1) = T exp

⎧⎨⎩−i
t2∫
t1

dtHI(t)

⎫⎬⎭ 4A%#�7

� ������
��� ���	�����S

S(t, t1)S(t1, t0) = S(t, t0) , S−1(t, t1) = S(t1, t) . 4A%#=7

1���
���� 4A%##7 � 4A%#B7 
������S

Φint(t) = S(t,−∞)Φ , 4A%#?7

�S������� ��� ���� ����� �	������ � 	��
�
����  ��� ���������� ��� U(t2, t1)�



$��� +����� 4������� ����������� #5=

�� ���
������� ���� ���
���� ��
���	 � ����� ���������
���% 1��������
,��� ������� �����������
�� ��������� ���� ���S

ψ(rt) = S−1(t,−∞)ψint(rt)S(t,−∞) = S(−∞, t)ψint(rt)S(t,−∞) 4A%#57

� �
������
� ��� ψ̄ � Aµ% 8� ������� ����, �������

�, ������%

0�� "���� :�	����� �������	���

C��
�	 ���

�	 ��������� ����������� �������	S

Dµν(x− x′) = i〈0|TAµ(x)Aν (x′)|0〉 , 4A%#67

� �����	 Aµ(x) ' ��	��
���������� �������� ����� ���� ��� ���� ��� �������
���� ������������ ������
��S

Dµν(x − x′) = i〈0|TAintµ (x)Aintν (x′)|0〉 , 4A%#A7

� ������ ������� �������� � ���������
�� ��������	����% +�����
� 4A%#A7
����
� 
�����, ����������� ������
�� ���
�� 4.
�����	/ ��
����	 "��
�7%

+������ ���� ��
�	 ��������� Dµν ����� �������� � ���������
�� ����
�����	����% *�� t > t′� ���� ����� ��� ���� Aµ � Aintµ ��� 4A%#57 �����S

Dµν(x− x′) = i〈0|TAµ(x)Aν (x′)|0〉 = 4A%#;7

= i〈0|S(−∞, t)Aintµ (x)S(t,−∞)S(−∞, t′)Aintν (x′)S(t′,−∞)|0〉 .

����� ��� 4A%#=7 �����S

S(t,−∞)S(−∞, t′) = S(t, t′) , S(−∞, t) = S(−∞,+∞)S(∞, t) . 4A%#$7

C���� 4A%#$7 ����������� ���S

Dµν(x− x′) = i〈0|S−1[S(∞, t)Aintµ (x)S(t, t′)Aintν (x′)S(t′,−∞)]|0〉 , 4A%�B7

��� ��� ������� ����
���
�S

S = S(+∞,−∞) 4A%�#7

� �� ����� �� S−1(∞,−∞)S(∞, t) = S(−∞, t)% *����� �� S(t2, t1) ������� �� ��
�������� � ����
� �����
� ����� t1 � t2� ���������

�� � ���
�����������
�������� � ������
�� �� ������ ��� �������
�� �
������ � ������
�	 ������
� 4A%�B7 ���������
� � ������� �����
�� �����
 ����� 
������% *������ �����
������	 ������ T ����������
��� ���
� ���� �������� 
� ��������� �������
�
������	� ������ �� T ����������
�� ��� ���
� ������� �� � 
��
�� �������%
C���� ���
� �������� )� ������ � ����S

T
[
Aintµ (x)Aintν (x′)S(∞, t)S(t, t′)S(t′,−∞)

]
= T

[
Aintµ (x)Aintν (x′)S

]
. 4A%��7

C���� ������� ��������S

Dµν(x− x′) = i〈0|S−1TAintµ (x)Aintν (x′)S|0〉 . 4A%�=7



#5? &���� $� +%C'( �)%��&�+%)( - �)K-''( C��+-

*������ ��� ��������
�� 
����
� ����� ��� �� )� ������� ����������� � ���
t < t′%

@��
� ������ � �� �
����� S−1 ��
����� �� ��� �
��� �����
�
�� ��
������� � ���� 
�������� �������� �
������% 9�	����� 
�� ��	��
����������
���
���� ��
���� ������� Φ0 4��� � ������ ������ ��	��
���������� ��
����7
��������� ������
� 4A%#B7� �� �
���
��� Φ0

int(−∞) ���
���	 ��
���� ������� �
���������
�� ��������	����% 1 �����	 ����
�� �����S

SΦ0
int(−∞) ≡ S(+∞,−∞)Φ0

int(−∞) = Φ0
int(+∞) . 4A%�?7

:� ������ 4��
��
�� �����
��7� � ���	����	 ������� ���������� ����	 �����
�����
��
�� �����
��� � 
�� 
�������
� ������������ 
�� �������� �����
��
� �
�����
�� �����% �
��� ������� � ���
��� �����
� ������ ������ ������
���% 8� ��
����� �� Φ0

int(+∞) ���� ����� �� � Φ0
int(−∞) �� �� 
�������

������� �
������� eiα% C����S

SΦ0
int(−∞) = eiαΦ0

int(−∞) = 〈0|S|0〉Φ0
int(−∞) 4A%�57

���� ��������� ��������
�� �������
�� � ������� �
���
�� SS

Φ0∗
int(−∞)S−1 = 〈0|S|0〉−1Φ0∗

int(−∞) 4A%�67

&�,�� ��
�� �� 4A%�=7 ���� �� ��������
� � ����S

Dµν(x− x′) = i
〈0|TAintµ (x)Aintν (x′)S|0〉

〈0|S|0〉 . 4A%�A7

*�������� �,�� � ������� � �
���
��� �������
�� S������� � ��� �����
�������
�	� ������������ �� 46%557� � ������� �����
�
�� � ����� , ������ +��
��� ���
� ������ �������
�� Dµν �� ����
�� ��
��
� ����� e2%

+ �������� 4A%�A7 �����
����� ������
�� �����,�� � �����
�� )����
�
�� ������ ������
��� ��������

�� � ���������	 ������ ��� ��� �� �����
.�
��
��/ ��������� �����
�� ��� �
�����
�� ���
�� � 
�� ��� ��������
Aintµ (x) � Aintν (x′)% *����� �� ��� �
������ � �����
����� ���������
��� ���
��� �
���� T ����������
��� � �����
�� ������ )�� ��������� � .�
���

���/
���������� Aintµ (x1), Aintν (x2) ���� ���� ���

�� ���������� Dµν % C���� ���
������ ����� �� �����
�
�� �������� �������
����� �������� � ����� �
���

��� ��
����� �������

��� �� �������

�� � ���������	 ����� ��������� � �	
���
���	� �� �
��
�� 4��� � �
���

��7 ���

�� ��
��� ��������� �����,
���� ���������� Dµν � ����� ������� ���� 
�� ���
��% + 
������ �������
��
��� ����� S = 1� ������� 4A%�A7 ����� �������� � Dµν(x − x′)% 1����,���
����
�� � 
��� ���
� ���, ������� ∼ e2% &
� ��������,�� ������������
����������� ��� �
��
�� ��
�� � ��� �����
�� ������

��� 
� E��% A%#% +����
�� )�� �������� ����� �� ���� 
� �����

�� ����� ����	 ����	S ��
���
�	
��
�� 4�����	 ������ −iDµν7 � ����
��	 ����% 8� ��
����� �� ���������
,��� ��

�	 ��������� �
���������� ������
�� ���������� 
� ��� 
����������
�
������% *������� � ���������� E��% A%# ��
���
�, ��
�, 
������� �������
��
�� � .��
��� �� �� ������/ �������� �� � ��
�� , �� ���
�� ∼ e2 ������� 
4A%�A7 ����������� ����������� E��% A%�% +�����
�� 〈0|S|0〉 � �
���
���� 4A%�A7
���������� ����	 �������� .��������/ ������ ( ������% W�� �������
�� � ���



$��� +����� 4������� ����������� #55

E��% A%#S

E��% A%�S

����� �������
�	 ������� ��)��� ��� ��������� ��� �
��
�� ��
���% + 
��
����� ��������
�� 〈0|S|0〉 = 1� � � ��
�� , �� ���
�� ∼ e2 )� �������� �����
����� ����������� ��� )� ������
� 
� E��% A%=% E������� � �	 �� ��
�� , ∼ e2

������� 4A%�A7 
� �
���
��� ������� ���������� ������

�� 
� E��% A%?% ��
�� ����� .������
��/ ���
�� 4������

�� 
� ����
��� �����
�	 ������	7 ����

�� , ����������% C���� ������� 
�����
�� ��������� E��% A%#4�7 ������� ��
����% 8� ����� � ����� 
� ����� ����� ����	 �������% *��������� �������

�� ������ ������
�� ��������� ������������� �������, � �
���
���, � 4A%�A7�
���
� ��
� � �� ��� �
���
���� 〈0|S|0〉 ������� � ���� �� � �,��� �������
����� �������
�	 ��
�	 ��������� Dµν ����������� �� �� ������������ 
�
����������� �����

�� ���� � ����� ����	� ���� ��� ���
�� ������ � �� ��
�������� �����������%

O������ �� ��������� ��� �
��
�� ��
��� 4����
��� ����7 ������ 
� ����
, ����������� ������� ������ �� ���� ���� ���������, ����	 ��������

��
�������� � �����
�� 
��� )����
� S�������� �������,���� �������� ������
� ������� ���� ��� �� ��� �������� �� ����� ���� ���� ���� 4����� � # ��

������� ��������
��7 ��� ��� 
��������

�	 ������	 �
����� � �����	

� �������� 
� ���������� ����� ���%

*������ � ������
�
��� � ����� �
��� ���������
�, ����������� ���
����
�% :�������� � ������� e2� ��������� −iDµν(k) ����� ���������� ������
�

��� 
� E��% A%5� ��� ��� )� ��������� ��������
 ���
�� ��
����� � ����	
����% Q
���������� ������
��� ��������,��� )�� ���������� ���� ���S

Dµν(k) = Dµν(k) + ie2Dµλ(k)
[∫

d4p

(2π)4
SpγλG(p+ k)γρG(p)

]
Dρν(k) . 4A%�;7

_��
� �����,��� �������� ������ �
������
� � ��������,�� ����������� �
����� �
��
��� ���

��� ��
���� � 
��
�� ������ �����
� ��������,���

E��% A%=S
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E��% A%?S

E��% A%5S

��������������� ������� ����� �������
�	% :�������� ���
�� ∼ e4 �����,
��������� � ���� �� �����
���� ������

�� 
� E��% A%6% _��� �� �����
��
�� ������� ���� ���������� ������

�� 
� E��% A%A� � ����
�	 ���� �����	
��������� )�����

�� ����� ��������

�� ��
�	 ����
��	 .
� ����/ �����
�	
��
��	% C���� ���� ������ �������
�, ψ̄(x)γψ(x)� %�% ����� ������
��� �����

��� � ���S 〈0|j(x)|0〉% !�� �� ������ ��������
�, ������� )� ������
� ����
�
�������

� ������ �� � 
�� � ������ )� ������� 
� ���� �� ����
�
�

������� ��������

��� ���������� � ���	 ���� 4���� ����� ������ ��������

�� )�	 ���� ��� �����
��
�	 ����� �U7% *�)��� ������ 
������ ���������
� .����
����/ 
� ���� )�����

��� ��
���� 
� ����
� ������ �� 
� � �����
������� ����� �������
�	%

_�� ��������� 4.����/7� ����,��

�, ����� ����� ���

��� ��
����
4�
��
��� ��� �
���

���7� 
�����, ���

�	 ���������������
�������� ���
���!% + ����� ������ ���	 ���� ��� ��� ���� �� �������
 
� ����� ������

�

�� ��
�	 ���

�	 ��
��	� ��� ������
� 
� E��% A%;� ��� ������ ����
���,
������ ������ ��� 
�� �� ��� �� ������� ���� �������% C���� ����� 
�����,
������������ 4��� ��
������
� 
������������7% &���
���� ����� 4�����
���

��� �����U7 ���� 
����������� ���

�� ������

�� )
����������� ����	 ���
iPµν/4π � 
������ �� ��������������� ����������% -������������ ��������� ��
����� ������������ � 
�� ���
�� 
����������� ������

��)
����������� ����	
4�����������

�� ���������7� ���
� �������� ��
�	 ���

�	 ���������
Dµν � ���� ��������
��� ����� ������

��� 
� E��% A%$� ��� ������� ��������
��

��� ������ ������������ iPµν/4π% + �
���������� ���� )� �����������

E��% A%6S
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E��% A%AS

E��% A%;S

���S

D = D +D
P
4π
D +D

P
4π
D

P
4π
D + ... =

= D

{
1 +

P
4π

[
D +D

P
4π
D + ...

]}
. 4A%�$7

+����� �� ��� � ������
�� ������� �
��� ��� ���
�	 ��� ��� D% *�)��� ���
������S

Dµν(k) = Dµν(k) +Dµλ(k)
Pλρ(k)

4π
Dρν(k) . 4A%=B7

!�
���� )� ����
��� ����� 
� ����
�	 �
��� (D−1)τµ � ������ 
� (D−1)νσ�
�������S

D−1
µν = D−1

µν − 1
4π

Pµν . 4A%=#7

+�� �����

�� � ���������	 ����� �
����� 
� �
���
�	 ������� � ��������
���
�	 
���
��
��
��� 
������� ���������� Dµν �
����� � � ��
��� ��������
��� Dµν % O������ ��� ����	 ��� � �����S

Dµν(k) = D(k2)
(
gµν −

kµkν
k2

)
+ Dl(k2)

kµkν
k2

, 4A%=�7

��� Dl(k2) ' �������� 
�� ��
����� ��������,����� ������� ����������% 9��

������� ���������� �
������
� ���
� 
����� S

Dµν(k) = D(k2)
(
gµν −

kµkν
k2

)
+Dl(k2)

kµkν
k2

, 4A%==7

E��% A%$S



#5; &���� $� +%C'( �)%��&�+%)( - �)K-''( C��+-

E��% A%#BS

�� ������ 
� �������� � ����� ����� ����������� � ���������	 ������ 
� )��
������

� ��� �� ���� ������� ��� ��������
��� Dl(k2)% *����� 
�� ��� 
���������� 4����� ��������� � )�� ��������7 �����
� � 
� ���,��	 ����������
�� ������ ������ 
�	 ��� , ?����
����� ���� � 
� ������� �� ��������	����%
*�)��� ��������	���� �� � 
� ��
��� �� �� ������ ���
� ���� � ��

Dl(k2) = Dl(k2) . 4A%=?7

+����� ���� ����
�� �
����� ����������,��� ����
����S

D−1
µνDνλ = δλµ , D−1

µνD
νλ = δλµ . 4A%=57

9�� 4A%=�7 � 4A%==7 ����
�� �
����� � ����� 4A%=?7� ���, ���S

D−1
µν =

1
D

(
gµν −

kµkν
k2

)
+

1
Dl

kµkν
k2

, 4A%=67

D−1
µν =

1
D

(
gµν −

kµkν
k2

)
+

1
Dl

kµkν
k2

. 4A%=A7

&�,�� ������� �� �����������

�	 ������� ���������� ����	 �������
�	
�
���S

Pµν = P(k2)
(
gµν −

kµkν
k2

,

)
4A%=;7

��� P(k2) = k2 − 4π/D(k2)� �� ���

D(k2) =
4π

k2[1 − P(k2)/k2]
. 4A%=$7

C���� �������� � ������ � ���

��� ����������� �����������

�	 �������
������� ����������
� �
�����

�	 ������
�	%

�
���� �����
� ����� ������

��)
����������, ��� ���
�� �����������,
��� ����� ����� � 
� �� �� 
������������ ��������% &���
���� �� iΠµν/4π� ����
�����S

Dµν = Dµν +Dµλ
Πλρ

4π
Dρν , 4A%?B7

�� ����������� ��������� E��% A%#B% +������ ��,�� Πµλ� �������S

1
4π

Πµν = D−1
µλD

λρD−1
ρν −D−1

µν 4A%?#7

� ����� ��� 4A%=�7� 4A%==7� 4A%=67 � 4A%=A7� �������S

Πµν = Π(k2)
(
gµν −

kµkν
k2

)
, Π =

P
1 − P/k2

. 4A%?�7

&�,�� ���
�� �� Πµν � ��� � Pµν � ������� ����������
� �
�����

�� �
�����%

�"����� ��������� ��� P(k2) = Pµµ (k2)/3�
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E��% A%##S

E��% A%#�S

0�� "���� &
��	������ �������	���

C��
�	 )�����

�	 ��������� ����������� �������	S

G(x− x′) = −i〈0|Tψ(x)ψ̄(x′)|0〉 , 4A%?=7

�����,��	�� � ���������� ������
�� �����S

G(x− x′) = −i〈0|Tψint(x)ψ̄int(x′)|0〉 4A%??7

����
�	 ψ���������� � ���������
�� ��������	���� 
� ��	��
����������% -��
�� ������ ���� 
� ������� ���

��� ����������� ������
�� 4A%?=7 ���
� ����
�������� � ����S

G(x − x′) = −i 〈0|Tψ
int(x)ψ̄int(x′)S|0〉

〈0|S|0〉 . 4A%?57

E������
�� )��� ������
�� �� ����
�� e2 ������� � ���������
�, G���
����
� ���� ��������
��� ���� � ����� �
��
��� )�����

��� ��
���� � ������
��
������ �����
% E�� �
���
���� � 4A%?57 �
��� ������� � 
����������� ����
��� �� �� ��������� ��� ���������

�� ������
�� ���� % 1 ��
�� , ��
���
�� ∼ e4 ����������� ���������
�� G ������
� 
� E��% A%##� ��� ��� ��
�	
��������� ����
���
 ���
�	 �����
�	 ��
��	% 9�������� ��� E��% A%#� � ���
��
���� .
� ����/ ��
����� ��� �������� ����� ������ 
� 
���% + ����� ��

�� ���������
�� ���
�	 �����
�	 ��
�� ������������ iG(p)� � �����
�� �
��
���
�� ��
��� ' ���������� ������
�� ����� iG(p) � −iD(k)%

"����
�� %�������� 
������������ ���������� ��������� 
�� ����� M��������� 	�	���!
�� n! � 	���
�� �  ��������� %������ �������� )	��	� �����*� ������� ������������� �����!��
��������� 
�� ������ J��� �����
��� ������� �� 
��� ���#������ "����� �� ��� ������� ���
HI � ��������� � ψ(x) � ψ̄(x′)� ���� ������������� �������� ���� � �������� �������� ������ ���!
#���� �	������� �������� ����� 
�� ������ E���� �������� ����#���� 
� ���������������
	�	����� �����B

−i (−i)
n

n!

	
dt1...

	
dtm〈0|T �ψint(x)ψ̄int(x′)HI (t1)...HI(tm)

�|0〉c ×
×
	
dtm+1...

	
dtn〈0|T (HI (tm+1)...HI(tn))|0〉 . )O�D3*
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S
��� 〈0|...|0〉c � 〈0|...|0〉 ������������� ��������� �	��� �	��
������ ����� �	�������� 	� ���!
���� ����� 	����� ����� 〈...〉c ��������� ��� � ���� ����#���� �	�������� 
��� ������� 
��!
 ������

+����
�� ��
���� ��� ���
� 
�� ���� ������� ������ ������� 
��� � �������� �
��������
���
� A������������ ��� �� ������� �	�������� ���� ��� 
�� ���
���� 	����� � 	�����������
�������� HI ��#
� �������� 〈...〉c � 〈...〉� �� ��� ��
�� ��������������� 	����� 	��������������
	��������� ���� ��������� � �� ������� ������� 	�	����� � G� f��� ����� 
�� ���� �����
���� ��������� n �	�������� HI ��  ��		� �� m � n−m �	��������� ���� ��
�� ����� n!

m!(n−m)!
�

"���� ���
 ���� ����� 
�� ���� ��
�� �����B

−i (−i)
m

m!

	
dt1...

	
dtm〈0|T (ψint(x)ψ̄int(x′)HI (t1)...HI(tm))|0〉c ×

× (−i)n−m
(n−m)!

	
dtm+1...

	
dtn〈0|T (HI (tm+1)...HI(tn))|0〉 . )O�DO*

"����������� ���
� �� ���� 
�� ����� ���� 	���
���� ��
��#���� �	��
������ �������
����� � ���� ��������� ������ J����
��� 	�� ���� 	�����B

−i (−i)
m

m!

	
dt1...

	
dtm〈0|T (ψint(x)ψ̄int(x′)HI(t1)...HI(tm))|0〉c ×

×
�

1 − i

	
dtm+1〈0|HI(tm+1)|0〉 − 1

2

	
dtm+1

	
dtm+2〈0|T (HI (tm+1)HI(tm+2))|0〉 + ...

...+
(−i)k
k!

	
dtm+1...

	
dtm+k〈0|T (HI (tm+1)...HI(tm+k))|0〉 + ...

�
. )O�DI*

�������� ��	��� � ����
��� %����� )O�D=*� ��� ����#��� ������� � ���������� �������
〈0|S|0〉 � ��
 	� ���	���� HI � �� 	������� � �������� �� #� ����� ����#����� ������� ��������
� %� ����� ������ � )O�DI*� E���� �������B

〈0|Tψint(x)ψ̄int(x′)S|0〉 = 〈0|Tψint(x)ψ̄int(x′)S|0〉c〈0|S|0〉 , )O�DP*

��� ���� �� ���� )O�D=*
G(x− x′) = −i〈0|Tψint(x)ψ̄int(x′)S|0〉c , )O�=8*

��� � ���������� 
�������H "�������� 	����� �	����
��� 	�� ��������� ��� � ����#����
��	� )O�-O* �� )O�D=* � 	���������� ���������� 	����� �	��������� +� 	������� ��� ����!
����� ��� ��#�� ������ �	������ ���#���� 〈0|S|0〉 � ����������� ��� ����� 
� ��������� ��
��������� ��������� 
�� ������

A�������� �	������� ��������� ���
����� �� �� ��� ��� ��	� �	�������� � ����#����

−i (−i)
m

m!

	
dt1...

	
dtm〈0|T (ψint(x)ψ̄int(x′)HI (t1)...HI(tm))|0〉c , )O�=2*

����������� ����� 	������������ HI � 
��� �
�������� ���
� Q� �
��� ����� ��#�� �	�!
����� ���#���� 1/m! � ��������� ����� ����� �	��������� ������� 	����
�� � �������������
�������������� 
�� ������� ���� ������ ������� ����� 	������ 
�� �� 
�� � 	������������
�	�������� HI � ���
 �� ��#
�� ����� 
�� ����� �#� �� ��
��#�� ���#����� �����������
�������� � �� 	���
�� 
�� ����� m� Q� �
��� ����� ��#
�� 
�� ����� ��#�� ���� �������
�� �������� ������� ��#�� ������������� ��
���� ��� 	�	����� � ��� �� ����  ���������
%������� 4 ���� �������������� ������������ �� m ���������� �����
��� ���#���� λm�  
�
λ L ���������� E���� ���#���� �� ������ ��������� 
�� ����� �� ������� )����*� +����!
���� 	������� ���#���� ��	� 1/m �#� 	��	�������� ������ ��������� � ������������ ������

�� ����� 	� ��
��������

P���� ����,��

�	 ����� ����� )�����

��� ��
����� 
�������� ���������
�� ���������������
�������� �����!% -�� � � ���

�� ������� �� 
�����,
���������� 4��� ��
������
� 
����������	7� ���� �
� 
� ���� �� �������
�

� ��� ������ ������

��)
����������� ���� ���� �������
�� ��
�	 )�����
�

�	 ��
��% 1���� ���� 
����������� ������

��)
����������� ����	 ����
����
−iM(p)� )� ������
� 
�����, ��� �������� ����������% 1 ��
�� , �� ���
��
∼ e4 �������	 ������� ����������� ���������� ������

��� 
� E��% A%#=% *���
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E��% A%#=S

���������
��� �
������
��� �������

��� ��� ������ 4A%=B7� �������� ���������
2� ����S

G(p) = G(p) +G(p)M(p)G(p) 4A%5�7

���� ��� ����
�� �����S

G−1(p) = G−1(p) −M(p) = γµpµ −m−M(p) . 4A%5=7

!���
�
�� 4A%=B7 ���� ���
� 
���� ����
�
��� 9�	��
� ��� ���

��� ������
�����% :��� �� ��� 
� ��� ���
���� � �������
�, )�� ����
�
�	%

"�	��
���������� ψ��������� 4� ������ � ψ���������� � ���������
�� ����
�����	����7� ��� �������� ���� ����!��� ��� ����������
�� �����������
��
��% +���� � 
��� �� ������� ����������
� �
�����

�� � ��
�	 )�����

�	
��������� G% N�
�� �� ����
�
�� G ��� ����������
�� �����������
��� ����
�
������ �� ����� � �� �������� 
�, ��
���, Dl� ������ ���������� ��� )��
� ���

��� ����������% 8� ��
� �� ���� �� ��� �������
�� G �� ���������

��� ���� ����� �������
�	� �,��	 ���
 ���� ��������� ����� ��
���� D �

������ ������ ������
� �����

�� � )��������
�
�� ����� � 
�� ����� 
�%
@� ����� ���� �,��� ����������
�� � ���	���� �������� χ � 4A%$7� ��� ��
��� ��������� ����� Dl% + ����� �� �����������
�� 4A%$7 ���������� D � G
�������� �S

Dµν → i〈0|T [Aµ(x) − ∂µχ(x)][Aν − ∂′νχ(x′)]|0〉 , 4A%5?7

G → −i〈0|Tψ(x)eieχ(x)e−ieχ(x′)ψ̄(x′)|0〉 . 4A%557

P���� ������ � �� �������� χ �����
�,�� �� ������� 
��������� � ���� 
���
��� ������

�� ��
���
� 
� ��� �� � ���� ����������
�	 �
�����

��� )����
����
����� .����/ χ 
� ���
���� 
������� ������ �� ��������	����% *������
���� 〈0|χ(x)|0〉 = 0% C���� � 4A%557 � 4A%557 ���
�� ���������� χ� �����,�� � ��
��������S

Dµν → Dµν + i〈0|T∂µχ(x)∂′νχ(x′)|0〉 , 4A%567

G → G〈0|Teieχ(x)e−ieχ(x′)|0〉 . 4A%5A7

*������
�� ��� ���� �� ������
� χ ���� ����,�� �����������% 9���� �������
��� �����	 �����
��
� ����� ����������
�� �����������
�	 � ������ δχ �����
χ% *����������
�� 4A%5A7� 
��������� � ������ δχ� ���
� ������ � ����S

Dµν → Dµν + δDµν , δDµν = ∂µ∂
′
νd
l(x− x′) , 4A%5;7

���

dl(x− x′) = i〈0|Tδχ(x)δχ(x′)|0〉 . 4A%5$7
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&�,�� ���
�� �� dl ��������� ����
�
�� ��� ����������
�� �����������
��
������ 
�	 ���� ���

��� ���������� Dl%

+ �����������
�� 4A%5A7 �������� )����
�
� �� ����
�� δχ � ��
�� , ��
��������
�� ���
��� ����S

〈0|Teieδχ(x)e−ieδχ(x′)|0〉 ≈ 1 − 1
2
e2〈0|δχ2(x) + δχ2(x′) − 2Tδχ(x)δχ(x′)|0〉 . 4A%6B7

1 ����� ��������
�� 4A%5$7 ��������S

G → G + δG , δG = ie2G(x− x′)[dl(0) − dl(x − x′)] . 4A%6#7

+ ����� �
�� ���������
�� )� ���S

δG(p) = ie2
∫

d4q

(2π)4
[G(p) − G(p− q)]dl(q) , 4A%6�7

������
q2dl(q) = δDl(q) . 4A%6=7

8� ������� ��, ����� ������� ����������
�� �����������
�	 ��
�� ������
������ � ���
���	 )�������
�����%

0�$ <��6����� ��	��

+ ����
�� ���������� ���
�� 
����� � ������

��)
������������ ������� ���
���� ���� � 
� ���������� � 
�� ����� ������� ����% E�������� ��
���,S

Kµ(x1, x2, x3) = 〈0|TAµ(x1)ψ(x2)ψ̄(x3)|0〉 . 4A%6?7

+ ���� ��
����
��� ������
���������
� �
� ������ �� �� � ���
���	 �����
������
��% *���� �������� � ���������
�, ��������	���� �����S

Kµ(x1, x2, x3) =
〈0|TAµint(x1)ψint(x2)ψ̄int(x3)S|0〉

〈0|S|0〉 . 4A%657

+ ����� �
�� ���������
�� ���
� 
����� S

Kµ(p2, p1; k)(2π)4δ(p1 + k− p2) =
∫
d4x1

∫
d4x2

∫
d4x3e

−ikx1+ip2x2−ip1x3Kµ(x1, x2, x3) .

4A%667
+ ��������
�	 ��
��� ��
���� Kµ ���������� .���������	/� ������

�	 
�
E��% A%#?� � ��
�� ���

�� � ����� )�����

��� ��
����� ?������ �� ������
�����
� ����
�� �����
�
��S

p1 + k = p2 . 4A%6A7

_��
 
������� ������� � �������
�� )�	 ��
���� � ��� ����� �������
�	 ���
������� � 
�� � � ���
 ������� ������� � ������
�
�� ���������
��S

Kµ(x1, x2, x3) = e

∫
d4xG(x2 − x)γνG(x− x3)Dνµ(x1 − x) 4A%6;7

���� � ����� �
�� ���������
��S

Kµ(p2, p1; k) = eG(p2)γνG(p1)Dνµ(k) , 4A%6$7



$�=� ���8
���� ����
� #6=

E��% A%#?S

E��% A%#5S

�� ����������� ���������	 E��% A%#5%
+ �����,��� �������� ��������� �����
�,�� �� ��� �������
�� 
���� ����

��
% :������� � �� �� ������� ���
���, ���������� ������

�� 
� E��% A%#6%
+ ������ ��� ���������� E��% A%#6 ������,�� ������
�� ������

�� )
������
������ ���� ���
� � )�����
��% :� � ������	 ��������� ���� ������ 
�% 8�
����� ������� ' �������� ��� ������

��)
����������� ����	 ����� ������
�� � ����
� � 4A%6$7 ��
���	 "��
� G � D 
� G � D% &��� 
�� ���
� �������
��
� ����� ��, ������
�� ����
�,��, � 4A%6$7 �
����� γµ% &���
���� ������
���,��, ������
� ����� Γµ ������ �� ��������
�,S

Kµ(p2, p1; k) = {iG(p2)[−ieΓν(p2, p1; k)]iG(p1)} [−iDνµ(k)] . 4A%AB7

P���� �����
�

�	 � ������� ������ ��������� ��
�	 ���

�	 � ����� )����
��

��� ��
���� 
�������� ���	���� �����!� ���� )� ���� 
�� �� ������
�� 
� ����� �����
�

�� ����� ����	 ��
�	 4)�����

�	 ��� ���

�	7 ��
��
�	% +����

�	 ���� ���� Γµ ���������� ����	 ����� ����� �
������ �����

��
����	� ���,��� �����, �����
� γµ� 
�������� �����

�� ��������� 4��� ����
��

�	 ��
����	7% 1 ��
�� , �� ���
�� ����� ������� �
 ����������� ����
��������� ������

��� 
� E��% A%#A% +�� �� ����� �� � 
� ���� ��
������
�

� �
��� �� � ���� 
�� �������S �� ��� ������� �� �������
�� 4������
��7
���
� ������
�� )�����
�� 
�������
� ����� ����
�� �����
�
�� ?������ ��%

E��% A%#6S
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E��% A%#AS

E��% A%#;S

*�)���� ���
 �� ��
��� ���� �������� �����
 �
��� �� � ������ 
�	 ������
4��� �
��
��� ���,7%

@��
� ����� ��
��� ������
�	 � 
�������
�	 �����

�	 ����% -������

��� 
�����,�� �� ������ 
� ������� ������

��)
����������� �������� �
�
���

�� ��
���� � � ������ 
�� �� ������ ����	� ���������,��� ����	
�������� � �
���

�� �����
��% �� ��������� ������

�� 
� E��% A%#A� �������

��� ����,�� �� �� ��������� 4�7 � 4�7% "������ 4�����7 ������� ������

��
)
����������� �������� � )�����

�� ��� ���

�� ��
���% + ��������� 4�7
����
�	 ������
�� 
�	 ��
��� ���
� ���������� ��� �������� � ����
�	 ����
��
�� � ������� ��
���
�� ��
�� 
� ���������� 4�7 � 4�7 ���
� ���� �������
���� � ������� �����
��% O���
�� � ������
�� ���������� �
���

�� ��
�� 
�
���
��� � �����
� ���������

��� �������� ������� �������
�� �����

���
�������� � ����� ������

�� 
� E��% A%#;� �����	 �
���� 
�����, �������
��
�� �� .�����
��/ ����������% 8� �������
��� ���������� ��� �
����� 
��
����
�
�� ��� Γ� 
� � �����
��
�� ������ ���
�� � �����	 ���� ' ��� �����


�� �� ������ ����
��	 �
���� ����
�
�	 9�	��
�� ������ ���, ���� ���
��
���	 "��
� 4�����������7%

@��
� ����� ���� �����
� � ��� ��� ���������� �
��
�� ��
���� 
�����
��� .������������/� ������

�, 
� E��% A%#$% - ���	 ��������� ���
� ���	�
��������� ��
���,S

K(x1, x2;x3, x4) = 〈0|Tψ(x1)ψ(x2)ψ̄(x3)ψ̄(x4)|0〉 , 4A%A#7

�����, ����
� 
�����, ����������� ��
����	 "��
�% &
� ��� ������
�� �� � ���
���	 ����� ������
��% W� �����������
�� >�� � ����������� �



$�?� <������
� *������� #65

E��% A%#$S

E��% A%�BS

����S∫
d4x1

∫
d4x2

∫
d4x3

∫
d4x4K(x1, x2;x3, x4)ei(p3x1+p4x2−p1x3−p2x4) =

= (2π)4δ(p1 + p2 − p3 − p4)K(p3, p4; p1, p2) , 4A%A�7

������S

K(p3, p4; p1, p2) = (2π)4δ(p1 − p3)G(p1)G(p2) − (2π)4δ(p2 − p3)G(p1)G(p2) +
+G(p3)G(p4)[−iΓ(p3, p4; p1, p2)]G(p1)G(p2) . 4A%A=7

*����� ��� ��������� ���� ����,��, �� ��������
�� Γ(p3, p4; p1, p2) ������� ��
�� ������

�� 
� E��% A%�B% + �� �� ���
� 4A%A=7 �
������ G ����,��, ��
��������
�� �����
� Γ � ���������� ������ ���������, ����	 �������� �
�
��
�� )�����

�� ��
���% *� ���	���� T ����������
�� ����������� ������
����� �����
� Γ(p3, p4; p1, p2) ������� ������
��� ���	����� �
���������S

Γ(p3, p4; p1, p2) = −Γ(p4, p3; p1, p2) = −Γ(p3, p4; p2, p1) . 4A%A?7

8� �����
� ���� �������� ������� ������
�� ���� )�����
��� ��� ��������
���
� 
�	�� ��������� �
��
�� ��
��� �������� 
���� 
�� � ��
��
�� �����
4����� ����������� G7S

iMfi = ū(p3)ū(p4)[−ieΓ(p3, p4; p1, p2)]u(p1)u(p2) , 4A%A57

������ Γ �������� ��� ������
�� �������� ��������	���� ���� ����� �� ����
�������� ����� �������
�	%

0�( !��������  �������

C��
�� ���������� � �����

�� ���� �����
� ����� ����	� ��� �� ��� �������
��������

��� �
����� 
��� ���
���
����% E�������� )� ������ ������
��%
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E��% A%�#S

E��% A%��S

E�������� ������� ��� 
����������� ������

��)
����������� ����	 )������

�% :����
� �������� � �� �� �����
��
��� �
������ )�� �������� �� �� ���

�� ������

�� 
� E��% A%�#� ������� ������
�	 � ������������� � ����������
��������� ������� � �,��� �� �����
�
�� ���� ���������� �� ��� �����
��
�������� � ��
�	 �� �� �����
% N�
�� �� ��� �����

�� �������� ������
� ����
������ ���

� � ��
�	 4�,��	 �� ����7 �� �� �����
� ������� �����, .����	/%
1�������

�� ����� ���� 
����������� ������

��)
����������� ����	 4%�%
�������	 �������7 ���
� �������� ����� ��
�	 �����
�	 ���������	� ������
�

�	 
� E��% A%��% 1�������,��� ������
�� � �
���������� ���� ���� ���S

M(p) = G−1(p) − G−1(p) = −ie2
∫

d4k

(2π)4
γνG(p+ k)Γµ(p+ k, p; k)Dµν(k) . 4A%A67

Q
������
�� ������
�� ���
� 
����� � ��� �����������

��� ��������% 1���
�� 
����������� ���

�� ������

��)
����������� ����	 ���� �� �� ��
�
������� ������
�	� � �����������

�	 ������� ������������ �����
�	 ����
������	� ������

�	 
� E��% A%�=% 1�������,��� �
���������� ������
�� ����
� ���S

1
4π

Pµν(k) = D−1
µν (k) −D−1

µν (k) = ie2Sp

∫
d4p

(2π)4
γµG(p+ k)Γν(p+ k, p; k)G(p) . 4A%AA7

!���
�
�� 4A%A67 � 4A%AA7 ���������, ����	 ��
� �� ��
�� ���� ������ �����

�
�	 9�	��
� 4A%5�7 � 4A%=B7� ���������,��� ����	 �
����� 
�� ����
�
�� ���
��
�� ����������� � ������,��� �� ����� ��
�� �����

�� ��
����% *��
���� �� ��� �����

�� ����	 �
������
�� .����
���/ �
����� 
�� ����
�
��

E��% A%�=S
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������,� � � ����������� ������� ����
�
�� 9�	��
� ���
� ���� � ����� �
��� ����� � ���� ������������� ��� �����
� ��
���

��� 
�������� 
� �� ���
�
�� �������
�� ���������
�� ��	
��
������ ��������%

0�- "�����	�� !�����

1������, ��
�� ���
���
�� ����� ������������ � �����

��� �������
����� ������� ��� ����
�
�� 9�	��
�% E�������� )�����

�	 ���������% 1��
������ ����������
�� �����������
�� 4A%$7� ������� χ(x) = δχ(x)� ��� δχ(x) ������

��
� ����� ������������� ��
���� ������
� x% C���� )�����

�	 ���������
����
��� 
� ������
�S

δG(x, x′) = ieG(x− x′)[δχ(x) − δχ(x′)] . 4A%A;7

C���� ����������
�� �����������
�� 
������ ��
����
�� ������
���������
�
� ��
���� δG ������ ��� � x � x′ �� ���� 
���� � 
� �� �� � x − x′% W�
�������
�� >�� � ��������� ��)��� �� x � x′ � ���� 
���� �� �� � ����� �
��
���������
�� δG ������� ��
����	 ���� ?������ ���S

δG(p2, p1) =
∫
d4x

∫
d4x′δG(x, x′)eip2x−ip1x

′
. 4A%A$7

*�������� �,�� 4A%A;7 � �
������� �� d4xd4ξ ��� d4x′d4ξ� ��� ξ = x−x′� ��������S

δG(p+ q, p) = ieδχ(q)[G(p) − G(p+ q)] . 4A%;B7

1 �����	 ����
� ��� �� �� ����������
�� �����������
�� � �������� ������
���
����� )��������
�
��� ���� Aµ(x) ���������� ��
����S

δA(e)
µ (x) = − ∂

∂xµ
δχ , 4A%;#7

�����, ���
� �������� ��� �����
��
� ����� ���	��� ����% + ����� �
��
���������
�� �����S

δA(e)
µ (q) = iqµδχ(q) . 4A%;�7

+�����
� δG ���
� ������� � ��� ����
�
�� ���������� ��� ��	����� )���
����% 1 ��
�� , �� ������
 ������� ������� �� δχ )� ����
�
�� ����������
��
�	 �����
�	 ���������	� ������

�	 
� E��% A%�?� ��� ���
�	 ��
��� ����
�
���� )������
�, ��
�, �
��
��� ����� �����	 ������������ �
����� S

δA(e)
µ (q) + δA

(e)
λ (q)

1
4π

Pλν(q)Dνµ(q) , 4A%;=7

������,��	 �����
�� � 
�� ������

��)
����������� ��������% :� ?������

δA
(e)
λ (q) �������
 4�� �
���
�, � q7� � �
��� Pλν ��������
 4��% 4A%=;� 4A%?�77%

*�)��� ����	 ���
 ���� ����� ��������� � 
�� � �� �� ��������� ������
�� �� ����� �������� ������

��� 
� E��% A%�?� � ������ ��
�, �
��
��� ����

���
� ���� .�
��	/ � ���
�	 ����� δA
(e)
µ (q)% + �
���������� ���� �����S

δG(p+ q, p) = eG(p+ q)Γµ(p+ q, p; q)G(p)δA(e)
µ (q) . 4A%;?7
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E��% A%�?S

*�������� �,�� 4A%;�7 � ����
���� � 4A%;B7� 
������S

G(p+ q) − G(p) = −G(p+ q)qµΓµ(p+ q, p; q)G(p) 4A%;57

���� ��� ����
�� �����S

G−1(p+ q) − G−1(p) = qµΓµ(p+ q, p; q) . 4A%;67

*�� q → 0� ����
���� ��)������
� ��� �����
��
� ����� qµ � ����� �����
����
���� �������S

∂

∂pµ
G−1(p) = Γµ(p, p; 0) 4A%;A7

' �� 
��������� ��$����� ���� � �������
���� 
�	 �����% 1��
���
��
4A%;67 ���������� ����	 ������� !���� ��� ��
��
�� q% �� 4A%;A7 ���
�� ��
��������
�� G−1(p) �� ����� �� �������� � �����

�� ��������� � 
�����	 ���
������	 ����� ��% *�������
�� � ����	 ��
���� "��
� G(p) ���
�S

− ∂

∂pµ
iG(p) = iG(p)[−iΓµ(p, p; 0)]iG(p) 4A%;;7

+ 
������ ��������
�� )� ������� ������ ������
�� ������ �� �� G−1 = γµpµ−
m ����� ������ ∂G−1

∂pµ
= γµ% &�,�� 
����
� ������ � ����������	 ����� )���

������� ' �� ����
�
�� 9�	��
� 4A%5=7 ����� ���� � �� �������
������
��
����
�	 ��
���� "��
� �� ����� �� )�������

� ���������
�� ������� ��
�	
�����
��� �
��
��� ���� � 
������ ������������ ����� ��� �� ��� ������� ���

����������	 ������

��)
����������	 ����� �� ��
������ ��� ������� ���
��������,��	 �����

�	 ����% C������� !���� ���� �����
�� �
���
�� ���
�������� ���������

��� ��
���
�� ��������
�	 � ������� ���
���	 �����
����%

:����� �� ����� ���������� ������� ����� �
������
�� ������ ��� ��
�	
���

�	 ��
���� "��
� 4�����������

��� ��������7% 1�������,��� �����
���
� 
�	� � 2#3%



����� �

	�������� ����	�	��
�
�	��
��
���������	�����

;�� 1�������� &
��	���� �� �	�	������ ������@ ��'

������ ���6�� ���������

+ )�	 ����� �� ��������� ������� ������ 
������� ��
���
�� )������
� ������ ���
���	 )�������
������ ���� ��� � ��� �������� ���
������ 
��
�� ��������� �
�������� � ��
���� )�	 �����% :��
� ����� � �� ���
����
)�������
����� ������� �������� ��������	
� �����
�	 ����� ��������	����
)����
��
�� �����% &
� ��� ������
�� �������� 
� ��
�� ������� )�����
�� )��������
�
��� ��������	����� ����� �� ������ 
������� � ����� 
��
��������� � �������

��� )��������
���% *������ ���� 
��� �
����� �
��
����� ���
���)�������
��������� ����� ���
� 
�	� � �
���� 2#� �3� ���� ���
� ��������� � ��������� 
����� ������ ����
������ �� �� ����� �����

��
��������% *�� )�� ����� �������
�	� ������ ����� 
�	� � ��������� ���� ��
��� ��	 ���� ����� ������ ��% +����� �� ���� �� �� �������

�� ����
�
����%

+ ������� ������� ������� ���
���� � ��� �������������	�� � "���� ? ���
���� � ������
�� )�����
� 
� ��������� ������ ���� 4��������������� �������

��7% + ������ ������� ����� �������
�	 )� ������� ����������� ��������
E��% ;%#4�7�� ��� ��������	 ����� ����
���
 ��������% + ��������� � ������
��������� ��������
�	 ��
���� �������� )��� �������� ����������� � ����S

Mfi = −i
∫
d4x〈f |jµ(x)|i〉Aµ(x) , 4;%#7

��� �����
�	 )����
 ��� �������� �� S

〈f |jµ(x)|i〉 = eūfγµuie
−iqx , 4;%�7

�� 	����� 	������ 
�����  ���� ���#�� ��� � 0��� D� �� ��
�� ���������� %����� ����!
����� ������

#6$



#AB &���� #� '�%+%)( �)-�''-.

E��% ;%#S

��� q = pi − pf � �����
� ���
��� 
���� 
��� � ��
��
��� �����
�	 )������

�% +��������
���� Aµ(x) �������� )��������
�
�� ���� ���������� ������%
1�������

�� ���
� 
����� S

Mfi = −ieūfγµuiAµ(q) , 4;%=7

���

Aµ(q) =
∫
d4x e−iqxAµ(x) . 4;%?7

+ ������ ���������� ������ ������
� Aµ(x) 
� ������ � �����
�� ��)���S

Aµ(q) =
∫
dt e−i(Ei−Ef )t

∫
d3r eiqrAµ(r) = 2πδ(Ef − Ei)Aµ(q) . 4;%57

1�������� ����
�
�� @�������� ���, ���S

∇2Aµ(r) = −4πjµ(r) . 4;%67

C���� �����S

Aµ(q) =
4π
|q|2 j

µ(q) . 4;%A7

1�������

�� �� 4;%=7 � 4;%57 ��������S

Mfi = −2πiδ(Ef − Ei)eūfγµui
4π
|q|2 j

µ(q) . 4;%;7

_��� 
� ���������� ��� 
�	��� ���
��� ������ δ���
���, ����
� �����
�
��
)
����� � ��������� �������� M ���S

−iM = ieūfγµui
4π
|q|2 j

µ(q) . 4;%$7

*�� ������
�� 
� ��������� ������ )�����
 �������� ����� � pi �= pf � 
�
)
����� �����
���� � Ei = Ef � ��� q0 = 0% *�)���S

q2 = −|q|2 < 0 4;%#B7

' ������
���

� �����
�	 ����� ������
��� � 4;%$7 ������������� � ����S

−iM = (ieūfγµui)
(
−4πigµν

q2

)
(−ijν(q)) . 4;%##7



#�!� )������
� >��	����� �� ����
���	�2 6�����L ������	
 ���8
7 �����	��� #A#

E��% ;%�S

O��� �����	 �
����� �������� �����

�, ��� � � ����	 ' ���

�	 ����
������% 9�� ���������� ���� � ������� Ze �����S

j0(r) = ρ(r) = Zeδ(r) , j(r) = 0 , 4;%#�7

�� ��

−iM = (ieūfγ0ui)
(
−4πi
q2

)
(−iZe) , 4;%#=7

�� ����������� ���������	 E��% ;%#4�7 �� �� ��� ����� �������� � 4?%A?7% 8�
������� � �������, ��������������� ������
��� ����
�� ������� 4?%A;7S

dσ

dΩ
∼ |M |2 ∼ q−4 ∼ 1

sin4 θ
2

, 4;%#?7

��� θ ' ���� ������
��� �����	 ����������� �� ��
������S

q2 = (pi − pf )2 ≈ −2k2(1 − cos θ) = −4k2 sin2 θ

2
, 4;%#57

��� �� ���
������� �����	 )�����
� 4�� ����
�
�, � �����	 ����7 � ����� k ≡
|pi| = |pf |%

C����� ����
� ������
�� � ������ ������� ����� �������
�	% *�������
� ���� ������� ������ ������� 4��������

�� ��������7% + ������� �������
��������� ��������� �� ��� �������� ������

�, 
� E��% ;%�% ����� ��� �����
������� ��������
�	 ��
��� 
����
� ����� ��� �� �	 ���������S

−iM = (−1)(ieūfγµui)
(
−i4πgµµ

′

q2

)
× 4;%#67

×
∫

d4p

(2π)4
Sp

{
(ieγµ

′
)
i(p̂+m)
p2 −m2

(ieγν
′
)
i(q̂ − p̂+m)
(q − p)2 −m2

}(
−i4πgν

′ν

q2

)
(−ijν(q)) .

+��
�� �� �� ����
�
�, � ����� ��� ������� ������� 4;%##7 ���� ���������
������
�� ����������� ���

��� ����������� � ������ �������� ��
��������
�����������

�� .������/� �� ��

−i4πgµν
q2

→ −i4πgµν
q2

+
(
−i4πgµµ

′

q2

)
Iµ

′ν′
(
−i4πgν

′ν

q2

)
=

= −i4πgµν
q2

+
(−4πi)
q2

Iµν(q2)
(−4πi)
q2

, 4;%#A7
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���

Iµν(q2) = (−1)
∫

d4p

(2π)4
Sp

{
(ieγµ)

i(p̂+m)
p2 −m2

(ieγν)
i(q̂ − p̂+m)
(q − p)2 −m2

}
. 4;%#;7

1���� �� ���
�� �� ��� |p| → ∞ �
����� � Iµν ������� ����� 4� �����������
�


�	 ����7 ����
∫
dp p

3

p2 � ������� �� ��������
� ���������	�� 
� ����
�� �������%
8� ������ ����
�	 ������������ ������,��	�� � ������ �������� ����� ����
����
�	 ���������� � �,��	 ������ ���
���	 ����� ����% >��������� �������
����������� �����
�� ������

�� � ����
�� 4����� 
��7 ��������� �������
��	���� ����	 � �����������	 �����% >��������� )� ���������� ���� ���
��� ������ 4���������������7� 
� �������� ������% :��� �� �
����� �������
�������

�, ����
� ����%

*������ 
� ����� 
� ���������� �������
�� ��������, 2�3� �� Iµν ���
�
������ � ����S

Iµν(q2) = −igµνq2I(q2) + ... , 4;%#$7

���

I(q2) =
e2

3π

∞∫
m2

dp2

p2
− 2e2

π

1∫
0

dzz(1 − z) ln
[
1 − q2z(1 − z)

m2

]
, 4;%�B7

� �
�������� � 4;%#$7 ����
�
� ���
� ���������
�� 
�� qµqν � ������ �������
,�� � 
�� ��� �������
�� �
���
�	 ������ ���

��� ���������� � �
��
���
�������� 4�����7% *����� ��������� � 4;%#$7 ��� ��� � ������� ��������������,
���������� �����������

�	 �������� �%

*����
� ������ ������
�� ��� I(q2) � ������� ��� ��� � ����� (−q)2% 9��
�����
�� ��������

��� �
���
�� �
������ ������ � ������ ���
� 4;%�B7 �����
���� ��������� Λ2 4������
��� ������� ����� �� 4�����7� Λ2 � m27 
� ����
��
�������% C���� ��� (−q2) � m2 �����S

ln
[
1 − q2z(1 − z)

m2

]
≈ −q

2z(1 − z)
m2

4;%�#7

� ��������

�S

I(q2) ≈ e2

3π
ln
(

Λ2

m2

)
+

e2

15π
q2

m2
. 4;%��7

*�� (−q2) � m2 �����S

ln
[
1 − q2z(1 − z)

m2

]
≈ ln

(
−q2
m2

)
, 4;%�=7

�� ��S

I(q2) ≈ e2

3π
ln
(

Λ2

m2

)
− e2

3π
ln
(
−q2
m2

)
=
e2

3π
ln
(

Λ2

−q2

)
. 4;%�?7

C���� �������� ������
�� � ����� ��
�������	 �������� ���
� ������ ���
(−q2) � m2 � �����,��� �����S

−iM = (ieūfγ0ui)
(
−4πi
q2

)[
1 − e2

3π
ln
(

Λ2

m2

)
− e2

15π
q2

m2
+O(e4)

]
(−iZe) . 4;%�57

�$� ���%��������� � �� ���
��������� �������� �����
������ ������ �
��� � ��������� '����!
���( � ����� 	�
���� ����� � ����#���� ,-/�

�+�	������ ��� ����#���� � ��
 ������ ���������� �
�� �
��� 	� ������������� 	��������

e2 → e2

�c
≈ 1

137
�



#��� ,>2����	
� ���
� 
 ���2��3��� 2���
���� 2�2���� #A=

8� ������
�� ���
� � �� $� ��������! �������� ���S

−iM = (ieRūfγ0ui)
(
−4πi
q2

)[
1 − e2R

15π
q2

m2

]
(−iZeR) , 4;%�67

��� �����
 ���������������� �����S

eR = e

(
1 − e2

3π
ln

Λ2

m2

)1/2

. 4;%�A7

*����������� �� ������
� eR �� 4;%�A7 ���������� ����	 .���

�	/ 4)�����
����
�� 
� ���������	7 )����������	 �����% C���� �������� ������
�� 4;%�67
��
����� ������� � ���������� .������� / � eR� �����	 ������ �� )��������
�
� � 
� ������� �������
�, � ������ �������������	 �����% C���� ��������

�� ������ � ��
�� ���� ������� �������������� ���������	�� ��������

�	
��������% + ��� 
�	��� �� ������� �� � ���
���	 )�������
����� ��� ������
������� ���
���,��� � ������ �������� ����� �������
�	� ������ �
�������

�� ������� .����� / � �������� ����� ���������� ���������� ��������
�, ��
)��������
�% + )�� ���������� ��
����
�� 
�� ���	��� �����������������
)�	 �����% C�� �� ����
���������� ������� ���
���	 ����� ���� ���� �� 
�����
 ���������	 �����%

;�� �&�/������ ����� � �����
���� �����	��� ��'

���	�

*����� ��������� � ������� 4;%�67 ������
�� ������� �����
� � ����
������ ���
�
������S

V0(r) = −Ze2R
∫

d3q
(2π)3

eiqr 4π
|q|2 = −Ze

2
R

r
. 4;%�;7

+���� ��������� � 4;%�67 ��������� ���
���� ��������� � ����
������� ���
�
������ �����

�� � ������
�� , �����
�� ������ 
�� e+e−����% 1�������
��	�� � 
�� �
����� |q|2 ��� �������� � ������
�
��� ���������
�, ����
��
��� 
� −∇2% C���� 0 ����� 4;%�;7 � ��� ���������
�� δ���
����

δ(r) =
∫

d3q
(2π)3

eiqr 4;%�$7

���� ������
�� �����
�� ���
���
�� 2�53 ∇2 1
r = −4πδ(r)� ������ �� �������

4;%�67 � ������
�
�� ���������
�� ��������� ��������	���, ����S

V (r) = −Ze2R
(

1 − e2R
60π2m2

∇2

)
1
r

= −Ze
2
R

r
− Ze4R

15πm2
δ(r) . 4;%=B7

C���� ������� �����
�� ������ 
�� e+e−���� 4����������� �������7 �������
� ����������� ����
������� ��������	���� 
� ����� ������
��� ' ���
����
�����
��� 
�� ������
�� � ����% -�
��
�� )� ������� 
� ����
� ������
��
������ �� �
� ������
� �� ��������� ��
��������� ������ � ������� (−q)2 �
m2% &�
��� ��� ������ ���
�� �
� ����
� ������
�%
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E��% ;%=S

E�������� �����	 Z = 1 4����
7% N�
�� �� ����� ��������� � 4;%=B7 ����
�� ����� � )
����������� ����
� ���� �������� Enl% E���������� ��� ��� ����
����
��� �������� ��������,��	 ����� � ����� ����
�	 � ����S

∆Enl = − e4R
15πm2

|ψnl(0)|2δl0 = − 8e6R
15πn3

Ry δl0 , 4;%=#7

��� ψnl(0) ' ���
���� ��
���� ���� ��������� ��������,��� ����
��� ���
�
����� ����� n � ������ 
��� ����
� l� Ry = me4/2 ' �����

�� E������
�� 4Ry ≈ 13.6 eV7% ����� ����
��� �������� �����
��� 
��� ��������	���� �
4;%=B7� �
� ��	���� ��� 
� ���
���� ��
����� ����
�� � 
��� � 
����� ���
����
�� %�% 
� s������
�� 4l = 07% 1�������,��	 4�)�������	7 ����� ����
�	

���,����� )��������
�� 
� � ��������� � ��� �� ������	 ��
�� ,% + ������
)��������
�� M)��� ��������� ���
��� )
����	 ����
�	 2s1/2 � 2p1/2� ������
����,�� �������

��� � ������ ����� R����
���� ( 9������ 
� ������,��	
��������

�� ��������% &������� � �� ������
� ������ ���
� +1057 MHz% E���
�� �� ������� 4;%=#7 ��� ������
� −27 MHz% &�
��� ���� ����������� �������
������ �� �� �� ��� ������ ����
�	 2s1/2 � 2p1/2% *��
�	 
���� ��	
��
���
���� ��������� ������

�� �� �)�������	 ����� � �������������� ������� ���
��� �������
�	 4∼ e37 ������
 
� E��% ;%=% +�� ���
���,��� � )�� ����������
����������� ���� �� .�����
�/ � ����
��������� ������� ����� � ���
���	
��
���� )�����
�% C���� ������� ������ ������� ���
�, ������
� �)�����
����� ������� ������ ���������� � ����� 
�� ��������� � )��������
���% +
���� ����� )� ��� ����� ����� ����
��������� � ���
���	 )�������
�����%
*����� �� ������
� ������ �����
� � ��
�� , ∼B%B#^� � 
����
� ����� �� �
�������

��� ������� �����	 �� �������� E��% ;%=� � �� ����� � ��������

���
���� �
����� 
� ������ ������ ����������� �������� �����

��� � ���������	
E��% ;%=4�7% &�
��
�	 ����� � ����� �����
 � ����
���������	 ����� )�����
�
4��������� E��% ;%=4�77% >�������� )� )���� �����
 � ��� �� ������
� 4������

��
��7 ��������

�� �������� � ����� ������
��� )�����
� �������� � 4����

�1�������������� ������� ������  �����
�� � �� ������� ������� �� 
������ � ��� ��
,2�-/
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� 
 ���2��3��� 2���
���� 2�2���� #A5

�����
��
�	7 �� ������
� ��� )�����
�� �����

��� � ����% E��
�� )�� ����
�����
��
�� ������
 ������� 25�=#3 � ��� ��
��
�	 ����� � ����� ���
�� ����
�	%

E�������� ������
�� )������ �����

�� � ���������	 E��% ;%=4�7% >������
���� )� ��������� ����������� ������� )�����

��� ��� �������� 4�����
�7
−eūfγµui% +������
�� ��
��
�	 ���� )�	 ��������� � ������� ����� (−q2) ���
� 2�� �5� =#3S

−eūfγµui → −eūf
{
γµ

[
1 +

e2

3π
q2

m2

(
ln

m

mγ
− 3

8

)]
−
[
e2

2π
1

2m
iσµνq

ν

]}
ui , 4;%=�7

��� σµν = i
2 (γµγν−γνγµ)% +�����
�� � ������ ������
�� ������� ���� ��� ����

�����,��	 ����� � �)�������	 ������ ������ �� )� ���
 �� ����� �
�������

4;%�67% :� ��� )�� �� ����������� ��� � � ���������� , 
� ����� ����� �
���� �� ������ 
� �������� � 4;%=�7 �����
��� ����	 �����
�	 ����� ���
�
mγ % 8� �� 
��������� ��,��������� ��������,�% >�������� ������ �����

�	
� �����
�	 �����	 mγ � ���
�� , �����"����� � �
������
��� ��������� ����

���,���� � �������� E��% ;%=4�7% �
�������
�� ������������ ���
���,���
� ���
���	 )�������
������ 
� 
��� ��� ���
������ 
��� ��������� ��� ���
����������� ���� ������,��������� 4%�% ���
���,��� � �����������	 ��	
�
��
������ �
������� 
� ����
�� �������7% >�������� �
�������
�� ��������
�����
� � ������ �������,��	 4��� �,��� )�������
��������� ���������7 ����
���
�� , ������
�� ��� ���� ����� .������/ ���
�� � ���
 ����	 )
�����	
4�����	7% *�)��� �
�������
�� ���������� ������� ��������� 
� ����
�
������
�	 ����
���� �������S ������ �������� �����
��� ������
�� )������

� 
� ��������� ���� ��� ������
�� ���
�` >�������� 
��
� �������� ���
������ ������
�� )�����
� ��� ������
�� ���
�� � ���� �����
��� ������
��
��
���� ���� � %�% .������/ ���
�� � )
�����	 ��
 �� mγ % -����� �� )�� ������
�� �� ���� 
��� ���������� 
� ��������

�� �����
��mγ ����� �� ��
��
���%
1���� �� )�� �����
���	 
� ���������� � ������� mγ � ���� ����������%
8� �������� ���� ���� 
� ����
���������
� � ����
� ��� 
� ��

�� )��� ����
���� ���
���	 )�������
����� 2#� �� =#3% 9�� 
�� ��	��� �
�����
 ����	 ���

� ������
�� ������� 4;%=�7� �����	 ����������� ������
� γµ� %�% ����
����
������� ���%

>��������� ���
� ����� �� 2#���=#3� �� ����� ��� σµνq
ν �������� ���
��


�	 ����
 )�����
� µ = − e
2mσ� �����	 ����
� ��������, � ���� µ = −g e

2ms�
��� ���
 s = 1

2σ� � g ' �������
�
�� �
���
�� )�����
� 4� ����� 9����� g = 27%
1�������

�� ����	 ���
 � 4;%=�7 �������� �����
��� 
�	 ����� � ���
�
�	
����
 )�����
�� �� ��

µ = − e

2m

(
1 +

e2

2π

)
σ 4;%==7

���

g = 2 +
e2

π
. 4;%=?7

C���� �������� �����
��� 
� � ������������ ���
�
��� ����
� )�����
� ����

���� ��������� ���
�
�	 ����
 e2/2π% P���� ��
�� ������
�� ��� �
���� �

��� ������ � �������
�
�� �
���
��� ������,����� ����� , ��� �� ��������
��� �������
�	 � ��
�� , �� ���
�� ∼ e6 ���� ���S

g − 2
2

=
1
2
e2

π
−0.32848

(
e2

π

)2

+(1.49±0.2)
(
e2

π

)3

+... = (1159655.4±3.3)·10−9 . 4;%=57
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!����

�� ���� ������ �����
� � ���
����� ��������� ��� ���� ����� ����
����� ∼ e6% 3���������������� �
���
�� �
���� 
��� ���
�
��� ����
� )����
��
� ���
�S

g − 2
2

∣∣∣∣
exp

= (1159657.7± 3.5) · 10−9 . 4;%=67

+� ��)��� ���
���� )�������
����� � �������� ������	� ����	 ��
�	 ��
���,����� ����	 ��
����
�� 
�� ��������	���	 )����
��
�� �����% :��
���� �� �����
� ������ �� ��� ��� 
� ��
�����
� 
������ ��������
�	 ����� ��
���������
���� � )��������
��� � �� �������� ����� ��� ��� � ���� )������
��
��������� ����
���%

M����������� ��
��������� 	�	����� �� ������ %����������� � %�������� ������� 
����!
����� ��#��� �  �����
���� A� 	�������� %����� ���� ������ 	����� ����������� ��!
���������� 	�
��
� 	��
�#����� ��������� � 	��������� 
��� 	������ ������������ ��
�����	�������� ���������� �� ������� ��������� %�������� �������� ����� � 	�� � ���
�������!	��������� � ��������

J���
��� 	��#
� ��� � ��	��� � ���� ����� �������� ����� ���
�����
�������� �������� ��!
	��#������� �������� ����� � 	�� � 	���������� ����� %�������� � �������� M���������
	�� � ��������� ������������� ��N��� V � +����� �������� � �������� ω ����� ���� �� �ω

2
�

5�#�� ��	����� �����
��� ���������B

�ω

2
=

1

8π

	
dV (E2

ω + H2
ω) =

1

4π

	
dV E2

ω =
E2

0ω

8π
V , )I�.O*

 
� E0ω L ��	���
� ��	��#������� ����������� � 	�� � �������� ��������� � ������������!
��� ������ ��������� � �������� ω� � ����� ���������� ����
����� 	� 	����
� ��������� C�
)I�.O* ����
�� ���
�����
�������� ��	���
� ������ �������� 	�� � �������� ωB

E2
0ω =

4π�ω

V
. )I�.I*

M��������� ������� � ������ +� ���� ������� 
�������� ���������� 	�� �
�� � %�����!
��� ������ �������� 	�� � �������� "������ �� ���������� 
��#���� �������� ��� �����
����������� 
��#���� 	�
 
�������� ���� ��������� %��������� "���� V (r) ���������� 	����!
������� ���� �� ��������� ����
��� ��� � ����� r� "��
	��#��� ��� ����
����� ��������
��#�� ��	����� ��� r = r0 + r′�  
� r0 L ������� �������� ����
����� ��������� ���� �� ��!
��� 	���� ���������� 	�� � � ���������� 
��#����� � r′ L � � ���� �������� 	�
 
��������
�������� ��� �� ������� %���������� � �������� � 	��� E� 
� ��#�� ��	����� ��
�����
��������� ���
��� 	����������� ���� �� ��������� ��	�������� � �������� ��������B

〈∆V (r)〉 = 〈V (r0 + r′) − V (r0)〉 ≈
�
x′i
∂V

∂xi
+

1

2
(x′ix

′
k)

∂2V

∂xi∂xk

 
=

=
1

2
∇2V 〈(x′i)2〉 =

1

6
∇2V 〈(r′)2〉 . )I�.P*

K ���� ������ �
��� ���������� ���
��� 	� ���� �����#��� ��������� �������� ������� r′�
"�� ����
����� ������� ��� 〈x′i〉 = 0� � � ��� 	��������������� ������	�� �������� ��������

〈x′ix′k〉 = 1
3
〈(r′)2〉�

� ���������� 	�� 	������
∇2V (r0) = 4πe2δ(r0) , )I�D8*

��� ���

〈V (r)〉 = V (r0) +
2πe2

3
δ(r0)〈r′2〉 . )I�D2*

A� 	������� �������� � �
�� � ������ � ������ ��#�� ����
���� )I�D2* 	� ��������� ���!
����� � ������ �� 
� �����B

∆ELamb =
2π

3
e2
	
dV |ψn(r0)|2δ(r0)〈r′2〉 =

2π

3
e2|ψn(0)|2〈r′2〉 , )I�D-*

 
� ψn L ������� %������ �������������� � ����������
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A� ��������� 〈r′2〉 	��
	��#��� ��� �������� �������� 	�
 
�������� %�������� 	��
	������
�� ���������� �� � � ��������� � 
��#����� +�	���� ����������� ��������� 
��#�!
���B

m
d2r′ω
dt2

= eEω = eE0ω sin(kr − ωt) , )I�D.*

����
� 	�����B

r′ω = − eE0ω

mω2
sin(kr − ωt) . )I�DD*

1�������������B

〈(r′ω)2〉 =
e2

2m2ω4
E2

0ω =
2πe2�

m2ω3V
, )I�D=*

 
� ����� ����� �������� ����
����� 	� �������� � 
� 	������� 	���
�� � ��������� ���	��!
������� )I�.I*�

"������� ������ �������� � ������� ��������� ������� ������������� �� ���
 � 	�!
��� ���
�����
�������� �������� �������� ��#�� ����� 	������ �������������B

〈r′2〉 =
V

π2c3

	
dωω2〈(r′ω)2〉 =

2e2�

πc3m2

ωmax	
ωmin

dω

ω
. )I�D3*
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��� �� �� 	��!
������ ���� �������� � �� ���� �� �����
������ ��������� J
����� 	�� �������� 	���
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mc2/� ��������� ������
������� ��#
� ������� ���������� 	�� � ��	������� %���� ��!
���������� ���� �� %��������� +� �
�� ��#�� 	��
������� 
�� ���� ��� ������
��������
%�������� ������ ��������� �� ��������� ���������� �������� � 	��#������� ���� ���
� ���� ����� ����� ��������� �� ��������� ���������� ��������� %��� ��	������� �����!
����� "������� � ��� 	�����	� "��� ��� �������� ��������� ����
����� � �
����� 
�� 
�� 
�� �� ��� %�������� ����� ��
�� 	������
��� � 	������%���� ��� 	����
�� � �� �������!
�� 	� ������� � ��������� ��� ���
���� � ������������� �%%������� � ��������� )I�D3* 	��
ωmax ∼ mc2� ������� ��������� )I�D3* �� ��#��� 	��
�� �	��
������ ��������� ���
��� ��!
������ �����#
���� �������� � ������ ������� ������� �	��
������ ��
��� ������ ��������B

ωmin = ω0 ∼ Ry
�

= me4

2�3 � E� 
� )I�D3* ���
���� �B

〈(r′2)〉 =
2e2�

πc3m2
ln
mc2

�ω0
=

2

π

e2

�c

�
�

mc

�2

ln
mc2

�ω0
. )I�DO*
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�� � )I�D-* 	������B

∆ELamb =
4

3

e2

�c

�
�
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�2

|ψn(0)|2 ln
mc2

�ω0
. )I�DI*
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� 	��#����� L s!������� ��� 
� �#�� 	� ���� �� ����� ��� ��� 	��
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���� ������� g��
�� ��� 7 A������ 1 ������ �� �� ��� � ����� ��
���
�B

|ψn(0)|2 =

�
1

naπ1/3

�3

, )I�DP*

 
� a = �
2

me2
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���� 	������

∆ELamb =
8

3π

�
e2

�c

�3
Ry

n3
ln
mc2

�ω0
. )I�=8*

1	�������� �������� 	����
����� Q���� 
�� ���������� �������� �ω0 ≈ 18 Ry� E� 
� �� )I�=8*
��
��� �������� �
�� � 
� 2s!��������� ��
���
� ∆ELamb(2s) ≈ 1040 hij� ��� ����� ����� �
��������� ������ �������� �� ������ ���� � %�������� ��������� ������
������� � ������
	�������������� E���� �������� ��������� �
�� ������� ��� �
��� 	�
����#
����� ������!
��� %�������� � '�������( ��������� ������ 	���

;�� )������������� 2 ��� &	� A��/�	��	B�

+ ��������

�� ���� �������� ������� ��������

�� �������� � ���
���	
)�������
����� �� ������ ��������,��, ��� ��������� ����
���������� ���
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������� � ������ �������� ����� �������
�	% ���

� ��������� ������
�, ����� ����
��������� � ���
���	 )�������
����� ���
���� ���� 
� ������
,��� �����
�� ������ ����������� ������� ��� ������ ���������� �,���
��
���
�� )������� �� � ����
��������� 
������� ���
������ 
�� ������
�� �����% *�
��� ����������������� ����� ��������,��, ��� � �������

�	
���
���	 ����� ����% @����� ��������	���	 
� ������,��� )�� ���	����
����
� ����,�� 
������������% *����� ��� �������� � ����������� 
���
�
����� ��������� ����
���������� �� ��������� �������

�, ����
� ���� 
�
������� ��� �����
�	 
�� ����
��������� ������ � ��
�������� ��������
��%

+��
���� � ������� 4;%�A7� ���������	 ���������� ���� ln Λ2

m2 % +�����
� )����
��������� ������ ����� � ����, ����� ������ ��� )����
��
�	 �����
�� ���
����

�	 
� E��% ;%?% :� � )�	 �����
� ������ �
������ ��������� �������
������ ������
� 
� E��% ;%5� ������� ���������� ����
�, ������
� ������%
4�������� ����� ����������� ����� ����������� ����� ���� ���

� ����� �
���������
�� ���� �������� ��� �����
� ��������� )��������
�� 
� ��� ���
��� )�����
�% :������ .�����
�	/ ������ ������������	 )����
��
�	 �����
�
E��% ;%?� .�����/ ������� e0% C���� ��� .���

���/ ��� .������/ ������ e ���
�
������ � 
�������� �������
�� � ��� ����� �������
�	 �� .������/ ������� ���
����

�� 
� ��
�������� �����������

�� ���������� ���������

�� ��������
���� E��% ;%6� ��� �
�������� ����
�
� �
������
�� ��������� ������ ������
���% 1��
���
�� ����� e2 � e20 
��
� �������� � ��� )� � ������
� 
� E��% ;%6�
��� 
������� ������� 
��� ���������� � ���� ���
�� )��������
�� �
���
��
������������� 4���

�	 ��
�	7 ����� �� � q2 ≡ −Q2 = −µ2% :�������� �� ����
�������

�� ������ ��������
�� ������ ��� ��� � 
����)
����������� ������
�� Q2 � m2% + ����� ��� �������
��� ������

�� 
� E��% ;%6� ���
� �����������
������ ���S

e2 = e20[1 − I(Q2 = µ2) +O(e40)] , 4;%5#7

��� ������
� I(Q2) ����������� ��������� 4;%#A7 ( 4;%�B7� %�% ��
�������� ����

�������� Q2 ���
��� ������ (−q2)� 
� �
������� ����� �������� � Q2 > 0�



#�9� �������2
���	� B 	�	 >�� ��������� � #A$

E��% ;%6S

E��% ;%AS

�����
��� ∼ e20% �������� �� ����� ����
 4;%5#7 ������
�	 ����
 � �������S

e = e0

[
1 − 1

2
I(Q2 = µ2) +O(e40)

]
, 4;%5�7

�� �������� 0 4;%�A7 ����� �������
�� ���
�% + ��������
�� ���� �������
��
4;%5�7 ������
� 
� E��% ;%A% 1�������

�� � ����� ���� �������� �����S

e = e0[1 + e20A1(Q2) + e40A2(Q2) + ...]Q2=µ2 . 4;%5=7

N�
�� �� A1(Q2), A2(Q2), ... �����
��
� ��� Λ2 → ∞% E�������� ����	����� ���
�������	 ������� ������
��� 
������� �����������	 ����������� E��% ;%;% + �
��
��������� ����S

−iM(e20) = e20[F1(Q2) + e20F2(Q2) +O(e40)] . 4;%5?7

O��� ��� ������
�� ��� ���������% :� ���� 
������ ����,��	 ����
%
9���	� �������������� 4����
��������7 ������
� −iM(e20)� ������� e0 ����� e�

E��% ;%;S
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E��% ;%$S

E��% ;%#BS

������ 4;%5�7� ���� �
��� ������� ��������� ������� E��% ;%A� � �	 �� ��
�� ,�
��� )� ������
� 
� E��% ;%$� � ������ �������� )� �������
���� �������� ���
� �����
� �������� E��% ;%;% C���� ������� ��������
�� �������
��� ������
�

�� 
� E��% ;%#B% 9�� ������ ��������� )��� �������
�� ��������� �� �����	
��������� E��% ;%;� �
����� � ���
���� ����� ���� �� �� ����
� ������ 
e0 ����� e � �����	 �����
�% + ������	�� ��������� E��% ;%; ���
� ����� ���
��
� e0 
� e� ������ �� ���
���,��� ��� )�� ���
��� ������
�	 ������� e6%
C���� �������
�� E��% ;%#B ���
� �������� � ��� )� ������
� 
� E��% ;%##% +
�
���������� ���� )� �������
�� ���� ���S

−iM(e2) = e2[F ′
1(Q

2) + e2F ′
2(Q

2) +O(e4)] . 4;%557

+� ���� �� ������� ��������� ' ����
���� 4;%5?7 � 4;%557 ������ �� ������
�

���� ������
�� ��� �������� ������
��� � ������ ����� .)��������
�� 
�	/
����� e� ��������

�	 ������
� 4;%5=7 � ���������	 ��� Q2 = µ2% *�� )�� ��

����� 
� �������� � 
����� 
� ���������� � ����� ���������������� 4;%5?7� ���
������

� M(e2) = M(e20)% + � �� ����� ���
 ∼ e40 � 4;%5?7 �����
���
� � ���

∼ e4 � 4;%557 �������U 8� ��
� �� ���� �� .)��������
�� 
�	/ ����� e ��
���

�� ��������
�,� � ��� ��������� � ������� 
� E��% ;%## �����������
� �� �
���

E��% ;%##S



#�=� �D���J�� 	�������� ���6
 � #;#

E��% ;%#�S

E��% ;%#=S

� ��, � �����S [
e2

3π
ln

Λ2

Q2
− e2

3π
ln

Λ2

µ2

]
=
e2

3π
ln
µ2

Q2
, 4;%567

�� �� ������� � �������� ������
�� Λ2% E��
�	 ����� �������� µ2 4����
����
���������7 ������� � ���
�� �������
��� 4;%557% &�
��� 
���,������ ���
����
� |M |2 
� ����
� ������ � ������ µ% 8� ������
�� ���
� ������ �
���� �����,���� �������
���� 
��� ����
�
��S

µ
dM

dµ
=
(
µ
∂

∂µ
+ µ

∂e

∂µ

∂

∂e

)
M = 0 . 4;%5A7

8� ��
����� �� ��
�� ��������� M � µ� ������ ����� ��)������
���
F ′
i (Q

2, µ2) � �������
�� 4;%557� �����
������� ��������,��	 µ2 ��������� ,
e2(µ2)% !���
�
�� 4;%5A7 ���������� ����	 �������
���� 
�� ����
�
�� �������

����� 4��� ������ ����
���������7� ����,��	 �����
�, ��� � ���
���	 �����
����% :��� �� ��� 
� ��� ���
���� � �������
�, )�	 4��
�����������	7 �
�����
�

��� ������ ������ �������� ����
��������� �� ���
������ 
�� ��
����
� ���� ��� )������
�	 ������ ��� �������
�� ������� ��
���
�� )�����
��%

;�$ A3���=��B ����	��	� ����� �

E������
��� ������

�� 
� E��% ;%6� ���
� ���������� � ���� E��% ;%#�% W���
����
��� �� �� �� )��� 4��������7 ���������� � ���� ���
���� ��������
������ ����������� ������ ����� ����������� ��� )� ������
� 
� E��% ;%#=% +���
�� ������� �� ����������� ���
� ����
� � ���� ����� � ���������� 4���
��
��������

��7 ������� e� �����	 ����������� �������
��� E��% ;%#= ���
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Q2 = µ2% >�������� ���
� ����� ���� �,��� �
���
�� µ2% E�����
�	 �����
Q2 = µ2

1, µ
2
2, ... ��������� �������
�, ����� �������
�	 �� �����

� �������


�� �
���
��� ����������� ������ e(µ2
i )% + ����� ����� �� E��% ;%#= �����S

e2(Q2) =
e20

1 + I(Q2)
, 4;%5;7

�� �� )��������
�� 
� 
���,�����	 ����� ������ � ������
� �������������
4� �������� ������
��7 ����� �� Q2% +�����
� e(Q2) 
�����, .������	/ ��
��
�
�	 �����% + ������� ��� ��� Q2 ≡ (−q2) ������
� I(q2) ����� ������
��� 4;%�?7�
�� �� ��������S

e2(Q2) =
e20

1 − e20
3π ln

(
Q2

Λ2

) . 4;%5$7

_��� ����,�� � 4;%5$7 ��
�, ��������� e2(Q2) � �������� ������
�� Λ�
��������� )� ������
�� ��� Q2 = µ2 � ������� e0 ����� e2(µ2)% + ����� ���
��� ��� ��� Q2 ���
� �������� 4;%5$7 ���S

e2(Q2) =
e2(µ2)

1 − e2(µ2)
3π ln

(
Q2

µ2

) . 4;%6B7

O��� ��� ��� ��
��
�U .P������/ ��
��
� ����� e(Q2)� �������� ��������� 
)������
��� ������ � ������������� ����� �� Q2� %�% ��������� � �������

�� ����� ������

��� ��������% 8�� ��� �� ������ � ��� 
�	���� �� ���
�� 
� ����!���� )����� ������ ��������,��� ��������� 
��� ���

�
��������������	 �������% + ����� � ����� ��� 4;%6B7 ���
���� ��� ���
���
���� 
�� �������� �
����� 
� 
��������������� ���
���	 )�������
�����%
9��� � ��� �� �� 4;%6B7 ���
�� �� � ����� Q2 4���
 ��
��� ������
��7 �������

� )������
��� ������ ����������� �� �� ��
� ��� ����
� ����� �������
�	
��
����� 
������
���	 
� ����� ������
���� � ���

Q2 = µ2 exp
(

3π
e2(µ2)

)
4;%6#7

���
���� ��
� 
����������� ���������� 4.���
�	/ ���,�7% *�� Q2� �������,�
��� )� �
���
��� ����� ������ ��
����� �
����U +��
���,��� ���� ��������
�� �����
�� ������������ ��������� 
�������� .���������� 
����/% + ��� 
�	�
��� �� ��� 
� ��� ���
���� � �������
�, ���
���,��� � ����� � )�� �������%

S��� �� �	���
 �������� ��� � ��������� �����
������� �������� 	�����	����� ����� E��
���#� ��������� '�� ����( ��������� ����� ������� �  ������ ����#���� 
� ������� )	����!
���� ���� ���� )I�38** ����� ��
B

g2(Q2) =
g2(µ)

1 +
g2(µ2)
12π

(33 − 2nf ) ln
�
Q2

µ2

� , )I�3-*

 
� nf L ���� ������ �������� � ��������� .. ������� � ��������� ���������� ���������!
��� ��������� �����
������� )%��������� ��� ���������� ��� ��������� ���������� ���������
�� ���������� ������  ���������� ��������  ��		� SU(3)*� E���� � �����  
� nf > 16 ���� �
���������� )I�3-* �� �� ����� #�� ��� � ��������� ������
�������� � ������� ���� nf = 6�
"������ �%%�������� ����
 46A �� ������� � ���� � ������ Q2 � ���������� ���� �� ����
�����������H &�� �������� ��� ���������� '����	���������� �����
�(� "�� 
��������� ����



#�?� ���
�
��/
� E+E− � ������ B ��	�6����3���� ��J��������
� 	���	��� #;=

Q2 )�� ������ ����������� ��#
� ��������* �%%�������� ��������� ����� �������� ����������
������� ��� ���	����������� 	��������� � ������ ���������� )'��%��������� ������(*�
A� �������� Q2� 	�� ������� ��������� )�	��� ���� '�#���(H* 	��� � )I�3-*� 	����� ������!
����� Λ2B

Λ2 = µ2 exp

�
− 12π

(33 − 2nf )g2(µ2)

�
. )I�3.*

E� 
� )I�3-* 	���	��������� ���B

g2(Q2) =
12π

(33 − 2nf ) ln
�
Q2

Λ2

� . )I�3D*

"�� Q2 � Λ2 �%%�������� ��������� ����� ��� � ������
������� ������� �  ����� )�� ����
����������� �� 	�� ������ ��	�����* ��#�� �	������� 	� ������ ����������� ���� ����
������
������� ��������� � %������ � 4&A )�� ������ ����������� �� ���� ��	�����*�
"�� Q2 ∼ Λ2 ����� �	������ ���������� �������#���� � ������ �  ���� ��N�
������� � �����
������
���������� ������� L �
����� &��	������������ �������� Λ �#�� � �������� �� 8�2

� 8�= >?@� E� 
� 
� ���	���������� 	����
���� 	�� Q2 ∼ (30 GeV)2 �� )I�3D* 	������ g2 ∼ 0.1�
��� ��� ������ ���������� ���� 	��������� ��� � 4&A� � 	��
�� ������ Q2 ����� �������
������� ��#�� 	���������� �
���� � ������ ��� ����� �� �������� ���
�� �������� ������� µ2�
��������� � 	������� 	��������������

;�( 8�����
���� e+e− � ������ 2 ������	�
��	��

��=��	������� ��������

+ ������� �
����
�	 ���,������ �����
�
�	 -89 �������� ��� �� ���� )����
����
��������� )��������
�� ���
� ����� �� � ���������
�� ������� 2#;3%
8� ���������� ������
�� ��� �����
�� ��������� �

�������� )�����
�� �
������
�� ������� )
����	� ����� � ������� ��
��
�� �������� ������� ���
��
��, ���������
�� ����
�% >��������� ���� ������� ��� ����� �������� ����
��
�� ��� ����� ( �
������� %�% e+e− → qq̄� ������ � ��� 
�	��� ��T���
�,��
� ����
�% &���������� �� ����
�� ���� ��������� ���
� ������ �� ����� ����
����������� � ������ -89 ����
�� �������� �

�������� )�����
�������

��
��� � �,�
�S e+e− → µµ̄% 9�� ������ ����
�� ����� �������� � -89 ������
�
�������� ����, �� ��	
��
������ ��������� ������

�� 
� E��% 6%6� � ����
��	� � ������� ��
��
�� �������� �������� ��������� ���� µµ̄%� 1�
���
�	
����� �� �������� ��������
�	 ��
��� -89 ��� ��� ���
��� ����
�� �����
�������� 2#;3S

σ(e+e− → µµ̄) =
4πe2

3Q2
, 4;%657

��� Q2 = 4E2 ' ������ )
����� � ����� ��
�� ���� 4������

�� @�
�������
s7% �
�����,��� 
�� ����
�� �

�������� � ���� ����� ( �
������ ���
�S

σ(e+e− → qq̄) = 3e2qσ(e+e− → µµ̄) , 4;%667

��� eq ( ����� ������% 9����
��� 
�	 �
����� = ���
���� ���� ����� ���� ��
�� ����� �� ��
�	 � �	 �� ��������� ��� ������� ������� ����� �� �� ������
���,��� ����
�� 
��
� ����� ����� % _��� 
�	� ���� ����
�� �����
��
���� ������
�� ����
��� 
��������� ������������ �� ���� ��������� �������

�+�	������ ��� ����� ����� �� ��������� �� ���������� ����� ����� � )	������� � -88
���* �������� ����� 	�����



#;? &���� #� '�%+%)( �)-�''-.

q = u, d, s, ...� ��)���S

σ(e+e− → hadrons) =
∑
q

σ(e+e− → qq̄) = 3
∑
q

e2qσ(e+e− → µµ̄) . 4;%6A7

C���� �������� )� �������
�� ������� � ���
 �������

��� ���������
�,S

R ≡ σ(e+e− → hadrons)
σ(e+e− → µµ̄)

= 3
∑
q

e2q . 4;%6;7

C�� ��� ����
�� σ(e+e− → µµ̄) ������ �����
� )��������
�� 
� 4� ��������

� ���������� �������	 4;%6577� � ������

�� 
� )��������
� ����
�� e+e−�
�

�������� � ����
� 
����������

� ��� �
�������, � ����� �������� �� ����
���� � �����% �����S

R =

⎧⎪⎨⎪⎩
3
[(

2
3

)2 +
(

1
3

)2 +
(

1
3

)2] = 2 ��� u, d, s .

2 + 3
(

2
3

)2 = 10
3 ��� u, d, s, c ,

10
3 + 3

(
1
3

)2 = 11
3 ��� u, d, s, c, b � % �% .

4;%6$7

8� ���������
�� �������
� �������,�� � )��������
��U O
���
�� R = 2 
���,�
����� ��� Q < 2(mc + mu) ≈ 3.7 GeV� %�% 
��� ������ �����
�� c������% +���
������ �����
�� ��� ��������� �������� %�% ��� Q > 2mb ≈ 10 GeV )�����
����
�� 
� 
���,����� �
���
�� R = 11/3% 8� )��������
� 
����������

�
���������,� �� ������ �� ���� ������� � 
���������� 4����
���U7 �
����

���� )������������ ������%

� ������ 46A ��#�� ������ ���#� ���
� 
�� ����� � ������� ����� �� ��������� ��	��!
����  ���� ,2I/� � 	����� 	���
�� 	� g2 %����� )I�3I* ��
�%��������� ���B

R = 3
�
q

e2q

�
1 +

g2(Q2)

π

�
, )I�O8*

���� ��� � ���	��������� 	��������� 
�#� ����� )� ���%��������* ����������� R �� Q2�

;�- ��������� ��
���� ���������������

*���	��� � ����� ����������� 
��� ������
�, ����� ����
��������� � -89%
N�
�� �� ������������ ���� ����� ������
�� �
�����

�	 ����� �������
�	
� ��������
�� ����
�
�	 ��� ��
�� ������������ 
����� � �
����� 
�	 ����
������ 
�	 �������% @� ����������� �� ����� ������
��� ��� ��� ���� �� �
�
���� ��
��
���� ���� ��� ��������� ��� �������
�� D,G,Γ �� ����� ������
��
�	 ���
���, ������������ �
������% -�� �� ������� 
���� � ����� ����

� ������������ ��������

�� ��������
��� �������,��� ��
��
��
�� �����
��� ��������� .�����
��/ �����
��
���	 � ������ ��
��
�� ������
�� ���
���� ������
� ���,��� 
����������

�	 ���������	 �����% + ��
��� )�� �����
����
�	 ���� ������
�� ���������� ������
��� ���� ����� ���
� ���� ���
�

��,� � ����� � ����� )�����
� ���
���� �� 
���,������ �
���
���% :��� ���
����
�� ���� 
��� 
����� �� �����������	 �������� ��� 
�	��� ������
���
���
� 
�	� � 2#3 �� � �����

���� � ���������,��	 ��
������� 2�3%
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>��������	 ���
 ���� 
�����, ����� �� ��������

�� ��� 
��� ������ k2 =
0% 8� ��
����� �� ��
�	 ���

�	 ��������� �����
 ��� ���,� ��� k2 = 0�
�� ��

D(k2) =
4π
k2
Z ��� k2 → 0 , 4;%A#7

��� Z ' �����

��% *����� �� ������
� 4A%=$7 ����	 ��� ���������� �����������
����� �����������

�	 ������� ���

D(k2) =
4π

k2(1 − P(k2)/k2)
, 4;%A�7

� �� 4;%A#7 ��� �����������

��� �������� ������S

P(0) = 0 . 4;%A=7

Q
������
�� �������� �����

�� Z � 4;%A#7 ���� �� ��������
� ���S

1
Z

= 1 − P(k2)
k2

∣∣∣∣
k2→0

. 4;%A?7

9�� 
�	��� ����
���
�� 
� P(k2) ���
� ������ �� �
����� ����������� �����
����
�� )������������ ������ ������% 9�� ������������ 4���� ����
� ������7
������� ���������� 
� ��� ��� ������
�� 4r � m−1� ��� m ' ����� )�����
�7
���� � ������ ����
� ��������	����� �� ����
� -���
�S V (r) = e2/r% 1 ����
��	 ����
�� )� ��������	���� ��������� ���������	� ������

�	 
� E��% ;%#?�
��� ���
�� ���
���� ��
�� ����
���� ��
�	 ��������� ������ 
��� ����

�� � ����
�� � 
��
�� ��
�� ��������, ������������ �������% >��

��
������

��)
����������� �������� ���
� � ��
�� ���������� ������ 
���
���
�% +����� ������ ��������� ��������,��� ��
�� ������ ������ �������
� ������
�, ��������,��� �������� � 
�� % 9�	����� 
�� �������
�� ���
����	����� �
���

�	 ��
�� � ��������� E��% ;%#?� 
�������� �����
�
�� # � = ���
# � � ���

�	 ��
��	� ������� � ������
�, � ��������,��	 ��������� ����
��� ������ 
�� ����� 4��������,��� �����
�� ��
���� ����������� ���
�����
��� 
�	 ���

�	 ��
��	7� ��������� ������ ������� ��� ��, �����
M �����������	 ������ � �
���
���� � ��������� � 
�� ��� M → ∞% C����
��
�� �� �
����� e2D(k2) � ��������� E��% ;%#? ���������� ����	 4� ��
��
� , �� �
���7 ��� ������� ���
����� ��������	���� �������������� �����%
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1���
�� ��������	���� 4���������� ������U7 ��
����� �� ����� �����
�� 
��� ���
� ω = 0� � ��� ��� ������
��� �����, ����� ���
���� ������
k% *����� �� D ������ �� �� � k2 = ω2 − k2� � �������� � ������,

e2D → 4πe2

k2
��� k2 → 0 , 4;%A57

�� ��� ���������� � 4;%A#7 �� ����
� ������ Z = 1% C���� �� 4;%A?7 
�����
��

� ������S

P(k2)
k2

→ 0 ��� k2 → 0 . 4;%A67

*����� ��� �����
��� 
�� ������� 4;%A=7 ��,�� ������S

P ′(0) ≡ dP(k2)
dk2

∣∣∣∣
k2=0

= 0 . 4;%AA7

O������ �� )������
�	 �
��
�	 ��
�� ���� 
��� ���
�� � ���
����� 
���
���� �� ��������� �
����� 

√
4π[1 + 1

4πP(k2)D(k2)]eµ% &�
��� ��� ���� 
���
���
� ������ k2 = 0� ���� � ���� 4;%A67 ������ �� � ��
��� �
��
�� ���
��
��������

�� �������� ������ 
� 
��
� ������ %

C���� �������� ������

�� ���������� ������
�� ������� � ���
����
�,
��������

�� 4���
�� 
��,U7 �
���
�	 P(0) � P ′(0)% + ��� ������ 
����������
�

�� �������
�� )�� ������
 �� ���������� ����� �������
�	 ������� � ������
������� �
�������% 1����� ����
�
�� )�� �����
��
���	 ����� � ����������

�� ������������ ������
��� 
������ ����

�� �
���
�	� ���
���������� ���
��������� ������
����% C���� ��������� � 
�������� ����
���������	% 1�����
�������
�� )�	 �������� ���
� ������������ � �
���% @��
� ����� 
������
�����	 .�������
�	/ ����� e0 � ��� �������� �����	 ����� � ������
�� ���
�����
��� �������� )��������
�
��� ��������	����� ��������,���� � ����
��� 
�	 ����� �������
�	% *���� )���� ������� ����
��������� ������������
��� ������
��

e20D(k2) → 4πe2

k2
��� k2 → 0 , 4;%A;7

��� e ' ���

�	 4���������	7 ����� ������% &�,�� 
������ ���� S

e2 = Ze20 4;%A$7

� � �� ����� , 
����������� ������
� e0 ����
���� �� ������� ��������,���
���������� )����� 4� ���������� .����
����/ � ����� ����
��������� Z7%
*�������� ����� Z = 1 �� ���������� ����
��������� .
� ����/ 2#3 � �����������
� 
����������� �����
�� �����
�� ������
 � ���������
�� ���������%

*���	��� ���� � ��������
�, ������	 ����
��������� )�����

��� ������
�����% &�����
�� �� ��
�	 ��������� G(p) �����
 ��� ���,� ��� p2 = m2�
��� m ' ����� ����������� )�����
�% 1�������

�� ���
� 
����� ������ 
��
������
��S

G(p) ≈ Z1
γµpµ +m

p2 −m2 + i0
+ g(p) ��� p2 → m2 , 4;%;B7

��� Z1 ' ������
�� �����

�� 4����� ����
���������7� � g(p) ��
��
� ��� p2 →
m2% �� 4;%;B7 
����������

� ������ � ��� ����
��� ����������S

G−1(p) ≈ 1
Z1

(γµpµ −m) − (γµpµ −m)g(p)(γµpµ −m) ��� p2 → m2 . 4;%;#7
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@������	 ������� ���� ���� ��� p2 → m2 �����,��	 ���S

M(p) = G−1(p)−G−1(p) ≈
(

1 − 1
Z1

)
(γµpµ−m)+(γµpµ−m)g(p)(γµpµ−m) . 4;%;�7

8������
�	 �
��
�	 )�����

�	 ��
�� 4
������� �������	7 � ���������
������
�� �����
 ������
� ��������� �� �
����� S

U(p) = u(p) + G(p)M(p)u(p) , 4;%;=7

��� u(p) ' ����
�	 )�����

�	 �����
��� ����������,��	 ����
�
�, 9�����
(γµpµ−m)u = 0% + ���� ������	 �����������	 �
�����

��� 4U ��� �����
��7
������ 
�� �
���
�� U4n7 ��� p2 → m2 ���� ����� �� � u(p) ��� �����

��
������
�� �
������� 4����
��������� ���
���	 ��
����7S

U(p) = Z ′u(p) . 4;%;?7

:����
� ������ 2#3� �� �������� ������ ���� 

Z ′ =
√
Z1 . 4;%;57

8� ���� ������
� �� ���� �� ��
���� "��
� 4���������7 ��������
� �� ����
������ )�����

��� ����%

C���� ���
� ����� ��� �� ����� ���
����
�� ������ 
��� ���� )�����

���
���������� ��� 
� 
����������� � ���������� �����
��� 
�� �������� ���
�����

��� ��������% E�������� ���������� ������

�, 
� E��% ;%#5 � �����

���� � �� �
� �������� ������
�� )�����
� 
� �
��
�� ���� A
(e)
µ (k) � ������

������� �� )��� ���,� 
� � ����� ���� ��������

�� ��������% + ������� k → 0
����� p2 → p1 ≡ p ��������

�� �������� � ��
�� �
��
��� ���� ������, 4����
�� �������� �� �
� ������, ������ ��� ������ k2 = 07% C���� �������������	
��������� ��������� ��������S

Mfi = −eŪ(p)Γµ(p, p; 0)U(p)A(e)
µ (k → 0) . 4;%;67

:� ��� k → 0 ���
���� A
(e)
µ (k) ������� � 
� ��������	 � ������
� � �����
�

��
��
�% C����� ���
����� 
� ��������� 
������ ���������� ����� �� ��
�
 
� ���� ����� 
������� ����
�
�� )�����

��� ��� ��������% 9������
�������� � )�� ������� �� �������� ŪΓµU �����
 ����� ������� �� ������
��
���� ūγµuS

Ū(p)Γµ(p, p; 0)U(p) = Z1ū(p)Γµu(p) = ū(p)γµu(p) . 4;%;A7
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8� ���
���
�� ����������� �����
���� � ���� ������� !����� 
���������
� ������
� Z1% + ����� ����� ��������� G−1(p) �� 4;%;#7 � 4A%;A7� ��������S

Γµ(p, p; 0) =
1
Z1
γµ − γµg(p)(γµpµ −m) − (γµpµ −m)g(p)γµ 4;%;;7

� ����
��� 4;%;A7 ������������� � ���� (γµpµ −m)u(p) = 0 � ū(p)(γµpµ −m) = 0%
+�� )�� �� �������� ��� ��� ��������
�� ����������� ������ )�����
�% +�����
�� ��� �������
�� �������� ����������� �������� ���
���������
�	 �����
Z1 ������ �������% @� ����� ����� �������� S

ū(p)Γµ(p, p; 0)u(p) = ū(p)γµu(p) ��� p2 = m2 , 4;%;$7

%�% ������ Z1 = 1% !������ ����� ��������
�� ����� � ��� �� ������

���������� �����
�� �������� �� �
��
�� )�����

�� ��
�� � �� ����� ����
�� U(p) = u(p)% 8� ��
� � �� ���� �� ��� Z1 = 1 ��� ��������� �������� 4;%;�7
�����S

M(p) = (γµpµ −m)g(p)(γµpµ −m) , 4;%$B7

�� �� ����	 ���
 � 4;%;=7 ������
�� ������� ��������� � 
�� % C���� �������

� ����, ����
��������� �
��
�� ��
�� ���� ���� 
�� ����� ' ��� ���
���
�� � )�����
��%

;�0 %
����:������ � ��	������� ����������	���

E�������

�� ���� ���������� ������� ����
��������� �������,� � ���
�����
������ ��
��
��
�� ������� ��
��
�� �
���
�� ��� �������� ������� ��������
-89 � �,��� ������� ����� �������
�	%

E�������� �
����� ������� �����������	� ���
���,��� � ������
�� �
�
������� >�	
��
�% *����� ����� ���������� ������ ����
�	 ������ 
�� ?�
����� ���� �������� � ����
����� 
�� ������
��% E�������� �������� 
�,
��������� n��� ������� 4n ' ����� �����
U7� ���,��, Ne )�����

�� � Nγ ���
�

�� �
��
�� ��
�	% _���� Ne ������ ��
�% *��
�� ����� )�����

�� ��
�	
���
� 2n� 
� �� 
�� Ne �
��
��� � ������ Ie �
���

��% *�� ������� ����� ��
�	
�
���

�� ��
�� ������,�� ������� ������ �� �
� �������, ��� �����
��
�� ��S

2n = Ne + 2Ie . 4;%$#7

1�������

�� ���
�� ����� �
���

�� )�����

�� ��
�	 � ���������S

Ie = n− Ne
2
. 4;%$�7

+ �����, �����
� ����� ��
� ���

�� ��
��� ��� )�� � Nγ �����
�� )�
��
�� �
��
��� � � ��������� n−Nγ ' �
���

��% *����� �� ������ �
���

��
���

�� ��
�� �������� ��� �����
�� � ���
�� ����� ���� ��
�	 ���
�

n−Nγ
2

. 4;%$=7



#�$� �����
4
	�/
� 
 ��������
� ���7��
2������ #;$

-����	 �
���

�	 ���

�	 ��
�� ������������ �
����� D(k)� ���������	
k � ����
� −2% -����	 �
���

�	 )�����

�	 ��
�� ������������ G(p)� ���
�������� p � ����
� −1 4��� p2 � m27% C���� �������� ������
�� ����
 ?�
����� ��� � �
���
���� ��������� ���
�S

2
n−Nγ

2
+ n− Ne

2
= 2n− Ne

2
−Nγ . 4;%$?7

_���� �� �
��������
�	 �� d4p � d4k � ��������� ���
� ����� �
���

�� ��
�	�
��
��� � �����	 �����
� �����
���� ����
 �����
�
�� ?������ ��� �� 
�����
����� n− 1 �����
��� 
�� ������� 
� ����� �� �
��������
�� 4���
 �� )�� n
����
�� �����
�
�� �
����� � �
��
�� ����� ��� ��������� ' �
 ���������
������ ����
� �����
�
�� � �������� ����������	 ��

�	 ���������	7% 1�����
���

�� � ����� 4;%$�7 � 4;%$=7� ��������� �� ���
�� ����� �
���

�� ��
�	
��������� 4)�����

�� � ���

��7 ���
�S

n− Ne
2

+
n

2
− Nγ

2
=

3
2
n− Ne

2
− Nγ

2
, 4;%$57

�� ��� ����� ����� ��� �
��������
�� ��� ���� ����
�� �����
�
��% C���� ���
���� ��,�� n− 1� ����� ��� ����� 
���������� ����� ��� �
��������
��

3
2
n− Ne

2
− Nγ

2
− n+ 1 =

n

2
+ 1 − Ne

2
− Nγ

2
. 4;%$67

!������� )� ����� �������� ���
�� ����� �
��������
�	S

2(n−Ne −Nγ + 2) . 4;%$A7

C���� ���
�� ����� ������ �
��������
�	 � ����
 , ����� ��� � �
���
����
����
����� 
��� ������
�� ��� ��

�	 ��������� ���
� ���
��� 4;%$A7 � 4;%$?7S

r = 4 − 3
2
Ne −Nγ . 4;%$;7

8� ����� � ��������� ������� �� ��������,��	 ��	
��
�����	 �
����� ����
������� ��� �������������% 9���� ������� �����
���� �� ������� ����� ��
������� r < 0 ��� ��������� � ����� ��� 
�������
� ��� ������ � �� ������
����% :���������� ���� ���� ������� 
��� �
������
�� ����� r′ ��� ����
�
���

�� ������� ������ ���
� �� 
�� ������ % :������ �
���

�� ������ �
r′ > 0 ������� � ����������� ��������� � ������ ��� ���� 
�� �
���������

�� ���� ����� �� � �������% !������ r < 0� ��
���� ������
� ��� ���������
�����	��� ��������%

W��� �� r ≥ 0� � �
����� �� ������ ������ ���������% *�� )�� ����
 ������
������ 
� ��
�� r� ���� ����� r ��
�� � 
� ��
�� r−1� ���� r 
���
� 4���
 ��
��
����
� ����������� 
� # � ������
�� ������ �����
� � ������
��� � 
�� �
��
����� � ���������
�	 
���
��� ����� ?�������� ��� �
��������
�� �� �����
?�������
���7% 1���
 ����������� ���� � ������� �� ��� 
������ �
���
�

�� ������ � r′ > 0%

O������ �� ����
 ����������� ��������� r ������
� 4;%$;7 
� ������ �
������� ��������� n% ���

� )� �������� 
�� ������� ���� ��� �� ��� ����
��� ����
��� � ����� ����, �������������� % -����� ������� ���� � � ��� ��

�+�	������ ��� ���� ��� ����� �
�� � �����
������ ���� ���� �� ������� 	��
��H
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E��% ;%#6S

�� 4;%$;7 ����� ��
�� �� � ���	 ����� �������� ��
��
�� ����� ���� ��������
����	 � ������ �� �� �������� 
��� ����� ����� Ne � Nγ ���
�� �� ��������
��� 
����� �� ��� �� �
���
�	� ��� ������ r ≥ 0� � ��
��
�� ����� �����	���
���������� ������"���� ��������% 1�������

�� � ����� ������
� �����
��
��
�� ����� ��������� 4������������ �� )��������
�7� � ������ � .����
��
,��/ ��� �����������% W��� �� � 4;%$;7 ������� 4�� �
���� ��,�7 ������
� n� �
����� ���� �����������	 ����� �� � ����� n � ������� �������� �� �������

�
���
����
�	U + -89 ����� ��������� ��� �������
� ������������ ���������
� ��
�� ����% 1���� �� ����,��� �� 
�� ������ Ne = Nγ = 0 4������
�� ����7 �
Ne = 0, Nγ = 1 4����
�� �
���
�� ������
��� ���7% &��� 
�� ������ ������
� 
�
E��% ;%#6% + �����	 �� )�� �������� r = 2 � ���������� ������ 
� ���������

��� � ���� 
�� ������� r = 0 ��� r = 1 � ���������� ���������������%

9�������� E��% ;%#64�7 ���������� ����	 �����, �������� � �����

��� ����
�����% &
� ����
� ���������� ������, 4;%;$7� ������ ������� � ����S

ū(p)Λµ(p, p; 0)u(p) = 0 ��� p2 = m2 , 4;%$$7

���
Λµ = Γµ − γµ . 4;%#BB7

&���
���� �
����� >�	
��
�� ������

�	 ����� �� ��������
�� ��������� ���
Λ̄µ(p2, p1; k)% 8� �
����� �������������� ��������� � ��� �� ���� ������, 4;%$$7

� �����������% @�� ��
���� ������� ������
�� ����������,��, )��� ������,�
��������� ���
�� S

Λµ(p2, p2; k) = Λ̄µ(p2, p1; k) − Λ̄µ(p1, p1; 0)|p21=m2 . 4;%#B#7

M����
������ � ���� ��� 
� Λ̄µ(p2, p1; k) ��#�� ��
���� ���������� � 	�
���� ������
����#���� ���� � �
�� ������ D!��	��� ��������� � %����� f � E� 
� �����B

−4πie2
	

d4f

(2π)4
γνG(p2 − f)γµG(p1 − f)γλDλν(f) ∼ −4πie2

	
d4f

(2π)4
γν(γκfκ)γµ(γρfρ)γν

f2f2f2
, )I�28-*



#�$� �����
4
	�/
� 
 ��������
� ���7��
2������ #$#

��� �� ������� �� �������� D!��	����� ������� ����� "������ � �������� )I�282* �����
������
����������� � 	�������� �������� ����#�����

& ���	 ��������� ����
�
�� �����������	 ������ ��� � ����
��������� �
����� , �����
�	% *������
��� �� ������
�� ����
�
�� ����������� ��
�
������ Λ̄µ(p2, p1; k) ���� �� �� ��
��� �����
�� ������������� ��� �� �
��

�� ������ ���������� ��� ���������������� %�% 
����
 ��� �� ���� ����
���
��%

*���� ��������
�� �����	 �������� � Γµ 4%�% ������� ���
� �������
�� Λµ7
������ �������� � )�����

�� ���������� 4��������� E��% ;%#64�77 ���� �� 
�������
� � ����� , ������� !���� 4A%;A7� ������ ���
� �������� ���S

−∂M(p)
∂pµ

= Λµ(p, p; 0) , 4;%#B=7

����� �������	 ������� M ����� G � Λµ ����� Γµ% 8� ����
�
�� ���� �� 
����� ����
��������
� � ���
��
�� ��������S

ū(p)M(p)u(p) = 0 ��� p2 = m2 , 4;%#B?7

�����,��� �� 4;%$B7%

+ ���
����� �
������
�� �������� 4��� � 
����� �� ����� ����������7 ���
�
����
� ����������� � �� �����������

��� �������� E��% ;%#64�7 2#� �3% ���� 
������� ��������� ��� �����
��S

P(k2) = P̄(k2) − P̄(0) − k2P̄ ′(0) , 4;%#B57

��� ����� P̄ ����
���
 ��	
��
�����	 �
������ ��������,��	 �������������	
���������% &�����
�� �� 4;%#B57 ����������� ��������

�� ���� ����������
�������� 4;%A=7 � 4;%AA7%

+ �����,��� ������� ����� �������
�	 �������� � �����

��� ��������

Λ(2)
µ ����������� ������������ ������

��� 
� E��% A%#A4�(�7% �� 
�� �������


��� ����,�� �� �� ������

�� 
� E��% A%#A4�(�7� � �
� ���� �� �������
�
� ��
��
�� ���� ��� � ����� , ��
��� �����
�� 4;%#B#7% 1����������� �� �

�������
�� ���������� �
���

�� ������

��)
����������� � �����

�� ���
�� ����� 
������ ������� ����� ����
�,�� ��� �����
��� 4����
��������

��

��7 ������
��� ������� ������� P(1),M(1),Λ(1)
µ � ����� ���� �
������ ��� ���

����,�� ��
��
��� � ����� , �����
�� 4;%#B#7% *������� M(2) � P(2) ����
�������,�� �� ������� !���� 4;%#B=7 � �� 4;%#B57% &����

�� �������������
��������� ���� � ���
����� ������ ������
�� ��
��
�� ������
�	 ��� P ,M �
Λµ � �,��� ������� ����� �������
�	 2#��3% C�� ����� ��
����� ������
�� �
�������
�� ������� ���������� ��������� ������
��� � ������ ����� P ,M � Λµ
����� ��� �����
�� ����% C���� �������� ���
����

�� ���� ���������� �����
��� ����
��������� �������,�� ������
��� ��� ����
�
�� �����������	 ��
���� �
������� >�	
��
�% + )�� � ���������� ��� �� 
������� 
�� ���	���
����������������� ���
���	 )�������
�����% + ��� 
�	��� �� ��� ���
����
� ������ �������
�, ��
��� ����
����������� � ��� ����� ����
�, � ������
������� ���
���	 ����� ����%
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E��% ;%#AS

;�; 8����	�	������ ��������� :�	������ �������'

	��� ��� /�
�6�� ����
�����

E�������� ���
�	� � ���
������ 
�	 ���� ���
��� ������ �� ��������� ���
�

��� ���������� � ������ ��� ��� ����� ��� |k2| � m2% + ������ ���������

�� ����� �������
�	 �����������

�	 ������� ����������� �����	 ������	
���������	� ������

�	 
� E��% ;%#A% *�� ������ �������
�� �
 �����������
��	
��
������ �
������� ����S

i

4π
Pµν(k) = −e2

∫
d4p

(2π)4
SpγµG(p)γνG(p− k) . 4;%#B67

&�
��� )� �
������ ����	 �� ����� ���������
��� p�������
���� ���������
4��������
�� ������
� ������� ������� ����
�	 ����������� �������� � 
� ���
��� ���� �������������� ����� .�����	/ ������� ����
����� 
��� ������
��7%
8� �����
��
��� 
��
� ����
� �� ������� ����
���������� �������������
� ���������� ��������% *����� �������
�� ������
�� 
� ��� �� ��������� 2�3%
E�������
�� ��� 
� ��������� � ������������� ������� |k2| � m2� �����	

�� �� �� � �
�����
% -�� �� ������ �� 
���� � )�� ������� 
����
� �����
�� � �� ����� ����
��������� 4;%#B67� ������� �S

P(k2) =
e2

3π
k2 ln

|k|2
m2

. 4;%#BA7

*� ��� ���� )� �� �������� ������� ��������
�� � ���������� 4πD−1 = k2 �
�	 ���
� ��� ���� �� ���� �����
�
� �������S

e2

3π
ln

|k2|
m2

� 1 , 4;%#B;7

�� ����
������ ����� �����
����� �� ����
� �
�����,��� 
�� ��� ���
|k|2% + ��	����� 
���� ������
�� 4;%#BA7 ������ ������������ ��� �������
����� ������ �������S

e2

3π
ln

|k2|
m2

� 1 . 4;%#B$7



#�#� ��
2����
���	�� �������
� 4�������� ����������� ��
 ���38
7 
2���3��7�#$=

1���� �������� ��� )��� �������
��� �� ���� ������� �� ����
� ������� �
��� ����� � 4;%#BA7� ����� � �����,��� 2#3% *����� ����� ������� �� ��� ���
������� 4;%#B$7 � P(k2) ���� ���
��� ������ � ���
�� ���� �������� �����

�������
�	� � n�� ������� ������
� ������ �� �� ���
� ∼ (e2)n lnn
(

|k|2
m2

)
�

���������� ��� ��	 �������� � �
�����,��� 
�� ������� |k2| � m2% *�� )��
�������� �����
 ����� ���

� � �	 �� ����
�� �� � e2� ������ �� ���
� �
����� 
������ ����
��� ��������� �������� ���� � ���� 
�����
��� e2 � 1% 8�

�����, ��������
��� ����
�� ����������%

E�������� ���� ����
�
�� 9�	��
� ��� �����������

��� �������� 4A%AA7S

P(k2) =
4πie2

3
Sp

∫
d4p

(2π)4
γµG(p+ k)Γµ(p+ k, p; k)G(p) . 4;%##B7

*����� ��� ��� ���� ������
� ����� ��
���� P(k2) ����������
� �
�����

��
� ��� �������
�� �� �� �������� >�	
��
� ���
� ����� ���� �,��, ������
����� ��� ����������� � �����
% + ��

�� ������ 
������� ����
�	 ����������
���������� M�
���� � �����	 ��������� ���
�� ���� ��� 4Dl = 07S

Dµν(k) =
4π
k2

(
gµν −

kµkν
k2

)
. 4;%###7

9��� 
�	 �
���� ��������
�� �������� ��� 4;%#B67� �����	 ���
� 
�	� � 2#3�
���������� �� � ���	 ���������� ���� ����� �������
�	 ������ 
� �������
���
�� � 
��
��� ����
��� ���������%

*�)��� � 4;%##B7 ������
� ������� 
������ ��������
�� G = G � Γµ = γµ%
C���� 4;%##B7 ������� � �
������S

P(k2) =
4πie2

3
Sp

∫
d4p

(2π)4
γµG(p+ k)γµG(p) , 4;%##�7

����� �� ��� � 4;%#B67% *��������� ������ ������ �� ����������
��� ���������
� )�� �
������% M���� ���� � �� ��������������	 ����� ���
���� � ������
�
��������
��S

p2 � |k2| ��� |k2| � m2 . 4;%##=7

9�	����� 
�� � )�� ������� ����� 
����� �S

G(p) ≈ 1
γµpµ

=
γµpµ
p2

, 4;%##?7

G(p− k) ≈ 1
γµpµ − γµkµ

=
1

γµpµ
+

1
γµpµ

γνkν
1

γαpα
+

1
γµpµ

γνkν
1

γαpα
γρkρ

1
γβpβ

+ ...

=
γµpµ
p2

+
(γµpµ)(γνkν)(γαpα)

(p2)2
+

(γµpµ)(γνkν)(γαpα)(γρkρ)(γβpβ)
(p2)3

+ ... .

4;%##57

*�� �����
���� )�� ������
�	 � 4;%##�7 �����	 ���
� 
� ��������	 � k� ���
����� � ����� �� ����
���������� � ��������� � �������� P(0) = 0 4������

�S���� �
��� �	��
������ ���������� γ!�������
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�����
�� � 4;%#B577% +���	 ���
 ��������� � 
�� ��� �
��������
�� �� 
��
������
��� p% C���	 �� �
����� �������������� ��������� �� p2� ��� �����
���
� ������� �
��������
�� � �������� � p2 ∼ |k2| 4
��
�	 ������ ������
4;%##=77 �� 
�������� .�������� ������
��/ Λ2S

∫
d4p

p4

p8
∼
∫
dp p3 p

4

p8
∼

Λ2∫
|k2|

dp2 p2 p
4

p8
∼

Λ2∫
|k2|

dp2 1
p2

∼ ln
Λ2

|k2| . 4;%##67

+ ���� ��������S

P(k2) = − e2

3π
k2 ln

Λ2

|k2| . 4;%##A7

:� )� ��� 
� ���� ��� ���
���� 
��� ����
�
�� ����������� 4Λ → ∞7 
��
�
��� ����� �� P(k2)/k2 ��� �
���
�� ��� k2 = 0 4����� �����
�� � 4;%#B577% :�
������ �� ��������������� ��
�� 
���� �������
�	 ����������� |k2| � m2�
� ��� �������
�� � )�	 ��
�� , ����� 
��
� �
���
�� 4;%##A7 ��� |k2| ∼ m2�
� ����� �� ���� Λ2 � ������
� ��������� ����
���� 
� m2� � �� ��������
������	 ����� � 4;%#BA7% Q ������ �� � ���������� M�
��� 
� ���
���� ��������
� G � Γ � .
��
���/ ����
��� ���������� � ������
�� 4;%#BA7 ��	����� 
�
����������� � ��� ������� 4;%#B$7%

>�
���� D(k2)� ��������,��� �����������

��� �������� 4;%#BA7� ����
���S

D(k2) =
4π
k2

1

1 − e2

3π ln |k2|
m2

. 4;%##;7

+ ���� 4;%#B$7 )� ������
�� ���
� 
� ������� �� ����
�� e2% &�
��� ����
��
���� 4;%##;7 ����
���
� �� ����
� ��� ��� |k2| � ����� � ���
 ��
��� ��
�
���
����% +���� 4;%##;7 ��
���
 
� ��������������� ��������
�� � ���
��
�����
�� �����
��
��� ����������� 
����� �������� ������ ��������� 
� ���
�������� ����
���,��� ����������% 1�����
� 4;%##;7 �������
�� �����	 
���	
���
�	 ���

�	 ��
�� ����
��� � ��������� �
����� e2D� � ��� ������
�������� ����� �������
�	 ����� e2 ����� ������
�S

e2

1 − e2

3π ln |k2|
m2

� 1 , 4;%##$7

�������,��� � ����������	�� ���� .������	/ ��
��
�	 ����� 4;%6B7% -����� ��
���� �������
�� |k2|� )� ������
� �� ������� ����
������ � ���
���	� �� ������
�� �������� ������ ������� ����	 ������� � ����� �������
�	 ��
�����

������
���	%

;�C ����� ����� A��	�������B � ��	����� ����'

����

1�����, � 4;%##;7� 4;%##$7 ���
� ��
� ����� ��
�� ���� ��� ������ 4;%##;7 ���
�� ����
��������� 
� .
� ����/� � ���� ���������� 
��� �����
�� .�������
��
��/ ��� .������/ ������ e0� �����	 � ��� 
�	��� ���������� ��� ���� �������
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��
���2 6�����2� #$5

� ������ 
��� 
���,������� �
���
�, ������ e 4��� eR� � ����
���
���� ����� �
���������� ����7% W��� ���������	�� ��������������	 �
����� ��������� 
�
���������� 
�� Λ2 4���� �� ���� ����� ������ ��� �������� ������
�� ����
�
���
�� M27� � �������
�	 ����� ���
� ���� ��� ��
����	S e0 = e0(Λ2)� � �
����,��
�� 
��
� �������� � ������� Λ → ∞% *�� ���� ������� �����������
�

�	 ������� ���� ��� 4;%##A7S

P(k2) = − e20
3π
k2 ln

Λ2

|k2| . 4;%#�B7

1�������

� �������S

D(k2) =
4π
k2

1

1 + e20
3π ln Λ2

|k2|
. 4;%#�#7

&�������� ���� ���������	 ����� e ������
�S

e20D(k2) → 4πe2

k2
��� k2 → m2 , 4;%#��7

%�% 
� ������
��� ������� m−1 4%�% �����
�����	 ���
� ���
� )�����
� �/mc�
��������,��	 ��� )������
�	 ������ � ���
���	 �����7% C���� �������S

e2 =
e20

1 + e20
3π ln Λ2

m2

, 4;%#�=7

�� ��������� �������� � 4;%5$7 ��� ������ ���� 
��������� µ2 = m2% &�,��

e20 =
e2

1 − e2

3π ln Λ2

m2

. 4;%#�?7

W��� ���� ������ 
� ����	� � 4;%#�=7 � ������� ����
��� ������ Λ → ∞� �
e → 0� 
��������� � ���� ��
���� e20(Λ)% 8� ������� � 
�������� .����������

����/% &
� ������� ���� �����
� � ������ M�
��� ( *�����
���� � >�����
� �
������
� 5B�� �����% *� �
�
�, M�
��� 2=B3 ���� ������� ��
����� �� 
��������

�� ������� �������
�� ����
��������� � �
���

,, ������������� -89
4�� ��� ���� ������� � �,��	 �����	 ������ ���
���	 ����� ����7%

"����
�� �� ��������� $��
�� � "����������� � 	������ ������� ��� ����������� ����

����
�� "���� ��������� Λ2

|k2| �������� ������ ���

e20
3π

ln
Λ2

|k2| � 1 , )I�2-=*

��� � ��#� ������ ��� e0 � 1� E� 
� � )I�2-2* ��#�� 	��������� �
������ � ����������� ��� ���

D(k2) =
12π2

k2e20 ln Λ2

|k2|
)I�2-3*

�� ��������������� �� )I�2--* �����B

e2 =
3π

ν ln Λ2

m2

, )I�2-O*



#$6 &���� #� '�%+%)( �)-�''-.

��� �� ������ �� ������� ���������� � ����
� e0� S������� ��� �
��� �� ��� 
�	��������
	�
��� )I�2-O* �� 	������� ν L ���� ��	�� %��
���������� %��������� 
����� ���
 �
	��������� ������� )��������������� �� ���
� � 	������������� 	��� 	����� ���
���!
����H*�

���
�� ��	��� ������ �	������� D!	�������� �������� ����� � 	�� Aµ� D!������ Aµ =
e0Aµ� �� 
�  ���������� ������
������� HI �� ��
�� ��
��#��� ���������� � ����
� e0� �  �!
��������� �����
�� � �������� ����� � 	�� H0 )���
�������� 	� Aµ* ��
�� ��
��#��� e20 �

����������� F������ #� D̃(k2)� �	��
������ � 	������ Aµ ���#�� ��� D(k2) �	��
������ �
	������ Aµ� ��
�� �����B

D̃(k2) = e20D(k2) =
12π2

k2 ln Λ2

|k2|
. )I�2-I*

&�� ����#���� �� ��
��#�� e0� � ��� ��������� ��� ��� ������������� 	�������#���� �  ����!
������� H = H0 + HI ��������� �� e0 ����� H0� +� ��� 	�������#���� H0 	� ��������� �
HI �����#�� )	�� ������ Λ* �#� 	�� e20 � 1� �� ����������� 
������ ��� ��� ��� ���� �������
	�� �� ���� e20� E���� ������� )I�2-3*� � � ��� � )I�2-O* 	�������� ���� ���������� � �������
e20 � 1 � 	�����
 � 	��
�� Λ → ∞ ���������� �����#���� "�� ���� e2 → 0 ��� ����������� ��
��
� %������ e0(Λ)�

"������� ��������� Λ� 	�� ������� ��	������� ����������� )I�2-O*� �� ������ ����� �����
����� +� ��������������� )������ ����H* ����������� �%%����  ������������ � ������
��!
����� �� �� 	�������� �������� ������� ������ ������������ �
��� ��� '������( ������
�!
������ 	������
�� ������ �� ��� ����������� )���� ���*� �� 
�  ������������� ������
�������
������������ � �������� ������� ������� ��	��� ��������� 	���
�� �������� 	���������

���� �����B

GNΛ2 ∼ 1 , )I�2-P*

 
� GN L ������������  ������������� 	���������� "�� ����� ����� ������ ������� %�����!
��� � ����
� e ������������� �	��
����� �� �� ������ 	� %������ )I�2-O* � )I�2-P*� ��� 
���
ν ≈ 12� ��� ν < 12�  ������������� �%%���� �����	�� ���������� ������� ��� �%%�����!
��� ����
 ������ 	���
�� �
������ +�	������ 	�� ν > 12  ������������� �%%���� �� '�	����(
������
�������� ��� ��� ��� �����	�� ������ '	��
��(� S������� ��� �� ���� �����������
	��
��������� � ���� ����������� ������� ���#����� � 0��� 2� � "����
� ���������� ���
��� 2- %��
���������� %��������H

:��
�� �������� �������
� � ��� ������
� �
�
�, ��� ��
��� ������ ������
�������	 ������� � ������� Λ → ∞ � ������
��� ��� 4;%#�=7 � 4;%#�?7 �����
� 

�� ��� 
� 
������ ����������
�	� �����

�� ��� �� ������% �� 4;%#�?7 ���
�� ��
�� ���� �������
�� Λ 4��� ����

�� �
���
�� e27 ������
� e20 ����� � ��� ���
e20 ∼ 1 )� ������� ���, ���, �����
���� � ������ �� �� ����� ��� ��
���


� ����������
�� e20 � 1� ��� ������� �����
����� ����� �������
�	 � �����
���
��� ��������	���,%

O������ �� � �����
�
�� � -89 ��� )� ���
��� ���, ����� 
� .��������
������/ �
���
��� ������ �� �
� ���
���, ��� ��
��������� )
������� 
� �����

�����,��� 
������� ���� 
��� �
�����S ����
��� e2

π ln
(
E2

m2

)
= 1 ��������� ���

E ∼ 1093m� �� ��
��
� ��� �����
� � ����	 ������
�	 e2 = 1
137 % :�����
�

� ��
 �

��� ��� �� ������ ������ )��������
�
�� ��������	���� .�������,��/ ��
������� � ��� 
��� ��������	������ � .�����/ )�������
����� ���� �����%
@� ��� ���
���� � �������
�, ������� ����������� 
��� �����
�� ��������
������ ���	�� ���
���	 ����� ���� � ��
�� 
����� �����%

A� ���� � 	�������� ����#
����� 	����� 	����
�� ��� 	������ ������������ �����#!

���� � ����
������� 	����������� ,.D/� 4 '����
�������� 	��
��������( � ���������������
����	���������� %������ 4&A ��#�� 	������ � 	������ �����
��� )�� ������#���� ������!
�����* ������B m→ r−1 � Λ → r−1

0 �  
� r 7 ����������� ���������� �������� �� ������ ��������
)� � ��#�� ����� 	���
�� � � ���	��������� 
��� ����*� � r0 7 ��������� %��
����������

���� ���������������  ������������� ������ ���������� � ����
�� ������� ��#�� 	��
����!
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���2 6�����2� #$A

��� ���� � ��
� ������ � ��
����� r0� E� 
� ����#���� )I�2-.* ��#�� ��	����� ���B

e2(r) =
e2(r0)

1 +
2e2(r0)

3π2 ln r
r0

. )I�2.8*

"���� ������� ���������� � ����
� e2(r0) %����������� 5� ����� 	������ � ��������� �����!
������� ����
� � �������� ��������� r0� �������� e20(r0) ����������� E� 
�� ���� �� 	��
���

	�����
2e2(r0)

3π2 ln r
r0

� 1 � � ���������� )I�2.8* ��#�� 	��������� �
������� 1�������������B

e2(r) =
1

2
3π2 ln r

r0

. )I�2.2*

+� ��	���� 	�� 
�������� ���������� r0 	������ e2(r) → 0 	�� r0 → 0� &�� � ���� '������!
���� ���(� 4�� 	���� $��
�� � "����������B '5� 	����
�� � %��
����������� ����
�� ��� ��
%�������� ��������� ������
�������� 	�!��
������ ��
��� ��������� ��� ����
� ������!
��� J ������ '	�!��
�����( ��������� � ��������� ������ ���� ���#����� ���� �� ���������(�
F����� 
�� ������� �
��� � ���� ��� � ��������������� 	����#����� 	��������� ������� )��
���� ��#
���� ���������� �������!	���������� 	��* ����������� �� ���� ����������� ����
������� ��� �� ��������� ���������� ���������� ����
 �#� �� ������� �� 	����������� � )��!
�������� �*� � 	��
�� #� ������� � ���������� � ����
� �� �� � ���� � �� �������� �� ����
�������� ���������� L 	������
�� 	���� ������������ S������� ��� ��� %����� �	��� 	������!
��� ������ ����������� ������ �������� � %����� 	���� � ����
� � ��� ,.=/� ��� � �	���������
���������� ���� ������ ��������� 	������������ � �	������� � ��� ���������� ������� ,2./�
4�� #� �� 
� 	������� 	����������� ��	��� ��������� ������
�������k

S�	���� )I�2.8* � ��
�� ����������� ����������� e2(r0) � 	��#�� r = λe = m−1 )���	��!
������� 
��� ��������*B

e2(r0) =
e2(λe)

1 − 2e2(λe)

3π2 ln λe
r0

. )I�2.-*

S
��� e2(λe) ��
��� 	������� ��� '%���������( ����
 ��������� ���� ���� ������� 	���������
�� ������ ����������� )	���
�� λe* ��� �%%�������� ������ 	��������� ������� )������!
�����*� 4� 
� �� '���
��( ������ ���� ������ )r0 < λe*� �� ����
 ������������ L ���������!
�� ���������� �� 
� �� ���
�� ������ '����( �� �������!	���������� 	���	� J
���� 
������
	��
���� ������ �������� ��� � ����
� �� �� ��#�� ��!�� �#�� � 	����� ����� ������ �
%����� )I�2.-* 	����� ������ ����� "���������� ��� �� ��������� ��� ��� ���� �
�� �� ���!
��� r0 ∼ λe exp[−(137)(3π2)/2]� 4&A 	���������� 	�� �
�� ������ 	������ ��� �� 	�������� ��
������� ��������� � �������� ������
��������� ������� �������� ��	��� � ���� ��� 
������
�� ���� ������������  
� ���������� ����������� 
�� �� ������
�������� A� � ��� ������ ���
�� ���� ����������� �� �������� �����!�� %��������� �������� ��������� �����
������� )��!
	������ ��������� �  ���������� L ���)I�2-P*H*� ������� ��� 	��� �� ��������� �� ������� 
����
������
������� � ������ 	�� �%%������� ����������k E���� �������� '	�� ����������( �����
������ )����������H* ������� � ���� ��� ��	�������� ��
�� '%���������( ����
 e(λe)� �� 
� ����
������� � ��
� ��
�� ������ ����������� �� � ���� ����������� ����������� ������ ��	����!
����� 1�������������� �� �� �
������ 
���� 	������ ����	��������� � 	���
���� 4&A ��������
�����������

� ����	��������� �����
��� ������� 	��� ��	����� � 46A� ��������� ��� �#� ����#
�!
��� ����� ����� "������� ���� � ���������� %���� ��	� )I�2.8* � )I�2.-* ��� 	������	��#!
��� ����� 4&A� �� � ����	���������� 	���
���� '���������( ������
������� )����
�* 
�� ��B
g2(r0) → 0 	�� r0 → 0� E�	��� �� ����
 �� �������� ���������� ���������� � ��� 	�� ����
�������� ���������� � ������� � ����
�� � ������ �������� ����
 �������� ��������� ����
�
�� �������� ����������B g2(r) ������ � ������ r� � 46A ����� ����� �%%�������� '����������!
�����( ����
�� 5� �� ������ �
����� ����� r0 � g(r0) ��
��� ��%���������� � 
� ����� r ��#��
	���������� � ���%�������� %������ ��	� )I�2.8*� R���� ��� �� ��� �������� 	������� 	��
���������� ���������� )� ������ r* �� ����� ����
�� �� ������ 	����������� ������ �����!
������ 4����������� �
����� �����
��� ��� ����
 ������ � ������������ ���� 	�!��
������ � ��
��
� ���%�������� �������� "� ��������� ��� ����������� ���#� ������ ���������� �� ���	������!
��� � ����� ����� �� ��� �������� � ����#
���� %��������� 	����
� ������ ����	����������
�����
� � 46A � � � �������� � %����� �������

�AT+ ���� DIP )2P==*
�	F��������� ��� ��������� ��	������ ����������� '	��������� ������ ���������( �� 	���
���!

��� � � ������� ��	����� 4�� �#� ���������� ���� �%%��� ������ ����
�����H
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;��D .����� �������������� � %5 �

*������ ���� � ��� ������� 4;%#=B7 � 4;%#�?7 ���� �� ������
� � ����� ,
������ ��������
�	� ��
���

�� 
� ������ ��
��� ����
��������� � ���������

��� ������
���� �������,��� ��
��� ���������
�	 � ������ ����
���������
4��
����������7� � �����

�� � -89 "����@�

�� � M��% E�������� �
��� �����
�� �������
��� ������ ��� ��
���, �������� ������
�� e20(Λ)� � ������ ��
��
��, d� ��������,��, ���
���
�� ����� �
���
���� e20 ��� ���� �
���
��� ��
������
�S

e20(Λ
2
2) = e20(Λ

2
1)d . 4;%#==7

*�� Λ2
1,Λ

2
2 � m2 ��
���� d 
� ������ � m �� ������ ���������
�	 ������
�	�

���� ������ �� �� � ���������
�� �� ������
 e20(Λ2
1) � Λ2

2/Λ2
1� �� �� ���
�

������ S

e20(Λ
2
2) = e20(Λ

2
1)d
(
e20(Λ

2
1),

Λ2
2

Λ2
1

)
. 4;%#=?7

8� � �� �����������
�� ������ ����
���������% 1���� ��� ���� ' � �����

���������	 ����� ����
�
�� �������� ������
�� ���� �� ������
������
�
��������,��� ����
�
��� �������
��� ������ ��� ����
�
�� ���������� ���
��� ��� 4� ��

�� ������ ' ������
� ����������� ������7% & ��
����
�� 
���
����
�
�� 4;%#=?7 ����
� ����	� � �������
���� 
���% 9�� )��� ��������� ����
��
��
� ������� �
���
�� Λ2

1 � Λ2
2% &���
���� Λ2

1 = ξ � Λ2
2 = ξ+dξ% C���� �� 4;%#=?7

��������S

e20(ξ + dξ) = e20(ξ) + de20(ξ) = e20(ξ)d
(
e20(ξ), 1 +

dξ

ξ

)
=

= e20(ξ)
[
d(e20(ξ), 1) +

∂d(e20(ξ), x)
∂x

∣∣∣∣
x=1

dξ

ξ

]
, 4;%#=57

������ � ����� d(e20(ξ), 1) = 1� �����S

de20(ξ) = e20(ξ)
∂d(e20(ξ), x)

∂x

∣∣∣∣
x=1

dξ

ξ
, 4;%#=67

�� � ��� �������
���� 
�� ����
�
�� "����@�

� ( M��S

de20
d ln ξ

= ψ(e20) , 4;%#=A7

��� �����
� ��
���� "����@�

� ( M��S

ψ(e20) = e20

[
∂d(e20, x)

∂x

]
x=1

. 4;%#=;7

O�������� 4;%#=A7 � ����
de20
ψ(e20)

= dξ
ξ � �
������� ��� � ξ = Λ2

1 �� ξ = Λ2
2� �������S

ln
Λ2

2

Λ2
1

=

e20(Λ2
2)∫

e20(Λ
2
1)

de2

ψ(e2)
. 4;%#=$7
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�� #$$

W��� �� ���	 ������ �
��������
�� ������
� e20 ����� �� ����� ������ ���� ��
��� ψ(e2) ������
���� ������,����� �� ������� ��������
�� ����� �������
�	%

�� ������ ������
�� D(k2) = 4π
k2

(
1 − P(k2)

k2

)−1

��
�� �� �������� � �������
���

������ e20 ��,�� ������
�	 e20k
−2P(k2)% C����� ����� ��� ��� �����������

���

�������� ��� ������
�� ������� ��������
�� 4;%#�B7� 
�	��� 4��% 4;%#�=77S

e2 = e20(Λ
2
1)
[
1 − e20(Λ

2
1)

3π
ln

Λ2
1

|k2|

]
= e20(Λ

2
2)
[
1 − e20(Λ

2
2)

3π
ln

Λ2
2

|k2|

]
. 4;%#?B7

&�,��S

d

(
e20,

Λ2
2

Λ2
1

)
=

1 − e20
3π ln Λ2

1
|k2|

1 − e20
3π ln Λ2

2
|k2|

≈ 1 +
e20
3π

ln
Λ2

2

Λ2
1

. 4;%#?#7

1�������

�� ����� ��� ��������
�� 4;%#=;7� ��������S

ψ(e20) =
e40
3π

, 4;%#?�7

�� �� ��
���� "����@�

� ( M�� ��������
� ���� � ����� ������ ������
�%
C���� �
��������
�� � 4;%#=$7 ���
� ������� � ��
�� ����S

1
3π

ln
Λ2

2

Λ2
1

=
1

e20(Λ2
1)

− 1
e20(Λ2

2)
. 4;%#?=7

W��� ���� �������� ���������	 ����� ��� e2 = limΛ2
1→m2 e20(Λ2

1)� � ������
��
4;%#?=7 ������� � 4;%#�=7 � 4;%#�?7% C���� �������� ����� ��
���� "����@�

�
( M�� � 
����� ������� ����� �������
�	 � �������,��� �
��������
�� ����
����
���� 
��� ����
�
�� ��
���������� ��, ����� �� ������

�	 ���� ����
������
��� ����
�� ���������� � ��������
�� ����% + )�� ������� 
�� ������ 
.���	�/ �������� ���
��� ����
���
�� �����

�	 ���� ��������� ���������
��%
+ ����� � )��� �
���� ������� �� ��
���������� ��� ������
�� ������
��
.������

�	/ ����� �������
�	� � �����	 ��� ��
��
� ����� ����� 4;%##$7%
&�
��� ��� ������������� ���� ���
������ 
�� �������� ���������� ���,�
��% E���� � 4;%#?=7 ������
 � ����� , ��������

��� ������
�� ��� ��
����
"����@�

� ( M�� 4;%#?�7� ������������� �� �� ��� e20 � 1% :���
�� � ���� ����
���� �������� ������ ��������� 
����
�� ���������
�� ������ �� ��� ��� 
�
������ �������% C�� 
� ��
��� ��� �� ������ � ��� 
�	���� �������

�	 �
����
������
���	� �����,��� �� �������
���� 
��� ����
�
�� ��� 4;%#=A7� ��
���
�

�	 
� �� ��� �
�� ����������
��� � ���� ��
���� "����@�

� ( M�� ��� ����
�
���
��� �� ������
�� ���� ����� �� ��� �� �����
��%

;��� 8����	�	������ �����	�� ����� 	����� ���'

��=�����

������

�	 ���� ���� ����
��������� ����
�� ����������� � ���� 
�� ����
�������� %�% � ���� 
�� ���
�� �������
�� ������ ������
�� � ��� �� ����
��
������ )�����
�� � 
� ����� �� ���	 ������ ������
��% +��
���� ������� ����
�� ���������� ��� ����� �������
�	� �������	 �� ����
���������� ���������%
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1������� ������
����� ���
��������� 9�	��
�� �� �����	 ������� �� )�
��� ������� ������������ � �
����� � ��� �� 
��������� ���������������
�������
�	%

+�������	���� ����� ����� )�����
���� ��� �� ������� ����������� ��
��
���	 e2RD(k2)� ��� eR �
��� ����
���� ����
��������

�	 4���������	7 �����%
+������� � ����� , )�	 ��
���� 
������, ���������, ������
� F (p; e2R)� ��
������� �����
��
�	 ��� �� ����
�� e2RS

F (p; e2R) =
∞∑
n=0

e2nR fn(p) , 4;%#??7

��� fn(p) ' 
������� ��
���� ?������ ��� �����% 9������� �� )� ���� ��
��� 
�� ���
� ������� ����
��������
� � ����� , �����

�	 ���� ����������
������� ��� 
������� �
���
�� eR% C���� F (p; e2R) ≡ F (e2R) ������� �
�����
�����	 ��
����	 e2R ��� e2R ∼ 0� � ��������� 
�� � F (−e2R) ���� �
���������	
��
����	� ����������	 � ���� ����

��� ����% :� F (−e2R) ���������� ����	
��������, 
��� ������
� F ��� ��� ������� ����� ��������	���� ���� �����
����������� ��
����	 −e2RD(k2)� �� ��������� ������� ������
�� ��
��
���

�� ������� ����� �������
��%

:����
� ����� ��� �� � )�� ������ ����
�� ��������
�� ������� 
� ������
�����
�, � 
����
 ��	 )
�����	U + ����� ����� ��������� ����� �� ����������� 
N )�����
�������

�� ��� � �� ��� )�����
� ����������
� � ��
�	 ������
������
���� � ������
� � �����	% W��� )� ������ ������
� ���� � �������

� �����
� ���� � ������ � ��� ��� ��� N ������� 
�� ����
������ )
�����
��������,����� ��
����

�� ������� ���� ��� �� )
����� ����� ����� � ��
��
�������	 )
�����% :������ ���� �����
�� .��������������/%

*����������� �� ��������	���� ����� �������� ����������� −e2RD(k2)� ����
������ 
������� ����
�� �����
��� ����������,����� 
������� 
����� ���
�����% + �� ����� )� ���� �� � ����
�	 ������ 4�����
�� ��� �����7% 8�
�����
�� �����
� ���
���� 
�� ��� ���� � .��������������/ �����
�� � ��
��	 �� )
�����	� ������ ����� ��� ��� ����������� )
�����	� 
���������	 ���
�����
�� N ���� %�% )
�����	 ����� N �����%

+ ���� ���
�������
�������� �

�� 
��� )����� �������� ��
��
�� ���
���
�� �������� �� ����
��� � .�������������/ �����
��% 8� ��
����� ��
������ ���������� �����
�� ������� 
����	����� �� �
���
�, � ���
�

���
�����
�, ��� ���� ����� �����% .*������������/ �����
��� � ������ ����	��
������� 
� ���� �����
��
��� �� ��� � 
�� ���� ���������� �� ��� ��� ���
� ��� ��� ����� ������ %�% � ���
���� ���� ��������� �������
�� ��������
� ��
��
��� �����
�� � ���	 ������ ������ 
� ����U + ���� ���	 .��������/

�� �� ���������� � �� -89 � ��
����	 ��������	���� −e2RD(k2) ������� �
����
� ��������

�� �
���������� ��
�����% 1����� ������ ���� � �� ��
��
��� F (−e2R) 
� ���� �� �
���������	� � ����� � ��� 4;%#??7 
� ������� ����
������� ��� e2R �= 0%

+ ����� � )�� �
��� ���
���� ������

�	 ������ ' ����	 �� ����� ����
��� 4;%#??7 � ������ -89� �������,��� � ����� ������� 
������� � ������
��� ��������� � )��������
�� 
��� ��

���% &�� 
� )� ������ ����� �
��� �� ��� 4;%#??7 ������� ������������� �����% C���� ����� ��� ����,��
��

������� ������	� ���� �� ����� ����
� ��� �����
�� ��
���	� ������ �
�
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���������, � ���
 ��� ��	� 
� ������ ��
��
�	 ��
�� , 2=63% + ������ � ����
������� ������ ���
� �������������� ���� e2nR fn(p) � ����� n �
����� ����,�

� ����� 
���
�� � 
�������� 
����� n0 
���
�, ����� ������� ������ �������
���� 
�����
���

�% *�� )�� �������� 
�� ��
�� � � �����	 ������������	
��� ���� �������������� ��
���, F � ����������� ������
�	 fn0 % _�� )� ���
����
� ��
 ��� �� ��
�� ��� ��% + ������ -89 �� ��
���
�� ������ � ��
� ���X 4;%#??7 ������
� fn ���� ���� ���� �� n ������� n0 ≈ �c/e2R = 137%
C�� ��� )� �
���
�� n0 ��� �� ������� � ��
�� � � �����	 � -89 ��� 4;%#??7
��������� ���� 
��� ���
 ������% *����������� 
���
�� ���� 4;%#??7 ���
����� exp(−�c/e2R)� �� ������� 
����
� ����	 ������
�	% 9�� �����������
����	 -89 ���	 ��
��� ����� ��� ������
�U
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����� �

 �	����	��%	��
�	������� �
�
�	��
�� ����	���

C�� �����
������ ����	���� �������� �� ������

��	����
�� �� 	����	������

D����� �����
�� �� ���
���� ����
��� ���
����� ���������� ��
������

�� �
���� )�������

�� ������������� ' � ���� �����
�	 ����
��� "�	��
����� �
���
���	 ����
���� ��
���

�	 
� ����
�
�� R����
����% 1������� ��� ��
�
����� ������
�� ���
���	 ������ ��������

�� �������

� ����� >�	
���

�� 2=A3� � ������� ������
�, ������
�, �����	 �� � ���������% E���������
��� ������������ ���
���	 ����
���� �� ��� ����� �������

� � ����� ��,��
�� ��������
�	 ������� ��� ����
�� ���
�� ����������� �����% + ��
������ �

�� ���
�� �
� ������, ���� 
�� ����
� ���
���	 ������ �������� 
����� ��
�� ���
��� ������� ������
�� ���
���	 ����� ����% + )�� ���
�� ������
������� >�	
��
� ������������ �����

� ����
�	 � ����
�	 ��� �������,���
������
�	%

*�� ����
� ���
���� ��
���� ������ ψ(qi, ti) � ����
 �����
� ti� ��� qi ����
�
���� ��������,��, ������
�
�, ��������� % P����� ��� �������� ����
������� ���� ��
����
�� �����
��% C����� ��� �� ������ � "���� ?� ���
�
������ �
���
�� ���
���	 ��
���� � ����� ����
�	 ����
 �����
� tf � �����,�
��� ����S

ψ(qf , tf ) =
∫
dqiK(qf tf ; qiti)ψ(qiti) , 4$%#7

��� K(qf tf ; qiti) ' ��������,��	 ��������� 4��
���� "��
� ����
�
�� R���
��
����7% + ��������� �� ��
���
�	 �
���������	 ψ(qf , tf) ���������� ���
��	 �������� �����
��� ���� �� ������ 
������� � ���� ������
��� qf
� ����
 �����
� tf % 1�������

�� ��������� K(qf tf ; qiti) ���������� ����	
�������� �����
��� �������� ������ �� 
���� 
�	 ���� qi � ����
 ti � ���

�B=



�B?&���� "� 1<'�G-%'�,M'( -'+&)�,( - ���'+%��. �N�'-��

E��% $%#S

E��% $%�S


��
�, ���� qf � ����
 tf % +����
�� ��������,���� �������� �� S

P (qf tf ; qiti) = |K(qf tf ; qiti)|2 . 4$%�7

E������� ��������� �����
� ����� ����
��� ti � tf 
� ��� ���������� ����
����

�� ����
�� t% *����
�� �����
�
�� 4$%#7 ���S

ψ(qf , tf ) =
∫
dqi

∫
dqK(qf tf ; qt)K(qt; qiti)ψ(qiti) , 4$%=7

�� ��S

K(qf tf ; qiti) =
∫
dqK(qf tf ; qt)K(qt; qiti) . 4$%?7

C���� �������� ������� qiti → qf tf ���
� ���������� ��� ������� ����� ���
������
�� ���������
�� ���� 4�����
��7� ��� )� ������
� 
� E��%$%#% + ���
����� ������� ���
� ������� �����
�	 )��������
 � ���������	 )�����
��

� ���� ������ ���������

�� � ����� �p � �q 4E��%$%�7% + )�� ������ �
����
4$%?7 ���� ���S

K(3; 1) = K(3; 2A)K(2A; 1) +K(3; 2B)K(2B; 1) . 4$%57

E���������
�� �
�
���
��� 
� )���
�� ���������

�� � ���� = ����������� ��S

P (3; 1) = |K(3; 1)|2 , 4$%67
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 �� ������ 
��������� �� ����	���
�2� �B5

���� � ������
�� ,� ��������, �
������
���

�� ������% @��
� ������ �
�� )�����
 � ���� )��������
� ������� �� ����� ���� 4���������7 ��
��
�����

� 4���� �� 
� ����������� ��� � ��
�	 �� ����	� 
� ���� � �
������
�
���

�� ����
� �������U7%

+����� ������

�� ������ �������� ������
�� � ����������� ����
���
���S

q̂|q〉 = q|q〉 . 4$%A7

C���� ���
���� ��
���� 
���	 ������ ���� �� ������
� ���S

ψ(qt) = 〈q|ψt〉S , 4$%;7

��� |ψt〉S ' ����� �����
�� ������ � �����
��������� ���������
��� �����

�	
� 
� ��������� � �����
� ������� �����
�� � ��	��
���������� ���������
��
|ψ〉H ���S

|ψt〉S = e−iHt/�|ψ〉H . 4$%$7

&�������� ��������	 � �����
� �����

|qt〉 = eiHt/�|q〉 . 4$%#B7

C���� ���
� �������� 4$%;7 ���S

ψ(qt) = 〈qt|ψ〉H . 4$%##7

+�� )� ������ � �����
�� ���� �� ��
�� ���
���	 ����
���% *�� ���� ��������
���
�� ������ ������� 4$%A7� 4$%#B7 �� ����� ���� 
����� S

〈qf tf |ψ〉H =
∫
dqi〈qf tf |qiti〉〈qiti|ψ〉H , 4$%#�7

��� � ����� 4$%##7� ������� �S

ψ(qf tf ) =
∫
dqi〈qf tf |qiti〉ψ(qiti) . 4$%#=7

1���
���� 4$%#=7 � 4$%#7 ������ �� ��������� ������������ � ����S

K(qf tf ; qiti) = 〈qf tf |qiti〉 , 4$%#?7

��� ���������� � 
����� �� �
�	 ������ ��� ����������� 
��� � "���� ?% 1��
�
���
��� 4$%#?7 �� ����� ����� ������ ��� ���� ��%

E������� �����

�	 �
����� ����� ����
��� ti � tf 
� (n+1) ���
�� ����	
����� 
�� , τ % C���� ���������
�
�� ������ �� qiti � qf tf ���
� �������� 
��� )� ������
� 
� E��%$%=� �� � �
������
�� ����� ����
��� 4$%?7� ��������
������ �������� �������� 4���������7 � ����S

〈qf tf |qiti〉 =
∫
...

∫
dq1dq2...dqn〈qf tf |qntn〉〈qntn|qn−1tn−1〉...〈q1t1|qiti〉 , 4$%#57

��� �
������
�	 �
����� ������ �� ���� ������
�� ���������� �����
�,���

���� 
�, ���� qi � ��
��
�	 qf % + ������� n → ∞ ��� τ → 0 ������
�� 4$%#57
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E��% $%=S

��������� ��������� ��� ��	
��
�����	 ����
��� �� ����������� 4��
�
��� �

�	 ��� ��
����
�� 
�	 �
�����7% !�� 
� )�� ����
� ���
� ��
��
�� ������
���
���	 ����
��� � �����������	% -����������� ������ ���������
���� ��

���� 
�	 ���� � ��
��
�,� ������� �� ���������� ��������� �����������	
���
����� 
����
 ���� ��	����� � � ���
���	 ����
��� .������/ ��
�
���
���� �������� �������	� �����
�,��� )� ����U

:����
� ������� ��������� 
� ����� �����
� ��������% �� 4$%#B7 �����S

〈qj+1tj+1|qjtj〉 = 〈qj+1|e−iHτ/�|qj〉 =
〈
qj+1

∣∣∣∣1 − i

�
Hτ +O(τ2)

∣∣∣∣ qj〉 = 4$%#67

= δ(qj+1 − qj) −
iτ

�
〈qj+1|H |qj〉 =

∫
dp

2π�
exp

[
i

�
p(qj+1 − qj)

]
− iτ

�
〈qj+1|H |qj〉 ,

��� �� ������ ������� ������
�� ���������
��� δ���
���� � ���� �
����� >��
� �% + ����� ������� ����� �
��
 H ������� 
������	 ��
����	 q � p% E���
������ 
������� ���� ������,��	�� 
� ������� �����	 �����
�� ������ �
���
���� 
�� ����� ������ � ������
�� ����
���
���� �����S

H =
p2

2m
+ V (q) . 4$%#A7

C���� ��� ���
� ��
�������	 )
����� ���
� 
����� S〈
qj+1

∣∣∣∣ p2

2m

∣∣∣∣ qj〉 =
∫
dp′
∫
dp〈qj+1|p′〉

〈
p′
∣∣∣∣ p2

2m

∣∣∣∣ p〉 〈p|qj〉 , 4$%#;7

�� �� ����� ���

〈qj+1|p′〉 =
1√
2π�

exp
(
ip′qj+1

�

)
, 〈p|qj〉 =

1√
2π�

exp
(
− ipqj

�

)
,

�������S〈
qj+1

∣∣∣∣ p2

2m

∣∣∣∣ qj〉 =
∫ ∫

dpdp′

2π�
exp

[
i

�
(p′qj+1 − pqj)

]
p2

2m
δ(p− p′) =

=
∫

dp

2π�
exp

[
i

�
p(qj+1 − qj)

]
p2

2m
. 4$%#$7
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 �� ������ 
��������� �� ����	���
�2� �BA

E��% $%?S

&����� �
���
��� �� � ����	 ���� )��� ������
�� p ������������ �������
���� � � �����	 )� ��� �����U Q
������
�� ������� 
����
� ������ S

〈qj+1|V (q)|qj〉 = V

(
qj+1 + qj

2

)
〈qj+1|qj〉 = V

(
qj+1 + qj

2

)
δ(qj+1 − qj) =

=
∫

dp

2π�
exp

[
i

�
p(qj+1 − qj)

]
V (q̄j) , 4$%�B7

��� q̄j = 1
2 (qj+1 + qj)% &�T���
�� 4$%#$7 � 4$%�B7� �����S

〈qj+1|H |qj〉 =
∫

dp

2π�
exp

[
i

�
p(qj+1 − qj)

]
H(p, q̄) , 4$%�#7

�� �� 4$%#A7 ������������� � ����S

〈qj+1tj+1|qjtj〉 =
∫

dpj
2π�

exp
{
i

�
[pj(qj+1 − qj) − τH(pj , q̄j)]

}
, 4$%��7

��� pj ( ����� � � ���� ����� tj � tj+1 4����� qj � qj+17% 1�������,��� �����
�
� �������� � ����� �
�� ������
��� ������
� 
� E��%$%?% +�����
�� 4$%��7 �
����� ��������� 
� ����� �����
� ��
��� �� ���	 4������ ��������7% *��
�	
��������� ��������� �����
����	 4$%��7 � 4$%#57� �� ��S

〈qf tf |qiti〉 = lim
n→∞

∫ n∏
j=1

dqj

n∏
i=0

dpi
2π�

exp

{
i

�

n∑
l=0

[pl(ql+1 − ql) − τH(pl, q̄l)]

}
, 4$%�=7

��� q0 = qi � qn+1 = qf % >�������� ���� ��� �����
��
����
�	 �
�����%
&���
� 4$%�=7 ��������, � �����,��� ������������� ����S

〈qf tf |qiti〉 =
∫ Dq(t)Dp(t)

2π�
exp

⎧⎨⎩ i

�

tf∫
ti

dt [pq̇ −H(p, q)]

⎫⎬⎭ , 4$%�?7

��� q(ti) = qi � q(tf ) = qf % 8� ����� � ������ 
� �������� ���� �
��������
��
�� ���� ��������� (q(t), p(t)) � ,������ ������
��� ������� 
� ���� 
�������
�
��� ������� ����� �����
�� ������
�	 ����� ������ 4$%�=7% 1������ ���� 
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����
� �
������
� ��������
�, ����
��� �
������ ����� ������ ����
���� ����%
&���
���
�� 4$%�?7 ����� ��
��� ,������������
� 4��
�
��� 
���7 �
������
�� ���� ��������� 4����7 � ������� ������
���% *�� )�� �������� � 4$%�?7
������

�� p(t) � q(t) ���������, ����	 c��������� ��
����%

&�������
�� ���������� � ���� ��
�
��� 
��� �
������ �� ���� ���������
� ������� ������
��� 4$%�?7 ������� �������

� ����� �� � ���
���� ������
������������ ��� �������� 
��� ����� �
��
� H(p, q)% + ������ ����� �
��
�
���� 4$%#A7 ���
� ������� ��� 
�	��� ������
�� � ����	� � ���������
�, ����
������� � ���� ��
�
��� 
��� �
������ �� ���� ���� � ����
�� ������
�
��
������
���% 9�� )��� �������

〈qf tf |qiti〉 = lim
n→∞

∫ n∏
j=1

dqj

n∏
i=0

dpi
2π�

exp

{
i

�

n∑
l=0

[
pl(ql+1 − ql) −

p2
l

2m
τ − V (q̄l)τ

]}
.

4$%�57
�
������ �� pj ���� ����� �������,�� � ����� , ��
���
�� ������� ������
���� �������
� �� 
���% + ����� �� ��������S

〈qf tf |qiti〉 = lim
n→∞

( m

2πi�τ

)n+1
2
∫ n∏

j=1

dqj exp

{
iτ

�

n∑
l=0

[
m

2

(
ql+1 − ql

τ

)2

− V (q̄l)

]}
,

4$%�67
�� �� � 
�������
�� ������� ���
� ������ S

〈qf tf |qiti〉 = N
∫

Dq(t) exp

⎧⎨⎩ i

�

tf∫
ti

dt
[m

2
q̇2 − V (q)

]⎫⎬⎭ =

= N
∫

Dq(t) exp

⎧⎨⎩ i

�

tf∫
ti

dtL(q, q̇)

⎫⎬⎭ = N
∫

Dq(t) exp
{
i

�
S

}
, 4$%�A7

��� L = T −V ' ������������ ��
���� M����
�� �������������	 ������� � S =∫ tf
ti
dtL(q, q̇) ' ������������ ��	����� �������

�� ��� �������� 
�	 ��������

q(t)� �����
�,��	 
���� 
�, ���� q(ti) � ��
��
�	 q(tf )% -�
�
��� 
�	 �
�����
4$%�A7 ������ �� ���� �������� ���������� �����
�,��� 
���� 
�, ���� �
��
��
�	% +����

�	 ���� �
����� N ������ 
� ��������� � ������� n→ ∞�

� )� 
��������

�� ������ ��� ��� �� ������ ������ �
 ������ ���������� ���
��������
�� ��������,��� ������� 
��������

�� ������� ��������%

O������� 
�	 ����� � 4$%�A7 ��������� � ���
���� �������

� ��
� ���
�������� ����������
�� ������������� ���
���� 
����
 ���� ��	����% + �����
����� �����������	 ������ ��������� � → 0% C���� � ��	
��
������ �
������
4$%�A7 ���
���� ��
�
��� ������� ����� ���������,��� �
������	 exp(iS/�)�
������ � ����
�� .����/ ���� �����% .+������/ ��� )�� �� �� ����� 
�����
��� �����

� ��
�,������ �
������� � ������ ��� Smin� �� � ���������
������ ���������� ��������� ����������	 ���
����� 
����
 ���� ��	����
�����������	 ����
��� � ����
�
���� : ,�
�%
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 �� ������ 
��������� �� ����	���
�2� �B$

 ��� "������� 7 0�����B
∞	

−∞
dx e−ax

2
=

!
π

a
, a > 0 . )P�-I*

&��� �������� 	�������� ������ ��� ��������� ��� � � ��#�� 	���	����� ���B

∞	
−∞

dx

∞	
−∞

dy e−a(x
2+y2) =

π

a
, )P�-P*

���� 	��� 	�����
� � 	������ ����
������ � 	������� (x, y)� ���
���� �B

2π	
0

dθ

∞	
0

dr re−ar
2

= π

∞	
0

d(r2) e−ar
2

=
π

a
. )P�.8*

"���
��� ��������� �����
��� ��� � 
��������� )P�-I*�
M��������� ��	��� ���� �� �� ���	������� ��������� �� ���
�������� %����B

∞	
−∞

dx e−ax
2+bx+c ≡

∞	
−∞

dx eq(x) , )P�.2*

 
� �� 	�� ��� a > 0� E� 
� ����� q′(x) = −2ax + b, q′′(x) = −2a, q′′′(x) = 0...� � �� � ��
����
�� x̄ L �������� x� 	�� ������� q(x) ���������B

x̄ =
b

2a
, q(x̄) =

b2

4a
+ c . )P�.-*

E�	��� � �� 	��
������� q(x) � ��
� )��
��� 	���� ���
���*B

q(x) = q(x̄) − a(x− x̄)2 . )P�..*

E� 
�B
∞	

−∞
dx eq(x) = eq(x̄)

∞	
−∞

dxe−a(x−x̄)
2

= eq(x̄)
!
π

a
, )P�.D*

��� ��� ����������� �����B
∞	

−∞
dxe−ax

2+bx+c ≡
∞	

−∞
eq(x) = exp

�
b2

4a
+ c

�!
π

a
. )P�.=*

&�� %����� � ��	��������� 	�� 	������� )P�-3*� )P�-=*�
"����
�� ��� ��������� )P�.=* �� ����� n 	��������� ���� ��������� ,I/B

∞	
−∞

dx1...

∞	
−∞

dxn exp
"
iλ[(x1 − a)2 + (x2 − x1)

2 + ...+ (b − xn)2]
#

=

=

�
inπn

(n+ 1)λn

�1/2
exp

�
iλ

n+ 1
(b− a)2

�
, )P�.3*

��� 	�� �
���� ��� � 
���������

+ ������
�� 4$%�A7� ���������� ��������� ��� ���
���� ����
��� �������
�
� ������ ����� ����� ��� ����
�� ����������� ����� 2=A3% *�������� ���
�� 
��� ���
� ������ ����
�� ����
�
�� R����
����% O������ ��
��
�� ����

���
�� 4$%#7 � ����� �������,��� ���
���, ��
���, � ����
 �����
� t2 � ��
�
���
��� � ����
 t1S

ψ(x2, t2) =

∞∫
−∞

dx1K(x2t2;x1t1)ψ(x1t1) . 4$%=A7
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*�� ����
� t2 � t1 ���
 ������� �� �� t2 = t1 + ε� ��� ε → 0% C���� ��������
�� ����������� ������� �� �� ��
��� ������ �����
� �������� �� ��� ���� 
4$%�67� �� ����� ������ 4$%=A7 � ����S

ψ(x, t+ ε) = A

∞∫
−∞

exp
[
i

�

m(x− y)2

2ε

]
exp

[
− i

�
εV

(
x+ y

2
, t

)]
ψ(y, t)dy , 4$%=;7

��� A =
(

m
2πi�ε

)1/2
% ����� 
������ �����	 )����
�
�� �������

�	 ����� � �
��

���� ��, �� �� �
���
�� y ������� � x% 1������ ����
� ������

�	 y = x + η �
��������� 4$%=;7 � ����S

ψ(x, t+ ε) = A

∞∫
−∞

exp
(
imη2

2�ε

)
exp

[
− iε

�
V
(
x+

η

2
, t
)]
ψ(x + η, t)dη . 4$%=$7

1 ����� ���� �� ��
��
�	 ����� � ��, ����� �
���
�� η� �������� ��� ����
4$%=$7 � ���S

ψ(x, t) + ε
∂ψ

∂t
= A

∞∫
−∞

exp
(
imη2

2�ε

)[
1 − iε

�
V (x, t)

] [
ψ(x, t) + η

∂ψ

∂x
+

1
2
η2 ∂

2ψ

∂x2

]
dη .

4$%?B7
!��� ���� � ��

A

∞∫
−∞

eimη
2/2�εdη = 1 ,

A

∞∫
−∞

eimη
2/2�εηdη = 0 ,

A

∞∫
−∞

eimη
2/2�εη2dη =

i�ε

m
.

C���� 4$%?B7 ������� �S

ψ(x, t) + ε
∂ψ

∂t
= ψ − iε

�
V ψ − �ε

2im
∂2ψ

∂x2
. 4$%?#7

8� ����
��� ������������� 4��� ε→ 07� ���� ψ ����������� ����
�
�, R���
��
���� ��� ��
����
��� �����
��S

i�
∂ψ

∂t
= − �

2

2m
∂2ψ

∂x2
+ V (x, t)ψ . 4$%?�7

C�� "����� �����=�����

*�� ���
���� V (x) ������� ����� �������
���% C��
�� ������� ��� ��� 4��
����
�
�, � �7 �
����� �� �����
� � V (x, t)% C���� ���
� 
����� �������
��S

exp

⎧⎨⎩− i

�

tf∫
ti

dtV (x, t)

⎫⎬⎭ ≈ 1 − i

�

tf∫
ti

dtV (x, t) − 1
2!�2

⎡⎣ tf∫
ti

dtV (x, t)

⎤⎦2

+ ... . 4$%?=7
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����� ��� ���� �������
�� � 4$%�A7� �� ������� �������
�� ����������
K(xf tf ;xiti) � ��� ����� �������
�	S

K = K0 +K1 +K2 + ... . 4$%??7

_��
 
������� ������� ���������� ����	 ��������� ������
�	 ������S

K0 = N
∫

Dx exp
(
i

�

∫
dt

1
2
mẋ2

)
. 4$%?57

_��� ������ ��� � ��
�� ����� ���
���� � ��������
�, �
������ �� �����
����� 4$%�=7 � ������� 4$%?57 � ���� ������� ��� �
������
��� �
������ 4��%
4$%�677S

K0 = lim
n→∞

( m

2πi�τ

)n+1
2

∞∫
−∞

n∏
j=1

dxj exp

[
im

2�τ

n∑
l=0

(xl+1 − xl)2
]
. 4$%?67

&���
���� �����	 ���� �
������
�	 �
����� ��� I� ��������� ��� � ����� ,
4$%=67 � ��������S

I =
1

(n+ 1)1/2

(
i2π�τ

m

)n/2
exp

{
im

2�(n+ 1)τ
(xf − xi)2

}
. 4$%?A7

*������ (n+1)τ = tf − ti� �������� �� 4$%?67 ��������� ������
�	 ������ � ����S

K0(xf tf ;xiti) = θ(tf − ti)
(

m

2πi�(tf − ti)

)1/2

exp
{
im(xf − xi)2

2�(tf − ti)

}
, 4$%?;7

��� �� ��� �������� �
����� θ(tf − ti)� ����������,��	 �����
�
�� ���
����
�����

���% &�����
�� )��� ������
�� 
� �����	 �����
�� ������
�	 ������
� ������
�� ������
��� ����
� ������
�S ��������,��	 ��������� ������
�� � ���������
�, ����������� ������
��� ���������
�
�� 4$%?;7 �� ���� ���
������
�
�� ���� x, y, z%

+ "���� ? �� ��� ������� �� ��������� ������ ����������� ����
�
�,�
��������,���� ����	 ����
�
�� R����
���� � δ�����
���� � �����	 ����S[

i�
∂

∂tf
−H(xf )

]
K(xf tf ;xiti) = i�δ(tf − ti)δ(xf − xi) . 4$%?$7

9�� ������ ��
����
��� ������
��� �����
�� H(xf ) = − �
2

2m
∂2

∂x2
f
% 1�������

��

������
�	 ��������� ����������� ����
�
�,S[
i�

∂

∂tf
+

�
2

2m
∂2

∂x2
f

]
K0(xf tf ;xiti) = i�δ(tf − ti)δ(xf − xi) . 4$%5B7

+ )��� ����� ���
� ����� �� 
����������

�	 �����
����	 4$%?;7 � � ��

��
����
�
��%

��� � )P�DI* � )P�=8* �
���� ������ t→ −i�t � �

2m
→ D� �� ��������� )P�=8* 	����
�� �B


∂

∂tf
−D

∂2

∂x2
f

�
K0(xf tf ; xiti) = δ(tf − ti)δ(xf − xi) , )P�=2*
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��� ��� K0(xf tf ; xiti) 	��
������� ����� %������ 0���� �������� �������� ,.-/ � ���%%�!
������� 
�%%���� D� "�� ���� ��� �������� �� )P�DI* �������� � ��� ����#���� �	�������

�%%���� ������ �� ������� � ���������� F���������� ������������ ���� ��� 	� ���������!
�� ������� �	����� � ������ 
�%%�������� 	���������  
� ��� ���������� ���� ����� �������
C����������� �������� � )P�DI* )������ �� �� ������ ���������� ���	������ ������ 
�%%����*
����������� �
���� � ����� ������ �������� ��������� � ��������� ����������� ��� ������ ��!
������� ����������� ���� ���� ����
�� 5����!4���� ������� %�������� 	�����
 � ���!
���� ������� ����� ��	�������� 	�� ������� �������� ��
�� ��������� �������� � ���������
������ 	��� +�#� �� ��� �� ��� � ���� ����������

"�����
 � ������� ������� ����� ��� �
�� ��	���� 
�#� ����  ������ � ����� ������
%������ M���������� �������������� �������� ������ �������� �� ��	��������� ����������� �
���	��
����� 0������ �� 
� ������� 	������� ������� ����� ��
 ,.=/B

ρ =
1

Z
e−βH , )P�=-*

 
� H L  ���������� �������� Z L �������������� ������ � β = 1
T

L �������� ���	��������
$� �� ��
���� ���

∂ρ

∂β
= −Hρ . )P�=.*

+� )P�=.* )���������� ��� 
� ���������� Q���* 	�������� �� ������ � ��������� g��
�� ���B

i�
∂ψ

∂t
= Hψ )P�=D*

	��� %�������� ������ ψ → ρ� t → −i�β� "������ ��#�� �������� ��� ��� ����������� �����!
��������� �������� ��� �� #� ��������� �������� � '������ �������(� ��������� �����������
������� 	������� ������� ������
���������� ������ ��#�� ����� ����� ��������� )P�=.* � ��!
	����� 	�� ���� %������� 	��	� ������ )%������ 0����* � ������ )'�������������(* �����!
�� ,2./� "�� ���� ��#�� 	���������� � 	��
��������� ���� 	��	� ������ � ��
� %������������
���� ���� 	� ����������� )���� ���� ������*� �� ������ �� � ��#�� ������� ���������������
����� 	�
��
 � ������� ��
�� �������������� %����� ,.I/�

*���	��� ���� � �������
�, K1 ' �������� ������� ������� �� ���
�����
V (x)% �� 4$%�67 � 4$%?=7 �����S

K1 = − iτ
�

lim
n→∞

( m

2πi�τ

)n+1
2

n∑
i=1

∫
dx1...dxnV (xi, ti) exp

⎧⎨⎩ im

2�τ

n∑
j=0

(xj+1 − xj)2

⎫⎬⎭ ,

4$%557
��� �� ����
��� �
��������
�� �� t ���������
��� �� ti% *����� �� V ���� 
������ � xi� ����� �� ����� ��� )����
�
�	 
� ���S ��
� � j = 0 �� j = i − 1
� ����, � j = i �� j = n% +������ ���� �
����� �� xi% + ����� �� 4$%557
���������� ���S

K1 = − lim
n→∞

iτ

�

n∑
i=1

∫
dxi

⎧⎨⎩( m

2πi�τ

)n−i+1
2
∫
dxi+1...dxn exp

⎡⎣ im
2�τ

n∑
j=i

(xj+1 − xj)2

⎤⎦⎫⎬⎭×

× V (xi, ti)

⎧⎨⎩( m

2πi�τ

) i
2
∫
dx1...dxi−1 exp

⎡⎣ im
2�τ

i−1∑
j=0

(xj+1 − xj)2

⎤⎦⎫⎬⎭ . 4$%567

_��
� � �����
�� ������� ���
�K0(xf tf ;xt) �K0(xt;xiti) ��������

�� �� ��
����� ����
� τ

∑
i

∫
dxi 
�

∫
dx
∫
dt ������
�� 4$%567 ������� �S

K1 = − i

�

tf∫
ti

dt

∞∫
−∞

dxK0(xf tf ;xt)V (x, t)K0(xt;xiti) . 4$%5A7
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1 ����� ���� �� K0(xf tf ;xt) = 0 ��� t > tf � � K0(xt;xiti) = 0 ��� t < ti� �������

�� 4$%5A7 ���
� ������ ���S

K1 = − i

�

∞∫
−∞

dt

∞∫
−∞

dxK0(xf tf ;xt)V (x, t)K0(xt;xiti) , 4$%5;7

�� � ��� ���
���� 
�	 ��� �������� ������� ������� � ���������� 4��
����
"��
�7 
���	 ������%

1������

� �
������
�� ���� ����� ���������� �������
�	� ���
� 
�	� �
�������� ������ �������S

K2(xf tf ;xiti)=
(
− i

�

)2 ∞∫
−∞

dt1

∞∫
−∞

dt2

∞∫
−∞

dx1

∞∫
−∞

dx2

×K0(xf tf ;x2t2)V (x2t2)K0(x2t2;x1t1)V (x1t1)K0(x1t1;xiti) . 4$%5$7

1������ ���
�� ������ �������� ��
����� ���� ������
�	% + ����� �� ���
������ ��� ����� �������
�	 ��� ���������� � ����S

K(xf tf ;xiti) = K0(xf tf ;xiti) −
i

�

∫
dt1dx1K0(xf tf ;x1t1)V (x1, t1)K0(x1t1;xiti) −

− 1
�2

∫
dt1dt2dx1dx2K0(xf tf ;x2t2)V (x2t2)K0(x2t2;x1t1)V (x1t1)K0(x1t1;xiti) + ... .

4$%6B7

�� ����� �������� � �
������
�� �������
���� ������

�� ���� � "���� ?%
O������ �� � ������
�� 4$%5$7 ������� �
����� 1/2!� ���,��	�� � ����
����
�� 4$%?=7% 9��� ���� � ��� �� ��� ��������	���� � V � ���
�� ����
�
�����
� 
���������� � ���
� 
����� S

1
2!

∞∫
−∞

dt′
∞∫

−∞
dt′′V (t′)V (t′′) =

=

∞∫
−∞

dt′
∞∫

−∞
dt′′[θ(t′ − t′′)V (t′)V (t′′) + θ(t′′ − t′)V (t′)V (t′′) =

=

∞∫
−∞

dt1

∞∫
−∞

dt2V (t1)V (t2)θ(t1 − t2) . 4$%6#7

*� )�	 �� �����
� � �������� �������� 
��� ������� Kn ������� �
����� 
1/n!% N�
�� �� � �������
�� 4$%6B7 ��������� �����	��� ��������
�� ��
���S
�����	 ���
 ���� ���
� ����� �������� ���������	� ���� �������� ������

�, ��
�, ���������� ������� � ���
����� ��
���� �������� ��	���� ���
�
����� � ��������,��� ����� ������
��� � ��������,��� ����
� ����
��
� 4�� ������ ������ �
��������
��7%
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*����
���� �������
�� 4$%6B7 � 4$%#7 ���S

ψ(xf tf ) =
∫
dxiK(xf tf ;xiti)ψ(xiti) =

=
∫
dxiK0(xf tf ;xiti)ψ(xiti) −

− i

�

∫
dt

∫
dx

∫
dxiK0(xf tf ;xt)V (x, t)K0(xt, xiti)ψ(xiti) + ... . 4$%6�7

+���� 
�������

�� ���� ���
�� ������ �������� �������� ������
�� � ����
�
������
��� ����������K0 ���
�� �����������K% 1�������

�� �������� ���

�� �
����� 
�� ����
�
�� ��� ���
���	 ��
����S

ψ(xf tf ) =
∫
dxiK0(xf tf ;xiti)ψ(xiti) −

i

�

∫
dt

∫
dxK0(xf tf ;xt)V (x, t)ψ(xt) , 4$%6=7

������� ��
��
�� ����
� )�������

� ����
�
�, R����
���� � �������������	
������% *����������� �� ��� ti → −∞ ���
���� ��
���� ������� ����
��� ����
���
��� ����
�
�� R����
���� 4������	 ���
�	U7 � ����
���� ��� ��� ϕ(xt)� ���
�
�������� 4$%6=7 � ����S

ψ(xf tf ) = ϕ(xf tf ) −
i

�

∫
dt

∫
dxK0(xf tf ;xt)V (x, t)ψ(xt) , 4$%6?7

������ �� ������� ���
� � �������� ������
��� ���������
�
�� ������ ������	
���
�	%

*�� ����
�� ����������� ����� ���� ����
�� ��� ���� �� ����� �
�� �����
�����
���% *�� K(p1t1;p0t0) ' �������� �����
��� ���� �� ������� �����
������ ����� ��� p0 � ����
 t0� ���� �������������
� � ����� ����
�	 ����

t1 � ����� ��� p1% 8� �������� ����� ������
���S

K(p1t1;p0t0) =
∫
dx0

∫
dx1 exp

(
− i

�
p1x1

)
K(x1t1;x0t0) exp

(
i

�
p0x0

)
, 4$%657

��� ������
�	 ��������� K(x1t1;x0t0) ��� ������� �������	�� � ������
��
������
��� ���� 4� ��������� � ������
��� ����� 4$%?;77 ���S

K0(x1t1;x0t0) = θ(t1 − t0)
(

m

2πi�(t1 − t0)

)3/2

exp
{
im(x1 − x0)2

2�(t1 − t0)

}
. 4$%667

C���� �����S

K(p1t1;p0t0) = θ(t1 − t0)
[

m

2πi�(t1 − t0)

]3/2
×

×
∫
dx0

∫
dx1 exp

[
i

�
(p0x0 − p1x1)

]
exp

[
im(x0 − x1)2

2�(t1 − t0)

]
. 4$%6A7

+����� 
���� ������

�� �
��������
��S

x = x0 − x1 , X = x0 + x1 , p = p0 − p1 , P = p0 + p1 , 4$%6;7



"��� +���
� ��62�J��
�� �#5

�� �� 2(p0x0−p1x1) = Px+pX% N�����
 )��� �����������
�� ������

�� ����

(1/2)3 = 1/8% 1�������

�� 4$%6A7 ������������� ���S

K(p1t1;p0t0) = θ(t1 − t0)
( α
iπ

)3/2 1
8

∫
dX exp

(
i

2�
pX
)∫

dx exp
(
i

2�
Px
)
eiαx2

,

4$%6$7
��� α = m

2�(t1−t0) % *����	 �
����� ���� ����
 8(2π�)3δ(p) = 8(2π�)3δ(p0 −p1)� ��
��S

K(p1t1;p0t0) = (2π�)3θ(t1 − t0)δ(p0 − p1)
( α
iπ

)3/2
∫
dx exp

(
i

2�
Px + iαx2

)
4$%AB7

� ����� ��� 4$%=57 ��������

K(p1t1;p0t0) = (2π�)3θ(t1 − t0)δ(p0 − p1) exp
[
− iP

2(t1 − t0)
8m�

]
, 4$%A#7

��� δ���
���� ������� ����
 �����
�
�� ����� ��% !������ ���� � �� P2 =
4p2

0� �������� ���
���� 
�S

K(p1t1;p0t0) = (2π�)3θ(t1 − t0)δ(p0 − p1) exp
[
− ip

2
0(t1 − t0)
2m�

]
. 4$%A�7

:���
��� �������� ��� � ��� ������� ���������� �� �����

�� ������

��S

K(p1E1;p0E0) =
∫
dt0

∫
dt1 exp

(
i

�
E1t1

)
K(p1t1;p0t0) exp

(
− i

�
E0t0

)
=

= (2π�)3δ(p0 − p1)
∫
dt0

∫
dt1θ(τ) exp

(
− ip2

1

2m�
τ

)
exp

[
i

�
(E1t1 − E0t0)

]
, 4$%A=7

��� �� ����� τ = t1 − t0% E���������� τ � t0 ��� 
���������� ������

�� �
��
�������
��� �������S

K(p1E1;p0E0) = (2π�)3δ(p0 − p1)

∞∫
−∞

dt0 exp
[
i

�
(E1 − E0)t0

]
×

×
∞∫

−∞
dτθ(τ) exp

[
i

�
(E1 −

p2
1

2m
)τ
]
. 4$%A?7

*����	 �
����� ���� ��� (2π�)δ(E1 −E0)� � ����	� ����� 
������ θ(τ)� ������
��
��� ��� �S

lim
δ→+0

∞∫
0

dτei(E1−p2
1/2m+iδ)τ/� =

i�

E1 − p2
1

2m + iδ
. 4$%A57

�F����!����� θ(t) �	��
������ �� ���������B

θ(t) = lim
δ→+0

	 ∞

−∞
dω

2π
e−iωt

i

ω + iδ
,

� �	����
������ ������ � �����
�� ���
������ 	����
� ���� ��������� �
�� ������������ ���
� ������� ������ ���� ��������� � ������� �� ��#��� 	��	������� ω � ����������� �� �����
t�
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*�)��� ���
���� 
� �����S

K(p1E1;p0E0) = (2π�)4δ(p0 − p1)δ(E0 − E1)
i�

E1 − p2
1

2m + iδ
, δ → +0 , 4$%A67

�� ���������� ����	 ��� ������� ��������!"� ��
���� "��
� ������
�	 ���
����� ������ δ���
���� ������, ����
� �����
�
�� ����� �� � )
�����% O����
��� �� ���,� )��� ������
��� ���������� ����������� ��
�������	 )
�����	
������� �� ������� �������
��� ������ ���	��� ��
���	 "��
� 2#=3S �� ���,��
��������, )
����������	 ����� ��������,��� ����� 4����������7%

W��� ����� ��� � ��� ������� ���
������ ������� V (x, t) � ����S

V (x, t) =
∫
dω

2π

∫
d3q

(2π)3
ei(qx−ωt)V (qω) , 4$%AA7

� ��� ����� �������
�	 4$%6B7 �������� ��
���
�, ��������
�, ��
��� �
����� �
�� ���������
�� ��� ��
���� "��
� ������ �� �
��
�� ���� 2#=3%

C�� ���������
���� ��::��������������

O���� ��
���� "��
� 4����������7 ������ � ���� ��	
��
������� �
������ ��
���������

〈qf tf |qiti〉 = N
∫

Dq(t) exp

⎧⎨⎩ i

�

tf∫
ti

dt
[m

2
q̇2 − V (q)

]⎫⎬⎭ =

= N
∫

Dq(t) exp

⎧⎨⎩ i

�

tf∫
ti

dtL(q, q̇)

⎫⎬⎭ 4$%A;7

����� � 
��� ��������
�� ��
��� ,������������
� ����
����S �
��������
��
���� ������ �� ���� ,������� 4���������7 q(t)� �������,��� 
���� 
�, �
��
��
�, ����% C���� �������� ��������� �������
�� 4$%A;7 ���������� �����
�
������ ��
���	 q(t) 
������� ��
���
�� 4��������
��7 ����� ' ��������
���
�������
�������� ��������� �����, � ����	 ����% C���� �������� 4$%A;7 ���
����� ��
���
�	 ���������	 ������������� ��
��� ,���������� ' ��������

�� �
������ ��
���	 � �
������ �����S

• 4���������/ ,������ ⇒ �����

+ ������ � )��� ����
�� ��
���� ����� �������
�� ��
��� �
������ �����
� ������ �
������ �����S

• 4������/ ����� ⇒ �����

+ ���
���� ��
����
�� 
� �� ����� ��
���� � ��
���� 4)� ��� �����
��
����U7%

&���
� ��� ��
����
��� F � ��
���� f(x) ����� ����� ����
���
�� F [f(x)]%
C����
�	 ������ ��
����
��� ( ��������

�	 �
�����S F [f(x)] =

∫ b
a
dxf(x)%



"�=� '�	������ �������� 4��	/
����3��7 
���������� �#A

&�������� ���� ��
��� ,������������
� �,,�������������% *� �
������
� ����
�� �������
������
���� ��
����
�� 
�� 4��� ��� �� ��� 
�����, (
��������

��7 ��������
�� ��
����
��� F [f(x)] �� ��
���� f(y) �����������
���S

δF [f(x)]
δf(y)

= lim
ε→0

F [f(x) + εδ(x− y)] − F [f(x)]
ε

. 4$%A$7

:�������� ��� F [f(x)] � ���� ��������

��� �
������S

δF [f(x)]
δf(y)

= lim
ε→0

1
ε

[∫
dx[f(x) + εδ(x− y)] −

∫
dxf(x)

]
=
∫
dxδ(x − y) = 1 . 4$%;B7

+ ������� ��� ��
��� ������� ��������� ��
����
��S

Fx[f ] =
∫
dyf(y)G(x, y) , 4$%;#7

��� ������

�� x� � �����	 ������ ����� ��� � ������������� ��� �������%
C���� �����S

δFx[f ]
δf(z)

= lim
ε→0

1
ε

[∫
dy{G(x, y)[f(y) + εδ(y − z)]} −

∫
dyG(x, y)f(y)

]
=

=
∫
dyG(x, y)δ(y − z) = G(x, z) . 4$%;�7

*������

�� ������ ������
� ��� ��
���
�� ���� ������
�	� �����

�� �
��
����
�� 
�� �������
������
���� ������ ���� ������� �� 
���%

C�$ #���	���� �����	�� :��������
���� ��	����'


���

���� �������� �������� ���
���	 ������ �� 
���� 
�	 ���� qiti � ��
��
�,
qf tf ���
�S

〈qf tf |qiti〉 = N
q(tf )=qf∫
q(ti)=qi

Dq(t) exp

⎧⎨⎩ i

�

tf∫
ti

dt
[m

2
q̇2 − V (q)

]⎫⎬⎭ =

= N
q(tf )=qf∫
q(ti)=qi

Dq(t) exp

⎧⎨⎩ i

�

tf∫
ti

dtL(q, q̇)

⎫⎬⎭ . 4$%;=7

O�	����� ������� 
������� ������ 
�� ���
���
�	� ������ ������� ���
 
�����
��� ��� ������
�� 
� �����	 ���
���	 ����� ����% 9������ � ��
����
M����
�� 
���	 ���
���	 ������ �����
��� 
�	 ���
S

L→ L+ �J(t)q(t) 4$%;?7

��� J(t) ' 
������� �������� 
�� ��
���� �����
�� �����, ����� 
����� .���
��
����/% P���� ���� � �� J(t) ����
� � 
��� 
� 
������� �
������ �����
�
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E��% $%5S

����� ����
��� t � t′ 4t < t′7� ������

�� 
� E��%$%5% E�������� ��� ����

�����
� T � ���������,��	 t� � ���� ����
 T ′� ����� ����
�	� ��� t′% C����
�������� �������� ������� ��������	���,��	 � ����
����� ����� �������� �

��� �����
���� 4������7 � )� ����
� �����
� �� S

〈Q′T ′|QT 〉J = N
∫

Dq(t) exp

⎧⎨⎩ i

�

T ′∫
T

dt
[
L(q, q̇) + �Jq

]⎫⎬⎭ 4$%;57

1 �����	 ����
�� ��� ���� 4$%?7 ����� 
����� S

〈Q′T ′|QT 〉J =
∫
dq′
∫
dq〈Q′T ′|q′t′〉〈q′t′|qt〉J 〈qt|QT 〉 , 4$%;67

���� ����� 
����� ����������
�� � ���� J(t)� � ����
��� ������ �� �� .������
����
�	/ ���������% ����� ��� 4$%#B7 �����S

〈Q′T ′|q′t′〉 =
〈
Q′
∣∣∣∣exp

(
− i

�
HT ′

)
exp

(
i

�
Ht′
)∣∣∣∣ q′〉 =

=
∑
m

ϕm(Q′)ϕ∗
m(q′) exp

[
i

�
Em(t′ − T ′)

]
, 4$%;A7

��� {ϕm(q)} ' ���
�	 
���� ������

�� ��
���	 ����� �
��
� 4�������� )
���
���7% Q
������
�� ������� ��������S

〈qt|QT 〉 =
∑
n

ϕn(q)ϕ∗
n(Q) exp

[
− i

�
En(t− T )

]
. 4$%;;7

*�������� 4$%;A7 � 4$%;;7 � 4$%;67 � ����
�� � )�� ������
�� T ′ → T ′e−iδ �
T → Te−iδ 4.�����������/ �� �����
� 
� �������� 
�	 ���� δ < π/2 � ��������
�	
��������� ��� )� ������
� 
� E��%$%57� ����	��� � ������� T ′ → ∞ � T → −∞%
C���� �� ��� ������ .�����
��/ δ � �������������	 �������� �������� 4$%;67
��������� �
�����
�� ������� � ���� �����
�	 � En > 0, Em > 0� � ������
�� �� ����� � E0 = 0� %�% ����� �� �� � �������
� �����
�� 4����
�7 
���	



"�=� '�	������ �������� 4��	/
����3��7 
���������� �#$

������ � ���� V (q) �% C���� ��������S

lim
T ′→∞e−iδ

lim
T→−∞e−iδ

〈Q′T ′|QT 〉J = ϕ∗
0(Q)ϕ0(Q′) exp

[
− i

�
E0(T ′ − T )

]
×

×
∫
dq′
∫
dqϕ∗

0(q
′t′)〈q′t′|qt〉Jϕ0(qt) 4$%;$7

��� ∫
dq′
∫
dqϕ∗

0(q
′t′)〈q′t′|qt〉Jϕ0(qt) =

= lim
T ′→∞e−iδ

lim
T→−∞e−iδ

〈Q′T ′|QT 〉J
ϕ∗

0(Q)ϕ0(Q′) exp
[
− i

�
E0(T ′ − T )

] . 4$%$B7

M���� ��� ���� ���������� ����	 �������� �������� 4� ��������� �����

���7� �����
�

�, �� ��
��
��� �����
�, 4.�������/7 ������% C���� ���
�
���� � �� � t′ → ∞� � t → −∞ � ����� ��� 
���	 �����
�

�	 �������� ���
������ 4$%$B7 ����
���
�� 〈0,∞|0,−∞〉J � ������������� �� �
� �������� �������
.������ � ������/ �� �����
��
�	 �
����� �����
�% O
���
��� � �����	 ����
4$%$B7 �� ����� �����% *�)��� ����� 
����� S

〈0,∞|0,−∞〉J ∼ lim
T ′→∞e−iδ

lim
T→−∞e−iδ

〈Q′T ′|QT 〉J ≡ Z[J ] , 4$%$#7

��� ����� ��
����
�� ����
���S

Z[J ] = lim
T ′→∞e−iδ

lim
T→−∞e−iδ

N
∫

DQ(t) exp

⎧⎨⎩ i

�

T ′∫
T

dt[L(Q, Q̇) + �JQ]

⎫⎬⎭ . 4$%$�7

O����� ���� � �� ����� ���� ���� .���������� / �����

�, �� � ���������

�	 ��������� ��� ������
�� ������ ��
��� �� �� ��
��
��� �����
�� ���
�
������ ����
 ��, ������� 
�, �
���, ������� � ����� �
��
� 
���	 ���
���� 4$%#A7� �����, ����
� ������ � ���� − 1

2 iεq
2(ε → +0)% C���� ��� ������
�


�� �
���
�� )
����� �������� ����� �
���� �������� �� ������� � �������
T ′ → ∞, T → −∞ � ��� �� )����� )����
�
���� 
��� �������
�� ������� �
En > 0 �% + ��
���� M����
�� L )� )�������

� �������
�, + 1

2 iεq
2% C����

���
� 
����� S

Z[J ] = N
∫

Dq(t) exp

⎧⎨⎩ i

�

∞∫
−∞

dt

[
L(q, q̇) + �Jq +

1
2
iεq2

]⎫⎬⎭ , ε→ +0 . 4$%$=7

�� ���� �����#
����� ��#��� ��� ����������� �������� ���� �� ��� 
� ��#�� �	���
�����B
E0 < E1 < E2 < ... < En < ...� ��� ��� �	������� 	����
��� ��� 
� ��
���� ���
 ���������
� ���������� ���� ���� ������� ��#�� ��� 
� 	��#��� ������ ��� )�� ��#�� � ���������
� ����� ��
�� ��� 
����� �������� ��������� ���
*� 4���� �� �� � ��������������� 	����!

��� ��#��� � ����� �����#
����� 	������ � 	��
�� δ → +0� ����� �� ��������� �� 	������
'���	����� �( ��������

�M���������� ���
���� �
��� ����
������� ����������� ∼ 1
2
q2 ���������� ������������� 
�

���� �����#
����� K
������ ���
���� ������ ����� ����������� ������ ���� ���� 	��#��
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&���������� �� �� ��������

�	 ��
����
�� Z[J ] ������� ����� ����� ������

�� � �
����
�� ���	��%

E�������� ����� �������� �������� 〈qf tf |qiti〉 �����
�	 )����
 �������
�� ������
�� 〈qf tf |q̂(tn1)|qiti〉� ��� tf > tn1 > ti% *� �����
�� 
�� ����� ������
��� ����� 
����� S

〈qf tf |q̂(tn1)|qiti〉 =
∫
dq1...dqn〈qf tf |qntn〉〈qntn|qn−1tn−1〉...

..〈qn1tn1|q̂(tn1)|qn1−1tn1−1〉... .〈q1t1|qiti〉 4$%$?7

&�����
�� ��

〈qn1tn1|q̂(tn1)|qn1−1tn1−1〉 = q(tn1)〈qn1tn1|qn1−1tn1−1〉 , 4$%$57

��� � �����	 ���� q(tn1) ��� 
� �������� � c������ 4������

�� �
���
��7% 9����
�� ����� ������ ��� ��������
��� �������

�� ���� ��� �������� � 4$%#57 �
4$%�?7 � ������ 4$%$?7 � ���� ��	
��
������� �
������ �� ���������S

〈qf tf |q̂(t1)|qiti〉 =
∫ DqDp

2π�
q(t1) exp

⎧⎨⎩ i

�

tf∫
ti

dt[pq̇ −H(p, q)]

⎫⎬⎭ . 4$%$67

*�� ���� 
��
� 
�	� �����
�	 )����
 〈qf tf |q̂(tn1)q̂(tn2)|qiti〉% W��� tn1 >
tn2� � ���
� ������ S

〈qf tf |q̂(tn1)q̂(tn2)|qiti〉 =
∫
dq1...dqn〈qf tf |qntn〉〈qntn|qn−1tn−1〉...

...〈qn1tn1|q̂(tn1)|qn1−1tn1−1〉...〈qn2tn2|q̂(tn2)|qn2−1tn2−1〉...〈q1t1|qiti〉 , 4$%$A7

�� � ������� ��� �
����� �� ��������� ����S

〈qf tf |q̂(t1)q̂(t2)|qiti〉 =
∫ DqDp

2π�
q(t1)q(t2) exp

⎧⎨⎩ i

�

tf∫
ti

dt[pq̇ −H(p, q)]

⎫⎬⎭ . 4$%$;7

O��� ������ � ����� �� t1 > t2% W��� �������� ���� �����	 t2 > t1� � ������

�� )����
� ������
�� � ����
� �����
� t1 � t2 � �����	 ���� 4$%$?7 ����
��
,�� ������ � )� ������
��� � � 
�� � �
����� � �����	 ���� 4$%$;7� �������
� 〈qf tf |q̂(t2)q̂(t1)|qiti〉% C���� �������� � ����� ������� �
����� �� ����������
�����	 � �����	 ���� 4$%$;7 ��������� �����
�	 )����
 � �������
������
�
���������
�� ��������� 〈qf tf |T [q̂(t1)q̂(t2)]|qiti〉� ��� ������� T ����������
�� ����
��������� ��������
 ���S

T [A(t1)B(t2)] =
{
A(t1)B(t2) ��� t1 > t2 ,
B(t2)A(t1) ��� t2 > t1 .

4$%$$7

+ ����� ������� ���� �������� �����S

〈qf tf |T [q̂(t1)q̂(t2)...q̂(tn)]|qiti〉 =
∫ DqDp

2π�
q(t1)q(t2)...q(tn) exp

⎧⎨⎩ i

�

tf∫
ti

dt[pq̇ −H(p, q)]

⎫⎬⎭ ,

4$%#BB7
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���������� ��#

�� ��� ����� ������
�� ��� ����
��� � ���
������������ ���������
�� ����
������ ����� ��
����
�� 
�	 �
�����% 9�� ������� ����� ����� �
��
 ������
����������� � ���� 4$%#A7� ���
� ������� ��� 
�	��� ������
�� � ������ S

〈qf tf |T [q̂(t1)q̂(t2)...q(tn)]|qiti〉 = N
∫

Dq q(t1)q(t2)...q(tn) exp

⎧⎨⎩ i

�

tf∫
ti

dtL

⎫⎬⎭ . 4$%#B#7

�� ��������
�� ��
����
��� Z[J ] 4$%$=7 ����� ���� � �� ��� ��
����
�� 
��
4��������

��7 ��������
�� �� ����
��� J ���� ���S

δZ[J ]
δJ(t1)

= iN
∫

Dq(t) q(t1) exp

⎧⎨⎩ i

�

∞∫
−∞

dt

[
L(q, q̇) + �Jq +

1
2
iεq2

]⎫⎬⎭ . 4$%#B�7

+ ����� ������S

δnZ[J ]
δJ(t1)...δJ(tn)

= inN
∫

D q(t)q(t1)...q(tn) exp

⎧⎨⎩ i

�

∞∫
−∞

dt

[
L(q, q̇) + �Jq +

1
2
iεq2

]⎫⎬⎭ .

4$%#B=7
*������ ���� J = 0� �������S

δnZ[J ]
δJ(t1)...δJ(tn)

∣∣∣∣
J=0

= inN
∫

D q(t)q(t1)...q(tn) exp

⎧⎨⎩ i

�

∞∫
−∞

dt

[
L(q, q̇) +

1
2
iεq2

]⎫⎬⎭ .

4$%#B?7
+�����
�� ���� � �� ���
 i

2εq
2 �������� ������ �� ���
�������
�������

����
�� ����� ��
��
��� �����
��� � ����� ��� 4$%#B#7� �������� � �����,����
������
�, ��� .������
���/ ����
��� � ���
������������ ���������
�� �������
���S

δnZ[J ]
δJ(t1)...δJ(tn)

∣∣∣∣
J=0

∼ in〈0,∞|T [q̂(t1)...q̂(tn)]|0,−∞〉 . 4$%#B57

C���� �������� �
������
�� ��
����
�� 
�� �������
������
�� Z[J ] �� �����

��� J .��
������/ ����
�� � T ����������
�	 ���
���� ���������� ������ �����
������ 
�	 ����
��� � ��
�� ��
���� ����� ��������� ���
�� 
��,% *�)���
��
����
�� Z[J ] ���
� 
����� ��������"�� ,����������� ��� )�� ����
��%
O���
� �� �������� � ���������
�� ���� ����
�� � ���� ��
����
�� 
�� �
��
������ �� ���������%

+��� �� ������� �� ���

� ������
�� ����
�� T ����������
�	 ������� ����
������ ��������, 
���� ��
���	 "��
� � ���
���	 ����� ����% *������ �
���
���	 ����
��� � ���
���	 ����� ���� ������� � ������
�, 
� �����	
������ � �����
��
�� ������ ����
�	 �������� ����� �������� ������
� ���
��
�,�� �������� ���������� � �����	 ���� ������
���������
�% *�)���
��
����� ��
��� �� ��������

�, ������������ ���
���	 ����
��� 
� ��
���
�
������� �� ���������� ���
� ����� ���� ��� 
����������

��� ������
��
���
���	 ����� ���� � ����� ����
��� ���������� ��
����
�� 
�� �
�������
�� ������� ������

��% ���

� )� � ���� 
���	 ������	 � �����,��� ������%
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�D�� )��������=�� :��������
 �
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���

*���	��� � �������
�, ��
����
�� 
�	 ������������ ���
���	 ����� ����%
E�������� �����	��	 �����
 ����� ������
��� ������
��� ���� ϕ(x)� �������
��	���,���� � ����
���� J(x)% :����������

� ������� ��������
��� ������
��

�� � ���������	 "����� ����� ����� �����������	 ��
����
��S

Z[J ] =
∫

Dϕ(xµ) exp
{
i

∫
d4x[L(ϕ) + J(x)ϕ(x) +

i

2
εϕ2(x)]

}
∼ 〈0,∞|0,−∞〉J ,

4#B%#7
���������
�� 
�	 �������� �������� ������ ( ������% O��� L(ϕ) ' �����
���
�
 -��	
� ( "����
�� � �� ������� � �
��������
�� �� ��������� �����
�� � �
��������
�, �� ���� ������
�� ��
���������� ������ ������
����
�����
�S Dq(t) → Dϕ(xµ)% 1���� ����� �
��������
�� ������
� ����% E�����
���� ������
��������� 
� ����
 ��� ���������
�� ������ ��T���� δ4� � ����
��� �� ������ ����
��� ���� 
� ��
��
� 4����
�� �
���
�� �
��� ������7S
ϕ ≈ ϕ(xi, yj , zk, tl)% *�������
�� ���� �������� ����� ��
��
�� ���
���S

∂ϕ

∂xi

∣∣∣∣
i,j,k,l

≈ 1
δ
[ϕ(xi + δ, yj, zk, tl) − ϕ(xi, yj, zk, tl)] 4#B%�7

�� ����������� ������ 	�� ��������������� ����� �
�� 	����� ���%� ������ �
	�����������!�������� � ������ ��� ������� �
���������� ���������� $� ���#� )	�����	� ���!
������ � 
�������*� J����� ��������� ������ 	�� � ���� ��� � ��� '��������( ��� �������
���%� ������� �� ��#
�� �� ��� ���
�� � ������ � '�����( exp{iS}�  
� S L ����������� 
��������

��=



��? &���� !�� ���,.)( - ��-'%)(

� % �% O���
�� 
���� (i, j, k, l) ��
�� �
������ n� 
�����,��� ���	�� 4������7�
�������S

L(ϕn, ∂µϕn) = Ln . 4#B%=7

W��� �,��	 �� �
������ (i, j, k, l) ���
���� N �
���
�	� � �
���� n ���
���� N4

�
���
�	 � ��	���� ����������� ���S

S =
∫
d4xL =

N4∑
n=1

δ4Ln . 4#B%?7

C���� �����������	 ��
����
�� Z[J ] ��������� ���S

Z[J ] = lim
N→∞

∫ N4∏
n=1

dϕn exp

⎧⎨⎩i
N4∑
n=1

δ4
(
Ln + ϕnJn +

i

2
εϕ2

n

)⎫⎬⎭ , 4#B%57

�� � ��������� ����� ������ 
��� ������
�� 4#B%#7� ����� � ����, ��
���
��
����
�� 
��� �
������ �� ����� 4����� �������	 ���
���	 ����
���7%

+������� Z[J ] ��� ������
��� ����� �����

L → L0 =
1
2
(∂µϕ∂µϕ−m2ϕ2) 4#B%67

' �����
���
 -��	
� ( "����
�% C����S

Z0[J ] =
∫

Dϕ exp
{
i

∫
d4x

[
1
2
(
∂µϕ∂

µϕ− (m2 − iε)ϕ2
)

+ ϕJ

]}
. 4#B%A7

9�� 
�	��� ������ ���
� ������� � 
� �������� ��
����
�� 
�	 �
����� �
��
�� ����% +����� ������ ������
�� �������� ∂µ(ϕ∂µϕ) = ∂µϕ∂

µϕ+ϕ∂µ∂
µϕ �

�������S ∫
d4x∂µϕ∂

µϕ =
∫
d4x∂µ(ϕ∂µϕ) −

∫
d4xϕ�ϕ . 4#B%;7

C���� �����	 ���
 � �����	 ���� ������������ �� ������ "����� � ������
��
�	
�
������ �����	 ���
� ���� ���
�� 
��, ��� ������ )�	 ������
��� 
�
�����
��
��� 4��� �������� ϕ→ 07% C����S∫

d4x∂µϕ∂
µϕ = −

∫
d4xϕ�ϕ 4#B%$7

� �����������	 ��
����
�� ������������� ���S

Z0[J ] =
∫

Dϕ exp
{
−i
∫
d4x

[
1
2
ϕ(� +m2 − iε)ϕ− ϕJ

]}
. 4#B%#B7

*������
��� �� ���� ϕ � )�� ������
�� ������� �������� 
�� 4������

��
�
��������
��U7 � ����� 
� ����������� ����
�
�, -��	
� ( "����
�% 1������
����
� ������

�	 �
��������
��S

ϕ(x) → ϕ0(x) + ϕ(x) 4#B%##7

� ������ ������ ���
���
��� 4������ �������� �
������
� 4#B%$77S∫
d4xϕ0[� +m2 − iε]ϕ =

∫
d4xϕ(� +m2 − iε)ϕ0 . 4#B%#�7



!��!� ���
6����J
� 4��	/
���� ��� �	������7 ������ ��5

C���� �����S∫
d4x

[
1
2
ϕ(� +m2 − iε)ϕ− ϕJ

]
→
∫
d4x

[
1
2
ϕ(� +m2 − iε)ϕ+

+ ϕ(� +m2 − iε)ϕ0 +
1
2
ϕ0(� +m2 − iε)ϕ0 − ϕJ − ϕ0J

]
. 4#B%#=7

Q �� ���� ��������� ���� ���� ϕ0(x) ������������ ����
�
�, -��	
� ( "���
��
� � ����
���� � �����	 ����S

(� +m2 − iε)ϕ0(x) = J(x) . 4#B%#?7

C���� �
�����,��	 
�� �
����� ������� �S∫
d4x

[
1
2
ϕ(� +m2 − iε)ϕ− 1

2
ϕ0J

]
. 4#B%#57

E���
�� ����
�
�� 4#B%#?7 ���� ���S

ϕ0(x) = −
∫
d4y∆F (x− y)J(y) , 4#B%#67

��� ∆F (x − y) ' ��	
��
�����	 ��������� ������
��� ����� ����������,��	
����
�
�, 4��� ������������� 
�� � "���� ?7S

(� +m2 − iε)∆F (x) = −δ(x) . 4#B%#A7

*�������� 4#B%#67 � 4#B%#57 ������ �� �������� )����
�
� � 4#B%#B7 ����
S

−i
{

1
2

∫
d4xϕ(� +m2 − iε)ϕ+

1
2

∫
d4xd4yJ(x)∆F (x− y)J(y)

}
. 4#B%#;7

C���� ������� �������� �S

Z0[J ] = exp
{
− i

2

∫
dxdyJ(x)∆F (x− y)J(y)

}∫
Dϕ exp

{
− i

2

∫
dxϕ(� +m2 − iε)ϕ

}
.

4#B%#$7
:� �
����� �� Dϕ ���������� ����	 ����� ����� 4�
 ������ �� ���� ��������
��
���������� ���� ϕ7U &���
���� )� ����� N % C���� ���
���� 
� ��������S

Z0[J ] = N exp
{
− i

2

∫
dxdyJ(x)∆F (x− y)J(y)

}
. 4#B%�B7

+�����
� N �����	 ���� 
� ������ )� ����� 
���������
�	 �
����� %
E������
�� >�� � ��� ∆F (x) ���� ���S

∆F (x) =
∫

d4k

(2π)4
e−ikx

k2 −m2 + iε
. 4#B%�#7

*�������� iε → i0+ � �
���
���� ����� ����� ��� �
��������
�� �� k0�
� ��������� � ��	
��
������ �������� ������ ���,��� ��� k0 = ±

√
k2 +m2%



��6 &���� !�� ���,.)( - ��-'%)(

E��% #B%#S

E��% #B%�S

*��,�� ���������,�� � ������ ������������ ����
�
���S k2
0 = k2 +m2 − iε� %�%

���

k0 = ±
√

k2 +m2 ∓ iδ = ±E ∓ iδ , 4#B%��7

��� )� ������
� 
� E��% #B%#% + ������� δ → 0(ε → 0) )� ���,�� ������,�� 
�
��	����� 
�, �� � �� �
��������
�� ������� ��� ������
� 
� E��% #B%�%

+��� �� ������� �� ���	 ������ ��������� .�������/ �����

�	 ��� 
�
����	 ���� δ � ��������
�	 �������� �����
�% 8� �������� 
�� ������ 
� �����
���� ���
��
�� ������� ��� �������� �������� ������ ( ������% :� )� ��
���
� �������� � ��������� ���	 ������ � 
� ��
��
�	 ���� ���
�	 −π/2� ��
�� t→ −it(→ −i∞)% W��� ����� ����
���
��

x4 = it = ix0 , 4#B%�=7

� ��

�	 ������ ��������� x4 → ∞% C���� ������
��������� 4� �
����
�����
��7 ������� ���������� �
�����

�	 �
����� 4������
�� ����� �����
�������� ������7 � 
�� ���� ���S

ds2 = −(dx0)2 − (dx)2 − (dy)2 − (dz)2 = −
4∑

µ=1

(dxµ)2 . 4#B%�?7

+ ����� �
�� ������
��� ���
�� ��������

�� �����

k4 = −ik0 , 4#B%�57

�A���� 
� ���������� ���
� 	���� dx ������ d4x � ��	�



!���� 1��	/
����3��� 
�����
�����
�� ��A

�� ��

k2 = −(k2
1 + k2

2 + k2
3 + k2

4) = −k2
E , d4kE = d3kdk4 = −id4k , 4#B%�67

��� �
���� E ����
���� ��������� ����� �
�� ������
���% *�� )�� ��	
��
���
���	 ��������� ���
���� ���S

∆F (x) = −i
∫

d4kE
(2π)4

e−ikx

k2
E +m2

. 4#B%�A7

O������ �� )� ������
���� � ��
�� , ��−i� �������� � ����������

�	 ��
��
���	 &�
��	
� ( <��
��� ����� ���������� ����
�	 � ���������
�� ����
���
��� 2#?�#5�=53� ���� ���� � �� m2 ∼ T − Tc� ��� Tc ( ��������� ��������
�������� VV ���� 4��� ������ ����� � ���� ����� �������� T > Tc7% O��� 
�� ������� ����������� � �������	 ���� , ���
���	 ����� ���� � �������

�	
����� ���������� ����
�	 4����������	 ������	7 2#?� #53% �� 4#B%A7� � �����
d4x = −id4xE � (∂µϕ)2 = −(∂µEϕ)2 �������� �����������	 ��
����
�� � ��������
��	 ����� ���� � ����S

Z0E [J ] =
∫

Dϕ exp
{
−
∫
d4xE

(
1
2
[(∂µEϕ)2 +m2ϕ2] − ϕJ

)}
, 4#B%�;7

��� �� ��� ����� �������� �� ����������	 �����	 
������� ������ ��������
�������� 4%�% ����� M�
��� 2=53 ��� ���� ���
�� ∼ ϕ4 � ����7 ��� ������
���
�������� ������� ϕ� ��������	���,���� � �
��
�� ����� J 2#?� #53%

�D�� ���������
���� ��	������������

*���	��� � �������
�, ��
����
�� 
��� �
��������
�� � ������ 
�	 ����
���
��% :��
�� � ������ �����
�	 
�� ������� ��� �
������ *�����
� ( "�����
4$%�;7S

∞∫
−∞

dxe−
1
2ax

2
=

√
2π
a
. 4#B%�$7

9���� ������� �
��������
�� ������ ������������� �−∞ ��∞ � 
� ����������%
+�� ��� ���������
�� n ��� ���� �
�������S∫

dx1dx2...dxn exp

(
−1

2

∑
n

anx
2
n

)
=

(2π)n/2∏n
i=1 a

1/2
i

. 4#B%=B7

*�� A ' �����
�� 
�� ������ � )����
��� a1, a2, ..., an� � x ' n����
�	 �����
4������7 � �����
�
��� x1, x2, ..., xn% C���� �������� )����
�
� � 4#B%=B7 ���
�
������ � ���� ������
��� ���������
��S

(x,Ax) =
∑
n

anx
2
n , 4#B%=#7

�S
��� ��� 	������ ����
� 	����� L ��� �#�� �� ������ ��� � ������ k4 = ±i
�
k2
E +m2�
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� ������
�
 ������ A �� S

DetA = a1a2...an =
n∏
i=1

ai . 4#B%=�7

C���� 4#B%=B7 �������� ���S∫
dnxe−

1
2 (x,Ax) = (2π)n/2(DetA)−1/2 . 4#B%==7

*����� �� )� ����
��� ����������� ��� �,��	 �����
�� 
�	 ������� �
� ����
����������� � ��� �,��	 ��	����� 
�	 ��������
�	 ������� ������ �� ������
�������� ��
�	
�� �����������
��� ���������� ���, ������ � �����
�� 
���
����% &�������� ���� ���� �
��������
�� ���S

[dx] = (2π)−n/2dnx . 4#B%=?7

C���� 4#B%==7 ������������� � ����S∫
[dx]e−

1
2 (x,Ax) = (DetA)−1/2 . 4#B%=57

8� ���
���
�� ����� ��������� 
� �����	� ����� � )����
�
� ��� ���������

�� ����� ������ ����S

Q(x) =
1
2
(x,Ax) + (b, x) + c . 4#B%=67

@��
� ��	����� ��� ��� ������ 4$%=57% >���� 4#B%=67 ������� ��
����� ���
x̄ = −A−1b � ������������ � ����S

Q(x) = Q(x̄) +
1
2
[x− x̄, A(x− x̄)] . 4#B%=A7

C���� ����� ����� �
���� 4$%=57 � ����S∫
[dx] exp

[
−1

2
(x,Ax) − (b, x) − c

]
= exp

[
1
2
(b, A−1b) − c

]
(DetA)−1/2 , 4#B%=;7

��� A−1 ����
���� ����
�, ������%
E�������� ���� �����	 )������� �����% +������� 4#B%�$7 � ������ � ���

�����S ∫
dxdye−

1
2a(x

2+y2) =
2π
a
. 4#B%=$7

+����� z = x+ iy � z∗ = x− iy� �� �� 4�������� ������
 �������� � x, y � z, z∗7
����� dxdy = −idz∗dz/2� ����� ���� 4#B%=$7 ����������� ���S∫

dz∗

(2πi)1/2
dz

(2πi)1/2
e−az

∗z =
1
a

4#B%?B7

&������ )� �������� �
������
� �������� � 4#B%=B7 � 4#B%=57 � 4#B%=;7� �����
�������� 
� ��������

�, )������ ������ A� ��������
�	 ����� b � ����
�
��������
��

[dz] = (2πi)−n/2dnz . 4#B%?#7



!���� 1��	/
����3��� 
�����
�����
�� ��$

C���� �������S∫
[dz∗][dz]e−(z∗,Az) = (DetA)−1 . 4#B%?�e7

∫
[dz∗][dz]e−(z∗,Az)−(b∗,z)−(z∗,b)−c = exp

[
(b∗, A−1b) − c

]
(DetA)−1 . 4#B%?�f7

+�� ������

�� ������� ����
� ������� �
� ���������, ����	 ������ �����
��
�� .��
����
��/ �
������� 
� �����	 ��
��
����
��� �����
��� ������
�
���% *������� ���� ������ 
�� ������
�� 
� �����	 �����
��
����
��� ��
��
���
�� 
��� ������
���% *�� ��� ��� � ������
��� ��	����� 
�� ��
��
��	 ϕ(xµ)% @��
� �������� �� ������
�� ���������
��S

(ϕ,ϕ) =
∫
d4x[ϕ(x)]2 . 4#B%?=7

&�����
�� ������
�� 4#B%=57 �� S∫
Dϕ(x) exp

{
−1

2

∫
dxϕ(x)Aϕ(x)

}
= (DetA)−1/2 , 4#B%??7

��� A ' 
������	 �������� ��	���,��	 
� ��
���� ϕ(x)S

Aϕ(x) =
∫
dy A(x, y)ϕ(y) , 4#B%?57

� ��� ������
�
 ������������ ������

�� ��� ��������,��� ���������
��
������

�� �
���
�	% @��� �
��������
�� Dϕ(x) = [dϕ(x)]% +�� )� ������ ���

��� � ��� ����
�� � ���� ������ 
��� ������
�� ��� 4#B%57% +�����
�� 4#B%??7
����
� 
�����, ��������� ��
����
�� 
�� �
�������%

W��� ϕ(x) ���������� ����	 ��������
�, ��
���, 4����7� � ���
���� ����
���

�� ������
�� 4#B%?�e7S∫

Dϕ∗(x)Dϕ(x) exp
{
−
∫
dxϕ∗(x)Aϕ(x)

}
= (DetA)−1 , 4#B%?67

��� A ' )����� �������%
&�����
�� 4#B%=;7 ��� ������ �������

�� ����	 ϕ(x) ���� ���S∫

Dϕ(x) exp
{
−1

2

∫
dx

∫
dyϕ(x)A(x, y)ϕ(y) −

∫
dxB(x)ϕ(x) − c

}
=

= exp
{

1
2

∫
dx

∫
dyB(x)A−1(x, y)B(y) − c

}
(DetA)−1/2 , 4#B%?A7

��� A−1(x, y) ����
���� ��������,��	 ����
�	 �������% Q
������
�� ������
�� �
��������
�� ��� ��������
�� ����	 ���
����� ��� ������

�� ������
��
4#B%?�f7∫
Dϕ∗(x)Dϕ(x) exp

{
−
∫
dx

∫
dyϕ∗(x)A(x, y)ϕ(y) −

∫
dx
[
B∗(x)ϕ(x) + ϕ∗(x)B(x)

]
− c

}
=

= exp
{∫

dx

∫
dyB∗(x)A−1(x, y)B(y) − c

}
(DetA)−1 . 4#B%?;7
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+��
���� ���� � ��������
�, ������ ������
�� ��� ������������� ��
��
���
��� ���� -��	
� ( "����
� 4#B%#B7S

Z0[J ] =
∫

Dϕ exp
{
−i
∫
d4x

[
1
2
ϕ(� +m2 − iε)ϕ− ϕJ

]}
. 4#B%?$7

1����	 ���� ��
����
�� 
�	 �
����� ����� ��� ���� ������� ��� 4#B%?A7� ����
��� A(x, y) = i(�+m2− iε)δ(x−y)� B(x) = −iJ(x)� c = 0% C���� �� 4#B%?A7 ��������S

Z0[J ] = exp
{
i

2

∫
dxdyJ(x)(� +m2 − iε)−1J(y)

}
[iDet(� +m2 − iε)]−1/2 . 4#B%5B7

+��
����	 ���� ������
�
 ���
� �������� � � ����� , 4#B%??7� ���S

[iDet(� +m2 − iε)]−1/2 =
∫

Dϕ(x) exp
{
− i

2

∫
dxϕ(x)(� +m2 − iε)ϕ(x)

}
, 4#B%5#7

� ����
�	 �������S
(� +m2 − iε)−1 = −∆F (x − y) , 4#B%5�7

�� ������ 
����������

� �� 4#B%#A7% C���� ������
�� 4#B%5B7 ������� �S

Z0[J ] = exp
{
− i

2

∫
dxdyJ(x)∆F (x− y)J(y)

}∫
Dϕ exp

{
− i

2

∫
dxϕ(� +m2 − iε)ϕ

}
,

4#B%5=7
�� �������� � 4#B%#$7% C���� �������� ������ �������
�� �� �������� ��
����
�
�� 
��� �
��������
�� ��� �����
�	 
�� ��� ��� ������������� ��
�����

���� ������

�	 ���� 
����� �� .�����
��/ ����%

*�����

�� ���� ������� ��� ��������� ��
����
�� 
�� �
������� ����
������ ����� ���� �� 
���%

�D�� ������� .���� ���/����� ��	���

*������ ���� � �� Z0[J ] ������� ������������ ��
����
���� ��� ��
���	
"��
� ������
�� �����% 9�� )��� �������� 4#B%�B7 � ���S

Z0[J ] = N
{

1 − i

2

∫
dxdyJ(x)∆F (x− y)J(y)+

+
1
2!

(
i

2

)2 [∫
dxdyJ(x)∆F (x− y)J(y)

]2
−

− 1
3!

(
i

2

)3 [∫
dxdyJ(x)∆F (x− y)J(y)

]3
+ ...

}
. 4#B%5?7

+���� ��� �����������
�� ����
���S

J(x) =
∫
d4pJ(p)e−ipx 4#B%557

� ����� ��� 4#B%�#7 ����� ��������S

− i

2

∫
d4xd4yJ(x)∆F (x− y)J(y) = − i

2
(2π)4

∫
d4p

J(−p)J(p)
p2 −m2 + iε

. 4#B%567
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E��% #B%=S

E��% #B%?S

1�������� �
���������� ������
��� ����������� )����
�� ��� )� �������

� 
� E��% #B%=% C���� ������
�, 4#B%567 ��������� ���������� ������

��

� E��% #B%?% + ����� ��� �������
�� ������������� ��
����
��� 4��������
�������� ������ ( ������7 4#B%5?7 ������������ ������������ ������

��� 
�
E��% #B%5�% +����� �� )� ��� �������� ���������
�
�� #� �� = � % �% .�����/
����� ����
������ �� �� �� ����� ���� � �
��������
�	 �����	% !�� ��,�
�� 
����
� ��
� � �� Z0[J ] ������� ������������ ��
����
���� ��� ��
���	
"��
� �������������	 ����� ����%

"������ %�������� ������� 
��� M���������� ��	������ ����#���� � ��
 ��������� %���!
��� F (y1, ..., yk) �� k 	��������� y1, ..., ykB

F{y} ≡ F (y1, ..., yk) =
∞�
n=0

k�
i1=1

...
k�

in=1

1

n!
Tn(i1, ..., in)yi1 ...yin , )28�=O*

 
�

Tn =
∂nF{y}
∂yi1 ...∂yin

����
y=0

. )28�=I*

"����
�� ��	��� � ������������ 	��
��� �� 
� 	��������� �������� ���������B i → x, yi(i =
1, ..., k) → y(x),

$
i →

%
dx � 	����� ���	����� ����#���� 
� ���������B

F [y] =
∞�
n=0

	
dx1...dxn

1

n!
Tn(x1, ..., xn)y(x1)...y(xn) , )28�=P*

 
�

Tn(x1, ..., xn) =
δ

δy(x1)
...

δ

δy(xn)
F [y]

����
y=0

. )28�38*

� ���� ����� � ������� F [y] �  ������ ��� � 	������
���� %��������� 
� %������
Tn(x1, ...xn)�

:�� �����������	 ��
����
�� Z[J ] 
��� ��� �
�������� % &
� ��� �� �����
��� ���������
���
 �������� �������� ������ ( ������ � ��������� ����
���

�+������������ ���#���� N �
��� �	�����
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E��% #B%5S

J % W�����

�	 
���������	 ������� ������� Z[J = 0] = 1% C���� ����� 
����� 
����
���S

Z[J ] = 〈0,∞|0,−∞〉J , 4#B%6#7

�� �� ������� Z[0] = 1 �����
���� �����������% *�)��� 4#B%#B7 � 4#B%�B7
������ �������� ���S

Z0[J ] =

∫
Dϕ exp

{
−i
∫
d4x

[
1
2
ϕ(� +m2 − iε)ϕ− ϕJ

]}
∫

Dϕ exp
{
−i
∫
d4x

1
2
ϕ(� +m2 − iε)ϕ

} , 4#B%6�7

Z0[J ] = exp
{
− i

2

∫
dxdyJ(x)∆F (x − y)J(y)

}
. 4#B%6=7

8� 
���� ��������
��� ������
�� ����������, ������, Z[J = 0] = 1� �� �
���������� ��������
�� 
��������

��� 
���������
��� �
������ N %

>�
����
�� Z0[J ]� �����������	 ������
��� 4#B%6=7� � ��������� � 4#B%6B7�
������� ������������ ��
����
���� ��� ��
���	S

τ(x1, ..., xn) =
1
in

δnZ0[J ]
δJ(x1)...δJ(xn)

∣∣∣∣
J=0

. 4#B%6?7

+�����
�� 4$%#B57� ��
������ ��S

δnZ0[J ]
δJ(x1)...δJ(xn)

∣∣∣∣
J=0

= in〈0|Tϕ(x1)...ϕ(xn)|0〉 , 4#B%657

�� ��

τ(x1, ..., xn) = 〈0|Tϕ(x1)...ϕ(xn)|0〉 4#B%667
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�� ��������7 ����
/� �==

���������� ����	 ������
�� ����
�� � ���
������������ ���������
�� �������
����������� %�% ������� n�����
�	 4�� ����� ������
�7 ��
����	 "��
� ���
�������������	 �����% 8� ��������
�� �������� � ��������

�� ���� �����
����
��� ��
���	 "��
� � �������
�� ���������� ���
���	 ����� ����% *���
��������	 ��
����
�� ���
� ���� ������ � ����S

Z0[J ] =
∞∑
n=0

in

n!

∫
dx1...dxnJ(x1)...J(xn)τ(x1, ..., xn) , 4#B%6A7

�� � ��
����� �� Z0[J ] ������� ������������ ��
����
���� ��� ��
���	 "���

� τ(x1, ..., xn)% ���

� )� �������
�� � ������
� ���������� 
� E��% #B%5%

O�	����� �������
��� 
������� �����	��� n�����
�� ��
���	 "��
�% :��
���
��� �� �� ����� ���� �� ������
�	 �����	 ������
��� ����% :��
�� � ��
����
�	 ��
����S

τ(x, y) = − δ2Z0[J ]
δJ(x)δJ(y)

∣∣∣∣
J=0

. 4#B%6;7

+������
�� ���
� ������� 
����������

�� ����� ��� �������

�� ���� �����
����
�� ��
����
�� 
�	 ��������
�	% �����S

1
i

δZ0[J ]
δJ(x)

=
1
i

δ

δJ(x)
exp

[
− i

2

∫
dx1dx2J(x1)∆F (x1 − x2)J(x2)

]
=

= −
∫
dx1∆F (x− x1)J(x1) exp

[
− i

2

∫
dx1dx2J(x1)∆F (x1 − x2)J(x2)

]
, 4#B%6$7

1
i

δ

δJ(x)
1
i

δ

δJ(y)
Z0[J ] = i∆F (x− y) exp

(
− i

2

∫
J∆FJ

)
+

+
∫
dx1∆F (x − x1)J(x1)

∫
dx2∆F (y − x2)J(x2) exp

(
− i

2

∫
J∆FJ

)
, 4#B%AB7

��� ����� ����� �������

�� ����� )����
�
�% *������ ���� J = 0� ��������S

1
i

δ

δJ(x)
1
i

δ

δJ(y)
Z0[J ]

∣∣∣∣
J=0

= i∆F (x− y) 4#B%A#7

���
τ(x, y) = i∆F (x− y) . 4#B%A�7

N�
�� �� ������
�� ��
���� "��
�� ���������� �������� � ��	
��
������ ����
�������� ������
�	 ������ 4��
������
�� ��
���� "��
� ������
�	 ������
�	
������7% :� ��������� ��� ��� �� ���������	 �����% *������� �
����� ��������

�� � ��������
�� �������% *� ��������
�, ���
������������ ���������
�� ����
��S

τ(x, y) = 〈0|Tϕ(x)ϕ(y)|0〉 =
= θ(x0 − y0)〈ϕ(x)ϕ(y)〉 + θ(y0 − x0)〈ϕ(y)ϕ(x)|0〉 . 4#B%A=7

*����� ��������� ���� ���������� ����	 �������� �����
��� �����
�� ���
���� � ���� y � ����
 �����
� y0 � �� �������,���� �
�����
�� � ���� x
� ����
 x0% +���� ��������� ��� �������� �����
��� �����
�� ������ �



�=? &���� !�� ���,.)( - ��-'%)(

E��% #B%6S

���� x � ����
 x0 � �� �
�����
�� � ���� y � ����
 �����
� y0% 8� ��������
���������� ������,�������
� 
� E��% #B%6% 1���� )�� ������� � ��� ��	
���

�����	 ���������% @� �
���� �� � �������
�� ������� ���� ϕ ���
� ������ 
� ���� ����� ���
�� � �������� 
��� � ������� 
��� ������� 4��% "����
=7S

ϕ(x) = ϕ(+)(x) + ϕ(−)(x) , 4#B%A?7

���

ϕ(+)(x) =
∫

d3k
(2π)3

1√
2ωk

ake
−ikx , 4#B%A57

ϕ(−)(x) =
∫

d3k
(2π)3

1√
2ωk

a+
k e

ikx , 4#B%A67

��� ωk =
√

k2 +m2� � a+
k , ak ' ��������,��� �������� �����
�� � �
����

��
��% 1 ����� ������ )�� ���������� � ������
�� ����
�� 4#B%A=7 ���,��
�� �� ���
� ���� ϕ(+)ϕ(−)S

τ(x, y) = θ(x0 − y0)〈0|ϕ(+)(x)ϕ(−)(y)|0〉 + θ(y0 − x0)〈0|ϕ(+)(y)ϕ(−)(x)|0〉 . 4#B%AA7

*�������� �,�� 4#B%A57 � 4#B%A67 ��������S

τ(x, y) =
∫

d3kd3k′

(2π)6
√

2ωkωk′
[θ(x0 − y0)e−i(kx−k

′y) + θ(y0 − x0)e−i(ky−k
′x)]〈0|aka+

k′ |0〉 ,

4#B%A;7
�� ��� ���������� �������� � ������
�� ����
�� � ����� , ���������

��
���
���
�	 4��� ���� ������ ������,��	�� � 
�� ����� � �� 
����� 
���
���������
�� � 
�
�����	 ����� � δ���
����7� ��������S

τ(x, y) =
∫

d3k
(2π)32ωk

[θ(x0 − y0)e−ik(x−y) + θ(y0 − x0)eik(x−y)] . 4#B%A$7

!�������� �� )� ������
�� ����� �������� � i∆F (x−y)� ��� ∆F (x−y) �������
4#B%�#7% +�����
�� 4#B%�#7 ���
� �������� ���S

∆F (x) =
∫

d4k

(2π)4
e−ikx

k2 −m2 + iε
=
∫
d3kdk0

(2π)4
e−ikx

k2
0 − (k2 +m2) + iε

=

=
∫
d3kdk0

(2π)4
e−ikx

2ωk

{
1

k0 − ωk + iδ
− 1
k0 + ωk − iδ

}
. 4#B%;B7
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�
����� �� k0 �� ��� ������� ���
� ����� ������� ��
��
�� �
���������

���% + ��������� )����
�
� ��� e−ik0x0 � �� �� ��� x0 > 0 �������� ��
��
�
��������
�� � 
��
�	 ������������ k0� � �
����� ����������� ������� �
���,�� ��� k0 = ωk − iδ% *�� x0 < 0 ����
�� ��
�� �
��������
�� � ����
�	 ���
��������� � ��� ���������� ������� ���,�� ��� k0 = −ωk + iδ% C����� �� ������
-���� �����S

∆F (x) =
∫

d2k
(2π)3

eikx

2ωk

[
θ(x0)(−i)e−iωkx0 − θ(−x0)ieiωkx0

]
. 4#B%;#7

*���� ����
� �� ����� �
������ k → −k � ��������
���
�� x→ x− y� ��������S

∆F (x− y) = −i
∫

d3k
(2π)32ωk

[
θ(x0 − y0)e−ik(x−y) + θ(y0 − x0)eik(x−y)

]
, 4#B%;�7

�� �������� � −iτ(x, y) �� 4#B%A$7% C���� �������� ������
�� ��
���� "��
��
���
����� � ��
����
�� 
�� �������� ��	����� 
�� �������� � ��
������
��
����������� �������
�	 ������������ ����� ����%

:� �� ���������� ����	 #�����
�� ��
����` &�����
�� �� �� 4#B%6$7 �����S

τ(x) = 〈0|Tϕ(x)|0〉 = 〈0|ϕ(x)|0〉 =
1
i

δZ0[J ]
δJ(x)

∣∣∣∣
J=0

=

= −
∫
dx1∆F (x− x1)J(x1) exp

(
− i

2

∫
J∆F J

)∣∣∣∣
J=0

= 0 4#B%;=7

' ������
�� ����
�� ������ ���� ���
� 
��,U

:�	��� ���� =�����
�, ��
���,% 9������
����� ��� ��� 4#B%AB7� �������S

1
i

δ

δJ(x1)
1
i

δ

δJ(x2)
1
i

δ

δJ(x3)
Z0[J ] =

−i∆F (x2 − x3)
∫
dx∆F (x1 − x)J(x) exp

(
− i

2

∫
J∆FJ

)
−

−i∆F (x2 − x1)
∫
dx∆F (x3 − x)J(x) exp

(
− i

2

∫
J∆FJ

)
−

−i∆F (x3 − x1)
∫
dx∆F (x2 − x)J(x) exp

(
− i

2

∫
J∆FJ

)
−

−
∫
dx∆F (x2 − x)J(x)

∫
dy∆F (x3 − y)J(y)

∫
dz∆F (x1 − z)J(z) exp

(
− i

2

∫
J∆F J

)
,

4#B%;?7

�� ��� J = 0� � ������
�� ,� ��� 
�� % C���� �������S

τ(x1, x2, x3) = 〈0|Tϕ(x1)ϕ(x2)ϕ(x3)|0〉 = 0 . 4#B%;57
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E��% #B%AS

Q
������
�� �������
�� ��,S

1
i

δ

δJ(x1)
...

1
i

δ

δJ(x4)
Z0[J ] = −∆F (x2 − x3)∆F (x1 − x4) exp

(
− i

2

∫
J∆FJ

)
−

−∆F (x2 − x1)∆F (x3 − x4) exp
(
− i

2

∫
J∆FJ

)
−

−∆F (x3 − x1)∆F (x2 − x4) exp
(
− i

2

∫
J∆FJ

)
+ ... ,

4#B%;67

��� �
�������� ����
���
� ���
�� ������,����� � 
�� ��� J = 0% 1�������
�

�� ��������S

τ(x1, x2, x3, x4) = −∆F (x2 − x3)∆F (x1 − x4) −
−∆F (x2 − x1)∆F (x3 − x4) − ∆F (x3 − x1)∆F (x2 − x4) , 4#B%;A7

�� ���������� ����������� ������������ ������

��� 
� E��% #B%A � ��� ���
������ ���������
�
�� ���� ������
�� �����% O��� ����� ������
���

��
�����

�� ���� ����� �����
�
� ����� ������
��� ��������� ��
���� �������

�� �����%

*������� � n�����
�� ��
������ 
����
� ����� ��� �� ��� 
���
�� n ���
�
� ����� ���
� 
��,S

τ(x1, x2, ..., x2n+1) = 0 . 4#B%;;7

9�� ��
�� n ������ n�����
�� ��
���� ����������� 
� ����� ���������
�	
������
�� ��
���	 4�� ���� .�������
���/� %�% �� ���������
�� ������
������
�������� � 
�� �����
� ������
�7S

τ(x1, x2, ..., x2n) =
∑
P

τ(xp1 , xp2)...τ(xp2k−1 , xp2k
) , 4#B%;$7

���

τ(x1, x2) = i∆F (x − y) . 4#B%$B7

8� ������� � �����
�	 
�� ������ +���� ������ ���� 
��� ������
� � �
��
����
�� 
�	 ������������ ���
���	 ����� ����%
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6����J
� 4��	/
���� ��� �6�
2��������OJ
7 ������ �=A

�D�$ )��������=�� :��������
 �
� ���������'

�	��E=�� ��
���

9� ��� ��� ��� ��� � ����� ������
��� 4
���������	���,���� ����7% -�� ���
)� ������ 
� ��������	���,��� ����` E�������� �����	��	 ������ ���	
������ ����� �����
���
 ������
��� ���� � ����S

L =
1
2
∂µϕ∂µϕ− m2

2
ϕ2 − g

4!
ϕ4 = L0 + Lint , 4#B%$#7

��� g ' 
������� ��
��
� ��������	����% 8� �� 
��������� ����� gϕ4%
M����
���
 ��������	���� ��� 
�� ���� ���S

Lint = − g

4!
ϕ4 . 4#B%$�7

!���
�
�� M����
�� ��� ���	 ����� ��� 
���
�	
� 4� 
�� ��������� ���������
∼ gϕ37� �� � ������ 
������ ��������	���� 4������	����7% + ����� ������
�����
���
 ��������	���� ���������� ����	 
������, ��
���, V (ϕ)% + ���
�
����� ���
� ���������� ���� 
�����
����� 
�� ��
����� ��
��� �� ����
��
����� �����	���� ��������%
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���� �� ��
��� ��� 
������� S =
%
d4xL ����������� )� = 1*� 1�������������� �����������

� ���#���� [L] = l−4�  
� l 7 ��������� 
���� M���������� ���� �� )�����*B [E] = [m] = l−1�
C� ��
� � ���#���� )28�P2* 	������� ��� [ϕ] = l−1� E� 
� �� )28�P-* ����� ��� � ������ gϕ4

��������� ������
������� g 	��������� &�� ����� ��#��� �������������H Q� �
��� ��� 
�����
������ ������� 	��������������� C���������� ��� ��#�� 	����� �� ��
����� �����������
������#����� M��������� ���� ����� ���	����� � ���#��� ������
�������B

Lint = gkϕ
4+k k > 0 )28�P.*

E� 
� ����������� ��������������� ��������� ������
������� [gk] = lk� +� ����#���� ������
���������� ��� 
� ��
� ������� 	� ������������� ����� 	��������� � 
����� ����� �����
	��������� ��
�� �������B

gkl
−k ∼ gkm

k ∼ gkE
k )28�PD*

������ � ������ ���� �� E )�� �� ���� �����������*� &�� 	��� �� ��� ������������ �������
����#����� ��	���������������� ��������������� ������� 0���� ��#�� �������� ��� ���������!
����� ��������� ������
������� ������� ������
���� )�� �� 
����������H* ������� 	������!
���������� � ���� ������ ������
���������� ������� E������ ������
���� ����� ���������
������
������� ��� �� ������������ �� ����������� �� ��� �� ������������ ���	���� 
�!
��B g ∼ l−a, a > 0� � 	���
��� ������ ������������ 	������� ������ ���������� gE−a ��
��
�	��� ������
��� 	�� ������� ���� ���� 1 ���� ����� ������  �
���� � ������ gϕ3� �� � ��� 
��!
 �� 	������ L ����������� 	��#������� �	��
�������� ���� �� )��� ������� � ���������*�
"������� ������ gϕ4 �������� 	� ���� 
��� �
���������� '��������( ������� ������� � 	�� �
������������� 	�����������!������� ��

A� �	������ � 	�� (s = 1/2) ��#�� �����#
��� ���#�� A���������� � ���#��� L ∼ iψ̄∂ψ−
mψ̄ψ� ��� ��� [ψ] = [ψ̄] = l−3/2� 1�������������� ��� ����������� ������
������� 
��������� �
	�� �� �������� ��
� )������
������� l����*B

Lint ∼ gψ̄ψϕ , )28�P=*

�� ��������������� ��������� ������
������� g ����������� � ������ 	�������������� T ���
����� �������%��������� ������
������� )F����* ��
�B

Lint ∼ Gψ̄ψψ̄ψ , )28�P3*

�Q��� 	�
����� ��� ��	����� ������ ����������� �� ����������� 	������������ ��
�� ����#!

����� 	��
����
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�� ��������� ����� G ��������B [G] = [m−2] = l2� E���� ������ ����� '	����( 	���
���� 	��
������ ���� ��� � ������� ��	���������������

� ����������� ������ 	������ ������������� ����� 	�������������� ������� Q��������!
����� ��������� ����� �������  ����� ��������� ������ �����#��� � ���#����� ������
��!
������

:��������

�	 �����������	 ��
����
�� ��� ����� � ��������	����� �����
����� ���� ��� � ��� 
���������	���,��	 ����� 4��%4#B%#7� 4#B%6�77S

Z[J ] =

∫
Dϕ exp

(
iS + i

∫
dxJϕ

)∫
DϕeiS , 4#B%$A7

��� S =
∫
d4xL ' ��	���� �������������	 ������ � ����� ������ � �����
���

�
� ��������	����% *�� Lint = 0 4#B%$A7� ������

�� ������� � ��������

��
���� ������
��� ��� ������
�	 �����% + ����� ������ ����� S = S0 + Sint� ���
Sint =

∫
d4xLint%

:����������

� ������� ��
����
�� 
�� �������
������
��� �����S

1
i

δZ

δJ(x)
=

∫
Dϕ exp

(
iS + i

∫
dxJϕ

)
ϕ(x)∫

DϕeiS , 4#B%$;7

1
i2

δ2Z

δJ(x)δJ(y)
=

∫
Dϕ exp

(
iS + i

∫
dxJϕ

)
ϕ(x)ϕ(y)∫

DϕeiS 4#B%$$7

� % �% *������ � )�� ������
��� J = 0 ��
������� ��� ���
������ ��
���� �����S

〈0|Tϕ(x)ϕ(y)|0〉 =
∫
Dϕ exp (iS)ϕ(x)ϕ(y)∫

DϕeiS , 4#B%#BB7

〈0|Tϕ(x1)ϕ(x2)ϕ(x3)ϕ(x4)|0〉 =
∫
Dϕ exp (iS)ϕ(x1)ϕ(x2)ϕ(x3)ϕ(x4)∫

DϕeiS 4#B%#B#7

� % �% +����� �� ��
���� "��
� ���������, ����	 ��
����
�� 
�� .����
��/
� ���������
�	 ��
��� ����� ����	� ������ .�����
�
��/ ��������� � .�����/
eiS % W��� � )�� ������
��� ������ S = S0 + Sint � ������� �������
�� )�����

�
 � ��� �� ����
�� Sint� %�%� ��������� � ��� ����� �������
�	 �� ����
��
��
��
� ��������	����� � ��� ���� ������

�	 ���� ������	 +���� ���
�
������ ��������
�, ��
��� ��� �������
�� �,��� ��
���	 "��
�� �������
�������	 ����� ����� �
������
� ���� ��� )� ������� � �������
�� �������%
+��
���,��� ��� )�� .����
��/ � ���
�� ���������
�	 ����	 � ���
�� �����
���� .�����
� ��/ 0 eiS0 % 8� .����
��/ ����� �������,�� 4�������� �
�����
��U7 �� ��� �� ������� ������� � ��������,��� ������
�� ��
����� "��
�%
@�� ��
���� ��	��� 
����� �� �
��� ����� ������ 
��� ����� ��
���

�� 
�
��������
�� ����� ���
���
�	 ��� ������������� ��
����
��� ��������	����
,��	 ����� 4#B%$A7%

O������ ��
1
i

δ

δJ(x)
ei

�
dxJϕ = ϕ(x)ei

�
dxJϕ . 4#B%#B�7

*����� �� J � ϕ ���� 
���������� 4��
����
�� 
��7 ������

��� �
������
��
����
��� ���� ���� � ��� �,��	 ��
���� � ϕS

V

(
1
i

δ

δJ(x)

)
ei

�
dxJϕ = V (ϕ(x)) ei

�
dxJϕ , 4#B%#B=7
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� ϕ4� �=$

�� ����� ����������� �������
��� V (ϕ) � ��� C)	����% C���� �����S

e−i
�
dxV (ϕ)ei

�
dxJϕ = e−i

�
dxV ( 1

i
δ

δJ(x) )ei
�
dxJϕ . 4#B%#B?7

*�)���� ����� ��� � ������� V (ϕ) �����
���
 ��������	���� Lint(ϕ)� ���
�
������ �����������	 ��
����
�� ����� �� ��������	����� � ����S

Z[J ] = N
∫

Dϕ exp
{
i

∫
dx

[
1
2
∂µϕ∂

µϕ− 1
2
(m2 − iε)ϕ2 + Lint(ϕ) + Jϕ

]}
=

= N
∫

Dϕ exp
{
i

∫
dxLint(ϕ)

}
exp

{
i

∫
dx

[
1
2
∂µϕ∂

µϕ− 1
2
(m2 − iε)ϕ2 + Jϕ

]}
=

= N exp
{
i

∫
dxLint

(
1
i

δ

δJ(x)

)}
Z0[J ] 4#B%#B57

���� ����� ��� 4#B%�B7S

Z[J ] = N exp
[
i

∫
dxLint

(
1
i

δ

δJ(x)

)]
exp

{
− i

2

∫
dxdyJ(x)∆F (x− y)J(y)

}
.

4#B%#B67
C���� �������� �� �������� ����� ������
�� ��� ������������� ��
����
���
����� � ��������	������ ������ � ��� 
�	��� ���� ����� ����
� ��� �������

�� ��������
�	 ��
���%

�D�( "����� ϕ4�

��� ���
���� � ��������
�, ����� � �����
���
�� ��������	����S

Lint = − g

4!
ϕ4 . 4#B%#BA7

:��������

�	 �����������	 ��
����
�� ��� )�	 ����� ���� ���S

Z[J ] =
exp

[
i
∫
dzLint

(
1
i

δ
δJ(z)

)]
exp

[
− i

2

∫
dxdyJ(x)∆F (x− y)J(y)

]{
exp

[
i
∫
dzLint

(
1
i

δ
δJ(z)

)]
exp

[
− i

2

∫
dxdyJ(x)∆F (x− y)J(y)

]}∣∣∣
J=0

.

4#B%#B;7
C����� �������
�	 ������ �������
��� )��� ������
�� � ��� �� ����
�� ��
�
��
� ����� g% +������ ������ ���
� �������
�� ��� ��������S[

1 − ig

4!

∫
dz

(
1
i

δ

δJ(z)

)4

+ O(g2)

]
exp

[
− i

2

∫
dxdyJ(x)∆F (x− y)J(y)

]
. 4#B%#B$7

9������
����� ����������� 
�� ��������S

1
i

δ

δJ(z)
exp

[
− i

2

∫
dxdyJ(x)∆F (x − y)J(y)

]
=

= −
∫
dx∆F (z − x)J(x) exp

[
− i

2

∫
dxdyJ(x)∆F (x− y)J(y)

]
, 4#B%##B7
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(
1
i

δ

δJ(z)

)2

exp
[
− i

2

∫
dxdyJ(x)∆F (x− y)J(y)

]
=

=

{
i∆F (0) +

[∫
dx∆F (z − x)J(x)

]2
}

exp
[
− i

2

∫
dxdyJ(x)∆F (x− y)J(y)

]
,

4#B%###7

(
1
i

δ

δJ(z)

)3

exp
[
− i

2

∫
dxdyJ(x)∆F (x− y)J(y)

]
=

=

{
3[−i∆F (0)]

∫
dx∆F (z − x)J(x) −

[∫
dx∆F (z − x)J(x)

]3
}

×

× exp
[
− i

2

∫
dxdyJ(x)∆F (x − y)J(y)

]
,

4#B%##�7

(
1
i

δ

δJ(z)

)4

exp
[
− i

2

∫
dxdyJ(x)∆F (x− y)J(y)

]
=

=

{
−3[∆F (0)]2 + 6i∆F (0)

[∫
dx∆F (z − x)J(x)

]2

+
[∫

dx∆F (z − x)J(x)
]4
}

×

× exp
[
− i

2

∫
dxdyJ(x)∆F (x− y)J(y)

]
.

4#B%##=7

8�� ������
��� ���
� �������� ���������% P���� �������� ��
���,
−i∆F (x − y) 4���������7 �����
�	 ��
��	� �����
�,��	 ���� x � y% +�����
�
−i∆F (0) = −i∆F (x−x) ����� �������� ����
��	 ����	� �����

�	 � ����	 x%
C���� ������
�� 4#B%##=7 ���������� ������������� ��� )� ������
� 
� E��% #B%;%
*���������
�� ��)������
�� =� 6� # ���
� ��
� �� ��������
�	 ��������%
:�������� ��)������
 = ��������� ��� �������� �����
� ��� ���� ��
�	 �
��������� � ����� ������% Q
������
�� �� ����� ��������� ������ 6 ��������
�����
� ��� ��
��� �� ���� ��������� ��������

�� 
� E��% #B%; ��������
��% 8� ��)������
� 
�����,�� �������� ��������� �� ��� ������� ����	
������� �� ������
�� 
���% O������ �� �����	 ���
 � 4#B%##=7 � 
� E��% #B%;
���������� ����	 ����
�	 ������
�	 ����� 4������7 ��� �
��
�� ��
�	%

E�������� ���� �
���
��� 4#B%#B;7% 9�� )��� ������
� ����� ������ 
J = 0 � 4#B%##=7� �� ����,��� ����	 � ���	 ���
� 
� E��% #B%;% C���� ��������
� ��
�� , �� ���
�� ������� g� �����������	 ��
����
�� ����������� ����
������ E��% #B%$� ��� ����� ����
��� ������
� �������
��� �
���
���� � �	
�� ��
�� ,% *�� )�� ������
�	 ������ �� �
���
���� .���
���� 
�����/ � �
��
��� ��������� � ������
�� �������� ��������% + )�� ���������� ���
������������ ���� ����� ������� �������
�� ������
�� ��������� ������ ���
���
���� � ��� ������������� ������������ ��
����
���� � ���
���	 �����
����%
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9�������
�� ��
���� ����������� ���S

τ(x1, x2) = − δ2Z[J ]
δJ(x1)δJ(x2)

∣∣∣∣
J=0

. 4#B%##?7

�� E��% #B%$ ��
�� �� ����� ������� ���������� ��
����
��� Z[J ] � ������
��
��� τ(x1, x2) ����
 ����� i∆F (x1 − x2)� %�% ������
��� ����������% 9��������
E��% #B%$ � ���� �� .�������/ ������� ����� �
������ J � 
� ��� (J = 0)
������ � ������
�, ��
���,% +���� � ��������� � ����	 � Z[J ] ����
S

g

4
∆F (0)

∫
dxdy∆F (z − x)J(x)∆F (z − y)J(y) exp

(
− i

2

∫
J∆FJ

)
. 4#B%##57

9������
����� )� ������
�� ��� ����� ��������S

1
i

δ

δJ(x1)
(...) = − ig

4
∆F (0)2

∫
dydz∆F (z − x1)∆F (z − y)J(y) exp

(
− i

2

∫
J∆FJ

)
+ ... ,

4#B%##67
1
i

δ

δJ(x2)
1
i

δ

δJ(x1)
(...) = −g

2
∆F (0)

∫
dz∆F (z − x1)∆F (z − x2) exp

(
− i

2

∫
J∆F J

)
+ ... ,

4#B%##A7
��� �����
� ���
�� ������,����� � 
�� ��� J → 0% + ����� �����S

τ(x1, x2) = i∆F (x1 − x2) −
g

2
∆F (0)

∫
dz∆F (z − x1)∆F (z − x2) +O(g2) , 4#B%##;7

�� ��������
� ����������� 
� E��% #B%#B 9�� ������
�	 ������ �����S

τ(x) = i∆F (x) = i

∫
d4k

(2π)4
e−ikx

k2 −m2 + iε
4#B%##$7

� ��� ������� ������
��� ���������� ���� ���,� ��� k2 = m2� �� ��� �����
��������,��	 ������% :����
� ����� ��� �� ��� 
������ ��������	�����
����� ������ ��
����� ����
�	 � m% + ����� ����� ����	 ���
 
� E��% #B%#B
���
� ������ ���S

−g
2
∆F (0)

∫
dz∆F (x1 − z)∆F (x2 − z) =

= −g
2
∆F (0)

∫
d4pd4qdz

(2π)8
e−ip(x1−z)

p2 −m2 + iε

e−iq(x2−z)

q2 −m2 + iε
=

= −g
2
∆F (0)

∫
d4pd4q

(2π)4
e−ip(x1−x2)

(p2 −m2 + iε)2
δ(p+ q) =

= −g
2
∆F (0)

∫
d4p

(2π)4
e−ip(x1−x2)

(p2 −m2 + iε)2
, 4#B%#�B7
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�� �� 4#B%##;7 ������� �S

τ(x1, x2) = i

∫
d4p

(2π)4
e−ip(x1−x2)

p2 −m2 + iε

{
1 +

i

2
g

∆F (0)
p2 −m2 + iε

}
. 4#B%#�#7

*�� g � 1 ���
 � �����
�� ������� � 4#B%#�#7 ���
� �������� 4� �	 �� ��
��
� ,7 ���S {

1 − i
g

2
∆F (0)

p2 −m2 + iε

}−1

. 4#B%#��7

1�������

�S

τ(x1, x2) = i

∫
d4p

(2π)4
e−ip(x1−x2)

p2 −m2 − i
2g∆F (0) + iε

. 4#B%#�=7

+����� �� ���� ��� ������� τ(x1, x2) ���� ���,� ���S

p2 = m2 +
i

2
g∆F (0) ≡ m2 + δm2 = m2

r , 4#B%#�?7

���

δm2 =
i

2
g∆F (0) , 4#B%#�57

� ������
� mr ���������� ����	 ���������, 4��� ����
��������

�,7 ����� ���
����% C���� �������� ��������	���� ����
�� �����% - ������
�,� ������
� δm2


� ���� �� �������
�� ������ 
� �
� �����
��
�� ������ �� ∆F (0) ∼
∫
d4k
k2 ∼∫

dkk3/k2 ∼
∫
dkk� � )� �
����� ��������
� ��������� 
� ����
�� �������%

8� �
��� ������ ����
�	 .�� ����������	/ ����������� � ���
���	 �����
����% 1������ ���� ���� ��� ��� � � ���
���	 )�������
�����% >���������
�����
� ����������� ' ����
�	 ������� ��������	���� 4����� 
�� ����� ���
��7% :�� 
������
�� �������� �� ����	�
���� .������������	/ ����
��� .���
����
��/ ���� �����������	% :�������� � ����� ��
��
������

��� �����
���
� �
������
�� ��������� ����
�	 ������ �
��������
�� ����
� ∼ 1/a� ��� a '

������� .��
���� 
��/ ���
� ������� ����
��� ������
��� ������
�� ��� ���
���

�	 ������% Q
���� ���	 ���
� � ���
���	 ����� ���� 
� ������
� �����
���� ��� �����
�� 4
������� ���� �����
�� ������
�	 ������� ������
����
�����
� 
� ����� ������
���7 ��
� 
������ �����������, �
�����

�� 
�����% *������� ������� ��� ����
���������� ����	� ����� ������ ��� ����
����������� .���
� / � ��
��
�� ����� ���������� ������������ �� )��������
�
� 4������ ��
��
� ��������	���� � % �%7% 9�� ����
���������	 ����� gϕ4 ��
��� ���
���� � �������
�, )�� ��������%

"-0�:�:394 H135A�4?

�����S

τ(x1, x2, x3, x4) =
δ4Z[J ]

δJ(x1)δJ(x2)δJ(x3)δJ(x4)

∣∣∣∣
J=0

. 4#B%#�67

_��
 ������� g0 ��� ��������
 ����� �� 4#B%;A7 �����S

τ(x1, x2, x3, x4) = −∆F (x2 − x3)∆F (x1 − x4) −
−∆F (x2 − x1)∆F (x3 − x4) − ∆F (x3 − x1)∆F (x2 − x4) , 4#B%#�A7
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E��% #B%#�S

�� ������
� ���������� 
� E��% #B%A � ��������� ������
��� ���������
�
�,
���� ����� ��� ������� ������
��% E�������� ����� ������� ������� �� g% �� ����
���������������
����
���� �������

��� 
� E��% #B%$� ��
�� �� ���
 ����� �����
���� �����

�	 � �������
������
��� �������� ������� � Z[J ] �����������
E��% #B%## � ����
S

g

4
δ4

δJ(x1)δJ(x2)δJ(x3)δJ(x4)
×

×
{

∆F (0)
∫
dx

∫
dy

∫
dz∆F (x − z)∆F (y − z)J(y)J(x) exp

(
− i

2

∫
J∆F J

)}∣∣∣∣
J=0

=

= − ig
2

∆F (0)
∫
dz[∆F (z − x1)∆F (z − x2)∆F (x3 − x4) +

+∆F (z − x1)∆F (z − x3)∆F (x2 − x4) + ∆F (z − x1)∆F (z − x4)∆F (x2 − x3) +
+∆F (z − x2)∆F (z − x3)∆F (x1 − x4) + ∆F (z − x2)∆F (z − x4)∆F (x1 − x2) +

+∆F (z − x3)∆F (z − x4)∆F (x1 − x2)] ,
4#B%#�;7

�� ���������� ������
� ���������	 
� E��% #B%#�� ����
�,��	 ��� ���������
��

��� ������
��% 9����	 ����� ������� ������� �� g ��������� �������
���
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E��% #B%#=S

E��% #B%#?S

����
��� .�������������/ ������� � Z[J ]� �� ���S

− ig
4!

δ4

δJ(x1)...δJ(x4)

{∫
dz

[∫
dx∆F (z − x)J(x)

]4

exp
(
− i

2

∫
J∆FJ

)}∣∣∣∣∣
J=0

=

= −ig
∫
dz∆F (x1 − z)∆F (x2 − z)∆F (x3 − z)∆F (x4 − z) ,

4#B%#�$7

�� ���������� ���
� �������� ����� ����	 � ���� �� .�������/� ��� ����
���������� )����
��
�, 4.�������
�,/7 �����
� ��������	����%

C���� �������� ���
�� ?�����
�� ��
����� � ��
�� , �� ���
�� ������� g�
����������� ��������� E��% #B%#=% O��� �����	 ���
 ������� g0� ��� �� ���
�������� 
� ��� ������ � ������
��� ����	 ���
 �������� ������	���� ��
�	
�� ������ � ������

� ������
�� ���������� �� �� �� �� ���������%

_����

�� ��)������
� 
� E��% #B%#=� � � ������ �����
�� �������� ����

� ��
� �� �����
���
�� ��������
�	% E�������� �������� 
�, ���������
������� gn ��� ?�����
�	 ��
����% &
� ������� n �����
 ' E��% #B%#?% !
?�����
�	 ��
���� ������ ? �
��
�� .�����/ ' E��% #B%#5 4�������������7% C��
��� 
��
� ����� ��������� �����
� )� .�����/ � n �����
���� �� ��������
�������
�� ��������% :�������� � ������ ������� �� g �������� �� ��������
����� ������
�� ��� ��	
��
������ ��������� ������

�� 
� E��% #B%#6% _���
������ ��������� E��% #B%#64�7 
��
� �
����� �����
� x1 
� �������������

E��% #B%#5S
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E��% #B%#6S

E��% #B%#5 � ��
�� �� ��
��� �����
�% 1������� ? ������� )� ����� % *����
)��� ������ = ������� �����
� x2 � ��
�� �� ��������� ��
��� � % �% +�����
���� �������� ������ 4! = 24 ������� ������ )� ��������� �� ��������������
��,�� � ���
���� ��������,��	 ��)������
 
� E��% #B%#=% _��� ������ 
��������� E��% #B%#64�7� �����
�� x1 
����������

� � ��
�� �� �
��
�� ��
���
x2, x3, x4� �� ��� ��
� ��
�,% 1������� = ������� )� ����� % 9���� �������
���
 �� ��
��� �����
� � �����
�� ��� � ��
�	 �� ���� ��������� �
��
�� ��
���% 8� ���
� ����� 4 × 2 ���������% 9���� �����
�� ���
 �� ��� ���������
��
��� ��
���
�	 �����
� � ������
�	 ������	�� ����	% 9�� )��� ������ =
�������% :���
��� �����
�� ��������� ��� ��
�� ���� � ������% + ���� �������
��� ���
�� 3× 4× 2× 3 = 12× 6� �� � ��������� ��)������
� ����� )�	
���������	 
� E��% #B%#=% *�
�
�� �� ���
�� ��������� E��% #B%#64�7 ���
�
3 × 3 = 9� 
� )� 4������
��7 ��������� 
� ��������� 
� E��% #B%#=� ��������� 
� ��������,��� ������� � �
���
���� 
��������

��� ��
����
��� Z[J ]%

+ ���� ����� ������������ �����,��� ������� ��������
�	 ��
��� ���
����� gϕ4 4� ������
�
�� ���������
��7S

• 1�����
��� ���������� −i∆F (x− y) ������������ �����
�� ��
��� ������

�,��� ���� x � y%

• 8����
��
�� �����
� ��������	���� ����������� ����	� �����
�

�	 �
���� �� �����
��� ��
����� �	 ������������ �
����� −ig� � �� �����
��
��� �����
 ������ �
��������
��%

• -����� ��������� ��
������ 
� ��������,��	 ����� ��������
S(1/4!)n� ��� S ' ����� �������� ������ ��

�, ��������� �� ������
���,��	 �������������%

�D�- )��������=�� :��������
 �
� ������� ���'

������

@��
� ����� �����������	 ��
����
�� W [J ]� �����	 ������� ������������
��
����
���� �� �� ��� ����
�� �������� >�	
��
�� %�% ��� �������� 
� ����
����,����� 
� 
���������� ������% 1���
�� ��������� ���
�� ������ �� �� ��
�
� ��, ����� � 
������� 
�, ��� S������� 4������
��7% >�
����
�� W [J ]
����������� ���S

W [J ] = −i lnZ[J ] , 4#B%#=B7

�� ��
Z[J ] = exp (iW [J ]) . 4#B%#=#7

�"����� ��������� 
�� ����� 	������ �� M��� 28�23)�*�



!��A� ���
6����J
� 4��	/
���� ��� ���6��7 �
����22� �?A

*������� 
� ������� ������
�	 � ?�����
�	 ��
���	� �� W [J ] ��	����� 
�
.��
������/ �� �� ����
�� ���������% �����S

δ2W

δJ(x1)δJ(x2)
=

i

Z2

δZ

δJ(x1)
δZ

δJ(x2)
− i

Z

δ2Z

δJ(x1)δJ(x2)
. 4#B%#=�7

*�� J = 0 �����S
δZ[J ]
δJ(x)

∣∣∣∣
J=0

= 0 , Z[0] = 1 , 4#B%#==7

�� �� ��������S

δ2W

δJ(x1)δJ(x2)

∣∣∣∣
J=0

= −i δ2Z

δJ(x1)δJ(x2)

∣∣∣∣
J=0

= iτ(x1, x2) . 4#B%#=?7

+����� �� W ��������� ��������� �� ���� �������� �� g%
*���	��� � ?�����
�	 ��
����% *���������
������ 4#B%#=�7 ��� ��� ���� �

������� J = 0% C���� �����S

δ4W

δJ(x1)δJ(x2)δJ(x3)δJ(x4)
=

= i

[
1
Z2

δ2Z

δJ(x1)δJ(x2)
δ2Z

δJ(x3)δJ(x4)
+

1
Z2

δ2Z

δJ(x1)δJ(x3)
δ2Z

δJ(x2)δJ(x4)
+

+
1
Z2

δ2Z

δJ(x1)δJ(x4)
δ2Z

δJ(x2)δJ(x3)
− 1
Z2

δ4Z

δJ(x1)δJ(x2)δJ(x3)δJ(x4)

]∣∣∣∣
J=0

=

= i[τ(x1, x2)τ(x3, x4) + τ(x1, x3)τ(x2, x4) + τ(x1, x4)τ(x2, x3) − τ(x1, x2, x3, x4)] .
4#B%#=57

:����
� ���� � �� )� ������
�� 
� ������� 
�����
�� ��������% *��������
4#B%##;7 � ������
�� � E��% #B%#�$ � 4#B%#=57� � ��
�� , �� ���
�� ������� g �����
E��% #B%#A% +����� �� ����� � )� ������
�� ��, �� �� ����
�� ���������%

E�������� ���� ����� n�����
�, ��
���,S

τ(x1, ..., xn) =
1
in

δnZ[J ]
δJ(x1)...δJ(xn)

∣∣∣∣
J=0

. 4#B%#=67

:����������� 4����
��7 n�����
�� ��
���� ϕ(x1, ..., xn) ���� �� ��������
�
���S

ϕ(x1, ..., xn) =
1
in

δnW [J ]
δJ(x1)...δJ(xn)

∣∣∣∣
J=0

. 4#B%#=A7

+ ����� ����� �� E��% #B%#= � 4#B%#=67 �����, ������
��� ������

�� 
� E��% #B%#;%
�� 4#B%#=57 ������S

iϕ(x1, ..., x4) = τ(x1, ..., x4)−τ(x1, x2)τ(x3, x4)−τ(x1, x3)τ(x2, x4)−τ(x1, x4)τ(x2, x3) .
4#B%#=;7

*����� �� τ(x1, x2) = iϕ(x1, x2)� �����S

τ(x1, ..., x4) = iϕ(x1, ..., x4) −
∑
p

ϕ(xi1 , xi2)ϕ(xi3 , xi4) , 4#B%#=$7
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E��% #B%�BS

E��% #B%�#S

��� ����� ��� �� ���� ������
�� ������
��� �
������ (1, ..., 4) 
� ����
(i1, i2), (i3, i4)% C���� �������� ?�����
�� ��
���� ���������� 
� .
����������,/
4��� .����
�,/7 ��� � ���������� ����� ��� ������
� 
� E��% #B%#$% + ������ ���
����� �� g ����� �������� ������

�� 
� E��% #B%�B% + ������ n�����
�� ��
���	�
��������,��� ������
�� ���� ���� ������

�	 
� E��% #B%�#%

�D�0 >����	�� ��/�	������ &������ � ���6�����

:�������

*�������� �������
�� ����	 ������� ����
�
�	 ���
���	 ����� ���� �
��
����
�� 
�	 ������������� ����
������� � � ��
��
��� �����	 gϕ4% O
�� ����
��������	 ��
����
�� Z[J ]� ����� 
�	� n�����
�� ��
���� τ(x1, ..., xn) 4��
��
��� "��
� Gn(x1, ..., xn)7S

τ(x1, ..., xn) = G(n)(x1, ..., xn) =
1
in

δnZ[J ]
δJ(x1)...δJ(xn)

∣∣∣∣
J=0

. 4#B%#?B7

8� ��
���� ������� ��� ����
�� 4
�����������7� �� � 
�����
�� 4����������7
����� ��� )� ������
�� 
�������� ��� G(4) 
� E��% #B%��% *������� ������
��
��������,�� �� �� ����
��� ������������ ������ ��
�����,�� ��
����
��
��� W = −i lnZ� �� �� ����
�� ��
���� "��
� ��������,�� ���S

iϕ(x1, ..., xn) = G(n)
c (x1, ..., xn) =

1
in−1

δnW [J ]
δJ(x1)...δJ(xn)

∣∣∣∣
J=0

. 4#B%#?#7

C���� �� ���� ��������� ������

�� 
� E��% #B%��� ������ �� �� ���	� �����	

� ��������� G
(4)
c � ������ ������� �� g%

E��% #B%��S
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E��% #B%�=S

E��% #B%�?S

1���
�� ������
�� ��
���� "��
�� � ��
�� , �� ���
�� g3� ����������� ����
������� ������

��� 
� E��% #B%�=% *��
�� ����� ���� �������� ��� .����	/

��������� G
(2)
c (x, y)� �����	 ����
� ��������, .���
�	/ ��
��	% @��
� ����

���� ����
�, ��������� ������
�� ����������� ����������� 4#_:7 ��������
4
������������ �� ��
�� ��
�	 ������7� � ����� �� ������ ��� )� ������
� 
�
E��% #B%�?% 8� ����� ��������� 
����������, ������

��)
����������, ��� %
*��
�	 4����	7 ��������� ����������� ���� ����
�
��� 9�	��
�S

G(2)
c (p) = G0(p) +G0(p)

1
i
Σ(p)G0(p) +G0(p)

1
i
Σ(p)G0(p)

1
i
Σ(p)G0(p) + ... =

= G0

{
1 +

1
i
ΣG0 +

1
i
ΣG0

1
i
ΣG0 + ...

}
=

= G0

[
1 − 1

i
ΣG0

]−1

=
[
G−1

0 (p) − 1
i
Σ(p)

]−1

4#B%#?�7

���

G(2)
c (p) =

i

p2 −m2 − Σ(p)
, 4#B%#?=7

��� ����� ��

G0(p) =
i

p2 −m2
. 4#B%#??7

+ ��������
�� ���� ����
�
�� 9�	��
� ������
� 
� E��% #B%�5% &�������� �����
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� �5#

E��% #B%�5S

�����, ����� ������ mphys ���,��� ���
��� ���������� �S

G(2)
c (p) =

i

p2 −m2
phys

, 4#B%#?57

��������S
m2
phys = m2 + Σ(p2 = m2

phys) . 4#B%#?67

�� 4#B%#?�7 �����S

[G(2)
c (p)]−1 = G−1

0 (p) − 1
i
Σ(p) , 4#B%#?A7

�� �� ������
�� ����
�� ������
�	 ��
����� ������� ����� ����
��� .�����
��/ ���������� �� �� #_:����������% @��
� ������ 
� �������� ������
�,
���	����! ��
���, Γ(2)(p) ���
���
���S

G(2)
c (p)Γ(2)(p) = i , 4#B%#?;7

��� ������
� 4#B%#?A7� ������� �S

Γ(2)(p) = p2 −m2 − Σ(p) . 4#B%#?$7

>��������� 
������� 
�� ��� )�	 ������
� ������� ����� � Σ(p)� 
� ��
��� ����
���
�� ����
� � ������ 
������	 ���
�	 
���
������� �������	 �����
��
��� �����

�� ��
���	�%

@��
� ����� ��
��� ������������� ��
����
��� ��� n�����
�� #_: ����
��
 Γn% &
 ����
������ Γ[ϕ] � 
�������� ���� �,,�������� � ������% &����
������� )� ��
����
�� � ����� , �� 
���������� �����������
�� M���
���
��
����
��� W [J ]S

W [J ] = Γ[ϕ] +
∫
dxJ(x)ϕ(x) . 4#B%#5B7

&�,�� ����� �� ������S

δW [J ]
δJ(x)

= ϕ(x) ,
δΓ[ϕ]
δϕ(x)

= −J(x) . 4#B%#5#7

�&��� ��������� �	���� �����
�� ���	�������������� '�
����( ������� �	��
������ �� p2 =
m2
phys�
�K
���� �������� ������ �
����� �� �	��
����� G

(2)
c (p)� ��� ����� 	����� ����� )28�2DI*

�������� 	����� 2� 1������������� � � ��������� A������ 1
i
Σ → Σ� E���� ����������� ����

��� � � ����������� � ����������
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C���� ��� ���������� ��������S

G(x, y) = − δ2W [J ]
δJ(x)δJ(y)

= −δϕ(x)
δJ(y)

. 4#B%#5�7

&�������� ���� ������
� Γ(x, y) ���S

Γ(x, y) =
δ2Γ[ϕ]

δϕ(x)δϕ(y)
= −δJ(x)

δϕ(y)
. 4#B%#5=7

8� ������
� ������� ����
�	 � ����������S∫
dxG(x, z)Γ(z, y) = −

∫
dz

δ2W [J ]
δJ(x)δJ(z)

δ2Γ[ϕ]
δϕ(z)δϕ(y)

=

=
∫
dz
δϕ(x)
δJ(z)

δJ(z)
δϕ(y)

=
δϕ(x)
δϕ(y)

= δ(x− y) . 4#B%#5?7

"��
�%%���������� ��� ����� )28�2=D* 	� J(x′′)� ������� y �� z� � � ������ �����������B

δ

δJ(x′′)
=

	
dz′′

δϕ(z′′)
δJ(x′′)

δ

δϕ(z′′)
= −

	
dz′′G(x′′, z′′)

δ

δϕ(z′′)
. )28�2==*

E� 
� 	�����B 	
dz

δ3W

δJ(x)δJ(x′′)δJ(z)

δ2Γ

δϕ(z)δϕ(z′)
−

−
	
dz

	
dz′′

δ2W

δJ(x)δJ(z)
G(x′′, z′′)

δ3Γ

δϕ(z)δϕ(z′)δϕ(z′′)
= 0 , )28�2=3*

��� ���B 	
dz

δ3W

δJ(x)δJ(x′′)δJ(z)
Γ(z, z′) +

+

	
dzdz′′G(x, z)G(x′′, z′′)

δ3Γ

δϕ(z)δϕ(z′)δϕ(z′′)
= 0 . )28�2=O*

K���#�� ��� ����� 	���
�� � ��������� �� G(x′, z′) � ���� ����� 	� z′� � ������ )28�2=D*� 	��!
����B

δ3W

δJ(x)δJ(x′)δJ(x′′)
= −

	
dzdz′dz′′G(x, z)G(x′, z′)G(x′′, z′′)

δ3Γ

δϕ(z)δϕ(z′)δϕ(z′′)
. )28�2=I*

E���� �������� ������� .!�������� %������ 	��
������� ����� 2f+.!�������� ���������
%������� � ������� �������� ������ ������� ������ 	��	� ������ 1�������������� �������

δ3Γ
δϕ(z)δϕ(z′)δϕ(z′′) 	��
������� ����� 	���� ������� �������� 0��%������ ��� ��� ������#��� ��

M��� 28�-3� K�������� )28�2=I* ��#�� �������� � 	������ )28�2=D*� ��� ���B

δ3Γ

δϕ(y)δϕ(y′)δϕ(y′′)
= −

	
dxdx′dx′′Γ(x, y)Γ(x′, y′)Γ(x′′, y′′)

δ3W

δJ(x)δJ(x′)δJ(x′′)
. )28�2=P*

� 	����� ����� 	������
�� '���������( ������� '�������( � )28�2=I*�

A�%%��������� )28�2=I* ��� ���� 	������ D!�������� %������� 	��
���������  ��%�����
M��� 28�-O�  
� ��������� '��������������( ��	����
���� ������� � ��� �
���������� 	����
�!
��� ���
�� ��������������� ���� �����!������ ����������
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1������� �������� �
������ ���
���	 ����� ���� � ����������	 ����
����
������ ��������� �����,��	 ������	%

-��
���� ����� ���� 1���������� ����
���
Z � �����������	 ��
����
�� Z � ����������� �����

Z = eiW Z = e−
F
T

W [J ] = Γ[ϕ] +
∫
Jϕ F ( ������
�� )
�����

+ �����,��� ������� �� ��������� ��
���
�	 ������ ����� ����
�� ����
��� ���
���	 ����� ���� � �����
�
�� � ����� ���������� ����
�	 ��� �����
��� ��������� VV ����%

�D�; "����� ���	������ ��
�����

&�������� 
� ������� ����� � ����� ���
���	 ����� ���� � ��������� ���

�� ����� ����� �������� �����
�
�� ��������,��� ������ � ������� ������
�����	 ������% E�� ��	�� � ���������� ����
��� ������ ���� �������� �����
���� VV ����% 8� �������� � ���
�� ����� 
��� �����
� 
� ���������� ����
�,%
1� �� �����
� ' � ������
� ����	 4���������	7 ������ �������� ������
��������� �������� Tc ���������� �
������ �������,��� �����

��� �������
���� ������
 � ���� �������� �� �������!��� ����	 �����	 M�
��� 2=53% *�����

� )��� ���� ������ �����
� ' ������ ���� �������� � ������ �������,��
���
�� ,��������� �������� �������� ������ ������ ��������	���, �����
����	 2#?�=53% 1������

�	 �������� ����� ��� �����
 � ���
��
���
��� ���
�	
��
������ ������
�	 �
�����

��� ��� ��� ���
� 2#?� =$3% &�
��� ����
���
��
)�	 ��
������ � ����� ������
� ���������� �
������ ���������� �������
������� ������� ��
���

�� 
� ������� ���
���	 ����� ����� �� � ������� �
�����
�, �������

�	 ���������

�	 ����� ������� ��������� 2#?�#5�=$3% 9����
��
� ������
�� ������
�� )�	 ����� ���������� �� ���� 
��� ����� �����	%
O��� �� ����� ������ 
� ����� ������
�� ��� ��
��
�� ���	 � ���� ����� �
���� ������ ���,�����,��� 
� ��� �����
����,�� �������, �
�����, �����
���
���	 ����� ���� � ����������	 ������% *�� )�� ���� ������ �� �
����
�������

�� ����� �������
�	%

O������ ��
����
�� ������
�	 )
����� ����� M�
��� � ��
���
�� ���� 2#?�
#5� =$3�S

1
T
F [φ(r)] =

∫
ddr

⎧⎪⎨⎪⎩1
2

n∑
j=1

[
(∇φj)2 + τφ2

j

]
+

1
8
g

⎛⎝ n∑
j=1

φ2
j

⎞⎠2
⎫⎪⎬⎪⎭ , 4#B%#6B7

��� T ' ���������� � ������� τ = T−Tc

Tc
����� ������ ������ � ���� �����

���� ��������% @� ����
������ ��������
��� �� �� ������ �������� T > Tc

�1���� ��
�� ������������ � 	����������� 	��������� ����������� d� ���� � ��
� ���������!
��� ����������� ����������� ������ �� ����������� 	����������� ,2D�.=/�



!��#� +���
� 	�
�
���	
7 �����
�� �55

4��������
�� ����7% *������ ������� φj ���������� ����	 n������
�

�	
����� � 
������� .������������/ ������
��� � ������
�� , n% +�����
��
4#B%#6B7 ������� ��� �� �����% >�������� ��� ��� � O(n)���������
�	 4����
���
�	7 ������ �������� ��������� �������,��	 ����	 ��� ���� 
�� �����%
1����	 n = 1 ��������� ������ ���
��� n = 2 ��������� XY ������� 4������
������ � ��������������� 7� n = 3 �������� ������
�	 ��	��
���������	 ����
�����
��� � % �% 2#?� =$3%

+ ������ ����� M�
���� ���
������,��	 ����������� �������� �������
4����� �������������

��� ��� .���������
���/ ����7� ������
� φ = 0 ��� T > Tc
2=53% &�
��� � ��� T > Tc � ������ ���� ���������

� ���
��� ������ �
φ(r) �= 0% +����
�� ���� ��������	 ����������� 2#?� =53 ���S

P [φ(r)] =
1
Z

exp
{
− 1
T
F [φ(r)]

}
, 4#B%#6#7

��� ����������� ����� Z ����������� ��
����
�� 
�� �
�������S

Z =
∫

Dφ(r) exp
{
− 1
T
F [φ(r)]

}
. 4#B%#6�7

1�����
�� )
����� ������ � ����� ��� )�� ���
�S

F = −T lnZ . 4#B%#6=7

-���������

�� ��
���� �������� ������� ����������� ���S

Gjl(r, r′) = Z−1

∫
Dφ(r)φj(r)φl(r′) exp

{
− 1
T
F [φ(r)]

}
≡ 〈φj(r)φl(r′)〉 . 4#B%#6?7

Q
������ � ��������
��� ���������� �������� ������
� ' ����� ����������
����
�	 )�������

� �������� ���
���	 ����� n������
�

��� ������
���
���� � d����
�� ������
���% +�����
�� 4#B%#6?7 ������� ����� �����������
4��
���	 "��
�� ������
�	 ��
����	7 ���	 ����� ����% + �����	��� �����
�
��������	 ������ ���������� ����
�	 �� ��� ���������� � ���	 �����	 � �����
� 4#B%�;7%

C����� �������
�	 �� ��
��
� ��������	���� ��������	 g ������ ����
�
�
������
� ���� ��� )� ���� �����
� ���� ��� ����� gϕ4 � ��
������
�

��
������
�� �����% 1�����
�� ��
���� "��
� �������� � ����������� &�
��	
�
( <��
��� 4��%4#B%�A77S

G0jl(p) =
δjl

p2 + τ
. 4#B%#657

-���������

�� ��
���� ��������	���,��� ��������	 ����������� ����
��

��� 9�	��
�S

G−1(p) = G−1
0 (p) − Σ(p) , 4#B%#667

��� ������

��)
����������� ��� Σ(p) ������������ ��������� E��% #B%�;%
+����

�� ��� 4���
�� .������������/7 ��������� ?�����
�	 ���������
〈φi(r1)φj(r2)φl(r3)φm(r4)〉 � % �%

:������� 
�� ������ ���������� ����
�	 �����
� � ��������	����� �����
����	% E�������� ������ �������� ����� �������
�	 � .�������
���/ �������
��	���,� ������������� ��
��
�	 g% :� E��% #B%�$ ��������
� �������∼ g2� ���
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E��% #B%�;S

E��% #B%�$S

������,��� ��� ��������
���� ���������
��� ������
��� ������������ ���
�� ������
��� ����� �����	S

#% p1 + p2 �

�% p1 − p3 �

=% p1 − p4 %

W�����

�� ������ ����	 ����
 �����
�
��S

p1 + p2 = p3 + p4 . 4#B%#6A7

+ ������ � n������
�

�� ����� ����
� ������ ���� �� �����������

�	 4��
.������������/ �
������7 ����� , .�������
���/ ��������	����S

• = g(δijδkl + δikδjl + δilδjk) ≡ gIijkl . 4#B%#6;7

C���� ���
 ��������	���� � 4#B%#6B7 ∼ Iijklφiφjφkφl� ��� �� ������,����� �
����
��� �������������� ���������
�� � # �� n%

9�� 
������
�� ���
�	 �����
� ���������
��� ������
�� 
��
� ���������
���� ��� ������� ��� ������

�� 
� E��% #B%=B% W�����

�� �� � ����� ����
)� ������ 
� �������% &�
���� ���
� ������� 
������, ������������, �������
������, ��������� ������ �������� ������������ ����, ������� �� 
����
������ .�����
��/� �
����� 
�� ����
�
�	� ������ ��������� ���
�, �����
�
��������	������% N�
�� �� ���
�, �����
� Γ ���
� �������� � ����S

Γ = R + Γ1 + Γ2 + Γ3 , 4#B%#6$7

��� ����� Γ1,Γ2,Γ3 ������
� �� ��������� ������ ���
� ������� �� ���� ���

��� � ��
���� #���=� � ���� R ����� �� ���� ��������� ������ 
�� �� ������� 

� �� ��
��� �� )�� ��
����% C���� ��� ������ Γ1,Γ2,Γ3 ���
� ������ ������
������ ����
�
��� ������

�� 
� E��% #B%=#% + )�� ����
�
��� ������
� �����S

�	1����� �� ����� �	��
���� ��	������� ���
���� � ����
���� ��	������
��C�E� A����� ���� 1�
����� 4�T� E��!5���������� m&EF ��� O3O )2P=O*�
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�
���	
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�� �5A

E��% #B%=BS

E��% #B%=#S
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E��% #B%=�S

Ii = R +
∑
j �=i

Γj , 4#B%#AB7


������������ �� ���� ��
��� � ��
��� i% 1������ ��������� ��������,���
���� R ��
� �� ��������� ������

�� 
� E��% #B%=�%

*�����

�� ������ �
����� 
�� ����
�
�	 ���
 ����
�% C�� 
� ��
�� �����
���� �������� ����� �
� ������� ������
� �����% E�� ��� � �� 
���������
��������
�� .����
�� ����������/% _��� ��
� ��
��
�, ���,� ���
�� �����
��
� ��������� # 
� E��% #B%�$��% + �
���������� ���� )� ������ �����������
�
�������S

g2(n+ 8)
∫

ddp

(2π)d
1

p2 + τ

1
(p+ k)2 + τ

. 4#B%#A#7

*���������
�� �
������ n+ 8 �����
� � ���������
��� ���� ������� 4#B%#6;7�
������ � �����
��S

IijmnImnkl + IikmnImnjl + IilmnImnjk = (n+ 8)(δijδkl + δikδjl + δilδjk) . 4#B%#A�7

E�������� ���� 
��� ����, � �����r���
�� ������
��� d = 4% C���� �����
�����,��, ���
�� �
������S∫

d4p
1

p2 + τ

1
(p+ k)2 + τ

∼
Λ∫

Max(k,
√
τ)

dpp3

p4
∼

Λ∫
Max(k,

√
τ)

dp

p
∼ ln

Λ
Max(k,

√
τ )
, 4#B%#A=7

��� ����� ������� ������
�� Λ ∼ 1
a % O��� � � ������ � ���
���	 ����� �����


� ������� � ��������������	 ���������� , 
� ����
�� ������� ' �������
��
M�
��� 4#B%#6B7 �����
��� �� �� 
� �������� ���
�� �������

� �������,�
��� ������
�� ������
��� ��������	 �������� ������� � ��
 ���� ���
���
���
 ����� 
�% +�����
� a ����� ��� .��
���� 
�	 ���
�/� ������,��	 �
���
���	 ����� ����% C�� 
� ��
��� ��� ��������������	 ����������� 4#B%#A=7
���
 ����
% 8� �������� ����� � �
�����,��	 
�� ������ ���������� ������
���� �������� ��������� ����� ��� ��� � k,

√
τ � Λ% 1������

� .�
��������


��/ ���������� ��� τ ��� k ���������� � 
��,U + ����� ����� � ��
�� , ��
���
�� ������ ������� �� g� �� ���� �����S

Γ(k) ≈ g − g2(n+ 8) ln
Λ

Max(k,
√
τ )

+ ... . 4#B%#A?7

+����� �� ������ �������� � �����
� ��������	���� ��� τ → 0� k → 0 ���� ���
�����

� ������� �������
�, ��
��
� g ' ��������	���� ��������	 ����
� �� ���� ��������
�� ������ � ���� ��������% + )�� � �� ��������U :��
�

��� 
�������� ��� 	� ������ ������ �	������ �������������� �������� ���#���� ��	�
%������� ��������� � �� 	�
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E��% #B%==S

��������� ��� �������

�� ��������� � )� 
� ����� ����� % 9�� ������
���
d = 3 ������ ������ ������ ���
����
�	� ��
��� ��� d = 4� ��������� �
����� �

� �����	 ��������������	 ������������ ���
� ������� ��������

�	 ���� ����
������ ��������,��	 �����
���� ��������
�, .����
�� ����������/% 9���
� ��� �� �������� � 
�� ��������� � �
��������
�� �� ����� ��� � �������
�������% *�)��� � ������ �������� ���� ���
��� ��������� � ����� ������	
����
�� ������ )� ����
 ���
� ����� ���� � ��������,��� �������% :��
������� �
������
�� ���
�� �������� � � = 
� E��% #B%=B ��� ��� 
�� ������
�
∼ g3 ln2 Λ

Max(k,
√
τ)
� � ��� ������� ? �������� ∼ g4 ln3 Λ

Max(k,
√
τ)
% + ��� ����� ���
��

������� 6 ��� ∼ g4 ln Λ
Max(k,

√
τ)
� � ��� ������� A ����� ∼ g5 ln Λ

Max(k,
√
τ)
� �� �������

�� ��
 �� ������� ��=�? � ���� ����������
�� ������� �����
��� ��������	����
g � 1% *�)��� ���
� ����
��� �� .����
��� �����������/� %�% ����� �� ��
� �������� � ������ ����
 ��������� �� �� 
� ���
��� ��
 �� ����
� ��
�
��
� ����� g� 
� E��% #B%=B )� ������� ��=�?% �� �������� ��
� ( �
� �������
�������� 
� 
�����,��� ����� ���� ��� E��% #B%�$% ���

� ���	 
���� ������
��� ���� ����� 
�����, .�������/% .*����/ ������� ��� �������� � �����
�
∼ gn lnn� 
� ���
������� ����� �������� ∼ gn+k lnn% C�� ����� ���
� ���
����� 
�������� ��� ����������% + ���
���� �����

�	 ���� ���� R ������� ����
��� � ������� ���
� E��% #B%=�� %�% ����� � �������
��� ��������	���, g% +
���� ��������
�� .�����
��/ ����
�
�� E��% #B%=# ������ ���� % *��������
����
��� ��
���� ����� 
� ����
� � �� 
� ����� 
� 
�	 ���
������ ��% 9��� �
��� �� ������ 
�	 ��� ��� ���
�	 �����
� ��������� � ��� ����� .
���
��/
��������
��� ������ �� � ������ ������%

E�������� �����, ����������� 
�� ��������� ������

�, 
� E��% #B%==%
8� ����
�� ����������� ������ ����� ���������� 4� ������ � ������
��� .����
���/7S

Γ(k) = g − g2(n+ 8) ln
Λ

Max(k,
√
τ )

+ g3(n+ 8)2 ln2 Λ
Max(k,

√
τ)

+ ...

=
g

1 + g(n+ 8) ln Λ
Max(k,

√
τ)

. 4#B%#A57

E���
�� .�����
��/ ����
�
�	 ��� ��
� ���	 �� ��� 4���� �
��
�� ����� �
�� �����
� ��
��� �������7��% 9��� � ��� �� .�����
��/ ����
�
�� ��� ���	
�����
� ������� � �������
���� 
��� ����
�
�, ����S

dΓ(s)
ds

= −(n+ 8)Γ2(s) 4#B%#A67

��1��	�
���� � 	�������� ������� �
��� ������� 
������ �������� �� ������� #�� �� ��!
������ ������
������ ���� ���� � � �������� �	����� ��	������ � � �������������� ����
������ A������ 1�
����� � E��!5�����������
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� ���
��
�� �������� Γ(s) → g ��� s→ 0� � �����
� ��������������� ������

��S

s = ln
Λ

Max(k,
√
τ )
. 4#B%#AA7

�
��������
�� 4#B%#A67 ���� ���S

Γ(s) =
g

1 + g(n+ 8)s
, 4#B%#A;7

�� �������� � 4#B%#A57% >��������� )� ����� � ����
� �
�������
 ������
��
�� ��� ����������� ������� ������

�� � "���� ; ��� �����
�� �������������
���	�� ���
���	 )�������
����� � ������� � �������� .����������� 
���/��%

E�������� �����	 k = 0 4��������	���� ��������	 � ������ 
� ���

���
���
���7% C���� 4#B%#A57 ������� �S

Γ(k = 0) =
g

1 + g(n+ 8) ln Λ√
τ

→ 1
(n+ 8) ln Λ√

τ

��� τ → 0 . 4#B%#A$7

+����� �� ��� ��������
�� � ���� �������� �������� ��������� � .��������

�	/ ��
��
� ����� g ��������� � ���� )������
�� ��������	���� ���������
� ���! 4����
�	 .
�� ������/U7 ��% :� ���� )� 
� ������� �������� ��� � �����
�������	 ����� ����� � 
������� ���
�� , �����
�� ������,% + ����� �����
����� � 4#B%#A$7 ��
���� )������
�� �������
�� ��������	���� ��������	
�� ���� ��������
�� � ���� ��������% @��
� 
����������

� ������� ����
��
����� ������� ��������	���� 
� ��� ���������� ������
�� ���,��� �����

�� 
� ���� �������� � ����� ��� �� �
� ������� �� �� � 
��
����� 
�� 4��������
��������7 ��������
�� ��������� � ����������� ������
�,� �����,���� ��
����� M�
���% 8� ��������������� �������� 
� ��
�, ������� ��������
��
�����

���	� %�% ���������� �
�����% *�)��� ��� d = 4 ���������� �
�����
����� ���
� ���������� �
������ ����� M�
���U


0�012��3��; �2������3�� 5��0�:��5�6 �3��5���?

� ������ ����������� ������ ���
���� ��
����� ����
������ ����� ������������� ������� �
�� ����������� ��
������ �	��
������ ��� �������� ���� ������ � ����� %����� � 	�����
�
� ����������� �� 	�������� τ = T−Tc

Tc
→ 0�

"������� 	���
��B
ϕ̄ ∼ |τ |β , T → Tc − 0 , )28�2I8*

ϕ̄ ∼ h
1
δ , T = Tc , )28�2I2*

 
� h L ������� 	��� ��	��#����� 	�������� 	���
��� ���	�����������B

χ ∼
�

τ−γ , T → Tc + 0 ,

|τ |−γ′ . T → Tc − 0 .
)28�2I-*

4������������ %������ 	�������� 	���
�� )d L ����������� 	�����������*B

G(r) ∼ exp (−r/ξ)
rd−(2−η) , )28�2I.*

��M������� ��	� )28�2O=* �	����� �� 	����� �� '	��������( ��������� ���#� 	�� ����
���!
��� ����	���������� ������� � ������ ������������ � ������� � 	�� gϕ4� � ������ �������!
���� ������ 	�� d = 4 �� �� ��	������� ����������� 	��#� $������� � 6����������

��"�
�������� ��� � ������ ����������� ������ ����� g > 0� ��� ��� ������� 	������ ��	�
'�#���( 	����� �
��� �� ����������
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� ������������� 
���B

ξ ∼
�

τ−ν , T → Tc + 0 ,

|τ |−ν′ , T → Tc − 0 .
)28�2ID*

� ����� ����������� �����B

G(r) ∼ 1

rd−(2−η) , )28�2I=*

G(p) ∼ 1

k2−η . )28�2I3*

T��� ����� ������� ���
���� ����������� ��
��� ��	�������� αB

C(τ, h = 0) =
A+

α
[τ−α − 1] +B+ , T → Tc + 0 , )28�2IO*

C(τ, h = 0) =
A−

α′ [|τ |−α′ − 1] + B− , T → Tc − 0 , )28�2II*

	�� ���� α = 0 ������������� � ���%�������� ������������

+��
� ���� � �� ������

�� � ������ ����� M�
��� 4��� ����� �������
���
��� ����7 ��
���
�� �
���
�� ���������� �
������ 2=53S

ν =
1
2
, γ = 1 , η = 0 ,

α = 0 , β =
1
2
, δ = 3 4#B%#;$7

����������, ��
���
�� ���	��
����� ���
���
��� 2#?�=53

ν =
γ

2 − η
,

α = 2 − νd , 4#B%#$B7

β =
1
2
ν(d− 2 + η) ,

���� � 
�� ������ ������
�� ������
��� d = 4% + )�� ������ ���
� ����� �
�� ����� M�
��� ��� ������ 
�� �����
�� ���������� ����
�	 ��� ������
���
������
��� d = 4% 8� �� �������
�� ������ ������������ � ��� ���� d > 4 (

����
� ���� � �� �������� ��� 4#B%#A#7 
� ������� 
� � ����� ������������
��� d > 4� � ����� ���� � ���� ����������
�� g � 1% E�����
�� ������
���
d = 4 
�������� ������ ���������� �����������! �����%

9�� ��������� �
����
��� ������ d = 3 
� ������ ������� ���� ����
��
��,��� �������� � ���� ����� �������
�	� ��� ��������� �������,�� ��
���
�������% + )�� � ���� ��
��
�� ���
�� ��� ������
�� ����� ����������
����
�	% +�� ��
 ��������� �����
�� 
�	 ���� ������ ���������� �
�������
��
���

�	 
� ����� �������
�� �� ��������

� ��������

��� ������ �����
���� ε = 4 − d ' ����
�
�, � ����
�	 ���������	 ������
��� ������
���
d = 4� ��� �����	 �
����� �������, � ���������������� �����	 ����
��� ���
�� 4ε��������
��7% ���� �����
�� .����
�	/ ������
��� ������
��� ����� 
�
�����% +� ���� ��	
��
������ �
������� ���� ������������ �
��������
��
�� ��T��� d����
��� ����� �
��� ������
���� )����
 ��T��� ������� � ������
������ ������
���� ��� ����
����� 
�	 ��
����� ��������	 �� �� � ������
����� ��� ����������� � ����S

ddp = Ωdpd−1dp , 4#B%#$#7
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��� Ωd ' ������
�� ���
��
�	 d����
�	 �����S

Ωd =
2πd/2

Γ
(
d
2

) , 4#B%#$�7

��� ����� ����
� ����
�� ����
���
�� Γ���
����% + )�� ������
�� ��� ���
�
���� d �������� 
�� 4
������7 �������

�� ���������% C���� ���
� �����
�� S ∫

ddp

(2π)d
... =

Ωd
(2π)d

∫
dp pd−1... = Kd

∫
dp pd−1... , 4#B%#$=7

��� �����
� ��
���
�� ����
���
��S

Kd = 2−(d−1)π−d/2
[
Γ
(
d

2

)]−1

. 4#B%#$?7

+ ���
��� K4 = (8π2)−1% +���� ��� ���
�� 4#B%#A=7 )� ��
��
� ����� �������
��� % 9�� �� �� ���� 
� ����� �� �������� %

*������� ���� �
��� ���
�� ������ ��������� # � E��% #B%�$� ���� � ����
������
��� � d = 4 − ε% +���� 4#B%#A=7 �����S

g2(n+ 8)Kd

Λ∫
Max(k,

√
τ)

dp pd−1 1
p4

∼ g2(n+ 8)

Λ∫
Max(k,

√
τ)

dp pd−5 ∼

∼ g2(n+ 8)
1

d− 4
pd−4

∣∣∣∣Λ
Max(k,

√
τ)

∼ g2(n+ 8)
1
ε

{[
Max(k,

√
τ )
]−ε − Λ−ε

}
. 4#B%#$57

+�� ����
�
�� �� ����
�
�, �� ������� d = 4 ����� � ��� �� ����� ���������
4#B%#A=7 ���
���� .��������������� ������

��/S

s =
1
ε

{[
Max(k,

√
τ )
]−ε − Λ−ε

}
, 4#B%#$67

����������� � � �� �������� � ������� ε → 0% *�)��� �� �
���� ��� ����
��
.�����
��/ ����
�
�	� ����� ������ ���� �� ��������
��� .����
�� ��������
���/� � �������
���� 
�� ����
�
�� ��� �����
� 4#B%#A67 �����
�� ���	 ���% W��
����
�� 4#B%#A;7 ��� ������ k = 0 � ������
��� d = 4 − ε ����������� ���� 
���S

Γ(k = 0) =
g

1 + g(n+ 8)1
ε [τ

−ε/2 − Λ−ε]
→

→ 1
(n+ 8) 1

ετε/2

=
ετε/2

(n+ 8)
��� τ → 0 . 4#B%#$A7

+����� �� )������
�� ��������	���� ��������	 ���������� ����� �� ����
��

��� 
��� ��������

��� �������� ε = 4 − d%

!���
�
�� 4#B%#A67 ���
� ���� ���������� ��� �������
���� 
�� �����

�
�� �� ��������� ��������� Λ� ��������� � ������

�, s 4#B%#$67� 4#B%#AA7S
ds = Λ−(1+ε)dΛ% 8� ����
�
�� ���� �������� ����
��������� �����
� Γ ���
�
��
������� 
�� �����������
�� �������� ������
�� Λ → Λ′ = Λ + dΛ% *�



!��#� +���
� 	�
�
���	
7 �����
�� �6=

E��% #B%=?S

E��% #B%=5S

��� ���� )� �� �������
���� 
�� ����
�
�� ��
���������� 4������ ����
���
�������7 "����@�

� � M��� ��� �����
�� 
�� �� ���
���	 )�������
�����%
��������� ��
���������� ������� ��
���	 �������

�	 ����� ������� �������
��� 2#?� #5� ?B3%

*���	��� � ������������� �����
�, ������ ���������� �
������% E������
��� ����������

�, ��
���, �������� ������� 4��
���, "��
�7 G(pτ)% ������
�� ��������
�,S

G(p = 0τ) = χ(τ) ∼ τ−γ ,
G(pτ = 0) ∼ p−2+η . 4#B%#$;7

&���
������ ��������
��� ���

� �
������ γ � η� ������ �� ���� 
�� ���
�
�������� � ��� ���� ��)	��
������ ���
���
���� ��� 4#B%#$#7 2#?� =$3%

+ �������������	 ����� ���
� ������ ��� ������� !����S

∂

∂pα
G−1
jl (pτ = 0) = 2pαδjl − 2

∫
ddp′

(2π)d
p′αG

2
mm(p′0)Γjlmm(ppp′p′) , 4#B%#$$7

∂

∂τ
G−1
jl (pτ = 0) = δjl −

∫
ddp′

(2π)d
G2
mm(p′0)Γjlmm(ppp′p′) . 4#B%�BB7

+���� .������ 
�,/ �����
� Tjl = ∂
∂τG

−1
jl (pτ = 0)� ���
� ����� �� )�� ������

�������� ����������� ��� ������
� 
� E��% #B%=?% 8� ������� ���
� ������
����������� 
�� �������
������
��� �������� ��� ��� ������

� � )
������
�����	 ���� 4����
��� ����������7� ��� )� ������
� ����������� 
� E��% #B%=5%
9������
������
�� ����
��� ������
��� ���������� 4#B%#657 4E��% #B%=54�77 ���
������ ���������� � �������
������
�� �����	���� ������ � ������

� � )
�����
������, ��� 4E��% #B%=54�77 ��� ������ 
������ ������� ��� �����
� � �����
�����
�

��� .�������/� %�% 
����	 ����� �� ����� ���������% *��
�	 ��� .����
�������
������

��/ �������� ��������� � ���
�, �����
�% C������� 4#B%#$$7
�������� �
������
�� �������
������
��� �� pα%

*������� � 4#B%#$$7 .�����
��/ ����
�� ��� Γ(ppp′p′)% @� ��� 
� 
�������� 
�
������
� ����� � �� �
� 4�����
� ������

��� ���� ����
�, ��� Γ(k)7 ������
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E��% #B%=6S

�� �� � ������	 |p| � |p′|� �� �� �
����� � �����	 ���� 4#B%#$$7 ��������� �

�� ��� �
��������
�� �� �����
��� ����% *�)��� ����� �����S

∂G−1(pτ = 0)
∂pα

= 2pα , 4#B%�B#7

�� ��

G(pτ = 0) ∼ 1
p2
, 4#B%�B�7

�� ��� �
���
�� �
����� η = 0%
+����� ������ ���� �������� 4#B%�BB7% + .�����
��/ ��������
�� ����


� ��������

�� ������� ������������� ������� ��� �� )� ������� ����
�������� � �
����� 
�� ����
�
�� ��� .������ 
�	/ �����
�� ������

�� 
�
E��% #B%=6% 1 ����� ����
��� ��������������� ������

�� )� ����
�
�� �������
����� ���S

Tjl(s) = δjl −
s∫

0

dtΓjlmn(t)Tmn(t) . 4#B%�B=7

����� ��� Tjl = T δjl � 4#B%#6;7 ��������S

Ijlmnδmn = (n+ 2)δjl 4#B%�B?7

� 4#B%�B=7 ������� �S

T (s) = 1 − (n+ 2)

s∫
0

dtΓ(t)T (t) . 4#B%�B57

9������
����� �� s� ������ )� �
����� 
�� ����
�
�� � �������
���� 
���S

dT (s)
ds

= −(n+ 2)Γ(s)T (s) 4#B%�B67

� ���
��
�� �������� T (s = 0) = 1% &�,�� 
������S

T (s) = exp

⎧⎨⎩−(n+ 2)

s∫
0

dtΓ(t)

⎫⎬⎭ . 4#B%�BA7

����� ��� ���� 4#B%#A;7� �������� ���
���� 
�S

T (s) = [1 + g(n+ 8)s]−
n+2
n+8 . 4#B%�B;7
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E��% #B%=AS

C���� �����S

∂

∂τ
G−1(p = 0τ) =

∂χ−1(τ)
∂τ

= [1 + g(n+ 8)s]−
n+2
n+8 4#B%�B$7

�
������� � �������	 ��
�� ,� ��������S

χ(τ) ≈ 1
τ

{
1 + g(n+ 8)

1
ε
[τ−ε/2 − Λ−ε]

}n+2
n+8

→ τ−(1+ ε
2

n+2
n+8 ) 4#B%�#B7

��� τ → 0% 1�������

�� ��� ����������� �
����� �������������� 
������S

γ = 1 +
n+ 2
n+ 8

ε

2
+ ... . 4#B%�##7

8� ������
��� ���� ��� � ������

�	 ���� ����� � η = 0� ����������� �
��
�� , �� ���
�� ������� ������� �� ε� � ���������, ����	 ������ ���
�
ε��������
�� ���������� �
������% 9�����
� ���������	 ��� �������� �����
�� �������� ������ ��������%

O������� 
�� ����� ��� �������

�	 ������ �����,��� �� )�� �������
������� �������
�� �� ��������������� ����������� ������
�� ' ������
� ����
������� �
������ � ����� ������
�� ���������� ������� ����������� �� ��
������
�� , ������
��� 4������7� � ������ �������� ������	 �������� �
������ �����
�
 n �������� ������� 4%�%� ���������� ���� ��������� 
����
�����	 ��� ������� ��������7%

+ �������
�� 4#B%#6B7� ������ ������� ��������, � ����� ������� ����
�
�������� �������% +��
���� ������ �� �� ���� � ���������� ������
��% *����
�� �� ����
������ �� �� gφ4` *�� ������ ����� λφ6% - ���� )� �������`
E�������� �����	��, �������� � )��� ������� �����������, ���������	 
�
E��% #B%=A% *� ������� ������
� �
� ����������� �
�������S

λ2

∫
d3p1

∫
d3p2

1
p2
1p

2
2(p

2
1 + p2

2)
∼ λ2

Λ∫
√
τ

dp1

Λ∫
√
τ

dp2
p2
1p

2
2

p2
1p

2
2(p

2
1 + p2

2)
∼ λ2 ln

Λ√
τ
. 4#B%�#�7

9�� d > 3 ��������,��� �������� ����� ������� 4
� 
��
�� �������� ���
τ → 07� �� �� ��� d = 4 − ε ��������	���� ��� λφ6 ������� ����"�������
���% Q
������
� ���� ����� � � ���
��� �������
�� M�
��� � ����� ��������
����
��� �������� �������%

*������� � ����,��
�� �
���
�� ���������� �
������ � ��
�� , �� ���
��
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C������ #B%#S -��������� �
����� ��� ������ � n = 1 4���
�7%

�
���� +�� ��
 _����

�	 ��� M�
���
ν 0.626 0.642 0.5
η 0.037 0.055 0
γ 1.244 1.250 1
α 0.077 0.125 0
β 0.340 0.312 0.5
δ 4.460 5.15 3

∼ ε2 � ����� � n������
�

�� ��������� ������� 2#?�#53S

γ = 1 +
n+ 2
n+ 8

ε

2
+
n+ 2
n+ 8

n2 + 22n+ 52
(n+ 8)2

ε2

4
+ ... ,

2ν = 1 +
n+ 2
n+ 8

ε

2
+
n+ 2
n+ 8

n2 + 23n+ 60
(n+ 8)2

ε2

4
+ ... ,

η =
n+ 2

2(n+ 8)2
ε2 +

n+ 2
2(n+ 8)2

[
6(3n+ 14)
(n+ 8)2

− 1
4

]
ε3 + ... ,

δ = 3 + ε+
[
1
2
− n+ 2

(n+ 8)2

]
ε2 + ... , 4#B%�#=7

β =
1
2
− 3
n+ 8

ε

2
+

(n+ 2)(2n+ 1)
2(n+ 8)3

ε2 + ... ,

α =
4 − n

n+ 8
ε

2
+ ... .

�
����
� ����
� �
���
�� �
������� ������

�� �� )�� �������� ��� d =
3 (ε = 1) � n = 1 4���
������	 �����	7� � ����
�
�� � ����� ���� �����

�� ����
���� 4��������������
�� �������
��7 ��� ������
�	 ������ ���
��% + ����
������	 ������ ��
� ���� �
���
�� �
������ ����� ����
��� ���� 4M�
���7%
+��
�� �� ε��������
�� ����������� 
������� �������� � ����� ���� �����

��
�� �
����� ��%

1������

�� ����� ������� �������

� ������,��� ����� �� �����	���
�� ε��������
�� �� ��� ���� ������� ������ ��������� ��, �
���
�� �
�������
���������� �������,��� � ����� ���� �����

�� ������� � )��������
� 2?B3%

�D�C �������� � :��������
���� ��	����

&�����
�� ��
����
�� 
�� ������ 
� ����������� ���� ������� ��������

��
�����
�
��% + ���������������� ���� ��
����
�� 
�� �
������� ��� �����
����	 ����� �
��������
�� �� ���� ������
�� ������������ 4c���������7 �����
��� ��
����������% 9�� ����������� ����	 ��
��� ������������� ������� ��

��A�� �� 
��������� �%%�������� ����
 ������� ����������� ��
����� ��#�� ���� �������
�� �� ����#���� � ��
 	� �������� ���	���� ���� ���	����� 	�������� 	���
�� 1/n ,2D� 2=/�
	������� 	�� n→ ∞� ��� ��#�� 	�������� ����������� ��
���� ���#� �	��
������ 	����#�!
���� ������ �������� � 	�� )������� $��
��*� 5���
 ��������� ������� �� ������  ��%����
� ���������� 	������ 	������� ��#
�� 	��� 
��� ���
 ∼ n�



!��"� 1��2
��� 
 4��	/
����3��� 2������ �6A

������ � 
���
�� 
� �����	 ������� � ����� ������
�� ������� ��
����������
� ���� ������ ��� ��� % *������ � ������������� ������� �����
� ��� ������

�� � �������� � → 0% *�� )�� 
������� 
�� ������ ���� ���������� ����
��������� ������� ���������� ��������

�� � "���� �� ������,�� � 
�� � � ���
�� �������� �������� � c������% 9�� ����������� ����	� ��� �� ������ �� ���
���
���
�� ������������ � ����� , ����������������� �� �� ��� � → 0 ���
������ ��� ����������� ����	 ����� 
������� �
���������,��� ������
��
����� ������� � ���� ���
�� .�������� ������/ 
� ����
� ���
% &�
��� ���

� 
�
)�� ��� � ���� ����
�� ��������% C���� ������
� ���� �����
� � ��������
� ������
� sVs ���� "������
�� � 
�����,�� 
������������ �����������% >�
��
���
�� 
�� ������������ ���
���	 ����� ���� ��� ������
��� ��
���

�� 
�
����� ����
�� �������
���� ������

��� ���� ��
� P�����
��� �����	 �������
���� ��
��� �
��������
�� �� )�� ������

�� 2?#3%

E�������� �
����� ��������,��� ������������ ��������
��% "�
������
Ci n����
�	 �������
���	 ������� ����������, �
����������

�� ���
����

���S

{Ci, Cj} ≡ CiCj + CjCi = 0 , 4#B%�#?7

��� i = 1, 2, ..., n% + ���
���S
C2
i = 0 . 4#B%�#57

*�)��� �������
�� �������� 
�	 ��
���� f(Ci) � ��� ���� ������� �� ��
��
��
�� ����� ���
��% :�������� ��� ��
����
�	 ������� �����S

f(C) = a+ bC , 4#B%�#67

��� a � b ' ����
�� �����% -�������
�	 � �����,��� ���
� �������
�� ���
�

��,%

A� ���� � n!����� � ����� ���� )28�-23* ����� ��
B

f(C) = P0 + P i1Ci + P ij2 CiCj + ...+ PnC1C2...Cn , )28�-2O*

 
� ��#
�� ��
��� ������������ 	�������� �������� �� 2 
� n� � ���%%������� P ����������!
����� ����������� 	����������� ���� 	��� ��
����� i, j, . . . � M���#���� ���������� �� �
���
)28�-2D*�

E�������� ��
��� �������
������
�� �� �������
���� ������

��% 1����
���� ��� ��� ����� �������
������
�� ' ����� � ������% M���� ��������
��
���������
�� C1C2 ����������� ���S

∂L

∂Ci
(C1C2) = δi1C2 − δi2C1 . 4#B%�#;7

*����� ��������
��� ��������

�� ���
�S

∂R

∂Ci
(C1C2) = δi2C1 − δi1C2 . 4#B%�#$7

C���� �����
�,�� ����
���S {
∂

∂Ci
, Cj

}
= δij , 4#B%��B7



�6; &���� !�� ���,.)( - ��-'%)({
∂

∂Ci
,
∂

∂Cj

}
= 0 . 4#B%��#7

+ ���
���� ��� ��
����
�	 �������S{
d

dC
,C

}
= 1 4#B%���7

� ������ (
∂

∂Ci

)2

= 0 . 4#B%��=7

+�� )� ���
���
�� ���, ����� 
� ������

�	 ���%
&�������
�� �
��������
�� �� �������
���� ������

��� 
������� ������

�� ������
� ������ 
�� �������% + ���
���� )� �������, 
�� �� ����� ���
����
�, �������
������
�,% W� ���
� �������� � �� 
� ��
��� ��� ����
�
� �������� 
�������� ������ ���	������ �
����
� ��������� ����
���
��������
�, �
������% :�������� ���
� �������� � ���� �
����� ��� �
���
���
�
 ��� ������ ������

�	 �
��������
�� 
� ��
��
�S∫

dCf(C) =
∫
dCf(C + α) . 4#B%��?7

8� ������ �� � ����
�� �
������� � �����
��
�� ��������� 
� 
��� ��
� ��
��
�� � �� � ��

�� ������ 
����� ������ � ����
�� �
������� 
� 4����� ����
��
��
��

∫
7� 
� � � 
������ �������� �
��������
��% ����� ��� ��
�	 ��� f(C)

4#B%�#67� ��������S∫
dC(a+ bC) =

∫
dC[a+ b(C + α)] , �� ��∫

dC bC =
∫
dC b(C + α) , 4#B%��57

����� ������S ∫
dC bα = 0 4#B%��67

���� ����� �������� 
��� bα� ∫
dC = 0 . 4#B%��A7

O��� α ' �����	 )����
 ������� "������
�� 
� ��������	 � C � �
����������
,��	 � C% &��,��	�� ��� �
�����

∫
dC C ���
� ����� ���������� ��������S∫

dC C = 1 . 4#B%��;7

!������ 4#B%��A7 � 4#B%��;7 ���
�� , ��������, �������, �
��������
��%
W�����

�� �� �� ��������

�� �
��������
�� 
� ���� 
������� ����
���

�������������� ������% P���� ���� � ������ ��
����
�	 ������� "������
� ��
����� df

dC = b� 
� �
∫
dCf(C) = b� �� �� �������� �
��������
�� ��	���� 
�

��
���, �� ��� ��� � �������� �������
������
��U
+ n����
�� ������ ��������S∫

dCi = 0 ,
∫
dCiCi = 1 . 4#B%��$7
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*�� ���� η � η̄ ' 
���������� �������
��� ������

��� �� ��S∫
dη =

∫
dη̄ = 0 ,

∫
dηη =

∫
dη̄η̄ = 1 . 4#B%�=B7

*����� �� η2 = η̄2 = 0� �����S

e−η̄η = 1 − η̄η , 4#B%�=#7

�� �� ��������S∫
dη̄dη e−η̄η =

∫
dη̄dη −

∫
dη̄dη η̄η = 0 +

∫
dη̄dη ηη̄ = 1 . 4#B%�=�7

:�	��� ���� ������
�� )�	 ������� 
� �����	 ��� ���� ����� ������
�	% E���
������ ������
�	 �����	� ������ ��� �������� ����
���
��S

η =
(
η1
η2

)
, η̄ =

(
η̄1
η̄2

)
. 4#B%�==7

*������� )����
�
� η̄η 4��
�� η̄T η7 ���� ���S

η̄η = η̄1η1 + η̄2η2 . 4#B%�=?7

1�������� 
�S

(η̄η)2 = (η̄1η1 + η̄2η2)(η̄1η1 + η̄2η2) =
= η̄1η1η̄2η2 + η̄2η2η̄1η1 = 2η̄1η1η̄2η2 , 4#B%�=57

��� ����� �� η2
1 = η2

2 = η̄2
1 η̄

2
2 = 0% P���� ������� ����
� η̄η ���
� 
��, � ��� ����

�������� ��������S
e−η̄η = 1 − (η̄1η1 + η̄2η2) + η̄1η1η̄2η2 . 4#B%�=67

*����
�� �����

�� ���� ������� �
��������
��� ������ ��S∫
dη̄dηe−η̄η =

∫
dη̄1dη1dη̄2dη2η̄1η1η̄2η2 = 1 , 4#B%�=A7

��� � � ��
����
�� ������% *������� ���� ����
� ������

�� �
��������
��S

η = Mα , η̄ = Nᾱ , 4#B%�=;7

���M � N ' ������ 2×2� � α � ᾱ ' 
���� 
���������� �������
��� ������

��%
C���� �����S

η1η2 = (M11α1 +M12α2)(M21α1 +M22α2) =
= (M11M22 −M12M21)α1α2 = (DetM)α1α2 , 4#B%�=$7

��� ���� �
���������
�� �������
���� ������

��% _��� �����
� ������
�� �
��������
�� ∫

dη1dη2η1η2 =
∫
dα1dα2α1α2 , 4#B%�?B7


��
� �������� S
dη1dη2 = (DetM)−1dα1dα2 , 4#B%�?#7
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�� �������� � ����
��� ������� ����
� ������

�� ����
 , ������
�
�%
!������

η̄η = NᾱMα = NᾱαMT = −αMTNᾱ = ᾱMTNα , 4#B%�?�7

������� 4#B%�=A7 � ����S

(DetMN)−1

∫
dᾱdαe−ᾱM

TNα = 1 . 4#B%�?=7

*����� �� DetMN = DetMTN � ��,�� ������ ����	 ����� �S∫
dᾱdαe−ᾱAα = DetA , 4#B%�??7

�� ���������� ����	 ������� �
����� �� �������
���� ������

��%
_��� ������� ����������� ���� �������� ���� ������� � �����
��
�����


�	 �������
���	 �������� ��
������ �����	 ����� ����
��� C(x)S

{C(x), C(y)} = 0 , 4#B%�?57

∂L,RC(x)
∂C(y)

= δ(x − y) , 4#B%�?67∫
dC(x) = 0 ,

∫
dC(x)C(x) = 1 . 4#B%�?A7

+ ����� �� � 
�� ���
���, ��
����
�� 
�� �
������ �� �������
���� 4����
��������7 �����%

M����
���
 9������ ��� �����
�� ���� ���S

L = iψ̄γµ∂µψ −mψ̄ψ . 4#B%�?;7

C���� 
��������

�	 �����������	 ��
����
�� ��� ������
��� ���� 9����� ����
� ���S

Z0[η, η̄] =
1
N

∫
Dψ̄Dψ exp

{
i

∫
dx[ψ̄(x)(iγµ∂µ −m)ψ(x) + η̄(x)ψ(x) + ψ̄(x)η(x)]

}
,

4#B%�?$7
��� 
���������
�	 �
����� 

N =
∫

Dψ̄Dψ exp
[
i

∫
dxψ̄(x)(iγµ∂µ −m)ψ(x)

]
. 4#B%�5B7

O��� �� ����� �������
�� ����
�� η̄(x) ��� ���� ψ(x) � η(x) ��� ���� ψ̄(x)%
9�� �������
�� ������ ����
� ����� ����
���
��

S−1 = iγµ∂µ −m. 4#B%�5#7

C����S

Z0[η, η̄] =
1
N

∫
Dψ̄Dψ exp

[
i

∫
dx(ψ̄S−1ψ + η̄ψ + ψ̄η)

]
. 4#B%�5�7
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E�������� ��������
�, �����S

Q(ψ, ψ̄) = ψ̄S−1ψ + η̄ψ + ψ̄η . 4#B%�5=7

:�	��� �
���
�� ψ� ������ �� .��
��������/ �� �������S

∂LQ

∂ψ̄
= S−1ψ + η = 0 ,

∂RQ

∂ψ
= ψ̄S−1 + η̄ = 0 , 4#B%�5?7

�� ���S

ψm = −Sη , ψ̄m = −η̄S , 4#B%�557

��� ������������ ���������
�� ��������� ����
��� S−1% + .��
�����/ �����S

Q = Qm = Q(ψm, ψ̄m) = −η̄Sη . 4#B%�567

C���� 
��� ��������
�, ����� ���
� �������� � �����,��� ����S

Q = Qm + (ψ̄ − ψ̄m)S−1(ψ − ψm) . 4#B%�5A7

1�������

�S ��

Z0[η, η̄] =
1
N

∫
Dψ̄Dψ exp

{
i

∫
dx[Qm + (ψ̄ − ψ̄m)S−1(ψ − ψm)]

}
=

=
1
N exp

[
−i
∫
dx

∫
dyη̄(x)S(x − y)η(y)

]
Det(−iS−1) , 4#B%�5;7

��� ��� ������
�� ������
��� ������
�� �� ��
���� �
����� exp
[
i
∫
Qm
]
��

�
�� �
������� ������ �� Qm 
� ������ � ψ � ψ̄� � ������ ������� ������
��
��
����
�� 
�� ������
��� 4#B%�??7S∫

Dψ̄Dψe−ψ̄Aψ = DetA . 4#B%�5$7

Q
������
�� ������� ���
� ������ � �� N = Det(−iS−1)� �� �� ���
���� 
�
�������� �����������	 ��
����
�� ������
��� ������������ ���� � ����S

Z0[η, η̄] = exp
[
−i
∫
dx

∫
dyη̄(x)S(x − y)η(y)

]
. 4#B%�6B7

:����
� ����� ��� �� ������� S ��	����� 
� ��������% &
 ���� ���S

S(x) = (iγµ∂µ +m)∆F (x) , 4#B%�6#7

��� ∆F (x) ' ������ �����
�	 
�� ��	
��
�����	 ��������� ������
��� ����% +
����� ����� ����� ��� 4#B%�5#7 �����S

S−1S = (iγµ∂µ −m)(iγµ∂µ +m)∆F (x) = (−� −m2)∆F (x) = δ(x) . 4#B%�6�7

�������� ��������� � )28�-=I* 	��
������� ����� %���������� ���� %����� )28�DI* 
�
���	����� � ������� � 	���
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C���� ���
� �������� ������
�	 ��������� ������������ ���� ���S

τ(x, y) = − δ2Z0[η, η̄]
δη(x)δη̄(y)

∣∣∣∣
η=η̄=0

=

= − δ

δη(x)
δ

δη̄(y)

{
−i
∫
dx

∫
dyη̄(x)S(x − y)η(y)

}∣∣∣∣
η=η̄=0

= iS(x− y) , 4#B%�6=7

��� �� ����� ������ exp(−η̄Sη) = 1 − η̄Sη%
1�������� ���� �������� �
�������� � ������
�� ������
��� � ���
��
��

�� �����% 9�� ������
��� ���� �����S

L0 =
1
2
∂µϕ∂

µϕ− 1
2
m2ϕ2 = −1

2
ϕ(� +m2)ϕ . 4#B%�6?7

@� 
���� ����

τ(x, y) = i∆F (x− y) , 4#B%�657

��� ∆F ' ��	
��
�����	 ���������� ����������,��	 ����
�
�,S

(� +m2)∆F (x− y) = −δ(x− y) . 4#B%�667

9�� ���
��
��� 4������������7 ���� �����S

L0 = iψ̄γµ∂µψ −mψ̄ψ = ψ̄S−1ψ , 4#B%�6A7

τ(x, y) = iS(x− y) . 4#B%�6;7

+ ����� ������� ������ �� ��������� �� �������� ����
�	 ��)������
�
��� ��������
�� ���
� � �����
���
�% @��
� ������ ������� ��� � ��������
���������� �����
����� ��� �������� 
��� ����%

*����������	 ��
����
�� ��� ��������	���,��� ����� ( ����	 ���� �� 
��������
 ����
� �
������
� ���������� �����,S

Z[η, η̄] = exp
[
i

∫
dxLint

(
1
i

δ

δη
,
1
i

δ

δη̄

)]
Z0[η, η̄] . 4#B%�6$7

&�,�� ���
� ������ ��� ������� ��������
�	 ��
��� ��� ����������� ����	�
����
� �
������
� ���� ��� )� ���� �����
� ���� � ������
�� ������% W��
�
���

�	 �������

�	 �����

�� ,� �����

�	 � �������
���	 �������	 ������
������ ����	� ������� 
���������� ���������
�� �����
��� 
��� �
������
(−1)� �����	 ������

�	 ������% @� 
� ����� ���������� ������
� ������
������� ��������
�� ������ � ������� ��������	���� ��
�� �� �� ������
���
������ �� � ���������
�� ������
��� @�
�������� ��� �
�� � ������
�,� ���
��,�� 
�����
�����������%

� �������� 	������ ��
�� ������
������� %��������� ������� ������ 	���������� 
� �	�!
����� 	�������� � ������������ ���������� 	����
�� ��� ���������� D!%��������� ������
��!
����� F����� J�� ��#�� ���� ��	���� ��	�������� 
� �	������ ��������� ��������� 	��������

��+����
�� 	������� ,I/� ��� 	������#
���� ��� � ���#���� ������� � %������������ ����!

������ )28�--2*� ������� ����� ��
B δ2

δη(x)δη(y)
= − δ2

δη(y)δη(x)
�
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 	��
��������� �����
� � 	�������� >��	����
��2
	�� �A=

������
������� �	������ 1�������������� � ���#��� ������
������� )
� 
��� 	����� 	���!
���� �	�����* ��	��������� � ��
����� ����
������ ��
� ,-O/B

Lint =
G√
2
j+w jw , )28�-O8*

 
� jw L �	������ ���� � ���� �	�����B

jαw = ψ̄eΓ
αψνe + ψ̄µΓαψνµ ,

jα+
w = ψ̄νeΓ

αψe + ψ̄νµΓαψµ , )28�-O2*

 
�

Γα =
1

2
(1 − γ5)γα(1 + γ5) , )28�-O-*

� ��#��� ��
���� 	����� �	�������� ���������� ��������������� ������� )������� e� ����
µ� ���������� �������� νe� ������� �������� νµ*�

C� 	�������� � �������� � ������ ����� ��� ���� � ���#��� ������������� ��	����������!
���� ������ L ��������� ����� G ������� ��������� ��������� � ������������ ���
���� 
���
�� ������� � ���
���� ������ �� �������� ��������� ������ ��������� �� ��������� 
�����
	� ��������� ��������� 	�������� )�	��������� 	����� 	���
��� ������ ���������� 	� G* �
�	������� ������ ��� ���	�
 ������ �����B

G = 1.0 · 10−5 �3

m2
pc

= 1.43 · 10−49 erg · cm3 , )28�-O.*

 
� mp L ����� 	������� ���
����� �
��� 	����� ��� ��������� 	�������� �� 	������� � )28�-O.*
�	��� 	���������� �� ��� ���
��� ��� ����� ������
������� ���������� ��� �%%��������� �
��������� ��������� 	��
�� ����������� ������ �������� ������ � ����� ������
��������

���
� ��	���������������� ������ 	�� � )28�-O8*� ��� ������
������� ����� �������������
� �������� %��
��������� �� ����������� ��	������� � 	�	����� ������ 	���
��� �������!
�������� ������ �����������

�D��D )������	��� � ��
�/������� ��
���� �

����	���� &
��	�����������

+ ������ ���
���	 )�������
����� ��������������� ����� �����������	 ��
��
���
�� ���� ���S

Z[J ] =
∫

DAµ exp
{
i

∫
dx(L + JµAµ)

}
, 4#B%�A?7

��� Jµ ( �
��
�	 �����	 ����
���

L = − 1
16π

FµνF
µν . 4#B%�A57

+����
�� �
��������
�� �� dx �� ����� � ������� ������
��
�� ���
� ���
�
�������� )� �����
���
 � ����S

L =
1
8π
Aµ[gµν� − ∂µ∂ν ]Aν . 4#B%�A67

M����
���
 )��������
�
��� ���� �
�����
�
 �
����� 
� ������

�� 4���
��������
��7 �����������
�	 Aµ → Aµ + ∂µΛ% + ��� ������ �
����� � 4#B%�A?7
������ �� ���� Aµ� � �� ����� � �� ��� ������ �����
� ���� � ������ ��������
���
�� �����������
���% &�����
�� �� )� ������� � ������������ ������ � Z
� � ��
���� "��
�% N�
�� �� 
��
� ��������� 
������, ���
�, ����������
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��� ���� �
����� �� Aµ �� ������ �� ������ �����

�� ���� � ������ ��������
���
�� �����������
���% O��� �� ����������� � ��������	� ������ ��
����
�� �����

� ����	 ��� �������� � ������ ���
���
�� 
��������� ����������
��
����	% &���������� �� � ������ ��
����
�� 
��� ������� � ���
���	 �����
���� )� �������� ���� �� ����������� 
� ����
�% -�� )� ������� ���� ���
����
� ������
� ������
� � �����,��	 ������ � ���� ����
������ 
����� ����
������
���� ��
�������� ��������%

W��� 
����� 
� ���������
���� ������� M���
�� ∂µA
µ = 0� � �����
���


4#B%�A67 ����	�� �S

L =
1
8π
Aµgµν�Aν . 4#B%�AA7

&������� ����
�	 �� �
���
�, � gµν� ���������� ����	 ��������� >�	
���

� 4��% 
������� "���� ?7S

DFµν(x, y) = gµν4π∆F (x, y;m = 0) . 4#B%�A;7

+ ����� �
�� ���������
��� ���
���,��	 �� 4#B%�AA7 ������� −gµνk2 ���� ���
��
�	 ������� ���� −gνλ 1

k2 � �� �� ��	
��
�����	 ��������� )��������
��

��� ���� � ���������� M���
�� ���� ���S

DFµν(k) = gµν
4π
k2

. 4#B%�A$7

+ ����� ������� � �����
���
� ���
� ������ ���
� �������,��	 ����������
� �������� 
�� ��)������
�� αS

L = − 1
16π

FµνF
µν − 1

8πα
(∂µAµ)2 =

1
8π
Aµ
[
gµν� +

(
1
α
− 1
)
∂µ∂ν

]
Aν . 4#B%�;B7

+ ����� �
�� ���������
�� ��)������
 ��� ������� ���� ���� ���S

−k2gµν +
(

1 − 1
α

)
kµkν , 4#B%�;#7

� ����
�	 ��� ������� ��� ��������� ����S

Dµν(k) =
4π
k2

[
gµν + (α− 1)

kµkν
k2

]
. 4#B%�;�7

*�� α → 1 �������� ��,�� ��	
��
�����	 ��������� 4���������� M���
�� (
>�	
��
�7% *�� α→ 0 �������� ��������� � ���������� M�
���%



����� ��

�
�	��
�	�� �������
 �	����	��%	��
�	�������
&
����"��
��	�� ���

���� #��/�
��� ��
�/������� ��
� � ��	��

��������+)������

*���	��� � ������
�, ���
���	 ����� 
��������� ����������
�� ����	% O��
���� ���
���
�� ����	 N
�� ( @����� ������ ����� �������� 
�����

�	 �����
���
���	� �����

�� � 
���������� , ������
��� ���� ����������
�	 �
�����
�

���% + ���
���� 
� �������� ����������� 
� ������� ���
���
�� � ����
��� ��
�
�������� 4�������
���7 ������� � ���
���	 ����� ����� 
������ 
�
��� �����
�� �����
�
�� � �������	 ���
���	 )�������
�����% *��
�� ����
��
)�	 �������� ���� �����
�� >�������� � *������ � ����� ����
��� ��
�����

�� 
�� ������% + �������,��� ������
�� � )�	 ����� �� �������� � ��
��
���
�
��� 2##3%

I����0�:��5�� �9��<�0��3�� ��3��3�= ����?

+��� �� ������� �� ������
� ����
�� ������� ��������

��� �������������
��
����
��� Z � ����������
�	 ����� 4���� � )�������
�����7� ������ �������
������� �����
��
�	� ������ �� � 
�� ��������� �
��������
�� �� ���� �����
Aµ� � �� ����� � �� ��� ������ �����
� ���� � ������ ����������
��� ������
������
����� ������,���� ����
����� 
�� ������
�� �
�����

��%

*����� ��� ������� � �������
���� ������ ������� ����������� 
� ��
���� �����
��
�	 .��T��
�	/ �
����� �� 4�����
��
����
���7 ��
����
�� �

��� �
������ �� ����������
��� ���,� ���������� ��� ���,������ ��
��
�	

�A5



�A6 &���� !!� ��,-D)%�%C'( �%,.

E��% ##%#S

���� ������ ����
�	 ������
�	 �
����� ����S

W =
∫
dx

∫
dyeiS(x,y) =

∫
dreiS(r) , 4##%#7

��� r = (r, θ) ����� �����
�� ������
�� ���� 
� ��������% *����������� ��
4�
���� ��	����U7 ��
���� S(r) �
�����

� �
����� 
� �����
�	 � ������
��
������
���S

S(r) = S(rφ) 4##%�7

��� r = (r, θ) → rφ = (r, θ + φ)% 8� ��
����� �� S(r) �����

� 
� �����
����
4.������/7 � �������� (x, y)� ������

�� 
� E��% ##%#4�7% W��� � )�� ������ �

�� ������� �� ���� ������ ����� � �
����� �� �� � 
�)�������

��
�
���
�	 S(r)� � 
��
� ������ .��T��
�	 �
����� /� ��������,��	 �
��
�������
�, �� ������	 ������

�	�

∫
dθ = 2π% _��� ����� )� ������ 
��

����� ��������� �����,��	 ������ �����	 ����� ���� ������
 
� ����� �����

�� ������% *������� � 
�� �
����� #� ������

�, � �����,��� �����S

1 =
∫
dφδ(θ − φ) . 4##%=7

C���� �����S

W =
∫
dφ

∫
dreiS(r)δ(θ − φ) =

∫
dφWφ , 4##%?7

���

Wφ =
∫
drδ(θ − φ)eiS(r) 4##%57

���������� ��� ��

��� �
���
�� ���� φ = θ% C���� �������� �� �
����� ������
���� W ��� ���������

�� �
���
�� ���� φ = θ 4���� U7� � ���� �
�������� ��
�������� ��������,��� ���� �
���
��� φ 4��% E��% ##%#4�77% ����� ��� �
�����
�

�� ��
���� S 4##%�7� �����S

Wφ = Wφ′ . 4##%67

1�������� 
�� .��T��/ ����� ���
� ������ � ���� �
������S

W =
∫
dφWφ = Wφ

∫
dφ = 2πWφ . 4##%A7

�C��� ��������� 	� � ���� 	��������� 	�
������������ � 	��
��� �� 0 
� 2π� ������������!
�� 	��
�� ���� �� ��	��������

�S
��� 	�
������������� ��� θ 	�	�
��� � ������� (0, 2π)�



!!�!� '�������� 	��
��������� ���� 
 2���� 1�������@������� �AA

+ ����� ������ ���
� ����� ����� ����
�, ���� � ��� φ = θ� �����, ���
�
�������� ����
�
��� 
������	 �����	 g(r) = 0� ��������,��	 �����, �����
� �� �� ���
 ���� ��� )� ������
� 
� E��% ##%#4�7� �� �� ����
�
�� g(rφ) = 0
����
� ��� ���
���

�� ����
�� φ ��� ��

��� �
���
�� r% E���������� ��
��, ���� ������ ����� ��������� ����� ������� ����
�
�� 4##%=7� .���������
��
���
���/ ����S

1 = ∆g(r)
∫
dφδ[g(rφ)] . 4##%;7

�
��� ������� ��������� ��
���, ∆g(r) ���S

[∆g(r)]−1 =
∫
dφδ[g(rφ)] . 4##%$7

����� ��� ����� �������S∫
dxδ[f(x)] =

∫
df

1
df/dx

δ(f) =
1

df/dx

∣∣∣∣
f=0

, 4##%#B7

��������S

∆g(r) =
∂g(rθ)
∂θ

∣∣∣∣
g=0

, 4##%##7

������ ∆g(r) �
�����

� �
����� 
� ������
�� �����
�	S

[∆g(rφ′)]−1 =
∫
dφδ[g(rφ+φ′)] =

∫
dφ′′δ[g(rφ′′)] = [∆g(r)]−1 . 4##%#�7

C����� ������� ��������
��� �
������
�� �������� � 4##%?7 � 4##%A7� ���
� �
���
������ �� �
������ .��T��
�	 �
����� / 2πS

W =
∫
dφ

∫
dr∆g(r)δ[g(rφ)]eiS(r) =

∫
dφWφ , 4##%#=7

���

Wφ =
∫
dreiS(r)∆g(r)δ[g(rφ)] . 4##%#?7

O��� �� � ��������� ��� 
������� 
�� ��� �
������% .&�T��
�	/ �
����� 
����
� ��� �� ��
������ ����� 2π� �� ������� ������ 
�� ��������� �
�����
�

��� Wφ �
����� 
� �����
�	S

Wφ′ =
∫
dreiS(r)∆g(r)δ[g(rφ′)] =

∫
dr′eiS(r′)∆g(r′φ) = Wφ , 4##%#57

��� �����
� ������

�� r′ = (r, φ′) � ������ ������� ��� �� S(r)� ∆g(r) � ����
�
��������
�� dr �
�����

� �
����� 
� �����
�	% C���� ������� .�����/
������
�� .��T��
���/ �
������ ����� � ��� �� ��� �
����� ������� �����

�����,��� δ���
����� ������ ��
������ 
� ∆g� ��������

�, �������� 4##%$7%
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C����3�� �7J�<3�@� <3�B�0��4 � H135A��39�E3�< �30�@�9��?

*���	��� � ��������
�, 
��������� ����������
�� ����	% 9�� ��������

���
��������� �����	 ����	 N
�� ( @����� � ����������
�	 ������	 SU(2)% M����
�
���
 ���	 ����� ���� ���S

L = − 1
16π

F aµνF
aµν , a = 1, 2, 3 , 4##%#67

��� 4��% ����
�
�� 4�%##�77

F aµν = ∂µA
a
ν − ∂νA

a
µ + gεabcAbµA

c
ν . 4##%#A7

O��� g ' �
������������� ��
��
� �����% *����������	 ��
����
�� ����������
��� ����
�� � ����S

Z[ �J] =
∫

D �Aµ exp
{
i

∫
dx[L(x) + �Jµ · �Aµ(x)]

}
. 4##%#;7

9�	���� �
�����

� �
����� 
� ����������
��� �����������
��S

�Aµ → �Aθµ , 4##%#$7

��� 4��% ����
�
�� 4�%#567� 4�%#5$7 � 4�%#6�77

�Aθµ · �τ
2

= U(θ)
[
�Aµ · �τ

2
+

1
ig
U−1(θ)∂µU(θ)

]
U−1(θ) . 4##%�B7

O��� 

U(θ) = exp
[
i�θ(x) · �τ

2

]
4##%�#7

' �����������
�� ���
��
��� ���������
�� ������ SU(2)% +����� ���
��
��� ����
��������
�� U(θ) ���
� �������� � ����S

U(θ) = 1 + i�θ · �τ
2

+O(θ2) . 4##%��7

+�����
� �θ(x) ���������, ����	 �������� ������� ��������� � ����
������
���������
�� � �τ ' ������ *���� � ������������ ������
���%

9�	���� 
���	 ����� �����

� 4�
�����

�7 
� ������ ����������
�	 �����

��� �������	 �� ���� �Aθµ� ������

�� �� 
������	 ���������

�	 ��
���������
�Aµ �����������
��� U(θ)� �������,��� �� ���� )����
�� ������ SU(2)% *�� ����
��� 
�� ���
���
�� ��
����
�� 
�� �
��������
�� ����
� ��������� �� ��
.�����������
���/ � ��
����
�� 
�� ������
���� ������ ��������� �����,
����� ��� ���
 ���% C���� �������� ���� �� ������� ����
�
�� )�	 ��������
����
��� � ����S

fa( �Aµ) = 0 , a = 1, 2, 3 , 4##%�=7

� ����
�
��
fa( �Aθµ) = 0 4##%�?7

����
� ��� ���
���

�� ����
�� �θ ��� ��

�	 ������	 ��
��������� �Aµ% 8�
������� �������� ����� ����������%



!!�!� '�������� 	��
��������� ���� 
 2���� 1�������@������� �A$

&�������� ���� �
��������
�� �� ��������� ����������
�	 ������S

[d�θ] =
3∏

a=1

dθa . 4##%�57

W��� �� ��������� ��� ����������
�� �����������
�� �θ � �θ′� � ��������,���
������ ���� ��� U(θ)U(θ′) � �������� �����������
�� �������,��S �θ+�θ′% *��
)��� ��������

�� ������
� 4##%�57 ���� �
��������
�� ������� �
�����

�	
�
����� 
� ����������
�� �����������
�	� � �� ������� �� ���� θ ��������
, ��� �
��������
�� ��� �������� �
���
�� � ����� 
� ��
��
� θ′ 
����� 
�
��
��% 1����������� )� ��������, ��� d(�θ�θ′) = d�θ′′ = d�θ%

C���� �� ����� ������ ��� � ���� 4��� ��������
�� ����
��� �
�����

��7� � ����� ∆f [ �Aµ]S

∆−1
f [ �Aµ] =

∫
[d�θ(x)]δ[fa( �Aθµ)] . 4##%�67

&�,�� �����S
∆f [ �Aµ] = DetMf 4##%�A7

' ������
�
 >������� ( *������ ���

(Mf )ab =
δfa
δθb

. 4##%�;7

"�
������ ��� ����
�� �� �
�� ���� "����
� ������� 
������������ 	����������� � 	�!
��
����� 	��
����� 	�����
� ��#�� ��	�����B

∆−1
f [ �Aµ] =

	 &
x

&
a

dθa(x)δ[fa(x)] =
&
x

&
a

	
dfa(x)δ[fa(x)]

∂(θ1(x), θ2(x), θ3(x))

∂(f1(x), f2(x), f3(x))
=

=
&
x

Det

�
∂θa(x)

∂fb(x)

�
f=0

= Det

�
δθa(x)

δfb(x)

�
f=0

. )22�-P*

� 	���
��� ��������� )	��� 	�����
� � ��	��������� x* ��������� %������������ 
������!

���� )�������* ������� � ��	��������� ��
������ δθa(x)
δfb(y)

� ������� �	��
������ 	������
�����

����������� �������� ���� ��������

@����� Mf �����
� � �����
��
� ������ ����������
��� �����������
����

��
���� fa[ �Aµ]S

fa[ �Aθµ(x)] = fa[ �Aµ(x)] +
∫
dy
δfa(x)
δθb(y)

θb(y) +O(θ2) =

= fa[ �Aµ(x)] +
∫
dy[Mf (x, y)]abθb(y) +O(θ2) . 4##%=B7

C���� �� ������
�� ���
���

��� ����
�� ����
�
�� 4##%�?7 fa( �Aθµ) = 0 �
��

���� 
� �θ ������� �� DetMf �����
 � 
���% -�
���
�	 ��� Mf � ������

��
������ � ������ ��� ��� �
��� ������� ���������� 4���� ��
���� fa7� ��
��
������
�� ��� ������ ���������� M���
�� ���� �������
� 
���%

A���������� F�

���� 7 "�	��� ∆f [ �Aµ] ����������� ������������ � ����� 
��� ��	����

∆−1
f [ �Aµ] =

	
[d�θ′(x)]δ

�
fa( �A

θ′
µ )
�
. )22�.2*



�;B &���� !!� ��,-D)%�%C'( �%,.

E� 
�

∆−1
f [ �Aθµ] =

	
[d�θ′(x)]δ[fa( �Aθθ

′
µ )] =

	
[d�θ(x)�θ′(x)]δ[fa( �Aθθ

′
µ )] =

=

	
[d�θ′′(x)]δ[fa( �Aθ

′′
µ )] = ∆−1

f [ �Aµ] , )22�.-*

��� � ���������� 
�������� &�� �	��� ���� ���� )22�2-*�

*������� ���� ���
���,��� �� 4##%�67 .���������
�� ���
���/

1 =
∫

[d�θ(x)]∆f [ �Aµ]δ[fa( �Aθµ)] 4##%==7

� 4##%#;7% C����� ����
���� ��� ���
�������� ���� �
��������
�� �� ����� N
��

( @����� ��� [d �Aµ(x)]� ��������S ∫
[d �Aµ(x)] exp

{
i

∫
dxL(x)

}
=

=
∫

[d�θ(x)]
∫

[d �Aµ(x)]∆f [ �Aµ]δ[fa( �Aθµ)] exp
{
i

∫
dxL(x)

}
=

=
∫

[dθ(x)]
∫

[d �Aµ(x)]∆f [ �Aµ(x)]δ[fa( �Aµ)] exp
{
i

∫
dxL(x)

}
. 4##%=?7

*�� ������
�� ������
��� ����
��� �� ������ ������� �
�����

�� , �����
��
�	 ��� ∆f [ �Aµ] � exp

{
i
∫
dxL(x)

}
�
����� 
� ����������
�� ������������


�	 �Aθµ → �Aµ% C���� ������ �� ����
����� 
�� ������
�� 
� ������ � �θ(x)
�
∫

[d�θ(x)] =
∫ ∏

x d
�θ(x) ��� ����� �����
��
�	 .��T��/ ������ �����	 �� � ���

��� ������ U *�)���� ������� )� 
�
��
�	 �
����� � �����������	 ��
��
���
�� ����������
��� ���� �Aµ ���
� ������ ���S

Z[ �J ] =
∫

[d �Aµ]∆f [ �Aµ]δ[fa( �Aµ)] exp
{
i

∫
dx[L(x) + �Jµ · �Aµ]

}
=

=
∫

[d �Aµ](DetMf )δ[fa( �Aµ)] exp
{
i

∫
dx[L(x) + �Jµ · �Aµ]

}
. 4##%=57

+ )�� �� �� 
���������� ������� 4����� � +������ �� ����
��� ��� ���
��
�
��������
��� ����� � ��
����
�� 
�, ���� �
����� DetMfδ[fa( �Aµ)]%

�7����9 59��7����:394 0����4 F I�G?

E�������� �����	��	 ������ ( ���
���, )�������
�����% + )�� ������ ����
��
��
� ����� ����������
�� �����������
�� ����������� ���S

Aθµ = Aµ(x) −
1
g
∂µθ(x) . 4##%=67

+ )�� ������� ��� �,��� ������ ����������
��� ������� 4##%�=7� ��
�	
��� ��
���, Aµ(x)� ������ Mf 4##%�;7 �� ������� � ���� Aµ(x)% *�)��� ������
�

>������� ( *����� 
� �������
 � ���������	 ���� ���
��� ��� ���
� ��
��� ��



!!��� 1���2�����	
� �
����22� � ���������� ����

� �;#

�
�� ��
����
�� 
��� �
��������
�� �� Aµ(x) � ����� ����� �% C���� ������
������	 ��
����
�� ����������� ���S

Z[J ] =
∫

[dAµ]δ[f(Aµ)] exp
{
i

∫
dx[L(x) + Jµ(x)Aµ(x)]

}
, 4##%=A7

��� δ[f(Aµ)] �������� ��
���
�, ����������� ����� ���� �� �������� � ����
�	
������������ -89%

���� ������������� ��������� � ���/�
���� 	��'

����

*���	��� ���� � ������
��� ��������
�, ������
�� ��������
�	 ��
��� ���

��������	 �����% *�������� �����������	 ��
����
�� 4##%=57 � ����S

Z[ �J ] =
∫

[d �Aµ] exp
{
iSeff + i

∫
dx �Jµ · �Aµ

}
, 4##%=;7

��� �� ����� ���������� �
����� DetMfδ[fa( �Aµ)] � ����

exp ln(DetMfδ[fa( �Aµ)])� � ������
� −i ln(DetMfδ[fa( �Aµ)]) ���,���� � �������
��
�� )������
��� ��	���� Seff % W�����

�� �� 
������ ����� ���
� �
)������
�� ��	���� �����
�� ������ ������
�� ��������
�	 ��
���%
:��
� �
����� ����� �� �������� )� ����� � ����� ������

�� ����%

K�16�L �9�����9 - ��2��9?

+�����
� DetMf ���
� ������ � ���� )����
�
�� ������ �������� �������	S

DetMf = exp[Sp lnMf ] . 4##%=$7

A������������ )22�.P* ���������� M�������� lnDetMf = Sp lnMf �����
�� 
� ���� ���!
����B DetMf 	��
������� ����� 	������
���� ���� ����������� �������� Mf � � lnDetMf 
���
�� 
� ����� � ���%��� ���� ����������� �������� Mf � ���� ��� ��� Sp lnMf �

*��������� ������ Mf � ����S

Mf = 1 + L 4##%?B7

� �������� �������� � ���� ���
� 
����� S

exp[Sp lnMf ] = exp
[
SpL− 1

2
SpL2 + ...+

(−1)n+1

n
SpLn + ...

]
=

= exp
{∫

dxLaa(x, x) −
1
2

∫
dx

∫
dyLab(x, y)Lba(y, x) + ...

}
. 4##%?#7

*�)��� ������
�
 >������� ( *����� ���
� �������� � ���� �������
� ����
����
���� ������

��� 
� E��% ##%�� ��� �����
�� ��
�� ����
���, ����������

�1 ����� ������ 	���
���� � ���#���� ��#�� �������� ��� � 4&A '
���( F�

���� 7 "�	���
�� ������
�������� � 	��� Aµ� � 	����� �� ������������

�&�� ����#���� ���� ���� 	������� ����#���� �����
��� ���� �� � ������ ���
������!
����� � ��������� ,2./



�;� &���� !!� ��,-D)%�%C'( �%,.

E��% ##%�S


������� �����
�� ����� 4.�����/ >������� � *�����7� ������,��� �������
�����	 ����� ��������
�� ������
�� 4������
����7 ����	 �c(x)% 8� ���� � ��
��������	���� ���
� ����� ������������ ��
����
����S

DetMf =
∫

[d�c][d�c+] exp

{
i

∫
dxdy

∑
ab

c+a (x)[Mf (x, y)]abcb(y)

}
. 4##%?�7

O��� �
��������
�� ������ �� 
����������� �c(x),�c+(x)� �
��� 4��� c���������
����	7 �� �������� �� (DetMf )−1U *�)��� ��������� ���� �c(x),�c+(x) �����
�,�
�� ���������� 4����% C���� �������� .����/ >������� � *����� ����,�� ������
�
��� �� ���
�� BU :������� ����������� � ������	 � ����� ���
� � �������
�� ��
��
� ��� 
�� ������ �� )� .����/ ����,�� ���� �����
��� ���������
������ ������� � ����, ��� .������� ������/% *����� �� �� ����� � ����������
��	 ��
����
�� ������� � �������� ���� 4##%?#7� � ����� 
� ���
���� ��������
� �
��
��� ��
���� .�����/%

!��3CM H�5���1ND�� 59��7���51?

*�������� ���� ������� � )����
�
� ���
 δ[fa( �Aµ)]% 9�� )��� �
����� �����
��� �������� �������,��� ����������� ��������� ��� � ����S

fa[ �Aµ] = Ba(x) , a = 1, 2, 3 , 4##%?=7

��� Ba(x) ' �������� 
�� ��
���� ������
���

�������

�	 ����� �� �������

"�� � ����������
��� ���� �Aµ% 1�������

�� ��������� ∆f ��������S

∆f [ �Aµ]
∫

[d�θ(x)]δ[fa( �Aθµ) −Ba(x)] = 1 . 4##%??7

&�����
�� �� ����� 
����������� Ba(x) � �Aµ )� �� $� ����� ��
���� ∆f �
�� � ��������

�� � 4##%�67�� ���������� � Ba(x) �� ���������� 
�U *�)���
�����������	 ��
����
�� 4##%=57 ���
� �������� � ����S

Z[ �J ] =
∫

[d �Aµ][d �B](DetMf )δ[fa( �Aµ)−Ba] exp
{
i

∫
dx

[
L(x) − �Jµ · �Aµ − 1

8πξ
�B2(x)

]}
,

4##%?57
��� �� ��� ���,���� � ����
����� 
�� ������
�� ��������� ����S∫

[d �B] exp
{
− i

8πξ

∫
dx�B2(x)

}
, 4##%?67

��� ξ ' �������� 
�	 �����

�	 ��)������
� ���
����	� ����
�� �����������

�� ���������% + ����� ��� �����������	 ��
����
�� 4##%?57 �������� �

�&�� 	����� ���� )22�3* � ����� ������ � ���� ����������



!!��� 1���2�����	
� �
����22� � ���������� ����

� �;=

4##%=57 
� 
��������

�	 �����

�	 �
����� � �����	 ���
� ���,�� �

���������% :� ���� � � ����� , δ���
����� �������	 � 4##%?57� ���
� �
� 

�
��������
�� �� [d �B(x)]% + ����� ������� ��� � 4##%?�7� ��������S

Z[ �J ] =
∫

[d �Aµ][d�c][d�c+] exp(iSeff [ �J ]) , 4##%?A7

���S

Seff [ �J ] = S[ �J ] + Sfix + Sghost , 4##%?;7

��� S[ �J] =
∫
dx[L(x) + �Jµ · �Aµ] ' ����
�� ��	���� �������������	 ������

Sfix = − 1
8πξ

∫
dx{fa[ �Aµ(x)]}2 4##%?$7

' �� 
��������	 ���
� �������,��	 ����������� �

Sghost =
∫
dxdy

∑
ab

c+a (x)[Mf (x, y)]abcb(y) 4##%5B7

' ��	���� .�����/%

 9��7���59 ����3A9?

+ ����
������	 ���������� �����S

fa( �Aµ) ≡ ∂µAaµ = 0 , a = 1, 2, 3 . 4##%5#7

*�� �
��
������� 
�� ����������
�� �����������
���

U(θ) = 1 + i�θ(x) · �τ
2

+O(θ2) , 4##%5�7

�� ��

Aaθµ = Aaµ(x) − εabcθb(x)Acµ(x) +
1
g
∂µθ

a(x) . 4##%5=7

*�������� 4##%5=7 � 4##%5#7 �����S

fa( �Aθµ) = fa( �Aµ) − ∂µ
[
εabcθb(x)Acµ(x) − 1

g
∂µθ

a(x)
]

=

= fa( �Aµ) +
∫
dy[Mf (x, y)]abθb(y) , 4##%5?7

��� � ������
�� ����
��� ����� ������ 4##%=B7% C���� ������ �� � ��

�� ������

[Mf(x, y)]ab =
1
g
∂µ[δab∂µ − gεabcAcµ]δ(x − y) . 4##%557

*�������� ��� )� � 4##%?$7 � 4##%5B7� ��������S

Sfix = − 1
8πξ

∫
dx(∂µ �Aµ)2 , 4##%567



�;? &���� !!� ��,-D)%�%C'( �%,.

Sghost =
1
g

∫
dx
∑
ab

c+a (x)∂µ[δab∂µ − gεabcA
c
µ]cb(x) . 4##%5A7

+����� �� � ��

�� ������ .����/ ��������	���, � ����������
�� ����� �Aµ�
�� ���������� ����� ���
�� � ������
�� ������� � 4##%5A7% + �
������
��
������
�� � -89 ���	 ���
 ����� ��������� �%

+����� ��� �������
��� ����
��� η+
a , ηa ��� .�������/ ����	 ca, c

+
a � �������

�����������	 ��
����
�� �������������	 ����� � ����S

Z[ �J, �η, �η+] =
∫

[d �Aµd�cd�c+] exp
{
i

∫
dx

[
L(x) −

− 1
8πξ

(∂µ �Aµ)2 + c+a ∂
µ(δab∂µ − gεabcA

c
µ)cb + JaµA

aµ + ηa+ca + ηaca+
]}

, 4##%5;7

��� �� ��� ��������������� ������
�� �������� ���� ca, c
+
a � ���,��� � 
�� �
��

���� 1/g%

�98��B�3�� 0����� ��8<1D�3�=?

O������ ���� ��	���� �������������	 ����� � ����S

Seff = S0 + SI , 4##%5$7

���

S0 =
∫
dx

[
− 1

16π
(∂µAaν − ∂νA

a
µ)

2 − 1
8πξ

(∂µAaµ)
2 + c+a ∂

2ca + JaµA
aµ + ηa+ca + ηaca+

]
,

4##%6B7
� ���
 ��������	����� ���������	 ����
� ����	 ���� ����	� ���� ���S

SI =
∫
dx

[
− 1

8π
(∂µAaν − ∂νA

a
µ)gε

abcAbµAcν − 1
16π

g2εabcεadeAbµA
c
νA

dµAeν−

− gca+∂µεabcAcµc
b

]
. 4##%6#7

*����������	 ��
����
�� ���
� ���� ������ � ����S

Z[ �J, �η, �η+] = exp

{
iSI

[
δ

iδ �Jµ
,
δ

iδ�η
,

δ

iδ�η+

]}
Z0
A[ �J ]Z0

c [�η, �η
+] , 4##%6�7

���

Z0
A[ �J ] =

∫
[d �Aµ] exp

{
i

∫
dx

[
− 1

16π
(∂µAaν − ∂νA

a
µ)

2 − 1
8πξ

(∂µAaµ)
2 + JaµA

aµ

]}
,

4##%6=7

Z0
c [�η, �η

+] =
∫

[d�c+][d�c] exp
{
i

∫
dx
[
ca+∂2ca − ηa+ca − ηaca+

]}
. 4##%6?7

&�,�� ������
�� ������� �������� �������
�� ����� �������
�	% @� 
� ���
��� ������
� ������� )� ������ � ����
������ ������	 ��
��
�� ������ ���
����
�� ��������
�	 ��
���% :�����,��� ������
��� ���
� 
�	� � �����
���� �
��� 
������� � 2;(#�3%

�� ��������� ����� ���#� ��#�� ������� �	��������� ���� ��������� ���������� � ����!
��� '
���( �
����� 	������� �������� ,22/� �
���� '	����( �� ��� ������� ������  �����
���
��
 	��	� ����� ����������� � 	���
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_��� 
�	� ��������� ���� �Aµ� ��������� Z0
A � ����S

Z0
A[ �J ] =

∫
[d �Aµ] exp

{
i

∫
dx

[
1
8π
δabA

a
µ

(
gµν∂2 − ξ − 1

ξ
∂µ∂ν

)
Abν + JaµA

aµ

]}
=

=
∫

[d �Aµ] exp
{
i

∫
dx

[
1
2
AaµK

µν
ab A

b
ν + JaµA

aµ

]}
, 4##%657

���

Kµν
ab =

[
gµν∂2 −

(
1 − 1

ξ

)
∂µ∂ν

]
δab . 4##%667

�
��������
�� [d �Aµ] ���
� �����
� � ��� ���� �����
�	 
�� �������	 ���
�������� �
������ 4#B%?A7� ������� � ���
���� ���� �� ������
� � ���� ����S∫

[dϕ] exp
[
−1

2
〈ϕKϕ〉 + 〈Jϕ〉

]
∼ (DetK)−1/2 exp〈JK−1J〉 , 4##%6A7

��� �������� �������� ����
���
� ��������,��� �
������% *����
�
�� )�	
������� � 4##%657 ���S

Z0
A[ �J ] = exp

{
− i

2

∫
dxdyJaµ(x)Gµνab (x− y)Jbν(y)

}
, 4##%6;7

���

Gµνab (x − y) = δab
∫

d4k

(2π)4
e−ik(x−y)

[
−
(
gµν − kµkν

k2

)
− ξ

kµkν

k2

]
4π

k2 + iε
. 4##%6$7

M���� ������� � ��∫
dyKµν

ab (x− y)Gbcνλ(y − z) = gµλδ
c
aδ(x− z) , 4##%AB7

�� �� G �� ��	����� 
� ����
�	 ������� ��� K%
Q
������
� 
������S

Z0
c [�η, �η

+] = exp
{
−i
∫
dxdyηa+(x)Gab(x− y)ηa(y)

}
, 4##%A#7

���S

Gab(x − y) = −
∫

d4k

(2π)4
e−ik(x−y)

k2 + iε
δab . 4##%A�7

8� ����� ��������� ���� �� .���/ ������� ������
�	 ������	 � 
�����	
�����	 4
� �����
�,��	�� ������� >����7%

+ ���� �����S

#% *�������� ����������� �����
�� ����
��S

i∆ab
µν(k) = −iδab

[
gµν − (1 − ξ)

kµkν
k2

]
4π

k2 + iε
, 4##%A=7

����
������	 
� �������� ���
���	 ��
��	%

�% *�������� .�����/ >������� � *�����S

i∆ab(k) = −iδab
4π

k2 + iε
, 4##%A?7

����
������	 ��
����� �� ������	 4.���/ �������� � .�
�����/U7%
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+ 
��������� ������ ������ ������	���� ����������
�� ����	 ���� ����� ��
����������� � ����S

εµa(k1)ενb (k2)ελc (k3)Γabcµλν(k1, k2, k3) , 4##%A57

εµa(k1)ενb (k2)ελc (k3)ε
ρ
d(k4)Γabcdµλνρ(k1, k2, k3, k4) , 4##%A67

��� ������
� ���� ��������,��� ������ �����������% 1�������,��� ����
���� >�	
��
� �����, 
����������

� �� 4##%6#7� 4##%6�7% + ����� �
�� �����
�����
�� �����	 ���
 � 4##%6#7 ���� �� ������
 ���S

1
3!
Aaµ(k1)Abν(k2)Acλ(k3)Γabcµνλ(k1, k2, k3) . 4##%AA7

+����
� Γabcµνλ ����
� �� ���
�� , �
���������
� ��� ������
���� ����	
A% 1������� �����

�� � ����������
�	 ������	 SU(2) ��� ���������
�S

Γabcµνλ(k1, k2, k3) = εabcΓµνλ(k1, k2, k3) , 4##%A;7

� ����
���� ������� )�	 ��
���� ���
� ������ �����,��� �������% ��
4##%6#7 ��
�� �� Γµνλ(k1, k2, k3) ����� �� ���
�� ���� kµgνλ% C��
�, �����
���,
)�� ���
�� ���
� ���
��� �� ������
�� �
��������� Γµνλ(k1, k2, k3) �
��
���� 
� ������
���� �
������S µ, ν� 1, 2 � % �%� � ����� ���
�	 �
���������
�
���� εabc% C���� ������� 
�	���S

iΓabcµνλ = igεabc[(k1 − k2)λgµν + (k2 − k3)µgνλ + (k3 − k1)νgµλ] 4##%A$7

��� k1 + k2 + k3 = 0% 1�������,��	 ������ ��� .��	
�	/ �����
� ������
 
�
E��% ##%=%

Q
������
�� ������� ���
� 
�	� �����
� .�����
���/ ��������	���� ���
��������
��� ����� ��������,��, ������ ���������� � 4##%6#7S

iΓabcdµνλρ = ig2[εabeεcde(gµλgνρ − gνλgµρ) +

+εaceεbde(gµνgλρ − gλνgµρ) + εadeεcbe(gµλgρν − gρλgµν)] 4##%;B7

�� ����������� �������� 
� E��% ##%?% O��� k1 + k2 + k3 + k4 = 0%
9�� �����
�� �������,��	 .����/ � ����������
�� ���� � ������� �������

����� εµ(q) �����S
iΓabcµ = igεabck2µ 4##%;#7

��� k2 = k1 + q% 8� �����
� ��������
� 
� E��% ##%5� �
� �
���������
� �� ����
���
���� �
������% :����
��� �� .�������/ ��
�� ����� � ��������� �� ��



!!��� 1���2�����	
� �
����22� � ���������� ����

� �;A

E��% ##%?S

E��% ##%5S

� ���� ���� % :����� � �����	 ���������	� ���������	 ����
��, ���, ���
��������
��� ����� �������� )�������

�� �	 ��������� � ����
��	 .������	/
��
��	 � �� �� ����% -�� � � ������ ����
�� ������

�� ����	� ������ .�����
���/ ���� ����
� ��
��� �� �����
��� 
� 
� (−1)%

& ����������
��� �������� ξ ������ �� �� ��������� ����������
��� ����
4##%6$7� ��� �
���
�� ���������� �� ��������
�	 ������� ��� ����
�� ��
���
��
�����% :������� ξ = 1 ��������� ���������� iD���� � >�	
��
�� � ξ = 0
������ ���������� M�
���%

+����
�� ������
�� � ����, ����, N
�� � @������ ��������

�, ����� 
�
������� ���
���	S ������
� ������ � �����
���
� ����������
� � �
�����
�

�� ���
� ���S

Lf = ψ̄(iγµDµ −m)ψ 4##%;�7

���
Dµψ = ∂µψ − igT aAaµψ 4##%;=7

O��� T a ( ��
����� ����������
�	 ������ � �������������� ���������
��%
:�������� ���� ψ ������� SU(2) �������� � T a = τa/2% C���� ������� ���
��
��, �����
��� 
�� ������� >�	
��
� ��� ������
�� 4� ���������� �
�������
n,m, ...7S

#% >�����

�	 ��������� ���� ��
���
�	 ���S

i∆mn(k) = δnm
1

γµkµ −m+ iε
4##%;?7

� ����������� �����
�	 ��
��	%

�% +����
�� ��������,��� ��������	���, ������
� � ����������
�� ���
��� ���� ���S

iΓαµnm = ig(T a)nmγµ 4##%;57

"��������� )� ������
� 
� E��% ##%6%
1������ ��������
�	 ��
���� �����

�� ���� �����
���� � ��� ������

����������
�� ������ ����� ��� 
������� ���
��� � ����������	 ���� ���
���



�;; &���� !!� ��,-D)%�%C'( �%,.

E��% ##%6S

������ SU(3) ������	 �������� �������% E��
��� �� �� � ������
��� ������
���,��� 
����������� ���������
�	 � � ���� ����� ��
������� ������%

- 
�������� ����
� �� ��� ������
� ���
�������� � ��
����� ������
��

�	 ����� ���
���� ����������
�� ����	� �������� � ��
��� ��
���
�	
������ )����
��
�� �����% *��� ����	� � �������
�, ��
���
�� ������	 ��
��������	����% :� ������ ��� � 
������� �������� ��
������ 
��� �������
��� ������ �� ��������� � 
����� 
����� �����% + ���
���� ���� 
� ��
�� ���
�� � ��������	 ������������ ����	 N
�� � @������ 
�������	��� ������� ����
� ������ 
�� ��
���� � )��������
��� ������� ���,��� � ��� �� ���
�
���

�� ��� 
���	���,��� ����� � *������ 4����� ���������

���7 �������
4�������7 )��������
�
�� ����% + �����,��	 ����� �� ������� ��� )� ��������
������� � ���
�	 ����� ������� � )��������
�
��� ��������	����� � ������
��
�, �����	 �� � ���������% O������� 
�� �� ����
�� )�	 �������� ������
����� ��
���

�� 
� ����� � ������� ���������

�� ���
���	 �����	 ���� ��
�������

�	 ����� ��
��
������

��� �����
��%



����� ��

��	��		�� 	���$�	��
��������� � �����%

��	"����'������

���� ����	����� ����6���� �����	��� � 	������

.�
��	�����

-�� ��� �������� ����� �������

�	 �������� � �������

�	 ����� )����
�
��
�� ����� ��� �����
� ��������� ����� ����
�, ���� ��
�����	 �����
��
��
������

��� �����
��% :������� ���
�� �������� �����
�� � ���
���,
����, ���� ���������
�	 � ������
��� ,������ ��������� ����� ��������
��
��
��� �����
�� ���������� ����� 
����	� ��� �������� �����
���
�% :�
)�� ��� ������ ���� �����
����,�� �������� ��
������ ���� �����������

�� ����
�� ��� 
�����
�� ����� 
�	 ����������
�	 �
�����

��� � ���	� �
��������	
� �����	 � 
������� 
�	 ����
�� ������	 � ��
��� ��
���
�	 ���
����% P���� ���� ���������
�� � ����� ������
�� ������� ��������� ���� �
��
��� �������

�	 ���������� � ������ ������� � )������� 
�� �������� ���
����� ���
���	 � ��������% O��� �� ����
������ ��� ��������
��� ����
��
��
�� ���	� ��������� ����,��, ��� ��� ������
�� ���
�	 ����� ������
� )��������
�
�� ��������	���	�%

:��
�� ��� � �����	���� ������� ������
��� �������

��� ���� ϕ(x) �
������	�����% E�������� �����
���
 ����S

L =
1
2
(∂µϕ)2 − V (ϕ) =

1
2
(∂tϕ)2 − 1

2
(∇ϕ)2 − V (ϕ) , 4#�%#7

��� V (ϕ) ' 
������� ��
���� �
�����
�� ����% *����	 ���
 �� ����� �����
��
�� ���
� ������ ��� ���
�� ��
�������	 )
����� ����� � ���� 
��
���������, ����	 ���
�� ���
���� 
�	 )
�����%

�C��#���� � ����  ���� � ��������� ��
��� ,.D/�

�;$



�$B &���� !�� �%*,M ��E'D)&�I��,���

E��% #�%#S

�� 4#�%#7 �������� ����
�
�� �����
��S

∂2
µϕ = −∂V (ϕ)

∂ϕ
���

∂2
t ϕ−∇2ϕ = −∂V (ϕ)

∂ϕ
. 4#�%�7

D������ ����
�	 ����
�
�	 ���� �������

� ������ � ���� .���
���� 
�	
)
�����/ ������	���� V (ϕ)% E�������� �
����� �����	� �����,��	 .����
�	/�
�������

�	 ����� ����� �������������	�� ����% *�� V (ϕ) ���� ���� ���
����

�	 
� E��% #�%#4�7% C���� ������ ���� �����
�� .���	������ ���
������/
ϕ = 0� ������ ������� ���� ���� ������� .����� ������
��/% +����� �������

�� ���
������ ���
� ������ 
����� S

V (ϕ) ≈ µ2

2
ϕ2 , 4#�%=7

��� µ2 =
(
∂2V
∂ϕ2

)
ϕ=0

� �� �� 4#�%�7 ������� �S

∂2
µϕ+ µ2ϕ = 0 , 4#�%?7

%�% � ����
�
�, -��	
� ( "����
�% W��� ���� ��� ����
�� � ���� ������	 ����

� ϕ ∼ eikx� � �� 4#�%?7 ����� ������ ����
�	 ����
 ��������� �����������	
������ � �����	 µS k2

0 = k2 + µ2% 1����,��� ���
� �������
�� V (ϕ) ������� �

���
�	
�� ���
�� � ������� ����
�
���% &
� �������, ��������	���� �������
���
 ��� ������
�� �����% &���
������

V (ϕ) =
1
2
µ2ϕ2 +

1
4
λϕ4 . 4#�%57

-��������	 ���
 
� ������� ���� ������ V (ϕ) ���� ��������
�	 �
����� 
�
ϕ → −ϕ� ���� ������ �� ��
���� V (ϕ) ��� ϕ = 0% &���
���
�� ���
�� ∼ ϕ4

���� ���
������ 
�� �
���
��� ���� ��
��
� ����� λ > 0 ���������
�� � �����
����
���������% + ������ )� ��� ������ �����
�� 
�� ����� ϕ4%

E�������� ���� �����	 µ2 < 0% 8� 
����� �� ���

�� ������ ��� � 
���
�	
���� ���
��� ��������� �
���	 ����� �����% :� 
��
� ������� ����� �����



!��!� ���������� ����8��
� �
22���

 
 �����2� &���������� �$#

��
�� ��������
��% C���� ϕ = 0 
� ������� ����� ������
��� ���	������ ����

������� � ���
���� 
�� )
����� ���� ���� ������

�	 
� E��% #�%#4�7�% +�����
�� ���
���, �� ������
�� ���	������ ���
������ ������� ��������,���S

ϕ = η = ±
√

|µ|2
λ

. 4#�%67

E������
�� V (ϕ) � ����� 4#�%67� � ��
�� , �� ��������
�� ���
��� ���S

V (ϕ) =
µ2η2

4
− µ2(ϕ− η)2 =

µ2η2

4
− µ2(δϕ)2 , 4#�%A7

��� δϕ = ϕ − η� ������ −µ2(δϕ)2 > 0 � ���� µ2 < 0% &�,�� ���
�� �� ����
�
��
���� 4#�%�7 ���� ��� ����
�� ��� δϕ � ���� ������� ���
 � ���
���� �������
k� ����������,��� ������, 4����
� ���������7 k2 = 2|µ|2� �� �� )�� ���
��
���� ���������� ������ � ����$������� �����	 m =

√
2|µ|2%

>��������� �� ����� ���� ���� � ������� ��������� � ���
���	 �����
����% 1����� �������� � ��� �� ���� ������
�	 ���
������ E��% #�%#4�7� � ����
�������� ����� ������
�� ������ )��� 
����� ��
��
��� �����
��%

� ��������� �������� �������� �������� ������� 
�� ����� �������� 	����������� ����!
 ��� �� � ������������ ������� ����� �
�� � �� 	��#���� ����������� 5�#
� 
���� ������
�������� �����#�� ��������� 	�����
� "�� ���� 	������
�� �����	���� ��������� �� 
�� L
������������ � ��������������� ����������� 
��� 	��#���� ����������� � ������������ ��!
������� ������� �������� ,-P/� "������ � ��������� �������� ��������� ������� � ���������
	������� �������� ��������� %������ $� ���#� )� ����� ����� L ������ 	� ϕ�*� 4��������
������ 	�� ������������ � ���� ������ ��#� � ����������� ��������� A�� � ���� ��� ����!
������� �������� � 	�����
� 	�
��� 	�� ��������� ���� ���	���� �����
�� � 	�� �����������
�� ���� ���������� � ���� � ����� 
��� ���������� 	�� � �������� ��N��� Ω� E� 
� %������
$� ���#� L =

%
d3xL ∼ LΩ� ��� ��� ��������������� ������������ ���� �� ∼ Ωϕ̇2� � 	������!

����� ∼ ΩV (ϕ)� E���� �������� ��������������� ��
��� ����������� ��
��� � �������������
������� � ������M ∼ Ω ����� 	����������� ������ ������� |x| ∼ η � ������� V ∼ Ωm2η2� ����!
������� ���� � �������� � 	�����
� ,-P/ 	���
�� exp(−√

2MV|x|) ∼ exp(−Ωmη2) → 0 	�� Ω → ∞�
C�� 
�� 
� �� �
������  ������� ��� 	��� � �������� ���������� 	��
������� ����� '������(
�� '�������( ����������� 
���� �#���� � 	����� �� ���� 
���� 	�������� M��� 2-�2)�*
� ��������� �
�� ���� 
���� )	��	��
������� 	������� �������*� ������������ ��� �����
��N��� �� ��#�� ������������ ��#
� 
������ 	���������� � ����%��

+ ����� ���� ��
��
�� �����
�� 
�������� ��������% @� ����
� ���� 
��������

�� ��
��
�� �����
�� ������ ' ���
 ��������

�	 ������% C� ��
������ ����	 ������� ��������� )�������

�	 �������� ��� 
� ����� ����%
*�)��� ���� ��
������ V (ϕ) ������������ ��� ������
�� � �����
�� 
��
���� ����� �������� ��� �����
�� 
�� ������
��� �����
�	� ��� ���
�� ����%

&���
�� �������

�� ����� ����� ��������,��� ���
����� V (ϕ)� �����
��

��� 
� E��% #�%#4�7� ������� ��� �� �
���� �����,��� �������% *��� �����
�������� � ���� ����� �� ������������ ���������� ���������� �����
�� �
�
�����
�� a† � a� ������ �������� 
�������� �����
�� ��� ����� a|0〉 = 0�
�� ��

〈0|ϕ|0〉 = 0 . 4#�%;7

+ ������ ���
����� V (ϕ)� ������

��� 
� E��% #�%#4�7� � ���� ����� �� �������
��� �����
�� � �
�����
�� ������������ 
� ���� ���� ϕ� � ��� ����
�
�� �

�E�� ���������� 	���� ���� �� � ������� %������ 	�����
�� $��
��� � ������� µ2 ∼ T −Tc�
��� ��� µ2 < 0 	�� T < Tc� ���� ��#� ���	������� %����� � 	�����
��



�$� &���� !�� �%*,M ��E'D)&�I��,���

������
�� ���
������ δϕ = ϕ− η% + )�� ������S

〈0|ϕ|0〉 = η , 4#�%$7

%�% ������
�� ����
�� �������� �������� ����
� � 
��� ' � ������ ��������
� �������������� ������ ��������,��� ���, ϕ% �����
�	 �����
���
 4#�%#7�
4#�%57 ���������
 �
����� 
� ϕ→ −ϕ% &�
��� ��� µ2 < 0 �
 ������� � 
�����
�����
��� ��
��
��� �����
�, 4�������7� ������
��� )�	 
��������� �����
��� 4#�%$7% +�������
�� 
�� )�� �������� ���� ��� 
� ������, ��������	
�����
��� �����
���
�� ������ �� ������ V (ϕ) � E��% #�%#4�7 
���������
� ��

����� 
� ���� ϕ = η% *�������� �� �� � ���
���	 ����� ���� 
��������
����
��� ���������
� ����	���� ���������� � � ����� ��
��
������

��� �����
�
�� ������ �����
� ��� ,����� ������ � �����
�� � ��
���

�	 ��������	%

��693�8< @�3��9A�� <9��C?

1��������
�� � ������
��� ���� ����
��� � 
��� ������
��� ����
��� ����
����������� ������� � ������
�, ����� � �����
� ����������� ������ �����
����	���,��� � )�� �����% E��������� 
�������� ����������� ����� ��������
,��� ������
�	 ����������� ������
� ���
� #l�% M����
���
 ����� ���� ����
���S

L = iψ̄L∂̂ψL + iψ̄R∂̂ψR , 4#�%#B7

��� ∂̂ = γµ∂µ � �� ����� .�����/ � .������/ �����
�
� �����
��� ψS

ψR =
1
2
(1 + γ5)ψ , ψL =

1
2
(1 − γ5)ψ , ψL + ψR = ψ . 4#�%##7

C���� ������ ��������	���� ����	 ψL, ψR � 
���� ������
�� ����� ϕ� 
������
,��� �������,% 9�� )��� ������� � �����
���
� 4#�%#B7 ���
 ����S

Lint = −κ[ψ̄LψR + ψ̄RψL]ϕ , 4#�%#�7

��� ������
�� � ������
�� ������� ���������� ����	 ���
���

�	 ������� ���
���	 ���
� ������ �� ψL � ψR� � κ ' ���������
�� ��
��
� ��������	����
4��������� ���� )� ��������	���� ������� ����
����������7% O���
�� ���� 
� 4#�%#�7 ���� ϕ ��� ������
�� ����
�� η� )� ��
����� �� �� 
� ������������
��������� � �����
��� ����� ���� ϕ% C���� �����S

Lint = −κη(ψ̄LψR + ψ̄RψL) = −κηψ̄ψ , 4#�%#=7

�� �� ����� 4#�%#B7 � 4#�%#=7 ���S

L = iψ̄∂̂ψ −mψ̄ψ , 4#�%#?7

�� ��������� ������������ �����
���
� ��� ������
�� � �����	S

m = κη . 4#�%#57

C���� �������� ��� ������
�� ������	 ����� ���
� ������ �� ����
� ����
���
� ����������� .�����/ � .������/ ������
��� ��������	���� ������ � �����

���	������ �� ��������� 	�
��
 � ������ ���
����� � ����! ���H
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 �����2� &���������� �$=

E��% #�%�S

ϕ� ���������,��� ������	 �������� ��������� .�����/ ������ � .������/ � 
��
����� � ������� � ���
��
���
�, �����%

+��� �� ���������� �����	��	 ������ �����
���
� � ������
�	 ������
���	 �
����� 
� ����
� ϕ → −ϕ% E�������� ���� �����	 
�����
�� 
�����
���
�	 ��������% 9�� )��� ������ ��������
�� ������
�� ���� ϕ� ��� ������
��
)�������

� ���� �������

�� ����� ϕ1, ϕ2� �����

�� ���
���
��� 4��% "����
�7S

ϕ(x) =
1√
2
[ϕ1(x) + iϕ2(x)] 4#�%#67

M����
���
 )��� ���� ������� � ����S

L =
1
2
(∂µϕ1)2 +

1
2
(∂µϕ2)2 − V (ϕ1, ϕ2) = (∂µϕ)(∂µϕ∗) − V (ϕ1, ϕ2) . 4#�%#A7

P���� ���� � �� ���
���� V (ϕ1, ϕ2) ������ �� �� � ������ ϕ� %�% � ρ2 =
ϕ2

1 + ϕ2
2 = 2ϕ∗ϕ� �� �� V = V (ρ)% 8� ��
����� �� �� ������ �����
��� �


�	 4.�
���

�	/7 �������� ����� �
����� 
� �����������
�� �����
�	 
��
������ U(1)S

ϕ→ eiαϕ 4#�%#;7

���� �� ��� ������ �
�����

��� �����
���
� �
����� 
� ������� � .�����
�������	/ ��������S

ϕ1 → ϕ1 cosα− ϕ2 sinα ,
ϕ2 → ϕ1 sinα+ ϕ2 cosα . 4#�%#$7

@� ������ 4��% "���� �7� �� � ���	 ��������	 �����
� �����
�
�� 
��������
������ 4)������������� �����

��� � %�%7% *�� )�� ���� ϕ � ϕ∗ ���, ������
���
��� �
���%

E�������� ���� ���
���� V (ρ)� ������

�	 
� E��% #�%�% �� ����������

��������

V (ρ) =
1
2
µ2ρ2 +

1
4
λρ4 4#�%�B7
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��� µ2 < 0% O�������� ���� � ���� 4���������
�� ����� �����7S

ϕ(x) =
1√
2
ρ(x)eiϑ(x) , 4#�%�#7

��� ρ(x) � ϑ(x) ' �������

�� ��
����� ������ �� V (ρ) ���� ��
���� ���

ρ = η =
√

|µ2|
λ � %�% ��� �
���
��� ����S

ϕ =
1√
2
ηeiα 4#�%��7

� ������������ αU O��� ������ �����
��
����
�� �������
�� ��
��
��� �����
�
�� ������ �� �
���
��� α% -����� �
���
�� α ��������� ������ �������
4��
��
��� �����
�,7 � ��
�	 � �	 �� 4��
���� 
�	7 )
�����	 V (η)% +�� )� �����
��� ��������� )�������

�� 
� ����� 
��� �� �� ���
 ��������

�	 �������

������� ��������,��	 α = 0� � ����� � 
�� ��
� ��������

�� ������
���
�����
�	� � ������ ��� 
� �������� 4#�%#;7� 4#�%#$7%

*�������� ����� ������� ��������� ���� �����
���
 4#�%#A7% ����� �
��� 4#�%�#7� ��������� �����
���
 ���S

L =
1
2
(∂µρ)2 − V (ρ) +

ρ2

2
(∂µϑ)2 . 4#�%�=7

W��� ����
��� �� � 4#�%�=7 ��� ��������
��� ���
��� �� ���,� � ������
������� V (ρ) ������ ρ = η �� ����
�� ρ′ = ρ − η� � � �� �� ���
� 4#�%�=7
����
� ρ 
� η% C���� �������� �����
���
 ������
�� ����� � ����S

L = 0Kg\h +
1
2
(∂µρ′)2 −

m2

2
ρ′2 +

η2

2
(∂µϑ)2 , 4#�%�?7

��� m2 = 2|µ2|% &�,�� 
������

� �����, ����
�
�� �����
��S

(∂2
µ +m2)ρ′ = 0 , ∂2

µϑ = 0 . 4#�%�57

C���� ������� �������� ��� 
�	��� 
�� 4�������

��7 ���� ρ′ � ϑ� ������ ����
���� �����, ������ � �����	 m� � ������ ' ����������� �������% + 4#�%�57
�����
� ���
� ������ ��������� �������,��� ��������	���� )�� �����%

*�����
�� ����������� ����� ��� ���
�

�� 
�����
�� 
�������
�	 ����
����� ����� �������� �������
�� ������� .��������� � ���� ���� ������

�����,�� 
����������%

:� �������� ���� ������� ������
�� ������ "������
� 
� �����	 �����
������� �������	% *�� ���� ϕ(x) ���� n �����
�
% C���� �����������
��
������ �������� ���
� ������ � ����S

�Φ = S�Φ′ , 4#�%�67

�� ������ ���
����������� � ��������� �������� ���� ����� +�	����� %������ 	�����
 �
%������ ������ ��������� �������� ��	�������� ���������  ��		� �������� L ��������  �!
��������� 0�������� � ����������� ����������� �������� )� �� � ���
�� �������� 	������
�!
��� �	���� �� ���� �������*� �� 
� ��� � �������� ��������� ��������� ��
������ ��	�������
L ������ �	�������� ���� ���������� )��������� 	���#�����*� T��� ��  �
������ � ���� ��!
��� ������� ����������� �	������ �����



!���� ���
��������� ���� 
 >44�	� N
����� �$5

��� �Φ � �Φ′ ' ������ �� n �����
�
 (ϕ1, ....ϕn)� � S ' ������ n × n% *�� 

���
���� V (�Φ) ������ �� �� � ρ2 = ϕ2
1 + ... + ϕ2

n � ������ �
�����
�� 
�%
C����S

L =
1
2
(∂µ�Φ)2 − V (ρ) . 4#�%�A7

+ )�� ������ �� �
��� ����� ����	� � .�����
��/ ������
��� ��� ���� �Φ�
����� ���� ����������� ������� ρ(x) � n − 1 .��������/ ������

��� αi(x)(i =
1, 2, ..., n− 1)% M����
���
 � )�� ������

�� ��������� ���S

L =
1
2
(∂µρ)2 +

ρ2

2

n−1∑
i,k=1

θik(αi)∂µαi∂µαk − V (ρ) . 4#�%�;7

*�� V (ρ) ���� ��
���� ��� ρ = η� %�% 〈0|ρ|0〉 = η% !������ �����
�
� αi ���
�
��������� �������� 〈0|αi|0〉 = 0 4����� �������7 � ��� �� θik ��� αi = 0 ����
��� θik(0) = δik% C����� ����� ��� ρ′ = ρ− η� �����S

L = 0Kg\h +
1
2
(∂µρ′)2 −

m2

2
ρ′2 +

1
2
η2

n−1∑
i=1

(∂µαi)2 . 4#�%�$7

+����� �� ������� ��������,��� ����� αi ���, 
������ ������ �� �� �
������ ���
���� n− 1 ������
��% 8� ����� ����	 �����
 ������ "������
�%

���� %�
�/������� ��
� � &::��	 F������

-������ �� ������
�� �������
������ ����� � 
�����	 �����	 ������ 
�� ��� 
�����
��� 
�� ���
���� ������ �� ��
��
�	 
���	 ������	 ������� ����
��
�������� �����

�� � 
������� 
�����	 ����� � ����������
�� ����
��% &�
���
)� 
� ��U :������� ��T���
�
�� ��
��
�	 ���� ����������
�� ����	 � ��
������
�	 ���
�

��� 
�����
�� �������� �������� ���	� � ������

�	 �������
������
�� ������������� ����	 ��������	���� )����
��
�� �����%

E�������� ��������	���� ������
��� ���� ϕ� 
�����,���� �������,� � ���
��������
�� ����� Aµ � ��� �����	��� �������� 4��������������7 �����
�%
M����
���
� �
�����

�	 �
����� 
� ����� 
�	 ������ U(1)� ���� ���S �

L =
[
(∂µ − ieAµ)ϕ∗][(∂µ + ieAµ)ϕ

]
− 1

4
FµνF

µν − V (ϕ,ϕ∗) , 4#�%=B7

��� Fµν = ∂µAν − ∂νAµ�

V (ϕ,ϕ∗) = µ2ϕ∗ϕ+ λ(ϕ∗ϕ)2 , µ2 < 0 . 4#�%=#7

+����� ��� ���������
�� ���� ϕ ����� .������ 
��/ � .�������/ �������

��
����S

ϕ(x) =
1√
2
ρ(x)eiϑ(x) . 4#�%=�7

:� ���� �� ����� ���������� 4#�%=�7 ��� ��������� ������������� ��������
������� ������ U(1)S

ϕ(x) = eieχ(x)ϕ′(x) , 4#�%==7

�A��� � ����  ��� ��	�������� ������� �
���� 6������
��
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���

χ(x) =
1
e
ϑ(x) , ϕ′(x) =

1√
2
ρ(x) . 4#�%=?7

C���� �������

�� ��������
��� �������� � 4#�%=B7 ������������ �����,��� ���
�����S

Dµϕ = (∂µ + ieAµ)eieχϕ′ = eieχ(∂µ + ie∂µχ+ ieAµ)ϕ′ = eieχ(∂µ + ieA′
µ)ϕ

′ , 4#�%=57

���
A′
µ = Aµ + ∂µχ 4#�%=67

���� � ����� 4#�%==7� 4#�%=?7S

(∂µ + ieAµ)ϕ =
1√
2
eiϑ(∂µ + ieA′

µ)ρ , 4#�%=A7

���

A′
µ = Aµ +

1
e
∂µϑ . 4#�%=;7

+ ����� ��� 
�� �����
���
 ���
���� ���S

L =
1
2
[(∂µ − ieA′

µ)ρ][(∂
µ + ieA′µ)ρ] − V (ρ2) − 1

4
FµνF

µν =

=
1
2
(∂µρ)2 +

e2

2
ρ2A′µA′

µ − V (ρ2) − 1
4
FµνF

µν . 4#�%=$7

+����� �� .�������/ �����
�
� ϑ ���� ϕ ������� �� �����
���
� 4� � 
�	 �
������
�� ������
�� ������
�U7� �
� .������������� / � ������������

�	
���������
����%

E������� ���� 4#�%=$7 �� ����
�� ����
�
�� ρ′ = ρ− η � ������
��� �����

��� η� �����
�� �� �� ��������
�� ���
�% C���� ��������S

L =
1
2
(∂µρ′)2 −

m2

2
ρ′2 − 1

4
FµνF

µν +
1
2
e2η2A′µA′

µ + 0Kg\h , 4#�%?B7

��� m2 = 2|µ2|% 8� �����
���
 �������� ��� ������
�� ���� ' ���� ρ′ ����� �
�����	 m � �����
�� ���� A′

µ � ����� S

mA = eη , 4#�%?#7

������� ���������

�	 
������� 
�
������� ������
��� ����
��� ������
��� ����%
!���
�
�� �����
�� ��� )�� ����	 ���, ���S

∂2
µρ

′ +m2ρ′ = 0 , ∂µF
µν +m2

AA
′ν = 0 . 4#�%?�7

+���� ����
�
�� ���� ���� ��� ����
�
�� *����%
���� � �����
�� �����
���
� � 
�� ���� ���������
�

�� ���� ϕ � �����
��

�������������� 4�����������7 ���� Aµ% *�� µ2 > 0� �����
�� �� �� ���������

�� �� ����� ���
�� �� �������� �� �����
���
 ���� ������
�� ����	� ��
� ��
������ �������� ������

�� ������ ���
� B� � ������ ��������� ���
�
� 
�����	 �����	 ����� � ����� ���������������� %�% ����� ? ��� �����% *��
µ2 < 0 ����� ����� ������ �� �� 4�����
�
�� ����� ����
�	 �������7� 
� �
�



!���� ���
��������� ���� 
 >44�	� N
����� �$A

���
��� �����	 ������� ' ���� �� ��
� 
�������

�� ������
�� ���� ���
�
B � �� 
���������� �����
�
� �����
��� ����
� �� ���
�� #% �����
� � 
��
���� -89 ������
��� ����� � ����� �������	�� ������ ����	 ���
���� .������
������/ �����% +��
�� ��
��� �������
� � �� ��� �����������
�� ���� ��
��
��� �� �� �����
�� ����������
�� �
�����

�� ����� �����
���� 4� ����
����� ����
�7� 
������ 
� ���
��
���
�� ����� � ����������
��� ����U Q
����
���
�� �������� �����
���� � ���	��� ����
�����������%

+��
��
���
�� ����� � �����
��� ����������
��� ���� �� ��� ��������	����
�� ������
�� ������ 
�����,��� �������, ��
��
��� �����
��� 
�������� �,�
,����� 5�

��� � ���� ρ ����
� 
�����, ����������� ����� 4� ��������,���
������
�� ������ ' ��

�������� ��������%7%
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"���#��� ��� ������������� ������ ������� ������ ���� �� %����� � 	�����
� � �����	��!
��
���� ���������� �	�������� � ������� 0������ � 7 $��
��� ���
����� ��
� � 
� ��������
%������� 6�  ���

M��������� ����������� ����� ��
�� 6�  ��� �� 
� ∂0Aµ = 0� &������� ������ 	�� ��
��
������������� � ���������� ���������B Aµ = (ϕ = 0,A)� ∇ · A = 0� E� 
� � ���#��� )2-�.8*
��	������ ���B

L = −1

2

�
(∇− ieA)ϕ

��
(∇ + ieA)ϕ∗�− 1

2
m2|ϕ|2 − 1

4
λ|ϕ|4 − 1

4
(∇× A)2 . )2-�D.*

E� 
�

F = −L =
1

4
(∇× A)2 +

1

2
|(∇− ieA)ϕ|2 +

1

2
m2|ϕ|2 +

1

4
λ|ϕ|4 )2-�DD*

	��
������� ������ � ��������� 	������� �����
��� ���� �� � ������ 0������ � 7 $��
�� ,D-/�
���� �������� 	��#��� m2 = a(T − Tc)�  
� Tc L ���	������� �����	����
��� � 	�����
�� � �
���� ����� ����� m2 > 0 	�� ���	�������� T > Tc � m2 < 0 	�� T < Tc� � ������ T < Tc
������� F 
���� ����� 	��

|ϕ|2 = −m
2

λ
> 0 , )2-�D=*

��� �	��
���� ����������� �������� �����	����
��� � ������ ������� ������ ��� ������
���� �� �������������� ��� ���� �������� � ���
�� � ��  ������ � 	�� )�������� ���������
	����� �������� T = 0�*�

1����
��� ���� �� 0������ � 7 $��
�� ����������� ����������� ����������� � 	��������!
�����B

ϕ→ eiΛ(x)ϕ , A → A +
1

e
∇Λ(x) , )2-�D3*

� ��������������� ������������� ��� ����� ��
B

j = − ie
2

(ϕ∗∇ϕ− ϕ∇ϕ∗) − e2|ϕ|2A . )2-�DO*

"�� T < Tc � �
����
��� � 	����������� 	�������� 	���
�� ϕ ���
 � )2-�DO* 
��� ����� ������
���B

j =
e2m2

λ
A , )2-�DI*

��� 	��
������� ����� ��������� $��
���� ��� ������ ��� ��������� 5������ ∇× H = 4πj�
∇ ·H = 0 � �������� ����� �� ����� ������ )2-�DI*� �� 	����� ���������� 
� �� ����� � 	��
� �����	����
����B

∇2H = k2H , k2 = − e
2m2

λ
> 0 , )2-�DP*

�	��������� ������ �������� L ����������� �� ����� � 	�� �� �����	����
����� "�� ���!
	���������� �	�
��� ������ �����	����
���� �� 
��� |k|−1 ) ����� 	������������* ,D-/�

�"� ��������� �� ����
������� ������������� ,D-/� �� ������� ������ 2 ����� �������� �
�������� ������ Q��� ��#��� ��� � ������ 0������ � 7 $��
��� 	� ��������� � )2-�DD* e → 2e� �
������������ � ����
�� ��	�������� 	��� �� �
��� ��� ��� ��������������



�$; &���� !�� �%*,M ��E'D)&�I��,���

+������� �� )2-�DP* �������� ∇2A = k2A� ���� �� �� � � �����!������������ %���� ��!
����� ��������� �Aµ = −k2Aµ L '%����( � �����	����
���� 	���������� '�����( |k|� ��� ��!
��������� �%%���� 6�  ��� E���� �������� ��
�� 6�  �� ������� ������������� ���� ��
������ 0������ � 7 $��
��� � ��  ������� ������ ���� ����� 	� ���� 
��� ��������� ���������
�����	����
�����

���� )�
� *��� + ,�

�� � ����	����� ����6����

�����	����

*���	��� � ��������
�, ����
���� D����� � 
��������� ����������
�� �����
��% :����
�� �
����� ��
��
�� ����� �
�������� � ����� N
�� ( @������ 
�
������� ������ �����
�	 
�� ������ SU(2)%

+�������	���� ������
��� ���� ϕ � N
��@���������� ����� �Aµ 4������ ����
�
���� ����� � ������������ ������
���7 ���������� ��������� � ����
�	
��������
�	 ∂µϕ � �������

�	 ��������
�	 ����S

Dµϕ = (∂µ − ig �T · �Aµ)ϕ , 4#�%5B7

��� �T ' ��
����� ����������
�	 ������� ��� SU(2) ����� �T = 1
2�τ %

:����
��� ����� ������� 
��������,�� 
� ���� �Aµ �� ������
�� �
�����
�

��� �����
���
� �
����� 
� ����� 
�� ����������
�� �����������
�	% W���
���� ϕ ��������� ����������� ������������� ��� ������ � ��� ����������
��
�� ��� �����
�� � ���������
��� ���
� ������ � ����S

ϕ = Sϕ′ , 4#�%5#7

��� ������� S ������ � ��� ��������� 4�����7 ������ ������� �ω(x)% C����
��� �������

�	 ��������
�	 �����S

Dµϕ = S∂µϕ
′ + (∂µS)ϕ′ − ig �T · �AµSϕ′ =

= S(∂µ + S−1∂µS − igS−1 �T · �AµS)ϕ′ . 4#�%5�7

9�� ���� ���� )� ������
�� ���
��� ���S

Dµϕ = S(∂µ − ig �T · �A′
µ)ϕ

′ , 4#�%5=7


��������� �������� S

�T · �A′
µ = S−1(�T · �Aµ)S +

i

g
S−1∂µS . 4#�%5?7

*�� ����� �ω �����S

S = 1 + i�T · �ω . 4#�%557

C����S

S−1(�T · �Aµ)S = (1 − i�T · �ω)�T · �Aµ(1 + i�T · �ω) =

= �T · �Aµ − i[�T · �ω, �T · �Aµ] = �T · Aµ + [�ω × �Aµ] · �T , 4#�%567
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� �$$

��� ����� ������ [Ti, Tj] = iεijkTk ' ���������

�� ���
���
�� ��� ��
�������

������ SU(2)% 1 ����� S−1∂µS = i�T · ∂µ�ω 4#�%5?7 � 4#�%557 ��, ����� �������
�����������
��S

�A′
µ = �Aµ + [�ω × �Aµ] −

1
g
∂µ�ω , 4#�%5A7

�� �� ������ ������

��� �����������
�� ���� N
�� ( @����� ��� � ���������
����� � ���������
���%

C�
��� ����	 N
�� ( @����� ���� ���S

�Fµν = ∂µ �Aν − ∂ν �Aµ + g[ �Aµ × �Aν ] , 4#�%5;7

����� ��� 4#�%5A7 
����
� ����� ��� �� ��� �����
��
� ����� �����
��� � ����

������
��� �Fµν ������������ ��� ��������S

�F ′
µν = �Fµν + [�ω × �Fµν ] . 4#�%5$7

M����
���
 ���� N
�� ( @����� ���� ���S

LYM = −1
4
�Fµν · �Fµν , 4#�%6B7

�� ������� �
�����
�� �� �
���
�, � �����������
��� ����� 
�	 ��������
���
�	 ������%

*�� ���� ��� ��� � �
������������� ����� ��������	���,��� �� �������

�� ����������� ����� 
�����,��� �������,% *�� )� ���� φ ����������
����	 ������
��� %�% ���� ��� ��������
�� 4? �������

��7 �����
�
�S

φ =
(
ϕ1

ϕ2

)
, 4#�%6#7

���������,����� ��� �����
��� � ���������
��� ���S

φ = Sφ′ , S = e
i
2 g�τ�ω(x) . 4#�%6�7

*�� ����� �ω ����� S = 1 + ig�ω�τ/2%
M����
���
 ������ ����	 φ � �Aµ ���� ���S

L = (Dµφ)(Dµφ)∗ − V (φ) − 1
4
�Fµν �F

µν , 4#�%6=7

���

Dµ = ∂µ − ig
�τ

2
�Aµ , 4#�%6?7

V (φ) = µ2φ∗φ+ λ(φ∗φ)2 . 4#�%657

C���� ��� µ2 < 0 4#�%657 ���� ��
���� ���S

φ∗φ =
1
2
η2 , η2 =

|µ2|
λ

. 4#�%667

+�����
�� �����
�� �����
��
����
� �������
�� 
� �� ����
� ����� ���

��������

�	 ������ 4
�����
�� ��������U7� 
������� �������S

〈0|φ|0〉 =
1√
2

(
0
η

)
, 4#�%6A7
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��� η ' �������

�� �������� 
�� �����% *���	��� ���� � .�����
��/ �����
��
���S

φ(x) = ei
�τ
2
�ϑ(x)φ′(x) =

(
cos

ϑ

2
+ i(�n · �τ) sin

ϑ

2

)
φ′(x) , 4#�%6;7

���

φ′(x) =
1√
2

(
0

ρ(x)

)
, �ϑ = �nϑ 4#�%6$7

� �n ' ���
��
�	 ����� � 
�������
�� ���� ������ �����	 ���������� ������ �
���������
���%

"��
�������� )2-�3I*� )2-�3P* �������� 	������������� ����	����� φ =

�
ϕ1

ϕ2

�
	�� 	�����

������� ������������ %������B ρ, ϑ, θ, ϕ�  
� ϑ, θ, ϕ L 	������ � �� �	��
������ ��	�������
������� �n � ���	�����������B

φ =
1√
2

'
iρ sin ϑ

2
cos θeiϕ

ρ
�
cos ϑ

2
− i sin ϑ

2
cos θ

� (
, )2-�O8*

	����� φ∗φ = ρ2/2� 〈0|ρ|0〉 = η� 〈0|ϑ|0〉 = 〈0|θ|0〉 = 〈0|ϕ|0〉 = 0�

O������ �� 4#�%6;7 �������

� � 4#�%6�7� ���� ������ �ω = �ϑ/g% M����
���
�
 �
�����
�
 �
����� 
� ���� �����������
�	 � ���� ���S

L =
1
2
(D′

µρ)(D
′µρ)∗ − V (ρ) − 1

4
�F ′
µν
�F ′µν , 4#�%A#7

��� � D′
µ � �F ′

µν �����
� ����
� �Aµ → �A′
µ ��������,��� ����������
��� ��������

����
�, 4#�%5A7% +����� �� �� �� ��
� �� ������ �����
�
 ���� φ� � ���

� ρ�
������ � �����
���
�� ���� 
�� ��������� ����������
�� �����������
���U

!������ ����� ���
��� φ′ = 1√
2

(
0
ρ

)
� ��������� �����
���
 � ���� 4����


�� �Aµ ��������7S

L =
1
2
(∂µρ)2 +

g2

8
ρ2 �Aµ · �Aµ − V (ρ) − 1

4
�Fµν �F

µν , 4#�%A�7

���

V (ρ) =
1
2
µ2ρ2 +

1
4
λρ4 . 4#�%A=7

*�� ����� ����
�
��� � �������� �������� ��� V (ρ) �� ����
�� ρ′ = ρ− η �
�����
�� � �����
���
� �� �� ��������
�� ���
�� �������S

L = 0Kg\h +
1
2
(∂µρ′)2 −

m2

2
ρ′2 − 1

4
�F 0
µν
�F 0µν +

1
8
g2η2 �Aµ · �Aµ , 4#�%A?7

��� m2 = 2|µ2| � �F 0
µν = ∂µ �Aν − ∂ν �Aµ% *�����

�	 �����
���
 �������� �����

������
�� ���� ' �������

�� ������
�� ���� ρ � ����� �����
�� ����	 �Aµ%
*������ �����, ������ � �����	 m� � �����
�� ����� ' ������ � �����	S

mA =
gη

2
. 4#�%A57
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C���� �������� 
�����
�� �������� ��� ������� � ������
�, ����� � �����
�����
��� 4����������
���7 ���� �Aµ% -���������
�� �
�����

�� ����� ���
)��� ������
�� �����
���� U &���� ����� ����
�	 ������� 
� ����
���� S ����
�� ��� .�����
�����/ �����
�
 ���� φ 4������
��7 �������� ������ 
� ���

��������

�� �����
�
� ���� �Aµ% + ��������

�	 ������ ����� ��������� ���
�����
�
� ���� N
�� ( @������ � ������ 
�� � �������
��%

W��� �� ���� ������ ��T���
�

�, ����, ������� � )��������
�
���
��������	����� 
��
� �������� ������
�� �����
�� ����
�� ' ����
�������
������� ��������	���� 4��������	����U7� 
� )��������
�
�� ���� �����
� 
�����������% 8� ���
� �������� � ��������� 
������� ������
�� �� �� ��
��������

�	 SU(2)�������% 9�� )��� ������� �� �
�����
 φ∗φ ��������

��
�� ���� ������
��� ���� ����������� ������� 
������	 �����
��� 
�	 ����
�����	� ����� ����� ����

�	 
��� �������� SU(2)% + ����� ����� ���� φ ���
�

��� ��
��� 
� �������� 
�	 ������	 �
����� ��� exp
[
i f2λ(x)

]
� 
����� �

)��� 
� ����
���% 8� �����������
�� ������ U(1)� �� �� � ��� 
�	��� �����
������ � �������� SU(2) ⊗ U(1)% :������ �����
��� 
�	 �������	 ��������
U(1) ��
����� �� ������� ���� φ ���
� ������� � ����� ������
�� ��� � 
����
���	 .����������/� ������� 
��
� �������� ��� ��
� 4�������7 ����������
��
����� ������ ����� ����
��� Bµ% + ����� ��� ���
�� �������� ������������
��	 ������ ��������� �
�����

��� �
����� 
� ����� 
��� ����������
���
�����������
�� ����S

φ = Sφ′ , 4#�%A67

���

S = exp
(
ig�ω(x) · �τ

2
+ if

λ(x)
2

)
, 4#�%AA7

� �����
���
 ����� ���� ���S

L = (Dµφ)(Dµφ)∗ − V (ρ) − 1
4
�Fµν �F

µν − 1
4
GµνG

µν , 4#�%A;7

���

Dµ = ∂µ − ig
�τ

2
· �Aµ − i

f

2
Bµ , 4#�%A$7

Gµν = ∂µBν − ∂νBµ . 4#�%;B7

9�� 
�	��	 �
����� ���������� ������� ���������� ��������
��� �� �� ���
��� ��������% &��������� ����
�� ����� ����	 Aµ1, Aµ2, Aµ3 � Bµ ����� ����
��,��� �� ��
�	
�� �����
����S

Wµ =
1√
2
(Aµ1 + iAµ2) , 4#�%;#7

Zµ = Aµ3 cosα−Bµ sinα , Aµ3 = Zµ cosα+Aµ sinα ,
Aµ = Aµ3 sinα+Bµ cosα , Bµ = −Zµ sinα+Aµ cosα , 4#�%;�7

���

cosα =
g

g̃
, sinα =

f

g̃
, g̃ =

√
g2 + f2 , tgα =

f

g
. 4#�%;=7
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C���� 
�� �����
���
 4#�%A;7 ������������� ����� )� 
���� ���� ���S

L =
1
2
(∂µρ)2 − V (ρ) +

ρ2

4

[
g2W ∗µWµ +

g̃2

2
ZµZµ

]
− 1

4
�Fµν �F

µν − 1
4
GµνG

µν . 4#�%;?7

O��� ���
�� �� ���� Aµ �� 4#�%;�7 
� ����� � ������
�� ������� �� �� ���
��� ���
��
���
�� 
�
������� ������
��� ����
��� ���� ρ 4���
�

��� 
�����
��
��������7 )� ���� ������ ����������� � ���� �� ���������
� � ����
��
)��������
�
�� �����% + ��� ������ ���� Wµ � Zµ ��������, �����S

mW =
gη

2
, mZ =

g̃η

2
=

mW

cosα
. 4#�%;57

8� ����� �� ���
� �� ������ �����
���
� 4#�%;?7 � ��
�� , �� ��������
��
�� ρ′ = ρ− η� Wµ � Zµ ���
��S

L =
1
2
(∂µρ′)2 −

1
2
m2ρ′2 − 1

2
(∂µWν − ∂νWµ)(∂µW ∗

ν − ∂νW
∗
µ) +

+
1
4
g2η2W ∗

µW
µ − 1

4
(∂µZν − ∂νZµ)2 +

1
8
g̃2η2Z2

µ −

−1
4
(∂µAν − ∂νAµ)2 + 0Kg\h , 4#�%;67

��� m2 = 2|µ2|%
*���Wµ 4#�%;#7 ������� ��������
��� %�% ������

��� � ���� Aµ � Zµ 4#�%;�7

�������

� 4
�	��� 
�7% �� ��������
�� �Fµν 4#�%5;7 � 4#�%;#7� 4#�%;�7 ������S

1√
2
(F 1 + iF 2)µν = DµWν −DνWµ , 4#�%;A7

���
Dµ = ∂µ + igAµ3 = ∂µ + ig sinαAµ + ig cosαZµ . 4#�%;;7

W��� �������� ���� Aµ � )��������
�
�� ������ � �� 4#�%;;7 ������ ����
��,��� ���� �
������������	 ��
��
� ����� g � )����������� �������S

e = g sinα . 4#�%;$7

+��
�� ���	���� �������������	 ������ ������� �� ����
���������� %
*���
���������� -89 ���� .���	
�, ����
�� /S �
� ��������
� ����������
����������� , ���
� �� ��������� ��� 
�	��� 
�� ,% W��� ����� �� � ��
��
�� �� )�� ���	��� ����
���������� �����
����� %�% ����
���������	 ������
��� 
�������� ����� ��������	���� ������
�� � ������
�� �����
�� 
�	��� �

�� �����% *�)��� ���
� 
� ��� ��� �� ���
 ������� ���,��� ���
 ����,�

��������, �� ��� ��� �����% C����� �������

� 
� ��������% *���
���������	
������� � ����� ����	 N
�� ( @������ �������� �� ���� ������

�� � ��
���

�	��� 
��� ������������ ����	� ���,��� � �� ��������	���� � ������
���% P���
������ ��
���
� D����� ������

�� ���� N
�� ( @����� ���� �� ������
����
����� �� ����� ��������� �� � ���������
��� ������

��� W �����
��� '
����
�������� ������� ��������	����� � Z�����
� � �
������
��� 
�	��� 
���
��������% 8��������
�
�� ���� Aµ ������ � �������������	 ������ �������
�����% +��
���� ������ ' ���
��� �� ����� ����
���������	 ����� ��	����
)����� D�����` @��
� ����� � �� ���
���� ������ �� ��� �������,��� ���
���
��� �����
���
� ����
���������� � ��� �� �� 
����� �����

��� 
� �������
����� ����
� ��������� �����������
�	 � ��������
���
�	% 8� �����
�� ������
������� � ��� ����� ������ ��������
��%
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*���	��� � �����
�, ���
�	 ����� �����
�� ������ � )��������
�
�� �������
��	���	 )����
��
�� ������ ��������

�	 +�	
������ � 1������% 8� ���
�
���

�� ������������� ����� )����
��
�� ������ �����, �� ������
� ���
����
� ��������� � 
���� �����% + 
������� ����� )� ����� �������
� ����
������
� )��������
�� � ���� � ��
��� ��
���
�	 ������% &�
��
�� ����
����� )������������ ��������	���� ����� � ��� �� ������ ��������	����
����
����� ����������
��� ����
��� (W±, Z)� ������ ��
���� 
� ����,�� ����
���������� � ��
��
�, ����� 4����������,��, ��������	����7 ��������, �
����� �� ��	���� ����
���� D�����% 8��������
�
�� ����� ������

�� ����
��� ��� )�� �����������% + ����� ����,��	�� ����� ����������
�� ����	� ����
����� �����
� � ���������� �������% :� 
��
� ��� ���,�� � ����, ����
�
' )�����
 � 
�	��
��� ������ �����
� ���� ����� ���������� ������������%
@���
��� D����� 4���
�

�� 
�����
�� ��������7 ����
� �������� ���
��
��
��
�� ����� � )�����
�� 
� 
� � 
�	��
��%

:��
�� �� ���
��
�� ����	% M����
���
 9�����S

L = iψ̄γµ∂µψ −mψ̄ψ 4#�%$B7

��� m = 0 ����������� ����� � iψ̄γµ∂µψ% +������ ��� ����
�� ��� �����������
������
��S

ψL =
1
2
(1 − γ5)ψ , ψR =

1
2
(1 + γ5)ψ , ψ = ψL + ψR , 4#�%$#7

��� γ5 = −iγ0γ1γ2γ3% C����

iψ̄γµ∂µψ = iψ̄Rγ
µ∂µψR + iψ̄Lγ

µ∂µψL , 4#�%$�7

������ �� γ5 �
���������� � γµ% 8�����
 4�,�
 � τ �����
7 ������, ��� L�
�� � R �����
�
���� ��
��� ������
� ���������
�

�	 ����� 
�	��
� νe 4νµ�
ντ 7 ������, �� �� L������
�
���% C���� �����
�	 �����
���
 ����
�� ���
�
������ � ����S

L = iēRγ
µ∂µeR + iēLγ

µ∂µeL + iν̄eγ
µ∂µνe + (e→ µ) + (e→ τ) , 4#�%$=7

��� ������

�� ���� ����
���
� ��������� ��������,��� �����% +���� ����
��� ������
�	 � ��� 
�	��� 
� ����������%

*����������
�� ����������
�	 ������ ����
� �������� ������ � ���
��
������ ������
���

�������

��� ���	������ %�% ���
���

�� ������
�� 
����� � ��� ���� ���������� eL � νe% +����� ���� ������
��S

ψL =
(

νe
eL

)
4#�%$?7

� �������� )��� ������ 
������� ����� 4.�����	/ ������
7 IW = 1/2� ������
���

� ���� �����
�
��% :�	��
� νe ��������� �� � �����
�
� I3

W =
+1/2� � .)�����
�/ eL ��������� I3

W = −1/2% &����� ���

ψR = eR , 4#�%$57

�"���
����� 	������� �	����� �	��������� ����� ���#��
�S
��� �� 	������� ��� �����#��� ������� � �������� ���� ����� 	�����
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�����	 ������� �����
�����S IW = 0% ����� ���� �����
���
S

L = iψ̄Rγ
µ∂µψR + iψ̄Lγ

µ∂µψL , 4#�%$67

�����	 �
�����
�
 �
����� 
� �����������
�	 ��������� SU(2)S

ψL → e−
i
2�τ�αψL , ψR → ψR 4#�%$A7

��� ������
��S ⎛⎝ νe
eL
eR

⎞⎠→
(
e−i

�τ
2 �α 0

0 1

)⎛⎝ νe
eL
eR

⎞⎠ . 4#�%$;7

8����������	 ����� Q � �� � �����
�
� ������� ������
� I3
W ��� ����� �

������ ����	 �����
� �����,���� ������
��� ���
���
����S

L : Q = I3
W − 1

2
; R : Q = I3

W − 1 . 4#�%$$7

W��� ����� )� �������, ����� 
�	 ����������
�	 ��������	� %�% ���� �
�� �α = �α(x)� ���
��
�� ��� �� ������� �� ����������� ����������
�� �
��
����������� ����% :� ���
 
� ���� ����� � �� ������ ������ �� �����	 )����
��
 eR� ����,��	�� �����
������ 
� ���� ��������	����� � )��� �������
���� ��� � ���
�� �
� ������

�� �����
 ��������	����� % C� ���
� ����
��� ���� �� �� ������� ����� �� SU(2) 
� ������� �������� 
�	 ������
���	 ��������������� �����
���
�% :� ����� ���� ���
� ��� �������
� eR
������� �����������
�, U(1)S

eR → eiβeR . 4#�%#BB7

:� )� ���� �� �� �� ����� �����������
�� ��� ���� ����	% �
��� ������� νe
� eL ���� ����
� ��������� ���
�����	������	 �
����� % *�� )�� ���� ���

�� 
� �����
� ������� � ����	 ��� R�����
�% C���� ������� ���
� ������ S⎛⎝ νe

eL
eR

⎞⎠→

⎛⎝ einβ 0 0
0 einβ 0
0 0 eiβ

⎞⎠⎛⎝ νe
eL
eR

⎞⎠ . 4#�%#B#7

��� n ' 
������� ������ ������ ��� 
��
� �������� % 8� U(1)��������� ����
���� � ���������
�, 
�������� �����
�,������ ������� ������ eR �������
��
�� �
���
��� )��� ������� � νe � eL ' ������% &�����
�� �� )� �� )��������
���	 �����Q� ������ �� νe � eL ������, ������
��� ��������Q% 1�������

��
����������
�� ����� �����,��� )�	 U(1) ��������� )� ����� 
� )��������
��

�� ����% +�	
���� ��������� ���� � �� )� �������� �������� �����
�
�,
.������� �����������/ YW � ������������� ���
���
����S

Q = I3
W +

YW
2
. 4#�%#B�7

1���
���� )� ������
�� � 4#�%$$7 ������ �� ��� ����� � ������ ����
�� 
��
�
�����S

L : YW = −1 ; R : YW = −2 . 4#�%#B=7

�&�� ����#���� ��	����� 	� ���� �� � %������ 0�!5���� 7 +���
#��� 
�  �	������
�
������ �
����� ,-O/
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*�)��� � 4#�%#B#7 
��
� ������ n = 1/2� �� �� ��
��
� ��������	���� �
�������������� ����������
�� ����� ��� ����� ����	 � ��� ���� ��
 �� ������
���,��	 ��
��
� ��� ������ ����	% + ����� ��� �����������
�� ������ U(1)
��������� ���
���� 
�	 ���S⎛⎝ νe

eL
eR

⎞⎠→

⎛⎝ eiβ/2 0 0
0 eiβ/2 0
0 0 eiβ

⎞⎠⎛⎝ νe
eL
eR

⎞⎠ . 4#�%#B?7

C���� �������� �����
���
 4#�%$=7� 4#�%$67 �
�����
�
 �
����� 
� ������� ����
������
�� ����� SU(2)⊗ U(1)% C����, N
�� ( @����� � ���	 ��������	 �� ���
���������� � ���������� �������% *�� )�� �� ����� ����� ����������
��
����S �������� ����	 �Aµ � �����
��� Bµ� ��� 
�� YW = 0%

M���

�� ���� ψL � ψR ��������	���, � ������ �Aµ� Bµ � ����������� �����
φ% E�������� �
����� ������
�	 )� ������
�� ��������	����% 1�������,��	
����� � �����
���
 ������� � ���� �
������
�� 4#�%#�7� ��� ������������� ����
� ����� � ����
����� ��
������ ����� ������
��S

LM = −
√

2a(ψ̄LψRφ+ ψ̄RψLφ
∗) , 4#�%#B57

��� a ' ���������
�� ��
��
� ��������,���� 4����
�����������U7 ��������	�
����% D���������� ���� ������� � ���� ������
���S

φ =
(
ϕ+

ϕ0

)
, φ∗ = (ϕ−, ϕ0∗) , 4#�%#B67

�����
�
� ������� ��������, ��������� ������� ������
� I3
W = ±1/2% ��

4#�%#B�7 ���
�� �� �
� ������� �����,���� ���
����� �������S

IW = 1/2 , YW = 1 . 4#�%#BA7

&�� ���� ϕ+ � ϕ0 ����,�� ��������
���� �� �� ���
� ������ S

φ =
(
ϕ+

ϕ0

)
=

(
1√
2
(ϕ3 + iϕ4)

1√
2
(ϕ1 + iϕ2)

)
, 4#�%#B;7

��� ϕ1, ..., ϕ4 ( ��	����� 
�� ����%
-������

�� ��������
��� �������,��� ��������	���� ������������ ���� �

����������
��� ������ ���� ���S

Dµφ = (∂µ − i

2
g�τ · �Aµ − i

2
fBµ)φ . 4#�%#B$7

+ ���� ��� �����
���
�� ���������� ���� φ� ���
�S

Lφ = (Dµφ)∗(Dµφ) − µ2φ∗φ− λ(φ∗φ)4 −
√

2a(ψ̄LψRφ+ ψ̄RψLφ
∗) . 4#�%##B7

*�����
�� 4� �����
�
��7 ��� )��� �����
���
�� ��������,��� ��������	�
���, ������������ ���� � ����
���� ���� ���S

−
√

2a(ν̄eeRϕ+ + ēLeRϕ
0 + ēRνeϕ

− + ēReLϕ
0) . 4#�%###7
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9����� �����S

φ∗φ = (ϕ+)∗ϕ+ + (ϕ0)∗ϕ0 =
1
2
(ϕ2

1 + ϕ2
2 + ϕ2

3 + ϕ2
4) . 4#�%##�7

*�� µ2 < 0 ��������� �������
��
����� ������������ ���� � ��
����� )
�����
���������S

〈0|(ϕ∗ϕ)|0〉 = η2 = −µ
2

λ
. 4#�%##=7

+������ ������ ��� ����S

〈0|ϕ1|0〉 = η , 〈0|ϕ2|0〉 = 〈0|ϕ3|0〉 = 〈0|ϕ4|0〉 = 0 , 4#�%##?7

%�%

〈0|φ|0〉 =
1√
2

(
0
η

)
. 4#�%##57

C���� ���
 ��������	���� � 
����� ������� 4�� ��������
���7 ���� ���S

LM =
√

2a(ψ̄LψR + ψ̄RψL)φ = a(ēLeR + ēReL)η = aηψ̄ψ , 4#�%##67

�� �� � ����������� ��
��
���� η ��������	���, �� �� )�����
�% 8� ��
��
���� �� �� ������� ���� ���� ����� ' )�����
 ��������� �����S

me = aη , 4#�%##A7

� 
�	��
� ������ �����������U
*���	��� ���� � ��������
�, ��������	���� ����
�� � ����������
���

������� ������ ��������� ��������� � �������

�	 ��������
�	S

Dµψ =
(
∂µ − ig �T · �Aµ − if

Y

2
Bµ

)
ψ , 4#�%##;7

��� Y ' �����	 ���������� ���� ψ� g � f ' ��
��
� ��������	����% 9�� ψL
����� �T = 1

2�τ � Y = −1� � ��� ψR ��������

� �T = 0 � Y = −2% C����� �����

��
� ��������	����� � ����������
��� ������ ��� �����
���
� ����

��� ����
���� ���S

L = iψ̄Lγ
µ

(
∂µ − ig

�τ

2
· �Aµ + i

f

2
Bµ

)
ψL + iψ̄Rγ

µ(∂µ + ifBµ)ψR . 4#�%##$7

+������� �,�� ����������
�� ����� ��� �� ������ � 4#�%;#7� 4#�%;�7� 4#�%;=7� ����

� ������� 
� �� ��� ����	S ���� ������

�� ������ ����
�� Wµ� ���� 
�	�
��� 
�� ������ ����
�� Zµ � )��������
�
�� ���� Aµ% +������ ���� 
�
���� �����
���
� LW � LZ � LA� ��������,��� ��������	���, � )��� ������S

LW =
g

2
ψ̄Lγ

µ(τ1A1µ + τ2A2µ)ψL =
g√
2
γµ(ν̄eWµeL + ēLW

∗
µνe) . 4#�%#�B7

8� �����
���
 ������� ��������	���� ����
�� �� ��� ����
� W±�����
���
4%
% ������

�� ���7% -���� ���� ���,�� ��������	���� � ������ Aµ3 � Bµ�
�� 4#�%##$7 �
� ���, ���S

1
2
ψ̄Lγ

µ(gτ3Aµ3 − fBµ)ψL − fψ̄Rγ
µBµψR 4#�%#�#7
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E��% #�%=S

���� ����� ��� 4#�%;�7� 4#�%;=7�

g̃

2
γµ[ν̄e(cosαAµ3 − sinαBµ)νe − ēL(cosαAµ3 + sinαBµ)eL − 2 sinαēRBµeR] , 4#�%#��7

�� ��� ������� Aµ3 � Bµ ����� Zµ � Aµ ������
� 4#�%;�7� ��������S

LZ =
g̃

2
γµ(ν̄eZµνe − cos 2αēLZµeL + 2 sin2 αēRZµeR) 4#�%#�=7

' ������ ��������	���� �� ��� ����
� 
�	��� 
��� Z�����
��� 4%
% 
�	��� �

�� ���7� � ����

LA = −g sinαγµ(ēLAµeL + ēRAµeR) 4#�%#�?7

' )��������
�
�� ��������	����% O������ �� 4#�%#�?7 ��� ��� ����������
� ������
�� ��� )������������ ������ 4#�%;$7% C���� �������� ��������������
����� ��� ���
�� �����
�� ������� � )��������
�
��� ��������	����� ��� ���
���� ����� ��������,��� W±� � Z�����
��� � ���� � ����
�� )���������

�
�� ���� ���
���, �� ��
����
�� 
��� ������
�� �
�����

��� �����
�
����� 
� ����� 
�� ����������
�� �����������
�	 ������ SU(2) ⊗ U(1)%

+ ������ ���� ����� ������
�� ������ +�	
����� ( 1����� �������� �������
��������	���� �� ��� 
�	��� 
�� ���� 4#�%#�=7 
� ���� �����
�� �� �������
������� ��� ��� ��
�	 
������� �������������	 ������% �� ������ � FLGJ
� #$A= ���� ��������� ������ ��� ��
�� ���������
��� ���

� )�	 ����� )����
��������� ��������	����% *����	��	 ������� ������� ��������	���� ' ������
�,�
� µ ���������� ���������	� ������

�	 
� E��% #�%=% W��� ����� W �����
�
�������

� ��� �� ����� µ� � ��� ��������� ����� ���������
���
 1

m2
W
� � ����

����������� �������� �������� )�������

� ��������� ������

�	 �� ��
��
��
������������ 4
����
�����������7 ������������

��� ��������	���� >���
�� 4#B%$67� 4#B%�AB7� � ���� ���S

g2

2m2
W

(ēLγανe)(ν̄µγαµ) . 4#�%#�57

1���
���� � 4#B%�AB7� �������� �����,��� ������
�� ��� ��
��
� ��������	�
���� >����S

G√
2

=
g2

8m2
W

. 4#�%#�67
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+�����
�G ������ �����
� �� )��������
� � ����� 4#B%�A=7% +����� �� �� �����
������
� 4.������ / ������� ��������	����7� ���������� �����
� � 
������� �
�
���
���� 4#�%#�57 ����	� ����� ���������
��� ����
�� � 
� ����� ����� ��
�
����
�� 
�	 ��
��
�	 ��������	���� ������� g ∼ e U ����� ��� 4#�%;$77 �
)��������
�� 
� �����
�� �
���
�� e � G� ���
�� � ����� , 4#�%;57 � 4#�%#�67

�	� �����,��� ���
�� ���� ���������
�� ����
��S

mW =
e

25/4G1/2 sinα
=

37 GeV
sinα

, mZ =
mW

cosα
=

74 GeV
sin 2α

, 4#�%#�A7

�� �� mW > 37 GeV � mZ > 74 GeV% ����� ��� 4#�%;57 � 4#�%#�A7 ����� 
����� S

η =
mW

g
=

37 GeV
e

= 122 GeV . 4#�%#�;7

C���� �� 4#�%##A7 �����S

a =
me

η
≈ 5 · 10−6 , 4#�%#�$7

�� �� ��
��
� ��������	���� ����
�� � ����������� ����� ���
 ����%
8��������
�� 
�� ���������
�� ��������� ������� ��������	���� �������

���� 
�	��� 
�� ���� ����� � 
����� ;B�� ������ �����,��, ���
�� .����/ αS

sinα ≈ 0.47 . 4#�%#=B7

C���� �� 4#�%#�A7 �����S

mW ≈ 78.6 GeV , mZ ≈ 89.3 GeV . 4#�%#=#7

C������� ����� ���� ������ � #$;= ���� W±� � Z�����
�� � ������ )�������
��
�� � FLGJ � ������� mW ≈ 80 GeV� mZ ≈ 92 GeV% 1 �� ��� ����� )������
������� ��������	���� �������� �
������ )��������
�� 
�� ���������
�	 �
������� ��	��� ��������
�

�	 �����	 �� �����
��%

&�
��
�	 
�����

�	 ��������	� � 
������� ������ ������� ������� ����
���� )��������
�� 
��� ���������
�� ���������
�� ����������� �����% - ���
����
�,� ����� +�	
����� ( 1����� ���������� 
� �������� �� 
����
�,
���
�� �� �����% -�� ��� �������� � "���� #� ���
 , �BBB ���� � FLGJ ���
�� ������
� ����� 
� ������� 
�� ��

�� � ���������
�� ����������� �����
� �����	 ������� ##5]XY% *��������
�� )��� ����� �� ������� �� ����,��,
��� � �������
�� )��������
�� 
�	 �������� .��
���
�	 ������/ �	%

�093�9�0394 <����E?

.1�
���
�� ����� / )����
��
�� ����� ���������� ����	 �����
�
�� �����
)������������ ��������	���� +�	
����� ( 1����� � ��� ����� ����������	��
���� ���
���	 �������
�����% *��
�� ����������
�� �������� ����� �����
������� ������ ���������
��� ����� ������	 ��������� ������� ������
� �

�	4 ��#������ ������
���� 9:;< 	����� ������� � 	���������� ��������������� ���	���!
������ � ����� � 	����� ������������ ���� � ��������� �� ��� #� 	���
��� &�� �������� ���!
��������� � ��������� %���������� ������#������� 	����� � ����� ��� ������������ �������
� � 
����� ��	���� ��#�� ���������� ����� ����� �������� ��� 	��� ���������� ������������
� ��	���� ����� ���	������������ ��������� � 1gT�



!��=� �����3 ��������� @ ����2�� =B$

������� �����������S SU(3) ⊗ SU(2) ⊗ U(1)% W��� ����
��� �� 
������� ���
��
������ ������
��� ������
��� � ������

�	 ����� ������ �����������S

L =
(
νe
e

)
L

, eR, QL =
(
uα
dα

)
L

, uRα , dRα , 4#�%#=�7

��� u � d ����
���, ��������,��� ������ 4α ' �
���� ����7% -������

��
��������
��� ��������,��� ��������	���� ������
�� � ������ N
�� ( @������
���� ���S

Dµ = ∂µ − ig1
Y

2
Bµ − ig2

τ i

2
W i
µ − ig3

λa

2
Gaµ , 4#�%#==7

��� λa ' ��
������ ������	 ������ SU(3) 4��% "���� �7� � Gaµ ' �����
�� ����
��,�
��% D���������� ��� ����� �����
� ����% "�,�
� ���,�� �������������

� �
� 
� 
���,��,�� � ������
�� �����
�� ����� ����
�� ��
��	
��
�� ��
��� ���� ������� �� 
���% -�� ��� �������� � ���	 ����� ������
� ���
�����
�� ����� ������,���� 
�� ����% :� �����
��
�	 ��
 ��� �� ���������
��
�������,�� � ���,������ )��������
��� ��% *����� ���� 
��� ��T���
�
��
���� ��������	���	 � ������ ���
�	 ����������
�	 ������� ���,��,��	 ������
��, ��
���
�	 ������ SU(3) ⊗ SU(2) ⊗ U(1) � ������� ��������� 
�����,��
������� .�������� ��T���
�
��/ 4]bt7% �� �� ����� ������� � �����,��	 "���
��%

�98��C� 2���6��C � 0����� 2��4 2�� 5�3�:3C6 0�<2��901�96?

+ ����,��
�� ���
������ ��� 
� ��
��� ��������	
� �
����
��� 
�������
��
�������

�	 ���
���	 ����� ����% @� ������� �� � ��
��� ����� )���������
���� ��������	���� ���� ����
�� ���
�

��� 
�����
�� �������� � ����
���
D�����% +��� ��� �������� � �� )� ����
�� ���������� ����	 ����
�	 ���
����	 �������� ��� ������������� � �����������
����% �� ����� ��
��
������
�

��� �����
�� �� ������ �
���� �� ������ 
�����
�� �������� ������� ���
������
� ������	 ��������� T > Tc� ����� ������ �������� � ��������
�,
����% C���� �� ����
�� ���� ���� � � �������������� ������� ���
���	 ���
��� ����% +������ )� ���� ��
� �������
�������
� � ������ -���
��� � M�
�
�� 2?=3% 1�������,��	 �
���� ���
� �������� ����� ��� ��
���
�, 4�����
��������,7 ������������ ���
���	 ����� ���� ��� ��
��
�� ���������� 2#=3%
:� ���� ������
��� ������� )� �
����
�� ������� � ������ ��

��� ������
�� �����
�� �� �� ����� ��
��
�� ������%

+�����
�� ����
�� ������������ ����� ����,��� ��� �������� ������� �����
����� � 
�� ��� ���������� T > Tc� ���

Tc ≈
√

3|µ2|
λ

∼ η(0) ∼ 102 ÷ 103 GeV . 4#�%#=?7

*�� T < Tc ������� ������� ���� ���� ����� ��� ��
�� ����
�� �������S

η2(T ) =
|µ2|
λ

− Φ(T ) , 4#�%#=57

��4������ ����� ���	����������� � ��������� ����
������ ��
�� ��#�� ����� � ������B
h�n� >WaddWZe� �̂o� >ZWppa`� q�r� s[atdda� ;?u� hce� ^\_`� ��� sP3 )2PPP*� �������� ���� ������
� '	����
������( #���� ������ �	����� � ������B ;�<� 9W\p� ;?u� hce� ^\_`� ��� P=2 )2PP3*�
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E��% #�%?S

��� Φ(T )� 
������� �������,��� ��
���� ���������% + ����� �� ���
����
������
�� �������� �������� ������

�� 
� E��% #�%?4�7% :� ����� ������ ���
��
��,��� ��� ���
�

�� 
�����
�� ��������� ��� �� ������ ����� ����������

�� 
� ������
��� ����
��� η ��� T = 0% 1�������

�� ��� ���� ��������
�� ����� ����������
�� ����
��� ����
�� � ������ ����� ���
 ��,�� � ���
T = Tc ����"�!��� � ����� ��� )� ������
� 
� E��% #�%?4�7% 9��� 
� ����
� ��
���� �����	���� �������
�� ��
�� �� �����
���
�� ���� ����� � ���
��
���
��
���
�� ��� 
���	���,��� ��� ���� ���� �����
�, ��� � ������� ��������
���� ������ �� � ������ ��
���
�� ����� .��� ���� ������/ ��������� +����
�

�	 ���� ���
 ������% 8� ������ �������� ���
�� ������� 
���� �������� �
���������� 2?=�??3% Q
������
�� )����� ���� ���� �������

�, ��� � � )���
������
�� �� ����
���
�, ���
 ������ ����� ����� �������,�� ���� ���
 
������� ���������%

+ 
������� ����� �
���� ��������
�� )������ � ���
���	 ����� ����
���������� � 
���������, �������,��, ��� ����� )����
��
�� ������ ��
������ ��� �� � ���� ������ ����������� ���
��� ���
���	 ����� ���� � ������
��

�	 ����������	 ������%



����� ��

���	������
��

���� 1���������	� � 	����� ϕ4�

*�
��� ����
����������� ����� � �������

�	 ���
���	 ����� ���� ������
��

� ��
����
�� 
�, ��� % C�� �� ����
���������� ����� ����,�� ���,�
���� ���������	 �����% @� ��� ������� ������
� ������ �������
�� �����

����������� 
� ������� -89 � "���� ;% 1�	��� �� ���
���� � ����� ������
���
�������
�,%

+ ��
��
��� �� ����� ���������� �����	��, ������
�, ����, ���� gϕ4�
������ ����� 
� ������
� ������������� ���� � "���� #B% @� ��� �������
��� �� � ����
��� ������������� ��� 4#B%#�57% *���	��� � ����� ��� ��
���
�� �
�����% *�� ���� ��������� ��������
�	 ��
��� ������� ��� �����,
�������� � ������

��)
����������	 ����� �����������, �������� E��% #=%#%
1�������,��� �
���������� ������
�� ���� ���S

1
i
Σ = −ig 1

2

∫
d4q

(2π)4
1

q2 −m2
, 4#=%#7

��� ���
 ����� �������� 1/2% + �������� ����
����� 
��� ������
�� ���
�������� � � �
���
���� ' ����� ����
 q� ��������

� �
����� �������
��
� ��������� ��� ��� ��� q 4
� ����
�� �������7� ����� .�� ����������,/
���������� % 8� ��������� ∼ g%

9����� ����
�� ���������� ���
���� � ������� ∼ g2 � ���������� �����
��

�	 
� E��% #=%�� ��� p1 + p2 = q � p1 + p2 + p3 + p4 = 0% 1�������,���
�
���������� ������
�� �� S

−g2

∫
d4p

(2π)4
1

p2 −m2

1
(p− q)2 −m2

. 4#=%�7

E��% #=%#S

=##
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E��% #=%�S

O��� ������ ������� ����
 p� ��� � ��������� �� � � �
���
����� �� ����
���� � ��������������	 ������������%

*������� ��� ���
� �������� ����
 ����������� �������� 
��� ������
��% *����
�	 �
���� ��� ���������� 
��� ��� -89 � "���� ;% :� ���� �� ������
��� ��� ��� �
���
��% &�����
�� �� � �������� 
�	 ��������� �����	 ��������
�� ��� ����� � �
���
��� ����
����� 
��� ������
�� ∼ p2 4��� ��� ��� p
�����	 m ���
� ����� ���
����� U7� � ������ �����
� ��� ����� � ������� 
∼ p4� � ���� δ���
���,� ������,��, ����
 �����
�
�� ����� �� � )�	 ����
��
�% _���� 
���������� ����� ���� �� ������ ������ �
��������
��� ���
�
����� ����
��� ���� � ���������% + ��������

�� �������� )� ����� ���
�
# 4��
�������� ���������7% E�������� ��������� ������� ∼ gn� %�% � n ������

���% *�� � 
�� ������ E �
��
�� ��
�	� I �
���

�� � L ���� % 9�� ����

��� ��������� ������
��������� � ������
�� , d ' � )�� ������ �����
�
��, ����� � ������� � ���
�	 pd% &�������� �������! ������� ����������� D
��

�	 ��������� ���S

D = dL− 2I . 4#=%=7

9�� ��������

�� ���� �������� ������ ��� ��� �����
�� D = 2 � D = 0% @���

� ���� ������ D ����� E � n� ����,��� I � L% + ����� ����� ������ �����
I �
���

�� ����� ���% + �����	 �� n �����
 �����
���� ����� �� ��
��� ����
��� ��� � ���
�	 ����
 �����
�
�� ����� �� � �������� ������
��� ������������
��

�	 ���������	 4����� �� �
��
�� ��
�	 ���������
�7% + ����� �� ������
����� n− 1 ���
���
�	 ����� ����� ���� 4�� ������ ������ �
��������
��7%
C���� ������� ������ ����� I −n+1 
���������� ����� ��� �
��������
��% :�
)� ����� ���
� LS

L = I − n+ 1 . 4#=%?7

+ ����� ϕ4 � �����, �����
� ����� ����� ��
��� �� �� ����� ������ 4n
��
�	� ��� �� 
�� �
���

��� � ��� ' �
��
��% *�� ������� ����� ��
�	
�
���

�� ��
�� ������,�� ������� ������ �� �
� �������, ��� �����
�%
C���� �����S

4n = E + 2I . 4#=%57

�� 4#=%=7� 4#=%?7� 4#=%57 
������

� ��������S

D = d−
(
d

2
− 1
)
E + n(d− 4) . 4#=%67

+ ���
���� ��� d = 4 �����S

D = 4 − E , 4#=%A7

�F���������� �� �#� 
������ 	�
����� ������������ ����� 
�� ����� 	�� ����#
����
������ ����������� ������ � ������������� 	������������  
� 	������ �����
������ �������
���
����� ����������� � 	�������� ��������� Λ� 	���
�� �������� 	��������� ��������



!9�!� )��7��
2���
 � ����

 ϕ4� =#=

E��% #=%=S

������ � ���
���� ������,�� ������ 
�� ����� �� ��� ��������

�� ����
�����	��� ��������% �� 4#=%A7 ���
�� �� ����
 ����������� ���
 ����� �
����� ����� �
��
�� ��
�	 4� ������ �� �� � 
���U7 �%

+��
����� ��
���� � �������
�, ����	 ������� 4#=%67 � ��������� ������
��
��������� � )�� ������
��% W��� ��)������
 ��� n ��� �� 
���� � �������
���
����
� ' ����
 ����������� D ���� � ����� n� �� �� ���
�� ������
������������

�� �� ���� n ���� ������� �����
��
�� ����� ���
��� �����	
�� ������ ������� ���������� ����� ������	 ����
�� ��� ���������	% 8�
��
���� 
�����
���������� �����% + ����� ϕ4 ��� d = 4 ����
 �����������
������ �� �� � E � 
� ������ � ������� ����� �������
�	� �� �� �� ����
�� ��
��
�� ����� ����� �����������	 � ���
� 
���� ��� �� ��������,���
�����
��
�� ������ ���
� ����,�� � ����� , ��
��
��� ����� 4�����
��
��7
����
��������� ��������,��� ���������� ������
 4����
���������� �����7%
-�
��
�� ����� ���� �����������	 ' ���������� ������� ����
�����������%

*����
� �������� �
������
�� ������� ��� ������ ����� � ��������	����
�� ϕr% 1��
���
�� 4#=%=7 � 4#=%?7 ���� 
� ��
�,��� � ����
��� 4#=%57 ��������
�S

rn = E + 2I , 4#=%;7

�� �� 4#=%67 ������������� � ����S

D = d−
(
d

2
− 1
)
E + n

[r
2
(d− 2) − d

]
. 4#=%$7

&�,�� ��� d = 4 �����S
D = 4 − E + n(r − 4) . 4#=%#B7

9�� ����� ϕ6 ����� D = 4 − E + 2n ' �
� 
�����
���������% 1 �����	 ����
��
��� ����� ϕ3 ����� D = 4−E − n ' ����
 ����������� D ������ � ����� n�
�� �� ��� ����

�� E �������� �� �� ��
��
�� ����� ������������ ��������
' ���������
���������� ����� �% &����� �� ��� d = 2 ����� D = 2 − 2n � 
�
������ � r%

+��
����� ��
���� � 4#=%A7 � ������� ������ � ��������� ��� ����������� ����
����� � E > 4% + ����� ϕ4 ����� E ������ ��
�% E��������� ��� �������� ������
��� ������

�� 
� E��% #=%=% O��� E = 6� �� �� �� ������, 4#=%A7 �
� ����
��
����� ��� ����� ��% 8� ���
� ��� ������� E��% #=%=4�7� 
� �������� 
����
� ���
4�7 � 4�7� ������ �� �
� ������� .������/ ����������� � ��� ��������

��

��� ���� % ���

� ��)��� �� � 
������D �����
�	 ����
 , �����������% 1��
�����

�� �� ����������� ����
�� �������
��S ��������� >�	
��
� ��������

�5�#�� 	���������� ��� ������ ��� 
�� ����� � ����� ������� ������� ������ D� ���
�����
+�	������ 
� E = 6 ����� D = −2� &��� ��� �� ���
��� ��������

�&�� ������� �
����� ��������� 	������� � ��� ����������� ���������� �������� ����������
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���� �� ����
 ����������� D� � ���� ����
� ����������� ���� �� ���������
������� 
� 4������ +�	
�����7%

9�� ��������

�� ���� ������������ ��������� E��% #=%# � E��% #=%�� 
����
��,�� ���������� ������"����� �����������% ��� ���������,�� ��� ������
��
� ������������ ��������� ����� ϕ4 4��� �����������	7%

�39��8 �98<��3��0�=?

*������� �
���� ������
���	 � d����
�� ������
���% 9�	���� S =
∫
ddxL ����

������
�% &�,�� ����� 
������S

[L] = L−d , [L] = Λd , 4#=%##7

��� L ' ���
�� � Λ ' ����� �% �� ���
� ∼ ∂µϕ∂
µϕ � L� � ����� [∂µ] = L−1� �����S

[ϕ] = L1− d
2 = Λ

d
2−1 . 4#=%#�7

E�������� ��������	���� gϕr% W��� ����� ������
�� ��
��
� ����� ��� [g] =
L−δ = Λδ� �� ������
�� ����� −δ + r

(
1 − d

2

)
= −d� �� �� )� ������
�� ���
�S

δ = d+ r − rd

2
. 4#=%#=7

*�)��� ������
�� ��
��
� ����� � ���
�� ������ �� S

gϕ4 : δ = 4 − d , [g] = Λ4−d , δ ≥ 0 ��� d ≤ 4 ,

gϕ3 : δ = 3 − d
2 , [g] = Λ3− d

2 , δ ≥ 0 ��� d ≤ 6 ,

gϕ6 : δ = 6 − 2d , [g] = Λ6−2d , δ ≥ 0 ��� d ≤ 3 .

4#=%#?7

����,��� r �� ����
�� 4#=%$7� 4#=%#=7� ��������S

D = d−
(
d

2
− 1
)
E − nδ . 4#=%#57

+ ���
���� ��� d = 4 ����� D = 4 − E − nδ% &�,�� ��
�� �� 
����������
�������� ����
����������� ����� ������� ������� δ ≥ 0% +���� ��� �������
�� ��� ����� �������� � ���������
��� ��
��
� ����� (δ = 0)� ��� � 
����������
������� ����
�����������% + 4#=%#?7 �����
�� ����� )� ������� �����
���� ���
�����	��� ������	 ��������	����% +����� �� ���� �������� ���� � ��� ��
�������

�� ��������� � ������
��� ������
���%

+ ����,��
��� �������� ������ .��
�
�������/ ������
���	 ������
�� �
��
������
�� ��
���	 "��
� � �����

�� ����	 2;3S
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6�/
� ����

 ϕ4� =#5

*������ ��
���� E�����
�� � ���
���� Λ E�����
�� ��� d = 4

ϕ d
2 − 1 #

G(n)(x1, ..., xn) n
(
d
2 − 1

)
n

G(n)(p1, ..., pn) −nd+ n
(
d
2 − 1

)
= −n

(
d
2 + 1

)
−3n

Ḡ(n)(p1, ..., pn−1) d− n
(
d
2 + 1

)
4 − 3n

Γ(2)(x− y) 2 + d 6

Γ(n)(x1, ...xn) n
(
d
2 + 1

)
3n

Γ(n)(p1, ..., pn) −dn+ n
(
d
2 + 1

)
= n

(
1 − d

2

)
−n

Γ̄(n)(p1, ..., pn−1) d+ n
(
1 − d

2

)
4 − n

O��� � � �����
�
�� � ��� �����
�� 
�� �
�������
�� ��
����� � �����
��
�����
� Ḡ(n) � Γ̄(n)� ��������

�� ����
�����S

G(n)(p1, ..., pn) = Ḡ(n)(p1, ..., pn−1)δ(p1 + ...+ pn) ,
Γ(n)(p1, ..., pn) = Γ̄(n)(p1, ..., pn−1)δ(p1 + ...+ pn) , 4#=%#67

��� ������
�� � ��
�� ����� δ���
���� ���
��� ����
� �����
�
�� ����� �� 4����
,���� � ���
���� Λ� ������
�� −d7%

���� 1�������� ����
�������� 	����� ϕ4�

9�� ���� ���� ������� �
���� �����������	 ��	
��
������ ��������� 
������
���� �
����� 
���� �� )� ����������� ������
� ������ % 8� ��������� ��
��� �
�� ������ ��
���������� ��	
��
������ �
�������% +��� 4
������� ���
�������
�� �����������	 � -897� �� ����� ������ �����	��	 ���� ���������
������ ��
���

�	 
� �����
�� �������� ������
�� Λ 
� ����
�� �������% 8�
���� ��
� 
������ �����������, �
�����

�� � ������ �� �
 )�������
�

�����
�, .��
���� 
�	 ���
�/% 1������� ����� �������

�	 � )����

�	 ����
���� 
��������	 ������
�	 �������������	 4iD��� � +�� ��
7� � ������
�,
������� �� ��	��� � ���������% ���� )��� ������ �������� �� �������� � ����
���� ��������
�� ���������� ����
�	 � ������
��� � ������
�� , d = 4 − ε
4+�� ��
7� ����� � ��� ���� ���������� �
������� ���������� ����������
��� ��� �
������ � ������
��� � �������� 
�	 d < 4� � ���� ����	� � �������
d→ 4% &���������� �� ��
�����
��� ��������

�� ���� ��
�������� ������
��� ����,�� ������� ���,���� �� ������

�	 ε = d− 4%

&������ �
����� �����
���
 ���������
�	 �����S

L =
1
2
∂µϕ∂

µϕ− m2

2
ϕ2 − g

4!
ϕ4 4#=%#A7


� �����	 d ������
�	% *����� �� ���� ϕ ���� ������
�� d
2 − 1� � �����
���


L ' ������
�� d� ��
��
� ����� g ���������
� ��� d = 4 � ��� ���� ���� �
�

�0��� I�
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�������� ���������
�	 � d ������
���� �� 
��������� ��
��� 
� µ4−d� ��� µ
' ����������� ������� ������
��� ����� 4����� ��7� % C���� �������� �����
����� ���������� ����, � �����
���
��S

L =
1
2
∂µϕ∂

µϕ− m2

2
ϕ2 − 1

4!
gµ4−dϕ4 . 4#=%#;7

+������� �����	��, �������� � ������

� � )
����������	 ����� �������
��

�, �������� E��% #=%#% Q
������
� 4#=%#7 �
� ����������� �
�������S

1
2
gµ4−d

∫
ddp

(2π)d
1

p2 −m2
. 4#=%#$7

8� �
����� 
��
� ������� ��� �������� 
�� d%

�30�@�����93�� � d-�8<���3�46?

M������� � d!������ '	����������� 5�������� �( � �
��� ��������� � d− 1 	����������������
����������� (d ≤ 4)� +�� ���������� ���� ��� ��
�B

Id(q) =

	
ddp

1

(p2 + 2pq −m2)α
, )2.�-8*

 
� p = (p0, r)� ���
�� 	������ ����
����� (p0, r, ϕ, θ1, θ2, ..., θd−3)� ��� ���B

ddp = dp0r
d−2drdϕ sin θ1dθ1 sin2 θ2dθ2... sin

d−3 θd−3dθd−3 = dp0r
d−2drdϕ

d−3&
k=1

sink θkdθk ,

(−∞ < p0 <∞ , 0 < r <∞ , 0 < ϕ < 2π , 0 < θk < π) . )2.�-2*

E� 
�B

Id(q) = 2π

∞	
−∞

dp0

+∞	
0

dr rd−2

π	
0

)d−3
k=1 sink θkdθk

(p20 − r2 + 2p0q0 − 2r|q| cos θd−3 −m2)α
. )2.�--*

"����� ��������� ,I/ 
���

Id(q) = iπd/2
Γ
�
α− d

2

�
Γ(α)

1

[−q2 −m2]α−d/2
. )2.�-.*

����� ��� 4#=%�=7� �������� ��� 4#=%#$7S

− ig

32π2
m2

(
−4πµ2

m2

)2− d
2

Γ
(

1 − d

2

)
4#=%�?7

Γ���
���� ���� ���,�� � 
��� � � ������� 
�� ����� �����% +����� �� ����
������� 4#=%�?7 ���������� ��� �����	 ���,� ��� d→ 4% @��
� ������ � ��S

Γ(−n+ ε) =
(−1)n

n!

[
1
ε

+ ψ1(n+ 1) +O(ε)
]
, 4#=%�57

��� ψ1(z) = d ln Γ(z)/dz = Γ′(z)/Γ(z) ' ��������������� ��������
�� Γ���
�����
��� �����	 �����S ψ1(n+1) = 1+ 1

2 +...+ 1
n−γ� ��� γ = −ψ1(1) = 0.577 ' �����

��

8	����% *������ ε = 4 − d ��������S

Γ
(

1 − d

2

)
= Γ

(
−1 +

ε

2

)
= −2

ε
− 1 + γ +O(ε) . 4#=%�67

�"������������ 	�������� µ �����
�� ���
� 	���
���� � 	��
���� � 	�����
� d→ 4



!9��� )�62����� �������
6�/
� ����

 ϕ4� =#A

+ ����� ��� ����� ��� aε = 1+ ε lna+ ...� �������� �����,��� �������
�� 4#=%�?7
������ d = 4S

− igm
2

32π2

[
−2
ε
− 1 + γ +O(ε)

] [
1 +

ε

2
ln
(
−4πµ2

m2

)]
=

=
igm2

16π2ε
+
igm2

32π2

[
1 − γ + ln

(
−4πµ2

m2

)]
+O(ε) =

=
igm2

16π2ε
+ -�
��
�� ������
�� . 4#=%�A7

-�
��
�	 ����� 
� ����� � �����

� ���
�	 ����� ������� ��� ��� �� �
 ���
���� � �������� 
��� ������ µ% "���
��� �� 
�� ������ ������
� ������ 
���������� � ��� ε > 0 )� ����� ��
���
 � � 
�� ���
� ����� ����
��
�������%

+������� ���� ?�����
�, ��
���,� � ��
�� , �� ���
��∼ g2% Q
������
�
4#=%�7 ��� ������ ��������� E��% #=%� �����S

−1
2
g2(µ2)4−d

∫
ddp

(2π)d
1

p2 −m2

1
(p− q)2 −m2

. 4#=%�;7

O
���
���� � ����
����� 
�� ������
�� ���
� ��T���
� � ����� , ������
�� >�	
��
�S

1
ab

=

1∫
0

dz

[az + b(1 − z)]2
. 4#=%�$7

8� ������� �������� ��S

1
ab

=
1

b− a

(
1
a
− 1
b

)
=

1
b− a

b∫
a

dx

x2
, 4#=%=B7

���� ������ x = az+b(1−z)� ������ a � b ������ ���� ��������
���� ����
����,�� ��
�����
�� ��� a = b% ����� ���� S

1
p2 −m2

1
(p− q)2 −m2

=

1∫
0

dz

[p2 −m2 − 2pq(1 − z) + q2(1 − z)]2
. 4#=%=#7

1������� ����
� ������

�� p′ = p−q(1−z) ������ �� �
���
��� ����
����� �

��� ������
�� ������� �������� � p′2−m2 + q2z(1−z)% &�
��� ddp′ = ddp� ��
�� ����� ��������
���
�� p′ → p 4#=%�;7 ��������� ���S

−1
2
g2(µ2)4−d

1∫
0

dz

∫
ddp

(2π)d
1

[p2 −m2 + q2z(1 − z)]2
. 4#=%=�7

����� ��� 4#=%�=7 ����� ��,��S

ig2

2
(µ2)4−d

(
1
4π

)d/2 Γ(2 − d/2)
Γ(2)

1∫
0

dz[q2z(1 − z) −m2]d/2−2 =

=
ig2

32π2
(µ2)2−d/2Γ

(
2 − d

2

) 1∫
0

dz

[
q2z(1 − z) −m2

4πµ2

] d
2−2

. 4#=%==7
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+ ������� d→ 4 �� 4#=%�57 �����S

Γ
(

2 − d

2

)
=

2
ε
− γ +O(ε) , 4#=%=?7

�� ��� � ����� ����
��� aε ≈ 1 + ε lna� 4#=%==7 ���
���� ���S

ig2µε

32π2

(
2
ε
− γ +O(ε)

)⎧⎨⎩1 − ε

2

1∫
0

dz ln
[
q2z(1 − z) −m2

4πµ2

]⎫⎬⎭ =

=
ig2µε

16π2ε
− ig2µε

32π2

⎧⎨⎩γ +

1∫
0

ln
[
q2z(1 − z) −m2

4πµ2

]⎫⎬⎭ . 4#=%=57

+ )�� ������
�� ����
�	 4���������	��7 ���
 ������ � µ� � ��
��
�� ��� 
� ������� ������
��� ����� �� (p1 + p2)2 = q2 = s 4������

�	 @�
�������7%
&�������� ��
���,S

F (s,m, µ) =

1∫
0

dz ln
[
sz(1 − z) −m2

4πµ2

]
. 4#=%=67

C���� ������� ������
�� ��� ������ ��������� E��% #=%� ���� ���S

− ig2µε

16π2ε
+
ig2µε

32π2
[γ + F (s,m, µ)] = − ig2µε

16π2ε
+ -�
��
�� ������
�� . 4#=%=A7

���� �� �������� � ��
�� ���� �������� 
������ ������� � ��� � ?�����
�	
��
����� � ����� ϕ4% +������ ���� ��������,��� #_:������
� Γ(2)(p) �
Γ(4)(pi)% +�����
�� 4#=%�A7 ������� ������
� 4#=%#7 � 1

iΣ� �� �� � ������ �������
�� g �����S

Σ(p) = − gm2

16π2ε
+ -�
��
�� ������
�� . 4#=%=;7

1�������

�� �� ��������
�� Γ(2)(p) = G−1(p)G(p)G−1(p) = p2−m2−Σ(p) �����S

Γ(2)(p) = G−1(p) = p2 −m2
(
1 − g

16π2ε

)
. 4#=%=$7

&�����
�� �� ��� ε→ 4 )� ������
�� ���������%
9����� ?�����
�� �����
� Γ(4)(p1, ..., p4) � ����� �
�� ���������
�� �������

��� ���S

Γ(4)(p1, p2, p3, p4) = G−1(p1)G−1(p2)G(4)(p1, p2, p3, p4)G−1(p3)G−1(p4) 4#=%?B7

� ������������ �����	 ��������� ������

�� 
� E��% #=%?� ��������,��� ����
� ���� ������
� ��
����� ����� ������ ��������� �� 4#=%=A7 � ��� ���� �
����
���
�� ���
��� ���������� �� 4#=%=A7 ����
�	 ��
�����������	 ������

�	 s 
�
t � u 4��% "���� 57S

s = (p1 + p2)2 , t = (p1 + p3)2 , u = (p1 + p4)2 . 4#=%?#7

9�	���� ��
���	 G−1(pi) ������� � 4#=%?B7 � .������
�,/ �
��
�� ��
���% +
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 ϕ4� =#$

E��% #=%?S

���� ��������S

Γ(4)(pi) = −igµε − 3ig2µε

16π2ε
+
ig2µε

32π2
[3γ + F (s,m, µ) + F (t,m, µ) + F (u,m, µ)] =

= −igµε
(

1 +
3g

16π2ε

)
+ -�
��
�� ������
�� . 4#=%?�7

&�
��
�	 ����� ���� ���� �����
���
 ��� ε → 0% _��� �����
� Γ(2) � Γ(4)

����� ���������	 ������ �
� ����
� �� ��
��
�% 9�� )��� � 
��
� ������� 
����
���������U

��0����� �98��B�3��?

S������� ��� � ����� ���������� �������������� 
�� ����� � �
�������� ����� 	����B
��� ��� ����� 2 )�
��	������ 	����#����*� 1��������� ������#����� �� ������� ��
��� ���
����#���� 	� ���� 	����� � ��������� ������ 
�#� ���� ���������� ��� ������� ����#����
������ ���������� 	� ���	���� g� M���#���� 	� ���� 	���� L ����������� ����#���� 	� ���!
	���� 	��������� "���� �� � ����� 
��� ������������� ���
� �� ��#�� ��	����� 	������
����
%�������� ������ � ��
�B

Z[J(x)] =

	
Dϕ exp

�
i

�

	
dx[L(x) + �J(x)ϕ(x)]

�
. )2.�D.*

���
� L = L0 + Lint� ��#�� ��	�����B

Z[J ] = exp

�
i

�
Lint

�
1

i

δ

δJ

��
Z0[J ] , )2.�DD*

 
�

Z0[J ] = N exp

�
−1

2
i�

	
dx

	
dyJ(x)∆F (x− y)J(y)

�
. )2.�D=*

C� )2.�DD* ��
���� ��� ��#
�� ������� 
��� ���#���� �−1 � 	����������  ��%�� n! � 	���
��
������� ������ ����������� � �� )2.�D=* ��
���� ��� 	�� ���� ��#
�� 	��	� ���� 
��� ���#�!
��� �� E���� �������� 
�����  ��%�� ��
��#�� ���#���� �

I−n = �
L−1 ) 
� �� ��	�������

����
����� ���� ����������� )2.�D*B L = I − n+ 1�  
� I L ���� ���������� ���� 
����� 
��!
 �����*� "������ ����#���� 	� ���� 	���� 
����������� ������� ����#����� 	� ���	����
�� ���� ����#����� '� �����������( ����������� �������

���� )������������� 	����� ϕ4�

:��� ��� ���� ' ����� ���������� ������
� ��
��
���U + ��
��������
��������
�� ����
��������� 
�����
� �����
� � ��
�� ����% *����� �� �����
������������� ��� ������
� � 
�� ��
��
�� � ���
� ��	����� ������ ����%
�� ��������
�� ���������	 ����� ������ ��
�� �� ����
�	 ��������� ��$��
��� ���S

G−1(p) = Γ(2)(p) = p2 −m2
1 ��� m2

1 = −Γ(2)(0) = −G−1(0) , 4#=%?67
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��� ���������� ����� m1 ��
��
�% *����
���� 
�� 4.�������
��/7 ����� m� ����
����� � �����
���
 
� ���� 
����������

��� ����������� ������ �� � �������
d → 4 ���� �� � �����
��
�	% 8� ������ �����	 ������ ����������� � ��
������ ��������	����� �� �� )� 
�
���,������ ������
�� �� �� m1 ����
���������	 ����� � ����
� �� ��
��
�% �� 4#=%=$7 � ��������
�� 4#=%?67 �����S

m2
1 = m2

(
1 − g

16π2ε

)
. 4#=%?A7

:� �� ����� ��������� � �����	 ���� )��� ������
�� ���
�� � �	 �� ��
�� ,
∼ g� ����
� m 
� m1� �� ���S

m2
1 = m2 − g

16πε
m2

1 , 4#=%?;7

����� ��������S

m2 = m2
1

(
1 +

g

16π2ε

)
. 4#=%?$7

+� ���	 ����
� �� .�������
��/ ������ ���� � ��
�������� ��������
��
���������� ����� ���
���� ���������

��� �
���
�, m1% +����� �� ��� ε → 0
������
� m ���������� 
� ��
��
�� m1 ��������
�U

Q
������
�� ������� ���
� �������� � �����
� Γ(4)% *�������� 4#=%?�7 �
����S

iΓ(4)(pi) = gµε +
g2µε

32π2

[
6
ε
− 3γ − F (s,m, µ) − F (t,m, µ) − F (u,m, µ)

]
. 4#=%5B7

&�������� ���� ����
��������

�, 4��
��
�,U7 ��
��
� ����� g1 ���
����

���S

g1 = iΓ(4)(pi = 0) , 4#=%5#7

%�% ����� �����
� ��������	���� ����� � 
������� ����� ����% C���� �� 4#=%5B7
��������S

g1 = gµε +
g2µε

32π2

[
6
ε
− 3γ − 3F (0,m, µ)

]
. 4#=%5�7

1���� g1 ���������

�	 ��
��
�	 ������
�	� ����� ������ �� .�������
�,/ ��
�
��
� ����� g 
��
� ����� �����
��
�	 4��� ε→ 07% + ����� ����� �����������
������
�� 4#=%5�7 � ����� , ����
 g 
� g1µ

−ε � m 
� m1 �� ��� )� �������
4�� ������ ���
� ����� � ��
�� , �� �
�����,��� 
�� ���
�� ∼ g27� ���
�
������ ������
�� ��� g ����� g1� �
������
�� 4#=%?$7S

g = g1µ
−ε − 3g2

1µ
−2ε

32π2

[
2
ε
− γ − F (0,m1, µ)

]
. 4#=%5=7

C���� ���
� ������ Γ(4) 4#=%5B7 ����� g1 ��S

iΓ(4)(pi) = g1 −
g2
1µ

−ε

32π2
[F (s,m1, µ) + F (t,m1, µ) +F (u,m1, µ)− 3F (0,m1, µ)] . 4#=%5?7

&�,�� 
����������

� ������ 4#=%5#7� ������ �� ��� p1 = p2 = p3 = p4 = 0 �����
s = t = u = 0% C���� �������� ���������� 4����
��������

��7 ��
��
� ����� g1
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 ϕ4� =�#

E��% #=%5S

�������� � ������
�	 iΓ(4) � ����� ��� ��� �
��
�� ����� �� ���
� 
��,�% C���� 
��� � 
�� ���� ��
��
��U @� ���
�� , ������� ����
��������� � ��
��������
��������
��%

-�� ��� )� ������� � ����������� ��������
��` + )�� ������ 
��� �������
�� ���������� ������

�� 
� E��% #=%5% 1�������,��	 �
���� ���������� ��
� )�� ������ ������
� G−1(p) = Γ(2)(p) ��������� �����
��� 
�, ���������� 
� ��������� E��% #=%54�7% 8� ���������� 
� ����
���� ����
���������	 ����
�� � ��
��
� �����% &
� ���������� �����
��� 
�� ��� ��������
�� ����
����� �����	 ������� ����������
��� ����
��������

�	 ������
�	 ��
����
���
���
���S

G−1
r = Γ(2)

r = Zϕ(g1,m1, µ)Γ(2)(p,m1) . 4#=%557

O��� ������
� Γ(2)
r ������� ��
��
�	� � ����� Zϕ ' �����
���
% +�����
� Z

1/2
ϕ


�������� ��
��
�	 ����
��������� ���
���	 ��
����% 9�� Zϕ ���
� 
����� 
�������
�� � ��� �� ����� ���� � ������ ���� ���S

Zϕ = 1 + g1Z1 + g2
1Z2 + ... = 1 + g2

1Z2 + ... , 4#=%567

������ �� ��
�������	 ����� �������% *���
��������� ���
���	 ��
���� 4���
������ ����7 
� ���� �� �������

� �������� 
�	% 9�� �� ��������
�� 
��
�
�������� � ���� � 
������	 ����� ������ p2 = 0� �����
���� �������S

∂

∂p2
G−1
r (p)

∣∣∣∣
p2=0

=
∂

∂p2
Γ(2)
r

∣∣∣∣
p2=0

= 1 . 4#=%5A7

+���� ���� p2 = 0 ������
� ���������
%

E��������� Zϕ ��
����� �� � ����������� ��������
�� ��
�� ��������

��
������
� m1 �����
��
� 4� ������� ε → 07% &�
��� ����
��������

�� G−1

r (p) =
Γ(2)
r ��� ��
��
�� �
���
�� ����
��������

�	 ����� mrS

m2
r = Zϕm

2
1 . 4#=%5;7

�
��� ������� ����������� Zϕ � m2
1 �������,��% Q
������
�� ������� ����
��

��� � �
���
�� ����
��������

�	 ��
��
� �����% 9�� Γ(4)
r ���� ���� ���
��

��
��� �
������
�� 4#=%557S

Γ(4)
r = Z2

ϕΓ(4)(p,m1, µ) 4#=%5$7

�&��� �	������ �� �
���������� �	���� �	��
����� 	��������������� ��������� ������ C��!
 
� g1 �	��
���� ����� iΓ(4) � ��� ���������� ������������ ����� p2i = m2, pipj = −m2/3 (i �=
j)� ��� ������������� s = t = u = 4m2/3�
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E��% #=%6S

�� ��������� 
�� 
���� ����
��������

�� ��
��
� ����� gr� ������������ ����

���
���� �
������
�� 4#=%?67� ���� ���S

iΓ(4)
r (pi = 0) = gr = Z2

ϕg1 . 4#=%6B7

>���� Zϕ ������� ��
����	 ������

�	 gµε� ��������� )� ��������� ��
��
�������� ����
��������

�, n������
�, �����

�, ��
���, � ����S

Γ(n)
r (pi, gr,mr, µ) = Zn/2ϕ (gµε)Γ(n)(pi, g,m) 4#=%6#7

���
Γ(n)(pi, g,m) = Z−n/2

ϕ (gµε)Γ(n)
r (pi, gr,mr, µ) . 4#=%6�7

C���� ������� � � ����������� ��������
�� ����� ���� �� �����
� ��
���

�	% 1����
���� �� )� ���
�	��� ���	��� �� ���� ��������` 8� ������ ����
���������� �����������������% &
� ������
� ���������� 
� ���� �� ������
��
� �� ���� �������� ����� �������
�	 49�	��
7% *�����
� � �������� ����
����
����������� � ���
�� ������� ����� ���� ���
� ���
����� �� � �
��� 2?3%
&���� �� ��� �� �������� ��� ����
����������� � ����� ϕ4 ����
��� ���
�
������
�� �������� ��� ��� -89� ������ ���������� ��������� �����������

�	 �
�����

���%

 �30�:��3C?

1������� �� ��
���
�� ���� ���
�� 
� ����
���������� ������ ���� ��� �
�� ���������
�
�� �����

� ����� ������
�� �
��� 2?3% &
� ����� � ��� ����
���������� �������� m � g � �����
�� �����
���
� ����� � ������� �����
������ ����� � ������ 4��
��
� �����7% �� ��� ����� �� )� �����
���
 
�
��� ��
��
�� ��
���	 "��
�� ������ ������
��� �� � �����
���
 
��
� ����
�� �����
��� 
�� ���
�� �������,��� �����������% �� 
�����, ����������%
*���
���������� ����� ���� �� �����
� ��
��
�	 �����
��� �������
� �����
��
����
��% E�������� ������ ��� )� �������%

E�������� ��� ����
��������� ����� � ��
�������� ��������
��� �����
�������, ���
���
���� 4#=%?67 ( 4#=%?$7% W� ���
� ����� �����,��� �������%
&�
�������� �������� � ������
��� ���������� ������
� 
� E��% #=%6 � ������
���� ��� ε→ 0% 9������ � �����
��� �����
���
� L ���
 ����S

δL1 = − gm2

32π2ε
ϕ2 ≡ −1

2
δm2ϕ2 . 4#=%6=7

W�� ���
� ���������� ��� ��������	����� ������ �� ����� �������� 
�
���������� .��������/S

× = − igm2

16π2ε
= −iδm2 . 4#=%6?7
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 ϕ4� =�=

E��% #=%AS

E��% #=%;S

C����� � ��
�� , ∼ g� ���
�	 ����
�	 ��������� ������������ ���������
E��% #=%A � ����
S

Γ(2)(p) = iG(p)−1 = i

[
1
i
(p2 −m2) −

(
igm2

16π2

1
ε

+ -�
��
�� ��� 

)
+
igm2

16π2ε

]
=

= p2 −m2 ,

4#=%657

��� ������� ��
��
�	 ����� 4��� ���,���� ��� � m27% O��� m2 ������� ���

��
�	 ������
�	� ���������	 �����	� ������ � ��������,��� ������� �����
�������
�	 ���
� −Γ(2)(0)% M����
���
 ���� ���� ��� L + δL1� ��� δL1 ' ����
������	�� ��
����
%

1��� ������������ ������� � ���� � � ���#���� � �������� 
�	�������� � ������
��!
����� 	����� M��������� �����
��� ������B

L =
1

2
(∂µϕ)(∂µϕ) − 1

2
m2ϕ )2.�33*

� ��
�� �������� ��� ��� �	������� ����������� 	�� )	����� ��� � � ���#����* � ������
��!
������� �	��
������ ������ ������ "����� F������� 	������� �� M��� 2.�I� "���� 	��	� �!
��� �� 
� �	��
������  ��%������ 	���������� �� M��� 2.�P� � ��������� �����  �������������
	�� ������B

G(p) =
i

p2
+

i

p2
(−im2)

i

p2
+

i

p2
(−im2)

i

p2
(−im2)

i

p2
+ ... =

i

p2 −m2
, )2.�3O*

���� ������� ������� 	��	� ������ �������� � 	��� &�� � ��� ��	�������� 	�� ������������
������� � ��������� � � ���#���� � �������� �����������

Q
������
�� ������� ���
� �������� Γ(4)% �� 4#=%?�7 ���
�� �� ������
�
Γ(4)� ��������,��� �������� ∼ g2� ������

�� 
� E��% #=%#B� ��������� ���
ε→ 0% C���� ���
� ������ � �����
���
� ��
����
 ����S

E��% #=%$S
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E��% #=%#BS

E��% #=%##S

δL2 =
1
4!

3g2µε

16π2ε
ϕ4 =

Bgµε

4!
ϕ4 , 4#=%6;7

�� �� ����� �����
��� 
�� ��������	����� ������

�� 
� E��% #=%##% + ����� �
�� Γ(4) ��
����� ��
��
�	� ��� )� ������
� 
� E��% #=%#�% :���
��� ��������
��� Γ(2) � ����������� ��������
��� �������

� �����

�� ����� � ���������

��� � 
����������� ��
���
�� ������
 Γ(n) 
� Z
n/2
ϕ � )�������

� �������
�, �

�����
���
� ��
����
� ����S

δL3 =
A

2
(∂µϕ)2 , 4#=%6$7

��� 1 +A = Zϕ%
���� ��
��
�� ������
�� ��� ��
���	 "��
� � �����
 ���
� ������ � ���

������ � �����
���
�S

L =
1
2
∂µϕ∂

µϕ− 1
2
m2ϕ2 − 1

4!
gµ4−dϕ4 4#=%AB7

��
����
� LCT S

LCT =
A

2
∂µϕ∂

µϕ− 1
2
δm2ϕ2 − 1

4!
Bgµ4−dϕ4 . 4#=%A#7

*��
�	 �����
���
� �����	 ���
�� 
����� .�����/ �����
���
�� LB � ����
S

LB = L + LCT =
1 +A

2
∂µϕ∂

µϕ− 1
2
(m2 + δm2)ϕ2 − 1

4!
(1 +B)gµ4−dϕ4 . 4#=%A�7

E��% #=%#�S



!9�=� )����2��
6�/
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C���� �������� �������
�� ��
����
�� )�������

� ��
���
�, ������
 ϕ� m �
g 
� 
������� ����
���������
�� �
������ Z 4��� ��������
�� ����
�����
�����7% Q ���

�� ���� ����� �� ��������
�, .�����/ ������
�S

ϕB =
√
Zϕϕr , Zϕ = 1 + A ,

mB = Zmmr , Z2
m =

m2 + δm2

1 +A
, 4#=%A=7

gB = µεZggr , Zg =
1 +B

(1 +A)2
,

� .����	/ �����
���
 4#=%A�7 ����� ���S

LB =
1
2
∂µϕB∂

µϕB − 1
2
m2
Bϕ

2
B − 1

4!
gBϕ

4
B . 4#=%A?7

O������ �� ���� 
� ���� ���������� � µ% +�����
� A�B � δm2 ����������
��,�� �������

��� ���� �������� ���� ��
���� "��
� ����� ���� ��
��
�
4��� ε → 07% 
� ����� ��
����
�� ����� ������� ���
���������	� ���� ��
�
����
�� 
���������� ��� �������
�� �����������	 � ������ ������� �����
�������
�	� ���, � �� ���� �� � ���
�� �������� � �����
�	 �����
���
%
W��� )� ���� ����� � .�����/ ������
� ���� �� ��������
� ��� ������
4�����
��
��U7 ����
���������
�� �
������	� ��� )� �����
� ����% *�� )��
.����	/ �����
���
 ���� � �� ���� �� � �����
�	%

M����
���
 LB ������� � ��
��
�	 ������ � �����
�	 L ' 
�% 8� ��
�����
�� .�������/ ��� ����������� � ϕB � mB � gB ���
� ����� ����, ��
��
�	 '
����������� �������,�� ����
���������	% +�� .�����/ ������
� ��������� ���
ε → 0 �� ���� ��� ����
��������

�� ������
� ���
���, ��� ε → 0 ��
��
���

� �������� 
��� �
���
��% �� ������ �������� � ����������� ����������
�����%

!���
�
�� 4#=%6�7 ������
� � �� �������� ��
���

��� 
� ��
����
��% �� 4#=%A?7
� 4#=%A?7 ��
�� �� ���� 4#=%A?7 � ������� �����
��� �����
���
�� �� ����
� ��
���� �������� ��� ��
���	 "��
� ����
� m → mB� g → gB� ϕ → ϕB% :� ��
��� ���
� 4� 
��
�U7 ������ .�����/ �������� ����� ���������� mr� gr � ϕr
������
� �������� 4#=%A?7% C���� �������S

Γ(n)
B (pi, gB,mB) = Z−n/2

ϕ Γ(n)
r (pi, gr,mr, µ) , 4#=%A57

�� )�������

� 4#=%6�7 4�
���� B ���� ���
� ���� 7% &������ ��
�	 �����
������ ����	 ���� )��� ����
�
�� � µ ������
� �� ����� �����
���
� 4#=%A?7�
��� �� ���� 
�%

���$ 1������
���������� �������

+ "���� ; �� ��� ����� ��������� ������ ����
��������� 4��
����������7 �
-89% @��� ��
���������� ����� �����
�, ��� � ���
���	 ����� ���� 2?�;�#B3
� ����������	 ������ 2#?�#53� ����� ��� � � 
������� ������ ������� ������
�����	 ������% *�)��� ���� �� �������� ����� ������
�� ��� �������
��% :���

�"�� �������� ε 	������ �����
������� ��� �������



=�6 &���� !9� �)'%)�-)%���

����� � �� �������� ����	 ��� 4��������� )�������

��7 ������������
)��� �����% :������� � "���� ; �����������
�� ��
���������� ���������� � ���
������� � ��
��� �
���
�� �������� ������
�� ������������ �
������� � ����
����� � ����� ���������� ����
�	 ���� ����� ����� 2#?3 ������������ +�� ���

�� �����

�� � ����������� 
�� �
��������
��� �� ������� ����� �
��� ����
���
���� � ��������� � ���� ��� ����� ���

����
���� ��������	 � % �% O��� 
�� �������������� 
������� ���� ������������� � �������

�	 �������� ��
���
���	 ����� ���� 4��� � 
����� �� ������ 
���7 �������� ��
���

��� 
�
����� ������
�	 ������������� 2;3%

+ ������ ����� ������
�	 ������������� �� ����� � ����, �������� 
�	
������� µ ������
��� �����% O�������� ����
��������

�	 #_:���
���� �
µ ������������ ������
� 4#=%6#7� ��������,��	 µ���������� , ����
�������
���
��� �
������ Zϕ% �
��� ������� 4��%4#=%6�7� 4#=%A577 
�����
��������

��
4.�����/7 ��
���� Γ(n) 
� ������ � µS

Γ(n)(pi, g,m) = Z−n/2
ϕ (gµε)Γ(n)

r (pi, gr,mr, µ) 4#=%A67

�� ��������� 
�� �
�����

� �
����� 
� ������ �����������
�	S

µ→ esµ ��� µ = esµ0 %�% s = ln
µ

µ0
. 4#=%AA7

8� �����������
�� � ������, ��
�����������

�, ������ 4��
����������� �����
�� ����
���������7% +���� ���������
�	 �������
���� 
�	 ������� µ ∂

∂µ � �����
���S

µ
∂

∂µ
Γ(n) = 0 4#=%A;7

���� ������� 4#=%A67S

µ
∂

∂µ
[Z−n/2
ϕ (gµε)Γ(n)

r (pi, gr,mr, µ)] = 0 , 4#=%A$7

��� gr � mr ������ � µ% *������ �������
������
�� � ��
���� ����� � 
�

Z
n/2
ϕ � ��������S[

−nµ ∂

∂µ
ln
√
Zϕ + µ

∂

∂µ
+ µ

∂gr
∂µ

∂

∂gr
+ µ

∂mr

∂µ

∂

∂mr

]
Γ(n)
r = 0 . 4#=%;B7

+ ��� 
�	���� ��� �������� ����� ����� ���� g ����� gr � m ����� mr� ����
���������� �� ����� ���� �� �� � ����
��������

��� ������
���% +������ �
4#=%;B7 ����� �� �� ����
��������

�� ������
��� ��
��
�� ��� ε→ 0%

&�������� �����,��� ��
����S

mγm(g) = µ
∂m

∂µ
,

γ(g) = µ
∂

∂µ
ln
√
Zϕ , 4#=%;#7

β(g) = µ
∂g

∂µ
.

C���� ����
�
�� 4#=%;B7 ���
���� ���S[
µ
∂

∂µ
+ β(g)

∂

∂g
− nγ(g) +mγm(g)

∂

∂m

]
Γ(n) = 0 . 4#=%;�7
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8� ��
��
�� ����
�
�� ��
�����������

�	 ������� 
��������� �
���� ����
�
��
�� -����
� ( 1���
����% &
� ������� �
�����

�� ����
��������

�	 ��
��
��� Γ(n) �
����� 
� ����
� �������� ������������� µ% �

O������ ���� �
������
�� ����
�
��� ������,��� �
�����

�� ��
����
Γ(n) �
����� 
� ����
�
�� ������� ����� ��� 4�����7% *�� ����������� ���
��
� pi → tpi� m → tm� µ → tµ% >�
���� Γ(n) ���� �������, ������
�� D�
�����������, ������
� �������

�	 ���� ������ ������
���	� �����,��� ���
����
���S

D = d+ n

(
1 − d

2

)
= 4 − n+ ε

(n
2
− 1
)
, 4#=%;=7

��� d = 4 − ε% C���� �����S

Γ(n)(tpi, tm, tµ) = tDΓ(n)(pi,m, µ) , 4#=%;?7

�� ����� ������ ����
 ������

�� tm → m̃, m → m̃/t, m̃ → m � tµ → µ̃, µ →
µ̃/t, µ̃→ µ� ������������� ���S

Γ(n)(tpi,m, µ) = tDΓ(n)(pi,m/t, µ/t) . 4#=%;57

>�
���� Γ(n) ���������� ����	� ���� �������� ��
����
�, ��
���, ����� ���
����

�� �� ����
 , ��
����
��� D%
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+�	����� �������� %���� �� �
����
��� %�������� F������ u = f(x1, x2, ..., xm) ����������
�
����
��� %������� ���	��� p� ��� 
� ���� t ��	�������B

u = f(tx1, ..., txm) = tpf(x1, ..., xm) . )2.�I3*

A� �
����
��� %������ ����� ����� ������� &����B

x1
∂u

∂x1
+ ...+ xm

∂u

∂xm
= pu . )2.�IO*

� ����� 
��� ���������� u = f(tx0
1, ..., tx

0
m)�  
� (x0

1, ..., x
0
m) 	���������� ����� �� ������ �	��!


����� %������� E� 
� �����B

du

dt

����
t=1

=
∂u

∂x1
x0
1 + ...+

∂u

∂xm
x0
m . )2.�II*

1 
�� �� �������

du

dt
= ptp−1f(x0

1, ..., x
0
m) , ��� ���

du

dt

����
t=1

= pf(x0
1, ..., x

0
m) = pu . )2.�IP*

1�������� )2.�II* � )2.�IP* � 
��� )2.�IO*�

�� 4#=%;57� �� ������ 8	����� ��������S(
t
∂

∂t
+m

∂

∂m
+ µ

∂

∂µ
−D

)
Γ(n)(tpi, g,m, µ) = 0 . 4#=%$B7

��� ����#���� ��
���������� �������� ��� �
��� ������� � ��
� �������� �	��
������ �
)2.�23* � �������������� ���� Γ̄(n)�
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����,��� µ∂Γ(n)

∂µ �� 4#=%;�7 � 4#=%$B7� �������� �����, ����� ����
�
�� -����
�
( 1���
����S[

−t ∂
∂t

+ β
∂

∂g
− nγ(g) +m(γm(g) − 1)

∂

∂m
+D

]
Γ(n)(tpi, g,m, µ) = 0 , 4#=%$#7

������ 
����������

� ������� ����� � ����
�
�� ������� ����� ��� � Γ(n)

� t ���% O������ �� ���� β(g) = γ(g) = 0� γm(g) = 1� � )� ����� � ����� ����
�������� �� ����������� ������
�� , D� ��� � ��������� �� ����� � ������
�� .
���
���/ ������
��� �
�����% :���������� ��������
�� ����
���������
�� ��������� 
�� ����
�� � 
��� ��
���	 β(g), γ(g), γm(g)� �����
� � 
�������
��������	����� ������ ������� � ������
�, ���������� ������
���	%

:�	��� ���� ����
�� ����
�
�� 4#=%$#7% 8� ����
�
�� ������� � ����
�� ����
�
�� ������
� t ���� �� ������
������
� �� ��� ����
�
�� ������

m � g � ������ �
������% *����������� �� �������, ��
���� g(t)� m(t) �
f(t)� ����� ��S

Γ(n)(tp,m, g, µ) = f(t)Γ(n)(p,m(t), g(t), µ) . 4#=%$�7

9������
����� �� t� ��������S

∂

∂t
Γ(n)(tp,m, g, µ) =

df(t)
dt

Γ(n)(p,m(t), g(t), µ) + f(t)
(
∂m

∂t

∂Γ(n)

∂m
+
∂g

∂t

∂Γ(n)

∂g

)
4#=%$=7

���� � ����� 4#=%$�7S

t
∂

∂t
Γ(n)(tp,m, g, µ) =

(
t
df(t)
dt

+ f(t)t
∂m

∂t

∂

∂m
+ f(t)t

∂g

∂t

∂

∂g

)
Γ(n)(p,m(t), g(t), µ) =

=
(
t
df(t)
dt

+ tf(t)
∂m

∂t

∂

∂m
+ tf(t)

∂g

∂t

∂

∂g

)
1
f(t)

Γ(n)(tp,m, g, µ) ,

4#=%$?7

��� ����� ����
��� ����	 ���� 
������� ������� �S(
−t ∂
∂t

+
t

f(t)
df(t)
dt

+ t
∂m

∂t

∂

∂m
+ t

∂g

∂t

∂

∂g

)
Γ(n)(tp,m, g, µ) = 0 . 4#=%$57

1���
�� ���� ����
�
�� 4#=%$#7 � 4#=%$57% *�����
���� ��)������
� ��� ∂/∂g
�������� �� 
��������� ����
�
�� "����@�

� ( M��S

t
∂g(t)
∂t

= β(g) . 4#=%$67

+�����
� g(t) 
�������� .������	/ ��
��
�	 ������ � ��
���� β(g) 
��������
��
����	 "����@�

� ( M��% 8� ����
�
�� ����� ��
����
�� 
�, ��� ���
���������
�� ������������� ���	�� ���
���	 ����� ����% O
�� ��
���, β(g)
���
� 
�	� g(t)% &����	 �
����� ��� �� ������� ���������� ��������� g(t)
��� t→ ∞% + ������� 
���� 
��� ������� ��� 4#=%$67 ����� ������� g(1) = g%

1���
�
�� ��)������
�� ��� ∂/∂m � 4#=%$#7 � 4#=%$57 ���S

t
∂m

∂t
= m[γm(g) − 1] , 4#=%$A7
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E��% #=%#=S

� �� ����
�
�� ��������� ���
�� ������S

t

f(t)
df(t)
dt

= D − nγ(g) . 4#=%$;7

*�����
�� ����
�
�� ���
� ����
�������� � ������ S

f(t) = tD exp

⎡⎣− t∫
0

dt
nγ(g(t))

t

⎤⎦ , 4#=%$$7

��������� ������ � 4#=%$�7 � ������� D = 4 − n + ε
(
n
2 − 1

)
� � ������� ε → 0

��������S

Γ(n)(tp,m, g, µ) = t4−n exp

⎡⎣−n t∫
0

dt
γ(g(t))

t

⎤⎦Γ(n)(p,m(t), g(t), µ) . 4#=%#BB7

8� � �� ����
�� 4#=%$#7� ������

�� ����� .������,/ ��
��
� ����� g(t) � .���
����,/ ����� m(t)% 8����
�
���� 
�	 ���
 ��������� �
���� 
�, ������
�� %
C���� �������� ������ ��� ��� ��� ����� ��� ����������� ��
������ g(t) �
m(t)% 1��
���
�� ��� 4#=%#BB7� � 
������� ������� �������, �
��������� 
������, � �
� ������ �����
����� ����� �������
�	%

+ ������� ���
 ��� ��� ����� ��� ������� ����� ���
� ���
����� % *�)��
��� ����
� ��� �
���� ��������� �� �� � ����
�
��� "����@�

� ( M�� 4#=%$67%
E�������� �������
�� ������
���� ������ � ���
���,% :�� ���� �
����
���� ������
�� g(t) ��� t → ∞% !���
�
�� "����@�

� ( M�� ���� ��� 4#=%$67%
+�����
�� �����
� �������

��� ������
�� ��
���� β(g)� ������ ����������
, ���������� ��� ������
��� ������
� 
� E��% #=%#=% !������ β(g = 0) = 0
�����
���� ������� )� ��������� ����� ��� ��������	����% C����� ������
��
�	 ��������� ��� �� ������ 
���� �������� ������
�� β(g) ������ g = 0�
�
� ��������
� �� g% + ���
���� ���� ��������� � 
��� β(g) ��� ��
��
��
g� 
�� ������
� �������� ��� ���
 ' ��� g = g0� ���� ��
� � �����
��������� ������� ��� ���������
��% E�������� �
����� β(g)� ������

�, 
�
E��% #=%#=4�7% :��� )�	 ��
���� ��� g = 0 � g = g0 
�����,�� ,�������������
�������% :����
� ���� � �� ��� t → ∞ � 
���� 
�� �
���
��� g ������ g0
������
� g(t)� ������������ �� 4#=%$67� ������� � g0% + ����� ����� ��� 
���� �

�� g < g0 ����� β(g) > 0� �� �� g ���� � ����� t � ������� � g0 4��� ���



==B &���� !9� �)'%)�-)%���

���
���������7% Q
������
�� ��� 
���� 
�� g > g0 ����� β(g) < 0 � g ������ �
����� t� %�% ���� ������� � g0� ������� � ������� 
�� 
�������
��% C����
������� g(∞) = g0 ' ����� ������,�������� ���	����, ���������

�, ���� '
���������

�� �
���
�� ��
��
� ����� 4������7 ��� ���
 ��� ��� ����� ���%
*�� ����� 
���� 
�� �
���
��� g � ������� t → 0 ������ ����� g = 0 ' ��,���
������ ���	����, ���������

�, ���� 4.���������	 
�� /7% W��� 
��� ��
����
"����@�

� ( M�� ��� ��
��
�� g 
�� ����
�
�� 4#=%$67 ��� 
�������
�	 ���
g ��� t → ∞� ���������

��� �
���
�� ������ 
� ���
����% W��� ��� ��� ���
�
���
��� ������
� β(g) ∼ gα � α > 1� � ����� ��
����� �
���

� ���������
����	 ' 
������
� ���
���� ���������� g ��� �������� �
���
��� t% *�� α ≤ 1
����� ��
��

�	 ��� g ��� t → ∞ ' ����� 
�������������� 
� ��� t → ∞
����� ������� � ����� .��� 
�	 �����/%

C���� ��������� β(g)� ������

�, 
� E��% #=%#=4�7% 1
��� ����� ��� ��������
��

�� ����� ��
��� �
�� β(g) ���� �����	� �� �� g = g0 ������� �
�������
�
���	����	 ���������

�	 ����	 (t → 0)� � g = 0 ' �� ���������� ���	����	
���������

�	 ����	 (t→ ∞)% + ������
�� ������ g → 0 ��� t→ ∞ � ��������	�
���� ���
 ����� �� ���� ���� )
����� 4����� ��7� �������� � ������� � 
�� %
8� ����
�� 
�������� �������������� ������ % *�� ������� 
��� ��
��
��� β(g) ��� ��
��
�� �
���
��� g ���� ���
���, �������� � ������ �����
����� ��� 4��� ��� ������
�	7 ' ��������	���� ���� � ���� ��� 
������
�����, ���������� % + �,��� ������� ���� ��������� ������� � .��� 
�	 �����/

� ��� ��� ������
��� 4��
��	
��
 `7%

������

�� ������
��� ���������� ���������, �����
� �������������
�� ������
�� � �,��	 ������ ���
���	 ����� ����% + ������� ��
���
��� ����
���� ��������� ����, gϕ4 (g > 0)% E�������� ����� � ��
��������� �������
��
�� 4#=%5�7 ��� ����
��������

�	 ��
��
� �����% &������ 
��������

��
��
��
�� �������� ����� 
����� S

g1 = gµε
(

1 +
3g

16π2ε

)
. 4#=%#B#7

&�,�� �����S

µ
∂g1
∂µ

= εgµε +
3g2

16π2
µε . 4#=%#B�7

*�� ��
��
�� ε � ��� ��
��
� � �� ����� 4� �	 �� ��
�� ,7 �������� 
4#=%#B�7 ���S

µ
∂g1
∂µ

= εg1 +
3g2

1

16π2
µ−ε , 4#=%#B=7

� ���� ����� ����� �
���� #� ������ �� ������� � ����
��������

�	 4���
�������	7 ��
��
�	 �����% C���� �� 4#=%#B=7� ��� ε→ 0� �������� ��
���, "����
@�

� ( M��S

β(g) = µ
∂g

∂µ
=

3g2

16π2
. 4#=%#B?7

+���� s = ln t = ln µ
µ0
� �� �� µ ∂

∂µ = ∂
∂s = t ∂∂t � ��������� ����
�
�� 4#=%#B=7 � ����S

∂g

∂s
=

3g2

16π2
. 4#=%#B57
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&�,�� � ��� ������� ���� ���
�� �� .�������/ ��
��
� ����� ����� ϕ4 �������
�� � ����� s� %�% � ����� ����� ��� �� �� ����� 
� ������� ������������
������
�	% >�
���� "����@�

� ( M�� ∼ g2% 8����
��
�� �
��������
�� ����
��

�� 4#=%#B57 � 
���� 
�� �������� g(s = 0) = g0 ���S

g =
g0

1 − 3
16π2 g0s

=
g0

1 − 3
16π2 g0 ln t

=
g0

1 − 3
16π2 g0 ln µ

µ0

. 4#=%#B67

1 ����� t 4��� µ7 ��
��
� ����� ���� �� � ��
�� ��
���� �� 
����������� 
�

����������, ��
�����
�� 4.���
�	/ ���,�7 1 = 3

16π2 g0 ln( µµ0
)� �� ���������

µ = µ0 exp
(

16π2

3g0

)
% 1������ ���� ����
� �
������
� ��� ���������	�� 
�� � -89

� "���� ;% 8� �� ������
�� ������
� ������������� 
��� ���� � "���� #B ���
�������
�� ���������� ����
�	%

E�������� ������

�� ������
�� ��
���� "����@�

� ( M�� ������� ��
���
�

� ��
�������� ��������
�� � ������ 
� ����������� �� �� ��� ������
� ���
��� �
���
��� ��
��
� ����� g% +����� � ������
�� )�	 ��
���� ��� ��� ���
�
���
��� ��
��
� ������ � � 
�� � ������ � 
��������������� ����� gϕ4� �
�
����� 
�	 ����� ������ ������% + ���� ����� ��� g → ∞ ���� ������
�
������������� ������
�� β(g)� 
��������

� �����,����� � ����� ��� ��
��
�������� ��������
��� �� ��
�������� �
���

,, ������������� ������ �
��������� �� ����	 ����	 ���
�� M�
���� ����������	�� � "���� ;% &�����
�������� 
����
,, ������� � �����	 ���� ������
� ������
�� β(g) ∼ g0.96� ����
���� � ��������� �� �����

��� ���� ������
���� ��
����� �� )� �����	���
����� ���
���	 ����� ���� ������� �
���

� 
�������������	%

S������� ��� ������ gϕ4 '� �� �
����( ����	��������� �����
���� ��� �������� ��� g < 0�
E� 
�� �����
��� �������� ���� 	���
 � ���%��� � ���������� )2.�283* � �%%�������� ���������
����� ��
�� 	�
��� � ������ t � µ� J
���� ����� ������ ������������ � ��� ��� ������� � ������!
��� )	����������� ���� �� 	�� ��#�� ���� ���� � �
�� ������ ������������ ��������*�
	������ � ��������� ������ 	�� ���� ������� �� ���������������� E�� �� ����� �	���%�������
������� ����� ��
��� ���
������ � ����������� %��������� $��
�� )28�238* � ����� ���	�!
���� 	�� n = 0 )H*� �	�������� ��� ������������ 
��#���� �������� � �������� 	�� 	������� �
�������� 	��������� V � ���������� ������������ � 	����������� �� ���
��� 	�������� ρ� ���
� )28�238* ������� g = −ρV 2 � τ = −E�  
� E 7 ���� �� ��������� &�� ��
��� ����� ������� � ���
�� 
� ����� �������� 	������� ��������� ��������� � ���	���
������� �������� )�
��� ��
�������� ���������� 	�����
� ���� 7 
��������*� � ���������� ����������� �
��� 	������
����������� ����� ���������� � 	������� �	������ ��%��������� ������ ����	��������� ���!
��
��� ��
��� ��������� ������ 	�� )���%�������*� +� ���� �����#����� 	�
����� ����#
���
��� ��
��� � 
����� ������� ������� ����� �� ��������� �������	 �

���( 8����	�	������ ���/��� 	����� *��� + ,�

'

���

*���	��� � ��������
�, ������������� ���	�� ����������
�� ����	% 1����
��� � -89 ���� ��������
� � "���� ;� ��� ���� ������
�� �� ����� 
� �������
������������ ������
�	� �� ������� � �������� .
��� ������/ � ����������
����� ������
�, ��� ��� ��� ����� ��� 4)
������7% O������� 
�� �� � 
�������
��� ����������
�� ������ ������
�� ������ ������% ���

�� � 
�� ����������

�C�5� 1����� "����� m&EF ��� .2= )-888*
�	5��� 1�
������� KF+ ���� --. )2PI2*� C�5� 1����� KF+ ���� =8. )2PPI*
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E��% #=%#?S

E��% #=%#5S

������
��� 
����

�� ���� ������������ ������
��% &����� )��� ����
��
"������ � +�� ����� � 
����� AB�� ����� ������ �� � ������
�, ���
���	
�������
����� � ���������� ������
�� �������
�� 
����
�� ������� -D9�
)������ ��� ������� )
������ �� ����� �������
�	%

O��� �� ����
������ ��� �� �������� ��
��
�� ���������� ��� ������
SU(3) ����������
�	 ����� 4-D97� � ���� �������

�, �
��������, �����
�� ����
�� ������������	 �������� ������ ������ �� ������� �������
�	
� ���,����� ����
���� 2;� $� ##3% -�,��� � 
������
�, �������������� �����
��
�� ������� �
��� ��
���� "����@�

� ( M�� β(g)% + -89 ��� �� �������
��
� "���� ; ������������� �����	��	 ��
�������	 ������ ����������� �������
4������

�� ����7% + ��
�������� ��������
�� -D9 ���
���, �����
��� �

�� ������
���� �����

�� � 
��������� ��������� ����� 4������	���� ����	
N
���@����� � 
���������� ���� .�����/ >������� ( *�����7% + )�� ������
�� ����
� ������� ����� � ����
��������� ������ � �����	���� ��������
������� ��,�
 ( ��,�

��� ��������	����� ������

��� 
� E��% #=%#?� � �������
��	���� ��,�
�� � .������/� ������

��� 
� E��% #=%#5 � �
������
��� -89 ������
� ��������	���� ��,�
�� � �������� E��% #=%#6% + ����� �� ����� 
� ��������
��� ������� 2;3� ��� ����
��������

�	 � ��
�������� ��������
�� ��
��
�
����� -D9 �������� �
���� ������
�� 4#=%#B#7 � ����S ��

g1 = gµε/2
[
1 +

g2

4πε

(
−11 +

2nf
3

)]
, 4#=%#BA7

��� nf ' ����� ��������� .�������/ 4����� ���� �������7% Q
������
�� ��
��

��S
��� ����� 	��������  ���������� �������� �
�����

E��% #=%#6S
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������� �������� � )�����
�� � -89 ���� ��� e2

4π

(
− 4

3

)
% O
�� ������

���

������ ���� � ��� �� � � -89% &�
��� ������
�	 ����� ��������� E��% #=%#? �
E��% #=%#5 ���� ��
� ����U% 1�������

� ��� nf < 16 ����	 �
�� �����������
�

�	 �������� � 4#=%#BA7 �����������$�� ������� � -89 4.�
�)���
������/7%
>��������� ������� ����� ������
�� ���� ��T��
�
� 
���� � ��	���� ��	����
�
������
� �������� � 4#=%#B#7 � 4#=%#B?7� �������� � �������� ε→ 0S

β(g) = µ
∂g

∂µ
=

g3

12π
(−33 + 2nf) . 4#=%#B;7

*�� nf ≤ 16 �� 4#=%#B;7 ������� �� β(g) < 0 � ��
��
� ����� g ������� � ���
��� ������� ����� ��� 4����7� � ��������� � �������

�	 ����
�	� ������
�����	�� ����% 1�������� 
� ���� ����� ������� ������������ ������
�	%
+ *������� ��� �����
�� nf = 6%

*������ ������
�� ��� .������	/ ��
��
� �����% +���� ��� s = ln t =
ln µ

µ0
� µ ∂

∂µ = ∂
∂s � ����� ����
�
�� "����@�

� ( M��S

∂g

∂s
= −ηg3 , ��� η =

33 − 2nf
12π

. 4#=%#B$7

*�������� )� ���S
d

ds
(g−2) = 2η . 4#=%##B7

M���� ���� � �� ����
�� )��� ����
�
�� ���� ���S

1
g2

=
1
g2
0

+ 2ηs 4#=%###7

���

g2 =
g2
0

1 + 2g2
0ηs

=
g2
0

1 + 2g2
0η ln t

. 4#=%##�7

+���� t = Q/µ � ��������� g0 ��� Q = µ� �������� ����� �� ����������	�� �
"���� ;S

g2(Q2) =
g2(µ)

1 + g2(µ2)
12π (33 − 2nf ) ln

(
Q2

µ2

) . 4#=%##=7

C�� �� � ����� ��� nf > 16 �
�� � �
���
���� 4#=%##=7 ��� �� ���� ��� ��� �
���
���	 )�������
�����% + ���� 
�� ���� )������
�	 ����� -D9 
� �����
� ����� � ����� Q2 � ��
����� ����� 
� ����� ������
���U 8� � �� ������
�������� �������% *�� ������
� ����� Q2 4
� ��� ��� ������
��� �����
��������7 )������
�� ��
��
� ����� 
������ ��
����� ��� ��	� �� )�����
����
�� 
� ���������� � ����
�� ���,� ������ 4.�
�������
�� ,� ��/7% 9��
�
���
�� Q2� ��� ������ ���
���� .���
�	/ ���,� � 4#=%##=7� ������ ����
���
��
Λ2
QCDS

Λ2
QCD = µ2 exp

[
− 12π

(33 − 2nf )g2(µ2)

]
. 4#=%##?7

C���� 4#=%##=7 ������������� ���S

g2(Q2) =
12π

(33 − 2nf ) ln
(
Q2

Λ2

) . 4#=%##57
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E��% #=%#AS

*�� Q2 � Λ2
QCD )������
�� ��
��
� ����� ���� � ��������	���� ������� �

��,�
�� 4
� ����� ������
��� ��� ��� ��� ��� ����� ���7 ���
� ������� ��
����� �������
�	� �
������
� ��������	���, )�����
�� � ���
�� � -89 4
�
��� ��� ������
��� ��� ����� ����� ���7% *�� Q2 ∼ Λ2

QCD ���� �����
�� ���

����� 
�������
��� � ������ � ��,�
� ��T���
�,�� � ��� 
� ��������	���,�
��� ������� ' ����
�% 8��������
�� 
�� �
���
�� Λ ���� � �
������ � B%#
�� B%5 ]XY% C���� ��� )��������
��� ���������� ��� Q2 ∼ (30 GeV)2 �� 4#=%##57
�������� g2 ∼ 0.1� �� �� ����� �������
�� ��
� �����
���� ��� � � -89% +
������� ��� ��� Q2 ����� ������� ������� ���
� ���
����� � ��
��� � ����,
��� ���
� ����� �������	 ������ µ2� ���
����	 � �������� ����
���������%

*������
��� �� ����������	 ����� � 4#=%##57 ���
�� , ������������ 
�
)��������
�U :� E��% #=%#A ��������� �������� )��������
�� 
�� ��

�� ���
)������
�	 ��
��
� ����� -D9� ��� ��
���� �������
��� ������� )
������
����� �� � ������
�� ��������� ������
��� ����������� 
� ������
�� )�������
��
�� 
�� ���
�������% +���� �������,��� �������� ����� � )��������
�%

�30�>5�93����59 Q 29�9<9@3�0�8< 43@-<�������5�@� �9511<9?

4�� �� ��
��� ����	���������� �����
� ������� � ��������� ��������������� ����
� � �� !
��������� �������� J����������� ��� ��� ������ ����� 
������ 	������ %��������� ��N��!
������ ���������� �� ��������� ���� ��� � ������� ����
� � ���� "���
����� ���#����� �
��������� ��
��� ���������

T�������������� ����
� ��������� ��� ������ 
�������� ��� 
������������� ���
� � 
����!
��������� 	��������� ε < 1� "�� ���� ������ ��������� ������ 	�� ��������� �� ������� 	�!
��������� ���
� � �
��� ����� ��#��� 	����� L �� ������������ ������������ &�� ���������
��� � � �� ������ 	������������ µ ������� � 
������������� 	������������� ������������B

µε = 1 . )2.�223*

A������������ ε 	��
������� ����� ���%%������ 	�� ���
� � 
������� �� ����������� � 	��
�E · �D ∝ εFoiF oi� � µ−1 ������� ���%%�������� 	�� ���
� �� ����� � 	�� �B · �H ∝ µ−1FijF ij �

��h� s[\X?ddapv� UZwauB \?x!?yzPO8288-�
��q� bad[j?{� U`_Xx]c]a[ qZ??ecX� UZwauB \?x!]\zP38P8PP�
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1���� ���� ���
�� ������� ������������ ������������ ����� 	�� ��	������ ������
ε = µ−1� &�� ������������� 	������� ������� ������������ �������� ���
� � �� �� �������
����������� ������� �� �� ���� 
��� ��	��B

2�  ��������� ���� !µ < 1"� S���#����� ������� � ���
� � ����� �� ������� �� ������
	�� ���
��� ���� ������� ��� ��
������� �� ������ 	��� ��	�������� 	������	��#��
�������� 	���

-� #��������� #��� !µ > 1"$ ��� ������� ���
��� �� ������� ���������� �� ���
��������� ����������� �
�� ������ � 	���

E� 
� �������� ��������������� �� !�������� � ������� ��#�� 	��
������� ���� ��� ������
µ > 1� ���� ��� � � 	����� �������� � � �������� ��� �� ��� 
�� �
��� � ���� ��� �������� ��!
���������� 	�� 	�
�������� ���������� Q���� � ���#�� � ������ �� ������� %������ ����
���
��� ����
��� ��������������� ������������ ���������� "�
�������� ��� �������� ��
������ �������� ������� )�� ��������� ���� �* ��	�������� �
��� ����� 	� ���� �� � U(1)
������������ ������� )4&A*� � 
�������������� ��� ������� #�� ����� � ��
� ����
�� �������!
�������� SU(3) ������������ ���������� ���� �������� ����
�� "�
 ������������� � �� ���!
���� ���������� �� 	�
���������� �������� ������������ � �� ������ �������� )	��*� 4� 
�
��  ������� ��� 	�� R� � 7 5��� � 46A ) ����* ���
��� ����
�� � �� ������ ���������
������� � ��
�� ��� ��� ���
��� �������� ����
�� � �������� �� ������ ��������� +� 
��
#�  ���� ����������� ����������

6����� ��������� �������� ������ ������ ������� � ���� ��� 
� �
����� �  ��� ������!
��� 
���� ������ $��
��� %���������� 	������������ 	����� �������� "���� ��� ��� 	����
����� ������� 	����� ������ ,.=/� J����������� ��� � ������ ��������� ������������ 	���
�������� ���� ���� � ������� � 	����� ������ ������� �	���� �� !��������� 	����

1���
������ ����������� � ���#��� ��������� ������������ ������ ����� ��
B

L = − 1

16π
GaαβG

aαβ + ψ̄(iγνDν −m)ψ + φ†(−DνDν − µ2)φ + 
�� �� ���
� , )2.�22O*

 
� ������ ��	��#�������� 	��� �	��
��� ��� Gaαβ ≡ ∂αAaβ−∂βAaα−gfabcAbαAcβ � � fabc L �����!

������ ��������� ������������  ��		�� ������������ 	������
��� Dν = ∂ν + igAaν · Ta� � Ta

L  ���������  ��		� )��	����� ������� "��� τ
2


� %��
��������� � 	��
�������� SU(2)�

�� ������� 0�!5���� 7 $�� λ
2


� %��
��������� � 	��
�������� SU(3)*� "�
 '
�� ���
���
���( 	�
������������ ������
������� ������� � ��	� � ����
������� �������� 	����
��#��� ��� ��� �� ������� �� ����������� � 	��� K
���� 	����	��
���� gA → A� ��� �����
�� !��������� ��������� g ���
�� ����� � '�����
���( � ���#��� ����������� � 	��B

L = − 1

16πg2
GaαβG

aαβ + ψ̄(iγνDν −m)ψ + φ†(−DνDν − µ2)φ + 
�� �� ���
� , )2.�22I*

 
� ��	��� Gaαβ ≡ ∂αAaβ − ∂βA
a
α − fabcAbαA

c
β � Dν = ∂ν + iAaν · Ta � g ������� ����� � ��
�

���%%������� � 	����� �� ������
f���� ���������� �� ������ ���	����������� ������� ��#�� ����� ��������� 	������� � �

���� �� 	�� ��������� ������ � �� ����� � 	��� 5�#�� 	���������� ��� ��� �	��
������ �����
	����� ����� � )2.�22I*B 1

8πg2
B2� +� ��� 	����� ����������� ���
 � ���� ��� ����� ��� � �

��������� ������ ��#�� ����������� ��������� ������ ���� �� ��������#��� 	���� ���
����
� )2.�22I*� 	�� ��������� ������ � �� ����� � 	��� E�� ��� ���� ���� ������ �������  
�
��� ������� � ���� ��	������� �%��� F�����

"��#
� ��� 	�����
��� � ����� ����������� ��	���� 	�������� ������ 
��� 	������!
�������� � � ���� � ��
������ J����������� ��� ���
 ������ �������� ∆E� 	����
�� � �����
��� 	������� ���� �� ������� �� ������� �� ������ 	�� B ����� ��
��B

E + ∆E =
1

8πg2(Λ2)
B2 − 1

8π
ηB2 ln

�
Λ2

B

�
+ �������� ���
� , )2.�22P*

��J������ 	���������� ���
�� � ������ �� ��� �� ��#�� �
���������� ���
��� ����������

������������� ����������� )ε > 1* � 	����� ������� )µ > 1*� E�� �� ������ ��������� ������!
������ ������ ������� � ���� ��� %��������� 	���
����� 	����
���� � ����	���������� �����
��
���� %���������� �������� $��
��� ������� ���� %��
���������� ���
 � ��������� ������
�� �������� ��� � �� #� ������ 	�
��� � �������� ������ ��������� ������ 	��� ��!�� 	����!
 ������ � 	���
���� ������
������� � ������ ������ ��	������

��S������� ��� � ����� ������� �
���� [B] = [L−2] = [Λ2]� ����� �� � �� ���
� 	��������
 �������� �������� �
���� ������
��������



==6 &���� !9� �)'%)�-)%���

 
� η ��� �	��
���� ���� � )2.�28P*B

η =
33 − 2nf

12π
, )2.�2-8*

� �	������� ���� ������� � 	��
�� g → 0 � Λ → ∞� S
��� �� ���� ������� 	�������
��������� Λ� ���� �������� ���
 ���� �������� � �������� ���������� 	����������� Λ�
"������#
���� ����������� g2(Λ2) ����� ������ ������

"��
������ ����� ��� 	������� ��������� Λ � )2.�2-8* ���������� �� ������� �������� Λ′�
E� 
� �����
�� 	������ ��� ��� ��
� �������� � �������� ��������� � �������� ��#
� Λ′ �
Λ 
��� ���
 � ��������� ���� �� ������� ���
 ��
�B

δ(E + ∆E) = − 1

8π
ηB2 ln

�
Λ2

Λ′2

�
=

�
1

µ
− 1

�
1

8πg2
B2 , )2.�2-2*

 
� �� ������ ��������� ���
�� ���
 � �� ������ ���	����������� ������� �� ��������� ��
�
��� � �������� 	� ���� 
��� �� �	��
�������

J���
�� 	�� ���� g� �� �����B

µ− 1 = ηg2 ln

�
Λ2

Λ′2

�
, )2.�2--*

 
� ���� ��	���� ���
 � ���	����������� �� ��
 � ���� ���� )��	������*� �#����� � ��!
������ ��#
� Λ′ � Λ� C� ����#���� )2.�2-8* ����� ��� �
���� ��� � � ������ ������� �������

�� ���
� L 	����� ������ � ���
������ �	������ �������� ��������������� 	� 	�� )	���!
�� ������*� � ������ L � ���������� 
��#����� ����#����� ������ )
���� ������*� A� ���!
������ �  ��� 	����� ������ ����� � ��� ���� ������ 
���� ����� � ,.=/� M������� )2.�2--*
	���������� ��� � 46A �������� ���� ���� � µ > 1� ���� ��� �� ��
��� ������������� ��������!
������� ����������� � ����
� (ε < 1)� "�� �	��
����� 	������� � ����� ��
� ���������� ���
������� �� �	���� 2 ����� ) ����* ����� 
�� ���	��� �����
� )	���������*� � ���#� � ��� ���
���
 %�������� )�������* � ���� �� ������� ����� ������������ ���� )0��� .*� ��� 	����
��
� ���������� 	����� ����� � �%%����� � ���������� � 4&A�  
� ������ �������� ������ 	��
�� ���
��� ����
��������� � ���� ��������������� �%%��� �������� %���������� �� � �����
������� ����������� ����
� ���������

4����� ��
����� )2.�22P* 
� ����
����� ������k +�#��� 	��#
� ��� �� ���������� ��
	��������� � 	�������� ��������� Λ� A� ��� � �	��
��� �%%�������� ��������� ����� �����
�������� ����� 	����� ����� )2.�22P* �� ������� �� Λ� A� ��� � ��#��� ����� ��	������
������B

[cp`] ≡ 1

g2(Λ2)
− η ln

�
Λ2

B

�
, )2.�2-.*

��� ����������� )2.�222*� ��� ���� ��	����� ��� ������ � 
�%%����������� %����B

d

d(ln Λ2)

1

g2(Λ2)
= η , )2.�2-D*

��� ���� ��#� ������ ��� � ��������� 0�!5���� 7 $�� )2.�228*� J���
� ��
��� ��� �%%��������
��������� ����� ����������� � ������ 	�������� ��������� Λ� �������� � ��� ��� ��������
���	��� � ���%�� Λ 	�� Λ → ∞� 	��� � ������ �� ������ ��� � �������� ���� 	��� η > 0� &�� �
���� ����	���������� �����
��

"����
�� ��	��� � ���� �� ����� 	���
���������� ����
� )2.�22P*� "����� ������ ���

� η �� �	������ 	������� ±s ����#�� ���������� ��
����� �������� "���� ������������
����
 ����� 2� �  ����� ������ ��������� gm� "������� ��� ���������� ���
 ��
 � ����� ���!
���� ��	������� �� 	������� ��������� Λ ��� � ����� ���� ���� ������� ������� 	������
��#�� ������������� ��� ����������� )� ������� ����������� 	�� ���� ��%��������� �����!

������� ������� ��#�� ���������� ������� ��� ������������� 
��� ���� ��� 	� ��	�����
�� ��#��� 	��
�� ∼ B*� �������� �� ����� � 	�� 	����
�� � �
�� � ���� �� �������������
������� ��
� ,2/B E2 = k2

1 + k2
2 + k2

3 → E2 ± gmBs� "������� ��������������� ��������� ���� ��
������ �������� ����B

∆E =

	
d3k

(2π)3
1

2
(
�
k2 + gmsB +

�
k2 − gmsB − 2

√
k2) . )2.�2-=*

"����
� �
��� ����#���� 
� ����� ���
�������� 	� B � ��	���� ���� ��������� 	� � ���
����
��B

∆E = −B2(gms)
2 1

32π2

Λ2	
0

dk2

k2
= −B2(gms)

2 1

32π2
ln

Λ2

B
. )2.�2-3*



!9�?� ��
2����
���	�� ������� ����
� .��� @ �
����� ==A

&�� 
��� 	����� ������ ���
 � )2.�22P*� E����� �������� ���%%������� 	�� ���������������
���
� � )2.�22P* ������� � �  ��		����� ����������� SU(3) � �� � � �� ����
���

A���� ������ ���
 � η ���������� ��#���� ������� ������!	������� �� ����� � 	��
� ��������� $��
��B Ay = Bx� E� 
� ��������� 4���� 7 0��
���� �	��
������ ����������

��#���� ������������� ������� � �� ������ 	��� ����B


E2 +
∂2

∂x2
+

�
∂

∂y
− iBx

�2

+
∂2

∂z2

�
φ = 0 , )2.�2-O*

� � � ������� ����� ��
B

φ = ei(k2y+k3z)χn

�
x− k2

B

�
)2.�2-I*

� ������������ ���������� E2
n = k2

3 +B(2n+1)� S
��� χn ������� ������� %������  ��������!
��� � ��������� ,-P/� K����� ���� �� ��������������� ���� ����� n � ��	����� k3� �� ��!
��#
��� 	� k2� ��� � ������� ��
��� �� ������� $��
�� � �� ������ 	�� ,-P/� ��� �����������
��������� � ���� �� �������� L� �� ����
����� ������ ��������� k2/B 
�#�� �
����������
����������� 0 ≤ k2/B ≤ L� ��� ��������� ��� � �������� ∆k3 ������� ∆k2∆k3/(2π)2 = B

4π2 ∆k3 ��!

������� 
� %����������� � �������� n )
� �
������ � ��N��� L3 = 1*� E� 
� ���������������
���
 � ���� �� ������ �������� ����B

E0 =
B

(2π)2

Λ2
2B

− 1
2�

n=0

∞	
−∞

dk3θ
�
Λ2 − k2

3 −B(2n + 1)
��

k2
3 +B(2n + 1) ≡

Λ2
2B

− 1
2�

n=0

f

�
n+

1

2

�
. )2.�2-P*

&�� ����#���� 
������  �����
��� ���
� ������ ����� 	� n� A� ����� ���� 
���������
������ 	����� ������������ ���
 � %����� ������������ &���� 7 5�������B

p�
n=0

g

�
n+

1

2

�
=

p+1	
0

dng(n) − 1

24
(g′(p + 1) − g′(0)) + ... )2.�2.8*

	������� ��
����� �� ���� 	����
�� � ���
�� ���� ������ � 	���
�� 	� B/Λ2� "�������
)2.�2.8* � )2.�2-P*� ���#
������ ��� ���� ������ ��� �� ������� �� B� � ������������ ���

��������� �� 	������
��� � ���B

1

24
f ′(0) =

1

24

B

4π2
2

Λ	
√
B

dk3
B�
k2
3

= B2 1

96π2
ln

Λ2

B
. )2.�2.2*

&�� 
��� 
���� ������ ����� )2.�22P*� ������� ����������� ������ 	����� ����� � ���
�
)2.�2-3*� 
� ���� �������� �������� gm � s�

-�� ��� �������� ����� ������ ������������	 ������� � 
��������� ���
��������
�� ����� ������� �����,���

�, ��� � �������

�	 ���
���	 �����
���� � ��������� -D9 � .���������� 
�,/ ����,� ������, � ��
��� .��
����

�	 ������/% O� ������
�� ����� ���� ����� ������ �������

,, ��������
�� � ������ �� �����
������ ������ ������������ )��������
�� 
��� ��
�

���% @� 
� ����� ���� ������� ��� )� ������� ����
������� 
��������
�����
��� 
��� ��������% @
���� ������ -D9 ������
� �����
� � ��� 
� ���
����������	�� �
��� 2##3% 9���� 
� ���� 
�� ������
�� ������������� �����
��� -D9 � ����� ������� � 
���� �������� ���
� 
�	� � 2?53% �� 
�����

��
�� ��
�� ������� ����� �������� �����
�� ��
��	
��
�� �� ��
� �����
� �

���������� , �����
�� 
����������
�� )������ � -D9 
� ��� ��� �������

�� 4����� ����� ���� � �- ������7% @� ����� ������� )� ������ � �����,��	
"����%

+ ����� ������
�� ����� ���
�� ������� �������� �����
�� ��������,�

���
������� � )������� 
�� �������� ������� �������� � ���
���	� �� ��� ��
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�������

� ��� ����� ���������� � ����������� ���� ��� � ��� )��������
�
�� �� ����
���
�, ������ ���� 
� ��� �����,��� ��� ��������� ��������
���% O��� ���������� ����	 ��� �������� 
�� �
�����	 � ������	 ��
��
�����
��

��� �����
��� � ���
���� ��� ��	 �
���� ������� ����������� �����
��
�� 
��������	 ������� ����������������� ���
���,��	 � ��������,�

�� ���
����� ������	 ���
��� �� ��� ������������ �������
�� �������� �����

���
������
��� �� ��� ����
� ��,�
���% 9�����
� ���� 
�� � ��
� 
�����

��
������
�� )�� ������� ���
� 
�	� � 2?6�?A3%

�
�����,����� )����
��
�� ������� ������� �������

�	 -D9 ���� �����

��� �� ��
��� �������
��� ��
����������%

���- A3���=��B ����	��	� ����� � A��
���� �/G���'

������B

E��������������� 
��� � "���� #� SU(2)⊗U(1) ��������
�� ��T���
�

�� ���
��� )������������ ��������	���� 
�������� ��� � SU(3) �
�����

�� -D9
�� �������,��� �������� � )��������
��% :� ��	����� 
� �� �
� ��T���
��
)��������
�
�� � ������ ��������	����` >��������� SU(2)⊗U(1) ����������
� ����	 ���������
�� ���� 
������

�� �
����� ����������
�� �����������
�	S
������ SU(2) ������� ������
� � ��
��
�	 ����� g � ������ U(1) ������� ������
������ � ��
��
�	 ����� f % &
���
�� )�� ��
��
 ������ �����

�� � 4#�%;=7
���S

tgα =
f

g
4#=%#=�7

��������� ����
� �������� �� �� )��������
�% W���� ��
���� ������ SU(2)
� U(1) �������� � ������� �������� 
������	 ����� ������	 ����������
�	
������

G ⊃ SU(2) ⊗ U(1) , 4#=%#==7

� ��
��
� g � f ���� �� �����
� ����� ����	 ���������� ���
���
���
��� ������ � �������� ���� +�	
����� α% *�� )��� ��� 
���� �����������
�	
������ G �������� ��
�� 
������

�� ����
������ ����� SU(2) � U(1)% W���
���

� ����� �� ��T���
� )����������, �������, SU(2) � U(1) � ������	
����������
�	 SU(3) ��������	 -D9S

G ⊃ SU(3) ⊗ SU(2) ⊗ U(1) . 4#=%#=?7

C���� ����������
�� �����������
�� ������ G ���� ������� )�����������
��
��
� g � f � �������������	�� ���� ��
��
�	 ����� -D9% + ����� ��
� ��� �����
�� ��������	���� ���� ������� �� ���
�	 ����������
�	 ������	
� ���
�	 ��
��
�	 ��������	���� gG� � ��� 
���,������ ��
��
� �����
��
��������	���	 ���� ��
��
��
� �������� �� �������	 ������ G% *����
��
������ 
�����,�� ������� .�������� ��T���
�
��/ 4]bt7% C���� ������	 �����
����
� 
������� ���������� 
��� �� ����� ������� �� �����

���%

&�
���
�� ��� ����� �����
�� ���
� ������ � ������ �� ���� 
��� �������

�� .�������/ ��
��
 ����� ��� �����
�� ��������	���	% P���� ����
��� ��
g1(Q)� g2(Q) � g3(Q) ��������

� ����������
�� ������� U(1)� SU(2) � SU(3)%

��q� bad[j?{� |9o hWe? saXxd?� ^\_`� }ceW_ ��� <c�I� -- )-888*
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 ����
	�� ��P��
���
�� ==$

E��% #=%#;S

+� ������
�� ���
���� ������ �����,��� ��
���
�� ����
���
��� �������,�
��� gi (i = 1, 2, 3) � ����
���
���� ��
��
 ��������	����� ����� �����������

��� ����S

SU(3) : g2(Q) = 4πg2
3(Q) ,

SU(2) : g(Q) = g2(Q) , 4#=%#=57

U(1) : f(Q) =
1
C
g1(Q) .

O��� �����
 4
� ���
 �������

�	 ��� ��� 
�	����7 ��)������
 C� �����	
����
� ����������� 
�������� ���������� ��
��
��� ������ G% + ���
����
���� � ���� α �� 4#=%#=�7 ��
����� ��
����	 QS

tgα(Q) =
1
C

g1(Q)
g2(Q)

. 4#=%#=67

:� E��% #=%#; ������
� ������
�� .�������/ ��
��
 ��
���
�	 ������ αi = g2i
4π

� ���������� � log10(µ/GeV)� ������

�� ������ �� )��������
�� 
�� ��

�� �
��
�������� ������� ���������������� ���� 
� ������� -89 � -D9% +�����
�� -D9 ��
��
� g3 ������ � ����� ����� �� 4������������� �������7� ����
��� ��
��
� ����� )������������ ��������	���� g1 � g2 �������,% *�� )��
��
� ���
� �
��
��� � ������
�, ������
 )������
�� ��
��
 ��������	����
� ������ Q ∼ 1015 GeV% @��
� ����� � �� � ���

�	 ����� )����
��
��
����� ��� 
������� ��� ��� �
���
�� Q ∼MX 4
� ����� ������
���U7 ��� ��
��
��
� �����,�� � ��
� ��
��
� ����� .��������/ ��T���
�
����S

gi(Q) = gG(Q) ��� Q ≥MX , 4#=%#=A7

��������,��, ����������
�	 ������ G% *�� Q < MX ��
��
� gi(Q) ��������
,�� �� � ��
�� ��
���� 
� ��� ��� ������
��� �������� � ��
���
�����������

��� ���� ������ � � ������� �� � ������������ � )2.�2.3*� �	��
������  ��		���� ���%%�!
������� C�



=?B &���� !9� �)'%)�-)%���

E��% #=%#$S

��
��
� gi� �������,��� 
���,������ ��������	���� 
� 
�
��
�� ����
� )���
������
�� 
�� ������
���	 ��� Q ∼ µ ∼ 10 GeV% *����
�� ������
�� ��
��

��������	���� ��������� � 
������� �������� ������,��� ��
���
�, ����� 
� ����� ������������� 4��������� �����������
�� �����	 �������� �������

� � ����
� � 
������7% *����� ������
�� .�������/ ��
��
 ������ ������,�
������ � �����
�� �������� ������
 
� E��% #=%#$% +�����
�� ������ ����
������
�� )������
�� ��
��
 ����� ������� ��� 
�� ������
�� � ��� ��
����	 � �������������	% O������ ��
���� �� ������������� � *������ ���
������ ��� 
� 
�����
� � ���� 
� )��������
�� 
�� ������� �� � ��� �� ��
���������
��% + ���
���� ���� 
������
� �������, �� ������ ' ���������

��� �����
�� �����%

*���������� ���������
�� ������ .�������� ��T���
�
��/ G � ����� ��� ��
��
��
����������� �
���
�� ��
��
 ��������	����� ��������

�� ��� Q ∼ µ ∼ mW

���
� ���
� ����� MX ����� ������
�% 9�� -D9 ��
��
� g3� ����� ���
4#=%#B$7 ( 4#=%##=7� ����� 
����� S

1
g2
3(µ)

=
1

g2
3(Q)

+ 2b3 ln
Q

µ
, 4#=%#=;7

��� �����

b3 =
1

(4π)2

(
2
3
nf − 11

)
, 4#=%#=$7

�����,��,�� � ����� ����

�	 ���� ������
� η �
���� � �����

�� �
����
����% *�� Q = MX ����� g3 = gG� �� �� �� 4#=%#=;7 ��������S

1
g2
i (µ)

=
1
g2
G

+ 2bi ln
MX

µ
, ��� i = 3 . 4#=%#?B7

8� �� ���
���
�� ���
� �����
� � � ��
��
�� ��������	���� g1� g2 �����
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 ����
	�� ��P��
���
�� =?#

SU(2) � U(1)� ������S

b1 =
1

(4π)2

(
4
3
ng

)
,

b2 =
1

(4π)2

(
−22

3

)
+ b1 , 4#=%#?#7

b3 =
1

(4π)2
(−11) + b1 , 4#=%#?�7

��� ng ' ����� ���� ������
�� � �������������	 ������% + ����� ������ ������
SU(N) �����S

bN =
1

(4π)2

(
−11

4
N +

4
3
ng

)
, 4#=%#?=7

��� �����	 ���
 �����
 � ������� ���� ����������
�� ����
��� � ����	 � ������
������
��%

����,��� ng � gG �� ��� ����
�
�	 ��� 4#=%#?�7 � ����� ��� 4#=%#?=7� �������
�����,��, ��
�	
�, �����
���,S

C2

g2
1

+
1
g2
2

− 1 + C2

g2
3

= 2[C2b1 + b2 − (1 + C2)b3] ln
MX

µ
, 4#=%#??7

��� g2
i = g2

i (µ)% M���� ����
� � �������
� ��� ���� �� ���
� ���� ������ 
����� e2 � g2

3 % + ����� ����� �����S

C2

g2
1

+
1
g2
2

=
1
f2

+
1
g2

=
1
e2
, 4#=%#?57

��� ����� ������ 4#=%#=67 � �����
�� ������� )����������	 ����� e = g sinα =
f cosα% *�������� ��)������
� bi �� 4#=%#?�7 � 4#=%#??7� �������S

ln
MX

µ
=

3(4π)2

22(1 + 3C2)

[
1
e2

− 1 + C2

g2
3

]
. 4#=%#?67

*�� µ ∼ 10 GeV ����� e2 ∼ 10−2 � g2
3 ∼ 0.1% *�������� C2 = 5/3 ��������

MX ∼ 5 · 1014 GeV . 4#=%#?A7

8� ���
��� ��� 
����
� ���� � 
� ���
 �������� 
� � ������ µ � � ��
���
�
���
�, C% @����MX ���
 ������� 
� 
� 
���� ��� ���� 
��� ���� ������ 
��������,��%

@�
���� 
�� ������� ����������,��� ������,

G ⊃ SU(3) ⊗ SU(2) ⊗ U(1) 4#=%#?;7

��&�� ��
��� �� )2.�2.3* � sin2 α ≈ 0.2� � ����� ����� �� )2.�2.3* �����B sin2 α =
g21(Q)

g21(Q)+C2g22(Q)
�

��� ����� C2 = 5/3� �� 	�� Q = MX � ���� 	�� g1 = g2� 	����� sin2 α = 3/8� +� 	��Q ≈ µ �������
sin2 α �#� 
�� �� ��!�� g1 �= g2.�

��K���  ��������� ���������� ��#��� 	�� GM2

r
|
r= �

MC
∼ Mc2� ��� 
��� 	��������� �����

MP c
2 ∼

�
�c5

G

�1/2 ∼ 1.2 · 1019 GeV�



=?� &���� !9� �)'%)�-)%���

' )� ������ SU(5)% :� �� ����� ����
�� ��
���
� �����	��� ����� ]bt 49����
��� ( "�)���7% -���� ����������
�� ����
� ���
���, � )�	 �����` + �����
������ SU(N)���������
�	 ����������
�	 ����� ������ N2 − 1 ����������
��
����
��% 1�������

�� ��� SU(5) �����S

24 = (8, 1)"�,�
� + [(1, 3) + (1, 1)]W,Z,γ + [(3, 2) + (3̄, 2)]X,Y . 4#=%#?$7

C���� ������� � ����� ���
���, ����������� ����
� X � Y % &
� ������,
����� � ����,�� ������
����� ��������	���	� ����������� ������ � ����
�S

(u, d)L → e+L + (Ȳ , X̄) , 4#=%#5B7

��� � ���
���� ������� � 
������
��� ������� ����
��	% *�� Q ∼MX,Y ��� �

�� ������� ��������	���� ���������� � )����������� � ����� �������
�� ���
��� 
� ���
�� ������ � ������
�� ����
� ��������%

>�����
� � SU(5) ������ �������,�� �� ��
����
�� 
�� ���������
���
5̄ � 10% + ��
�� ����� ��� ����� �����
�	 �����S

5̄ = (1, 2) + (3̄, 1) = (νe, e−)L + d̄L ,

10 = (1, 1) + (3̄, 1) + (3, 2) = e+L + u+
L + (u, d)L . 4#=%#5#7

C����������� ���
�� �����
� ���
� ����
� ��,S

τp ∼
M4
X

m5
p

. 4#=%#5�7

+��
�� �� ��� �����

�� �
���
�� ���
 �������� 
� � ��
��� �
���
�, MX %
&
� ���� � �
������ 1030 − 1032 ��U 1������

�� )��������
�� 
�� ���
���S
τp > 1032 ��% 8�� ������������ �������� ������ �����	��, SU(5) ����� 
.�������� ��T���
�
��/% &�
��� �������, ����� ����
�� ������ ]bt� � ����
��� ����� ���
� ����
� �������

� ��� ��% - ������
�,� � 
������� �����

� ���
� )��������
�� 
�� ������
���	 ������ �������� ����
� �� �����
��
���
�� �������

� �������,��� 1032 ��% + )�� ������� � ���� ����� ������

��� ������� ����� MX � ��� ]bt ������� �� 
������	 ����
�� ���������,
����	 .����/ ��������% C�� 
� ��
��� ���� ����������� ��������
�� ��������
, ���� ����
�� ���������
�� � )�� 
�������
�� 2?;3%

�	M��	�
 	������ �� ���� ���#�
��� ��� ��#�� 	���������� 1��������� ����������� � ����
�
������� � �������������� ���������� � %������ ��� ��
�� 	�!��
������ �� ���������� �����������
������� ������������� �� ���������� �������� � ����
� )��� 0��� -*�



����� ��

 �	����	��%	��
�	������� �
	������"���
	��
������

�$�� "����� ��
� �� ��6�	���

+�� ���������� ��������
�� ����� ��������	���,��� ����	 ���� ��
���
� 
�
�� ��� �
�� �����
� ����� �������
�	% *� ��� ����� )� ���
���

�	 �
��
������ 
�	 ���� �
����� ��������,��� �����% + ��� ����� ��
�� �� � ���
�
���	 ����� ���� �������� ����	 ��� �������� ����������� 
�� ����
�� ���
���� 
�������
� ��� ������� ������� 
� ����� ��,��� ����, �������
�	%
+ ���
���� ���� ������ ���
���, ��� ���������
�� ������������� ���	��
���
���	 ����� ����� ��� ����� �� ����� ����� �������
�	 
�������� ��� ���
����� �����
����
�� ���� ��
���� "����@�

� ( M��% �� ���������� �������
���� ��
��
�	 �������� ��
��
�� �������� ����������� 
��� �����
�� ����
��
��
��	
��
� �������% 9�����
� ������
�� �� 
������� �
������� 
��� �����
������ �� ����� ����� �������
�	 ����� 
� ��������% +���� � ��� � ���
��
��	 ����� ���� ����� ��� ��������� ������ �������, ����
��������� 
����
���� 
����������
�� )�����% + ����� � )�� � ����� ���
�� ��� ���
��
��
�����	� �
���
�� ������ ������ �� ����� ������

� ���
���	 ����� ����%
+ )�	 "���� �� ���
������ 
� ���� ���� ������ ���� � ���� ������,������� �
����
�� �������� ���

� )� ��
������ 
�, ����
� ����%

&��
 ���
�� 
�������
�� �������

�	 ���
���	 ����� �����
� � ���������

��� ����������
�� ����	 
� ������% &
� ���� ��������
� � 
����� AB�� ���
��� +�� ��
�� �� �� ��� ����� ������� ���
���

�� ������� �������,���
������
� ���
� ���� �������� ��
��	
��
�% + )�� ������� ����� �����

��� ������
���

�������

��� ��
�
���� ������� ������
�� ������
����
������% *�� )�� ����������� ������ �������� ������� �����������	� ���

�4�� �� ��� ���������� ����� ���
���� ������� �������� ������������� ��������������

=?=



=?? &���� !=� '�)+<)D�+-�'( �+%*(

���� �� ���
���� ������

�� �� ������
�� ' ���
� ���
 � ������ 
� ����
�� ��
 �� �����

�	 �����

�	 ������ a� ��������

� ����� ����
�
��
����� ��� ����
���
� ������
�	 π

a 4������ �����
�� �� ����� ������� ��� ��
�
P����,)
�7% + ���	 ������������ ���
���� ����� ���� �� �
���� �
������
�
����������	 ����
��� ������
�� ������ ��� �������, ������ ��������
�

�� ������ �������,���� �
����� ���� ������ � 
� �� ����� �������
�	% +
���
���� � ������
�� ������� ���
� )������
� ����� ���� �����

�� ����
��� ������ @�
��-����% + 
���� ������
�� ��� � ��
��
��� ������� �
��� 2##3�
����� ������
�� ��������
�� ������
�� ������	 � ���
���	 ����� ���� ���
�

�	� � 2?$3 � � ������� ������ 25B3%

:��� �� ����� ���������� �� �� ��������� ������������ ���
���	 ���
��� ���� 
� ������� ��� �������, � ����� �
����� ������	 � ��
�� �������

��� �����

�� ����������	% P���� ���������� �� �� �����, ���������,
������ � �����

�	 a � ���������
�� ������
���% !��� ������ ����� ���
���������� ?�������� n% C���� ���������
�� �
��������
�� ����
���� ����
������
���S ∫

d4x...→ a4
∑
n

... . 4#?%#7

�59�4�3C� 2��4?

E�������� �����	��	 �����	 ������
��� ���� φ(x)% 9�	���� ��������,��	
����� � 
�������
�� ���������� ������
��� ���� ���S

S(φ) =
∫
d4x

[
1
2
(∂µφ)2 + V (φ)

]
, 4#?%�7

���

V (φ) =
1
2
m2φ2 +

λ

4
φ4 . 4#?%=7

1�����
�� ���� �������� � ������ ���� ������ nS

φ(x) = φn . 4#?%?7

*�������
�� ���� ����������� 
� ������ ���S

∂µφ(x) → 1
a
(φn+µ̂ − φn) , 4#?%57

��� µ̂ ' ?������ ���
� a � 
�������
�� µ%
9�� ��	���� 
� ������ ��������

� �����S

S(φ) =
∑
n

{
a2

2

4∑
µ=1

(φn+µ̂ − φn)2 + a4

(
m2

2
φ2
n +

λ

4
φ4
n

)}
. 4#?%67

*����
� ����	� � ����� �
�� ���������
�� � �������� ����� ��������
�	
������
�	 ����� (λ = 0)% +����� ������ �������
��� >�� �S

φn =
∫

d4k

(2π)4
eik·nφ(k) . 4#?%A7

������� �� 
� ��
��� ������� ��
�� �
��� ����#
������ ��� �� ��� �# � ��#�� L �������� �������
	��
�������� ��	������ 	���
���� 46A �� ������ ������������ �� 
� � ������� ��#�� 	�����
'������(�



!=�!� +���
� ���� �� ��8��	�� =?5

E��% #?%#S

*����� �� ���������� ���
� ���
 ��
 �� �����

�	 �����

�	 ������ a 
�
���� ������� �
��������
�� � 4#?%A7 ��������� �� ��
� P����,)
� ����
�	
������� %�%

−π
a
≤ kµ ≤ π

a
��� ������� µ = 1, ..., 4 . 4#?%;7

O��� kµ ≡ k · µ̂% *���� �����
���� 4#?%A7 � 4#?%67 ���
�� ������,����� �� .��
��
������	/ )
������ �������� � �����,��� ����S

a4
∑
n

∫
d4k

(2π)4

∫
d4k′

(2π)4
ei(k+k

′)·n(eiakµ − 1)(eiak
′
µ − 1) =

=
∫

d4k

(2π)4
(eiakµ − 1)(e−iakµ − 1) = 4

∫
d4k

(2π)4
sin2

(
akµ
2

)
, 4#?%$7

�� �� ��	���� ������
�	 ����� ���
���� ���S

S0(φ) =
1
2

∫
d4k

(2π)4

[∑
µ

4
a2

sin2

(
akµ
2

)
+m2

]
φ(−k)φ(k) , 4#?%#B7

C���� ������� ������ ���� ��� � ��	���� ����� ����S

S(k) =
1
2

[∑
µ

4
a2

sin2

(
akµ
2

)
+m2

]
4#?%##7

����� ��
���
��� 1
2

(
k2 + m2

)
% C�� 
� ��
�� ��� )�� ������
�� ���, ���
 �

� �� 
�������
�	 ������� ������ �� �
� �������, ��� ����� k� � )�� ������
��� ����������
�% *�����

�	 ����� ������
 
� E��% #?%#4�7%

C����� � ������
�� ��	����� 4#?%67 ���� �� ������
���
� � ����� ,
���������� ��
����
�� 
��� �
��������
��� � ������ ������� ������
�� �����

�� ����� �������	�S

〈0|φn1φn2...φnl|0〉 =
1
Z

∫ ∏
n

[dφn](φn1φn2...φnl)e−S[φ] , 4#?%#�7

���

Z =
∫ ∏

n

[dφn]e−S[φ] . 4#?%#=7

�� ����
���� ������ �� ����� ����� 	����� ���� T !�	���
������H
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8� ����
�� ����������� ����
��� ���� 4�������� �������7 φn 
� ������U
+�����
� S[φ] ' ��������,��� ���������

�� ������
�� )
�����% +�����
��
4#?%#�7 ���������� ����	 ����������

�, )��� �������� �������� ����

���

� ���
�� �����% *����
� ����
� )� ������
�� � 4#B%#6B7� 4#B%#6�7 � 4#B%#6?7�
����� ����������� ���� ��� ��������
�� ����� ���������� ����
�	%

*������� ���� ����
� ������

�	 4����
�� ������ ����	7S

φ′n =
√
λφn . 4#?%#?7

C���� ������
�� ��	���� ���
���� ���S

S(φ) =
1
λ
S′(φ′) , 4#?%#57

���S

S′(φ′) =
∑
n

{
a2

2

∑
µ

(φ′n+µ − φ′n)2 + a4

(
m2

2
φ′2n +

1
4
φ′4n

)}
, 4#?%#67

�� �� ��
��
� ��������	���� λ ���� ����� �
������� ��� ����� ��	����%
C���� 4#?%#�7 � 4#?%#=7 ����������,�� � ����S

〈0|φ′n1φ
′
n2...φ

′
nl|0〉 =

1
Z ′

∫ ∏
n

[dφ′n](φ′n1φ
′
n2...φ

′
nl) exp

{
− 1
λ
S′[φ′]

}
, 4#?%#A7

Z ′ =
∫ ∏

n

[dφ′n] exp
{
−S

′[φ′]
λ

}
. 4#?%#;7

W��� ���� ����
� 
1
λ
→ β =

1
T
, 4#?%#$7

��� T ' ���������� � �������
�� ������ ����� � ���
���	 ����� ����� ����
��� 
��
� ���� �� �������� ����
�� ��
��
� ����� λ� ���������� )�������
�

�� �������������������� �������
�, ����������	 ����
���% 8� �������
����� 
� ������� ������
��� ��� �����
�� ���� �������
�	� ������ �� ����
��������������
�� �������
�	 � �����
�
�� � ������
�� ������� ������
�����	 ����
��� ��������
 ����� 
� ������ � ������ ����� ����� � �����

��
���������
��� 
�������� ���������� ����
�	 25#�5�3%

���<��33C� 2��4?

*���	��� � ��������
�, ������
��% *��������� �
������
�� �	� ������ ���
��� ������� � ������ ������
�� ����	� ������� � ��������� ������
��� ��	�
���, ��� ������ ������
�� ������
�� �����,���� ����S

S0(ψ) =
∑
n

{
a3

2

4∑
µ=1

ψ̄nγµ(ψn+µ̂ − ψn−µ̂) +ma4ψ̄nψn

}
, 4#?%�B7

��� γ������� ���������	 ����� ����������, �
����������

�� ���
����

���S

{γµ, γν} = 2δµν . 4#?%�#7
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+ ����� �
�� ���������
�� ��	���� 4#?%�B7 ����������� � ����S

S0(ψ) =
∫

d4k

(2π)4
ψ̄(−k)

{
i
∑
µ

γµ
sin akµ
a

+m

}
ψ(k) . 4#?%��7

*� ����
�
�, � 
�������
�� ������� ��������� ����
� γµkµ → γµ
1
a sin akµ% Q
��

�����
� ���� ��� � ����
�	 4���������	7 ����� 9����� γµkµ + m ��� �����
k2 +m2� � ��

�� ������ ����� ����� ��������
�	 ����S

S(k) =
sin2 akµ
a2

+m2 , 4#?%�=7

������

�	 
� E��% #?%#4�7% +����� �� � )�� ������ � ��
� P����,)
� ������ ���
���
������ ��
�����% &��
 �� 
��� ��� k = 0� ������� � ������ 
��� 
��������

��� �������% 9����� ����� ��������,��� ��
����� ��� kµ = ±π

a � ������� ���
a→ 0 �����
��
�� ����� ���� � ��� ��
��
�� a ���� �� ��������
�% 1�����
���

�� ������� 
������� ����������� ������ 
� ����,��� 
� 
�������
�	
������� 
� ����
�,��� ����� ������ ��
�����% +�� ��
 ��������� ������ �
������
��� �����
���
� �����,��	 �����S

∆L =
1
2a
ψ̄n(ψn+µ̂ + ψn−µ̂ − 2ψn) , 4#?%�?7

�� �� � ���������� ������
��� ��	���� ������
�� ������
�� ���
���� ���S

S0(ψ) =
∑
n

{
a3

2

∑
µ

ψ̄n[(1 + γµ)ψn+µ̂ + (1 − γµ)ψn−µ̂ − 2ψn] +ma4ψ̄nψn

}
. 4#?%�57

+ ����� �
�� ���������
�� �����S

S0(ψ) =
∫

d4k

(2π)4
ψ̄(−k)

{
i
∑
µ

γµ
sin akµ
a

+m−
∑
µ

cos akµ − 1
a

}
ψ(k) . 4#?%�67

8� ��	���� ������� �� ���	����� �� 
������� 
�	 ��
���� ���
������ 
�

�
������ )
������ ���� ��� ������
�� ����� ��� ����� k 
� ����
����% 1���
�����

�� � 
�������
�� ������� ������ �� �� ����� .������ 
���/ ��
�����
��� k = 0%

��59�E394 59��7����:394 �3�9��9303��0E?

*������ ���� ������
�, ����������
�, ����,% 9�� ��
���
��� ����� �
���� SU(3)���������
�, -D9% M���� 
�� 4��������� � ����U7 ����������
��
�����������
�� ������� � ����S

ψn → Φnψn , ψ̄n → ψ̄nΦ+
n , 4#?%�A7

���

Φn = exp
{
i
λi

2
θin

}
. 4#?%�;7

O��� λi (i = 1, 2, ..., 8) ' ������ "����@�

� 4��
������ ������ SU(3)� ��% �����

�
�� 4�%#;677%
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E��% #?%�S

+����� ���� �� 
��������, �������! ������

�,� ����

�, 
� ������
�	
������ �����
�,��	 �����
�� ����S

U(n+ µ̂, n) = exp
{
iga

λi

2
Ainµ

}
, 4#?%�$7

��� Ainµ ' ������
�� ���� ��,�
��� g ' �
������������� ��
��
� �����% O���

����������
��� �����������
�� )�	 ������ ��������� ���S

U(n+ µ̂, n) → Φn+µ̂U(n+ µ̂, n)Φ+
n . 4#?%=B7

�� 4#?%�A7 � 4#?%=B7 ������� �� �����
���� ψ̄nU(n, n + µ̂)ψn+µ̂ ������� ��������
���
� �
�����

�	% &�,�� ��
�� ��� 
��
� ������������ ��	���� 4#?%�57�
���� ������ ��������, ��� SU(3)���������
��� ��	���� -D9S

SQCD = S(q) + S(A) , 4#?%=#7

S(q) =
∑
n

{
a3

2

∑
µ

[
ψ̄n(1 + γµ)U(n, n+ µ̂)ψn+µ̂ +

+ψ̄n(1 − γµ)U(n, n− µ̂)ψn−µ̂ − 2ψn
]
+ma4ψ̄nψn

}
. 4#?%=�7

+ 
�������
�� ������� a → 0 �������
�� ������
�� 4#?%=�7 � ��� �� ����
�� a
��� ����
�� ������
�� ��� ������

��� ��	����� � ������ ���
���, �������
�

�� ��������
�� ����������
�	 �����%

-�� ����
� ������� ������
�� ��	���� ��� ������ ����������
��� 4��,�
�

���7 ����` N�
�� �� �
� ����
� ���� �� �� �����
�� ������

��% *����	���
����������
� �
�����

�� �����
���� ����������� 
� )����
��
�� ��������
�� 4���
�� ���� ��� �� ��� 
�����,� ������7 ������� ������

�� 
� E��% #?%�%
1������ �����
�� ���������
�� �����
�� ������

��� ����� ���� �����	 
�
������ pS

Up = U(n, n+ µ̂)U(n+ µ̂, n+ µ̂+ ν̂)U(n+ µ̂+ ν̂, n+ ν̂)U(n+ ν̂, n) . 4#?%==7

8� �����
����� ������
�� ������� �
�����

�	 �
����� 
� �����������
�	
4#?%=B7% +����� ��	���� ����������
��� ���� � ���� �����,��	 ����� �� ����
������� 
� ������S

S(A) = − 1
8πg2

∑
p

SpUp . 4#?%=?7
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O��� ���� � ���������
�� ������ �� �
������ ����� SU(3)% W��� � )����
�
���
�������� � 4#?%==7� 4#?%=?7� ������� �������
�� �� ����
�� a � ������ ���
�
O(a3)� ������
�� 4#?%=?7 ���
� �������� � ����S

S(A) = − 1
8πg2

∑
p

Sp{exp(iga2Fnµν)} , 4#?%=57

���
Fnµν = ∂µAnν − ∂νAnµ − ig[Anµ , Anν ] 4#?%=67

��� �����
� ����
���
��S

∂µAnν ≡ 1
a
(An+µ̂ν −Anν) , 4#?%=A7

������ Anµ = Aiµλ
i/2 ' ��,�

�� ���� � ���� n% &�,�� ����� �� ���
���� ����

��� 
�	 
�������
�	 ������S

S(A) = − 1
8πg2

∑
p

{
1 − g2a4

2
F iµνF

iµν + ...

}
→ 0Kg\h +

1
16π

∫
d4xF iµνF

iµν , 4#?%=;7

���� � �������� ������� ����� ������� ���	��� Spλi = 0 � Sp(λiλj) = 2δij %

 ��0���= 5�3H9=3<�309? ��0�4 ��E��39?

_��� ����� ������	 ��
��	
��
� 4������
��7 ������� � -D9� ���
� 
�	�
)
����, ������� �������	 �� ������� 
����������� � ���� x = (t,0) � �
������
��� 
����������� � ���� x = (t,R)% + ������ ������� ������
��� � ������
��
� ,� �����S

E(R) → 2m ��� R→ ∞ , 4#?%=$7

��� m ' ����� ������% :������ ������
�� ��
����� �� �����������	 ���
����
������
��
� ����S

E(R) → ∞ ��� R → ∞ . 4#?%?B7

P���� ����
��� ������

�� ���� ������� q(x) � ������ ����������
� �
�����
�

�	 qq̄�������� ����S

Γ[x, x′;C] = q̄(x′)U(x′, x;C)q(x) , 4#?%?#7

��� U(x′, x;C) ' ���������

�� ���������
�� �����
�� ������

�� ���� 
�����
���� ��� 4��������7 C� �������,���� ���� x � x′ 
� �������% E��������
����������
� �
�����

�	 ���������� �������,��	 ��������� qq̄ �����
�� �
����
 4���������U7 �����
� t = 0 � qq̄ �����
�� � ����
 �����
� t = T S

Ω(T,R) = 〈0|Γ+[(0,0), (0,R);C]Γ[(T,0), (T,R);C]|0〉 . 4#?%?�7

.+������/ ����� ���������� ���������
�� ���
��� 4������� ���
��U7 �����
����� �� ���
�	 ������ ������

�� �����
�	 )
����� �������������	 �������
�������� 4��% ����� ����
�� �
������
��� ������ � "���� $7S

Ω(T,R) =
∑
n

|〈0|Γ+[(0,0), (0,R);C]|n〉|2e−EnT . 4#?%?=7

�� ��	�������� 	��
��B U(x′, x) = P exp
*
ig
% x′
x
dyµ λ

i

2
Aiµ(y)

+
�  
� P L �	������ �	���
������

�
�� 	��� C�



=5B &���� !=� '�)+<)D�+-�'( �+%*(

E��% #?%=S

+����� �� ��� ��� ��� T ��
��
�	 ����� ��� ��������� � 
����
 ��� En% 8�

����
 ��� ������

�� �
���
�� )
����� ������
� ��������� ������������ 
)
����� qq̄ ������� � �����	 ����� � �
������ 
������� 
� ������
�� R ����
� �����S

lim
T→∞

Ω(T,R) ∼ e−E(R)T . 4#?%??7

+ ����
�� ��������� ����	 �����S

Ω(T,R) = 〈0|q̄(0,R)U [(0,R), (0,0);C]q(0,0)q̄(T,0)U [(T,0), (T,R);C]q(T,R)|0〉 .
4#?%?57

W��� �������� ������ ��� ���
 ������ 4������������� c���������7 �
��
��
����
��� � �������� �� C � ���� ����
���� ��������� 
���� ������

���

� E��% #?%=� ������
�� 4#?%?57 ���
� �������� ���S

Ω(T,R) ∼ e−2mTW (C) ∼ e−E(R)T , 4#?%?67

���
W (C) = 〈0|SpU [x, x′;C]|0〉 4#?%?A7

��������� �� 
��������, ���, +�� ��
�% ���

� ������
�� ���������� W (C)
� ��������� 
������ ��� ������� ��
��	
��
�% + ����� ����� �� 4#?%?67 ��
��
��S

lim
T→∞

W (C) ∼ exp{−T [E(R)− 2m]} . 4#?%?;7

-�� �� ������ 
���� � ������� ��� 
�	 ����� (g → ∞) � ������
�	 ����� �
������
�	 ����� ���
� ������ � �� ��� ��
������ ���� ����������� ������
���"��� �� �� ��� ������
� ��� ���� ��
��� C �����S

W (C) ∼ exp{−KA(C)} , 4#?%?$7

��� K ' 
������� ��
��
�� � A(C) ' ������ � ����������� 
� ������ ��
�
���� C 4%�% ��
���� 
�� ������ ������
���� ���
���	 �����	 ������� C7%
:�������� ��� ��������� 
��� ��
��� E��% #?%=� �����S

A(C) = TR . 4#?%5B7

:� ���� �� 4#?%?;7� 4#?%?$7 � 4#?%5B7 ��������S

T [E(R)− 2m] ∼ KTR ��� E(R) − 2m ∼ KR , 4#?%5#7

%�% ��
�	
� ������	 � R ���
���� ��������	���� � ������ qq̄� ��� ������
�� ���
������� ��
��	
��
�% -�)������
K 
�������� ��)������
�� 
����
��
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� ���� �� ��8��	�� =5#

���
� 4����	 ��
��	
��
�7% :����
�� )� �����
� � ��� �� ��� ���
��
���
��
��
�	
� �������� ���
����� ��,�

�� ���� ����� �������� ����
� ����� ��
� ����� ' .���
�/% 8� ���
� ���������� ������ �� �������� � 
� ��������
�� ����	�� 
� ���������������� ������
��%

�95�3 2��D9�� � �98��B�3�� ���E3�= ��48�?

*������� ������������ ��� ������ ����
 ������� � ������� ��� 
�	 �����% *��
���� �� �����
�� ������

�� 
����������

� �����
� � ����������
��� �������
� ������
�	 ����������
�	 ����� �� ���
� ����� � ������� ��
��
�� ��
����
������ ����
�	 �������% 8� �������� ������ 4#?%?A7 � ���� .��
����
�� 
���/
�
�������S

W (C) =
1
Z

∫ ∏
m,µ

dU(n, n+ µ̂)SpU(x, x;C) exp

{
− 1

8πg2

∑
p

SpUp

}
, 4#?%5�7

���

Z =
∫ ∏

m,µ

dU(n, n+ µ̂) exp

{
− 1

8πg2

∑
p

SpUp

}
. 4#?%5=7

&����� �� ���� 
� 
��
� ������� � ��	���, 
������ ���
�� �������,�
��� ����������� ������ �� �����
�� ������

�� ����
���� � ����
���

�	 �����
��% 1�������

�� ��T�� ������
��� �������	� ����������� ����������
��
�� �����������
����� ��
���
% *�)���� �� �������� � 
�������
��� ������� 
�
���
���� 
����������� ����� ���
� �������� ����������%

E����
�� ������

��� ��� �� ������ ����� ����,�� )����
��� ������ SU(3)%
!
���
�� ������ ������ SU(3) ����������,�� ����� , ������

��� �����
�� 8	����� �� �� ���
� ������ ��������� �
������ � 4#?%5�7� 4#?%5=7 � ��
��
����� ������� �� ����� )� ����% @� )��� ���� 
� ������ � ��� �������� ����
��,��� ������� �����
�� 
��� 2##3S∫

dU(n, n+ µ̂)[U(n, n+ µ̂)]ij = 0 ,∫
dU(n, n+ µ̂)[U(n, n+ µ̂)]ij [U+(n, n+ µ̂)]kl =

1
3
δilδjk , 4#?%5?7∫

dU(n, n+ µ̂)[U(n, n+ µ̂)]ij [U(n, n+ µ̂)]kl = 0 .

!������ 4#?%557 ��
���,� �� ��� �������
�� �
�������� ��������,��� 4#?%5�7�
�� �� ������ � ����� 4�����	7 ������� ���������� � �����������
�� 
������
��
��� ��, 
�
�����	 �����% C���� �������� ���� ���,�� ��� �����
�� ������
� ���
�����	 ����
����� � ����� �
��������
�� �� ������

�	� ��������

�	

� �� ����� ������ �
� .�����,��/ � ���
 ��������� 
��� ��� )� ������
� 
�
E��% #?%?%

+ ������� ��� 
�	 ����� ������
� 1
g2 ������������� � ������� ������ �����

�+� ������� ��� 	����� ��� �������� ���� ��H
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E��% #?%?S

����% *�)��� )����
�
� � 4#?%5�7 ���
� ������� � ���S

W (C) =
1
Z

∫ ∏
n,µ

dU(n, n+ µ̂)SpU(x, x;C)

[
1 − 1

8πg2

∑
p

SpUp +

+
1
2!

(
1

8πg2

)2∑
p

∑
p′
SpUpSpUp′ + ...

⎤⎦ . 4#?%557

9�� ������ ��������� ��� ��������� 
�	 ��
�� C% 1�����
� ��������
4#?%557 � )�� �������
�� �����
 � 
��� �
����� �� �� � ����� ���
� � ����
����
�� )����
�
� �� 1

g2 � ��� ������� ������ ������� �����
�, ������
�� �

��
��, 
� ��

�	 ��
��% C�� �� � )�� ������ ������ ����� � ��������� �
�
������ ��������� ������ 4��� 
� ��
��� ����7� ������ ���
 ��� � �������� �

��� � �����	 ��� � ������� 
�� 
�������
��� �� �� ��� ��������� �
������
�� �����
�� ������

�� �������,�� ����
��� � 
���% C���� �������� 
������

��,��	 ����� � W (C) 
��
������ ������� ��� ���
� ���������
�� 
�	
(

1
g2

)Np

�

��� Np ' ��
���� 
�� ����� �������� 
���������� ��� ���� ���� �����
� 
������
�� � ����
���

�, ��
���� CS

W (C) ∼
(

1
g2

)Np

. 4#?%567

8� ��������� ����
� �������� ������ �� ������ ������
���� ����
���

�	
��
���� C� ���
�S

A(C) = a2Np . 4#?%5A7

1�������� 
�
W (C) ∼ (g2)−A(C)/a2

= exp{−(TR ln g2)/a2} . 4#?%5;7

1���
���� )� ������
�� � 4#?%?$7 � 4#?%5#7� �������� ��
�	
� ������	 ���
����
����S

E(R) = KR , ��� K =
1
a2

ln g2 , 4#?%5$7

�� ��������� g2(a) ∼ eKa
2
%

@��
� ���� �������� �������
�� �����	 ����� ��� ��� ��
�����	 �����
�������� � 
�������
��� ������� � ����
�� ��	���� ����������� ��������
���%
+ )�� ������ ��� ���� ��������� ����� ���������� �����	� ��� �����������
��������� ����
������� ���
����� E(R) ∼ 1

R %
&�
���� �� ��� )�� �� �� �������� ���	��� ��
��	
��
�` :�� 
� ��
����U

:�������� ��� 
��� ��������
�� ���
� ������ � ��� �������	 U(1) ������



!=�!� +���
� ���� �� ��8��	�� =5=

E��% #?%5S

�� 
���� 
� ����� ������ ���	��� 
���������� SU(3)% E����� ��� 
�	 � �����	
����� ���� �� �������
� ��
�� ��� 
����� ���� �������� ����������� ����
���������� ��� ����
�
�� ��
��
� ����� g% &����� �������� ��� �������
���� ��������� � -D9 
�% &�
��� �������� �������

� ������������ �����

��
������� @�
��-����% 1�������,��� �������
�� ��������� �� � -D9 ���
����� ��������� � ������ ���������
�� �
���
�	 g� ������,% O�������� 
g2(a) ∼ eKa

2
�� 4#?%5$7 4����� ��� 
�	 �����7 
�������
� �������� � ������

�����	 ����� � ������������ ������
�� ������
�� g2(a) ∼ 1
ln a−1 � �����������,

��� a → 0% *��
���� ��������	���� �������� �����,��	 �� )�� ������� ���
���� ��������������� ������������	 ����
������� ���
������ ����
���,����

� ����� ������
��� � ��
�	
� �������� ���
������ ��������,���� ���	���
��
��	
��
� 
� ��� ��� ������
���S V (R) = C

R + KR% C����
�	 ����� � ��
��� �������
�	 ������
 
� E��% #?%5 2553� ��� ��������� ���
����� ��	���,��	
����� ����� ���������� ��������� �������

�	 
� ������ 324� � ������ a =
0.055 · 10−13 cm% 1����
�	 ��
��	 ������
� �����
�� � ������������ ����
�������
� ��
�	
��� ���
������% N�
� ���
�� �� ��
�	
�	 ��� V (R) ���� ���� 
� ����
���
��� R > 0.25 · 10−13 cm% :� ��
 ��� ������
��� ����
���� ���������
��
��
����� 4������������� �������7% C����
�� �
���
�� ��)������
� 
����
��
���
�� �����,��� �� )�� ������� K ≈ 0.2 GeV2 ≈ 1.0 · 1013 GeVcm−1 ≈ 14 �

U
8������
� )� ��������� ���	��� ��
��	
��
� � -D9� ������� � ��
��� ��
�
���
�	 ������% *�����
��� @�
��-���� ������� � ������
�� ����� ����
������ �����
� � ������� 25=� 5?3% C�� �� ���
� 
�	� � �����
�� ������ ������

�
�	 ������
�� ������	� � ���
���� ��

�� ������ ������ ���� ���� 
��
����
��� �������������� ��� �����

�� �����
�� ������� � ��,�
��% 1������
�

�� �����
�� ������� � �
����������� �������� ��
��	
��
� ���
� ����� 
�� ������ 2553%

���������
�� ������
�� ������	 ������� ��	��� ��
�� �� 
������� ���
�� �
����
� �������,����� 
�������
�	 ���
���	 ����� ����% :� ���� ������
���
��� ����� ������
��� �����
�� �������

�� ������
�	 )��� 
�������
��� ����
����� ��� � � ������� �������� ����� �� @�
��-���� ������� ������ ������
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GF11 infinite volume K−input
CP−PACS K−input
CP−PACS φ−input

K

K*

φ
N

Λ
Σ

Ξ

∆
Σ*

Ξ*

Ω

E��% #?%6S

����
��� ������

�� 
� E��% #?%6�� � ����
�����,��� ���
 ������
�� ��������
� )��������
��%

1��	��� ��
��	
��
� 
� ������� �����,
��� ��� 
������	 ������
� ���
����	 ��������� Tc 4��������� ����
��	
��
�7� ��� ��� ������
� ������	
��� ���
���� �����
 ��������� ������	 ������� �� ���� ����

�	 ������
� ���� ��������,�

�	 ������ 2?A3% >��������� �����
� )��� ������
� ��
�%
W��� Λ ' �������
�	 ������ ����� ���� ����������,��	 ������� � �������
������ ������
��� ������
�,� � ��� T � Λ �����������	 ����� � � ���������
��������	���� ���� 4���� ������7 ���������� 
�����
��� Q2 � Λ2% 1���
�����

�� ���� �����
��� ����� �������
�	% :� � ���������
�� ������� �
-D9 ������ � ��,�
� ����,�� ����������� �����
���� �����% 8� ��
�����
�� ��� T � Λ �� ����� ���� ����� 
�	 ��� ������� � ��,�
�� 4��������,�

�,
������7% O
���
�� ����� �������� �������� ���
 ������ ��� ����
�� ���� �����
���������� 
�	��

�� ����� � ����������% 8��������
�� 
� )� ����
�� ���
�� 
���,�� �� ��� ����
���
��� ������ ����� � ���
���� ������ �����
��

� ��� 
���,��
�� ���� ������
� � )��������
�� � FLGJ � �BBB ����% +�����
�
Tc ��������� ������ @�
��-���� � ������
�	 -D9% C����
�� �
���
��� ���
����,����� � ���� �������� ������� � Tc� ������	 � �
������ 0.15− 0.20[XY%
9��� 
�	 ����� ������� ��������� � -D9 ���
� 
�	� � 2563%

�$�� 5::��	����� ��	�����
 � ��	
���� ���
���'

����

*�
��� )������
��� ���
����� ������� ��� �� �����
�� ��� ��������
��
����	 �� ���
�

� 
�����

�	 ��������	% &
� ��� ������
�� ���������� 
)� ����� �� ������� �� ��� ��� ����� � 
�
�����

�	 ��������	� � ������� 
���
���� �������� � �����������	 ����
� ���
�

��� 
�����
�� ���������
��������

�	 ����%

�s� Uc{a ?] Wd� UZwauB \?x!dW]zPP8D82-
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&�� ��������� �����	��	 �����	 ������
��� ����S

L =
1
2
(∂µϕ)2 − V (ϕ) , V (ϕ) =

m2

2
ϕ2 +

g

4!
ϕ4 , S[ϕ] =

∫
d4xL . 4#?%6B7

M����
���
 �
�����
�
 �
����� 
� ϕ → −ϕ� ��
��� � ������ ���
�

��� 
��
����
�� �������� ���� ���	���� 
� ������� ����
�� ����
�
��

dV

dϕ

∣∣∣∣
ϕ=ϕ0

= 0 , 4#?%6#7

��� ϕ0 �= 0% 8� ���
� ��� �� �������

��� ���� ������������� �
�����%
-��
���� ��������� ��� �� ������� ���
���, �� �������� �������
��� � ����

��������� ������ �
� �������� ����, 
���������	 ����
���������% !������
����
��������� �������������� ���� � ����
�� #_:���
���	 Γ(n)% *�������
����� ��
����
���� ��� ��
���	 Γ(n)(x1, ..., xn) ������� �,,�������� � �����
Γ(ϕ)� ��������

�� � 4#B%#5B7% 1���� )��� 
����
�� �����
��� 
���%

*����������	 ��
����
�� ��� ����
�� �������� W [J ] ����������� ������
�
4#B%#=#7 ���S

eiW [J] = 〈0|0〉J . 4#?%6�7

C���� ������������ ���� ϕc 4� ��������� ����
��� J7 ����������� �� 4#B%#5#7S

ϕc(x) =
δW [J ]
δJ(x)

=
〈0|ϕ(x)|0〉J

〈0|0〉J
. 4#?%6=7

+�����
�� ����
�� �
���
�� 〈ϕ〉 �� � �� ��������
�,S

〈ϕ〉 = lim
J→0

ϕc . 4#?%6?7

1�����
� 4#B%#5B7 )������
�� ��	���� Γ[ϕc] ���
�S

Γ(ϕc) = W [J ] −
∫
dxJ(x)ϕc(x) 4#?%657

�� � ��������� � 4#B%#5#7� �
� ����������� ����
�
�,S

δΓ[ϕc]
δϕc(x)

= −J(x) . 4#?%667

*�� J(x) → 0 ������
� ϕc ����������� � ��
��
�� ���
�, 〈ϕ〉� �� �� ������
��
����
�� � ϕ ������� ����
��� ����
�
��S

dΓ[ϕc]
dϕc

∣∣∣∣
ϕc=〈ϕ〉

= 0 . 4#?%6A7

&���
�� �������
�� ��
����
��� Γ[ϕc] �� ����
�� ϕc ����������� � ����S

Γ[ϕc] =
∞∑
n=0

1
n!

∫
dx1...dxnΓ(n)(x1, ..., xn)ϕc(x1)...ϕc(xn) 4#?%6;7
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���� �� )�������

�� � ����� �
�� ���������
��S

Γ[ϕc] =
∞∑
n=0

1
n!

∫
dp1...dpnδ(p1 + ...+ pn)Γ(n)(p1, ..., pn)ϕc(p1)...ϕc(pn) . 4#?%6$7

Q� ��
���
�� ������� �������
�� Γ[ϕc] �� ���, ϕc � ��� ��������
�� ����S

Γ[ϕc] =
∫
dx {−U(ϕc(x))} +

1
2
(∂µϕc)2Z(ϕc(x)) . 4#?%AB7

+ )�� ������� ��
���� 4
� ��
����
��U7 U(ϕc) 
�������� �,,�������� ������
������% :��� �� ������� �� � ������������ ������� �
 ����� �������� � ���
�
������ V (ϕ)% + ������� ����� ϕc(x) = 〈ϕ〉 = ϕ = const� ��� ���
� ������
���
�������
��� �� ����,��
��� �������� ������,�� � 
�� � �� ��S

Γ[ϕ] = −ΩU(ϕ) , 4#?%A#7

��� Ω ' ���
�	 ��T��� ��
������	 ����� � ������
���������
�% 1���
����
4#?%6$7 � 4#?%A#7� �����S

U(ϕ) = −
∞∑
n=0

ϕnΓ(n)(pi = 0) . 4#?%A�7

!������ 
���������� 
������������ 
� ������
� Γ(2)(pi = 0) � Γ(4)(pi = 0) ����
�� ���������������
� � ����
�� ���
����� U S

d2U(ϕc)
d2ϕc

∣∣∣∣
ϕc=〈ϕ〉

= m2 , 4#?%A=7

d4U(ϕc)
d4ϕc

∣∣∣∣
ϕc=〈ϕ〉

= g . 4#?%A?7

-���� ���� ������� 4#?%6A7 ��� ������
��� ����
��� ���
���� ���S

dU(ϕc)
dϕc

∣∣∣∣
ϕc=〈ϕ〉

= 0 . 4#?%A57

1 ��� , �����
�� ���	�� ����� �� ���
�

�� 
�����
��� ��������� ����
�
�������� 
���� ���� ϕ′S

ϕ′ = ϕ− 〈ϕ〉 , 4#?%A67

������
�� ����
�� � ������� ���
� 
��,%
O������ �� ������ �� ��� ����������� ����� �������
� ��
����
��� ��

���� ��� ���� 
�����
� ������� 
��������� 4#?%A=7� 4#?%A?7� ������
�� �� � ���
��� �� ���
�

�� 
�����
��� �������� 
� ��������� 
���� ������������
����� ��� ������ ���,�� � ����� � 
�
�����

�	 ��������	� �� �� �����
��� �����������	 � ����
���������	 ����� ���� 
� ����������� ���
�

��

�����
��� ��������%

O�	����� �������
��� )������
��� ���
�����% ����� ���� 4#?%657 � 
��
��
� �������
�� ��
����
��� W [J ] ������ ��������% :����
��� �� ���� ����
��������� 
� ������� ����
��� �
������ ����S

I =

∞∫
−∞

dx e−f(x) . 4#?%AA7



!=��� F44�	�
���� �����/
�� 
 �������� ��6��5��
�� =5A

*�� ��
���� f(x) ���� ��
���� � 
������	 ���� x0% C���� �����S

f(x) = f(x0) +
1
2
(x− x0)2f ′′(x0) + ... , 4#?%A;7

�� �� ���
� 
����� S

I ≈ e−f(x0)

∞∫
−∞

dx e−
1
2 (x−x0)

2f ′′(x0) 4#?%A$7

� ������ ������ � �����
��� 
�� �������� �
������� �����	 ��� ����� �������%
+����
������� �����

�, *��
�� � ��������
�� ��
����
��� W [J ]� �����S

e
i
�
W [J] =

∫
Dϕe i

�
S[ϕ,J] , 4#?%;B7

���

S[ϕ, J ] =
∫
d4x[L(ϕ) + �ϕ(x)J(x)] . 4#?%;#7

�� 4#?%6B7 � 4#?%6#7 ������ ����
���S

δS[ϕ, J ]
δϕ(x)

∣∣∣∣
ϕ0

= �J(x) . 4#?%;�7

*�� J → 0 )� ������� � ������, )������� 
��� ��	����% E������� ��	����
� �����
��� ϕ0S

S[ϕ, J ] = S[ϕ0, J ] +
∫
dx[ϕ(x) − ϕ0]

δS

δϕ(x)

∣∣∣∣
ϕ0

+

+
∫
dx

∫
dy

1
2
[ϕ(x) − ϕ0]

δ2S

δϕ(x)δϕ(y)

∣∣∣∣
ϕ0

[ϕ(y) − ϕ0] + ... =

= S[ϕ0, J ] + �

∫
dx[ϕ(x) − ϕ0]J(x) +

+
1
2

∫
dx

∫
dy[ϕ(x) − ϕ0]

δ2S

δϕ(x)δϕ(y)

∣∣∣∣
ϕ

[ϕ(y) − ϕ0] + ... , 4#?%;=7

��� ����� ������ 4#?%;�7% +����
�� ��
����
�� 
�� �������
������
��� ���
�
����� ��� ��S

δ2S

δϕ(x)δϕ(y)

∣∣∣∣
ϕ0

= −[� + V ′′(ϕ0)]δ(x − y) . 4#?%;?7

W��� ������ ϕ′ = ϕ− ϕ0� � �������
�� 4#?%;=7 ���
���� ���S

S[ϕ, J ] = S[ϕ0, J ] + �

∫
dxϕ′(x)J(x) − 1

2

∫
dxϕ′(x)[� + V ′′(ϕ0)]ϕ′(x) + ... . 4#?%;57

*����
���� )��� ������
�� � 4#?%;B7 ��� ����� ����
�� ����� �������� ���
4����� ���� ����� ϕ′ ����� ϕ7S

exp
(
i

�
W

)
= exp

{
i

�
S[ϕ0, J ]

}∫
Dϕ exp

{
− i

�

1
2

∫
dxϕ[� + V ′′(ϕ0)]ϕ

}
, 4#?%;67
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��� �����
 ����� ������ ���
� �� 4#?%;57� ������ �� � ��� 
�	��� �������������
�� ������� � ������� J → 0% _��� ������ ������� �������
�� 4)�������

���
��� �� ������� �������
�, �� �7� ����
�� ϕ → �

1/2ϕ� ����,��� ���� ������� �

�� ����	 )����
�
� � 4#?%;67% *���	��� � �
������ � )�	 )����
�
� � ��������
�� ������
���� �� �� �����
� ��� � �
���� ���
��� i% C���� ��� �������
��
��
����
�� 
��� �
������ ����� ���� ����
�, ������� �������� �
���������

�� � �������S

exp
(
i

�
W

)
= exp

{
i

�
S[ϕ0, J ]

}
(Det[� + V ′′(ϕ0)])−1/2 . 4#?%;A7

����� ��� ���
���
�� DetA = expSp lnA� ��������S

W [J ] = S[ϕ0] + �

∫
dxϕ0(x)J(x) +

i�

2
Sp ln[� + V ′′(ϕ0)] . 4#?%;;7

8� ������
�� ��� W [J ] � ����� ��
�������	 ���
���	 ��������� ���
� O(�2)
�����
�% C���� ���
� ������� 4#?%;;7 � 4#?%657% :� �
����� ������� S[ϕc]
����� S[ϕ0]% *������ ϕ0 = ϕc − ϕ1� �����S

S[ϕ0] = S[ϕc − ϕ1] = S[ϕc] −
∫
dxϕ1(x)

δS

δϕ(x)

∣∣∣∣
ϕc

+ ...

= S[ϕc] − �

∫
dxϕ1(x)J(x) + ... . 4#?%;$7

C���� �����
���� 4#?%;;7 � 4#?%;$7 � 4#?%657 � ������� J → 0 ���S

Γ[ϕc] = S[ϕc] +
i�

2
Sp ln[� + V ′′(ϕ0)] 4#?%$B7

' )������
�� ��	���� � ����� ��
�������	 ���
���	 ��������% *�� ���� 
ϕc(x) = ϕ = 0Kg\h% C���� Γ[ϕ] ����������� 4#?%A#7� � �� 4#?%6B7 ������ S[ϕ] =
−ΩV (ϕ)% 1�������

�� �� 4#?%$B7 �������� )������
�	 ���
���� ����S

U(ϕ) = V (ϕ) − i�

2
Ω−1Sp ln[� + V ′′(ϕ)] . 4#?%$#7

&�,�� ������ �� ��� � → 0 4� ������������ �������7 )������
�	 ���
���
�� ����� �������� � ������������ ���
������ V (ϕ)� � )������
�� ��	����
4#?%$B7 �������� � ������������ 4#?%6B7% *����� �� ���� �������� ������� � ����
�� 4�
������7 �� ���� ������

�� �
���
���� ���
� 4����� �������� � ���������
����� �
��� ������
���7 �������� 4#?%$#7 � ����S

U(ϕ) = V (ϕ) +
�

2

∫
d4kE
(2π)4

ln[k2
E + V ′′(ϕ)] =

= V (ϕ) +
�

2

∫
d4kE
(2π)4

ln
(
k2
E +m2 +

1
2
gϕ2

)
. 4#?%$�7

+�����
�� ����� ��� ���
� ����� ���� ��� �����
�� ������� � ���
�

�� 
��
����
�� �������� � ����� ���
���� ��������% + ����� ���������� 
��� ����
������������ ��������
�� ��� m2 > 0 ������ ��� 
��������

��� � ��� m2 < 0
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���
����� �������
�� � ���
�

�� 
�����
�� �������� 4������	 �������7% _�
���� � ����� ���
���� ��������� � ���
��� ��� m2 = 0` �� ��
���������
������
�� ��� )������
��� ���
����� ������ ���
��
���
�� 
������� 
���
��
����� ��� ϕ �= 0 � ��� m2 = 0 ( ��������� ���
�

�� 
�����
��� �
�������
��

�� ���
����� ����������% - ������
�,� ��
�������� ��������
�� 
������
��
� ��� ���
��� ���������
�� )�	 ������ 2;�##3% P���� ������
� � �����������
)������
��� ���
������ ��� ���� , � ������	 ����
��������� � ������� ������
��� ����� ���
� ���
����� �� �� ������ 25A3%

M������������ ���� 	������ ����#����� ���������� %���������� ����#����� 	� ���	����
�� � �� 	� ���	���� ��������� ����� g� 	�����
��� � ���� ����� �� ����
 �� ����� ������
����������� J
���� ��� �� ������ ���H � ����������� ������ g ���� 	� ���� �������������� "����
��� � ��� 	������ ��� 	������ � ϕ′ = gϕ� E� 
� � ���#��� ������ ϕ4 ��#�� ���� 	���	���� ���B

L =
1

g2

�
1

2
∂µϕ

′∂µϕ′ − 1

2
m2ϕ′2 − ϕ′4

�
. )2D�P.*

E���� ������� g ������ �� 	�������� � ����������� ���������� 
��#���� �� ������� ��� ��
�������� �������������� &��� �������� �� ��� � ��������� ������ � 
�� ���� ��� ���� � 	�������
�� A�� � ���� ��� � ��������� ����� ��� 
� %� ������� ���������B

1

�
L =

1

g2�

�
1

2
∂µϕ

′∂µϕ′ + ...

�
)2D�PD*

� ������������ 	��������� ������� g2�� "������� ���������������� 	����#���� )���� �*�
%���������� ����� ������� � 	����#����� ����� ����� )���� g*�

�$�� 4��	��	��� � ����	���� ���������

:������� 
�� 
����������
�� )����� � ���
���	 ���� ���
��� ���� ���
����� �
���
��� ��
��
� ������ ������ ������� �� 
������ ���
�
�	 � ������

����� ����� �������
�	 �� 
� ����% &�
��� )� 
� ������ ��U 9��� � ���
���� ����� �
���
�	 ��
��
� ����� ���� ��������� ����
��� ��� �����
��
������ ����� �������
�	 �������

� 
�������
��% *������� ���� ����� 
�����
�� )������ ���
�������
�������� �

�������
��%

:��
�� � ����
�	 ���
���	 ����
���% E�������� ������ ���
��
�	 ������
�������,�� � ��
����
�� ���
�����S

H =
1
2
p2 − V (x) . 4#?%$57

:��� �� ������� �����
�� ����� �� ���
���	 ����
���� 
� ������
�

�����
�� ��������� �����	 � ��� 
�	��� ����
� ������ 
� �����	 ���
��
��	 ����� ����%

��5�����C �30�@�9�C 2� 0�9�50���4<?

E�������� ��������� 4�
���� �����U7 �����, ��	
��
������� �
������ �� ���
�������S

〈xf |e−HT/�|xi〉 = N
∫

[dx]e−S/� . 4#?%$67

�� 	���
����� ���#���� �� ��
���� � ��������� ������ 4������ ,=I/� ���� 	�
����� �
����� 	�������� ��#�� 	������������ 	� 	��������� ��� � ,=P/
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O��� |xi〉 � |xf 〉 ' ������

�� �����
�� �������� ������
�� ������� H ' ��
����� �
��
% @��� �
��������
��� ����
������,�� ���� ��� Dx� ���� ����
��
���� [dx]� ������
� T ������ �������� 
�	%

+������ ��� ����
�� ���
�	 
���� ������

�� �����
�	 ����� �
��
�S

H |n〉 = En|n〉 4#?%$A7

� �������S

〈xf |e−HT/�|xi〉 =
∑
n

e−EnT/�〈xf |n〉〈n|xi〉 . 4#?%$;7

C���� � ������� T → ∞ ���� ������ �� �� ����� ��
��
��� �����
��%
+ �����	 ���� 4#?%$67 ��� ��������� ��	����S

S =

T/2∫
−T/2

dt

[
1
2

(
dx

dt

)2

+ V

]
. 4#?%$$7

�
��������
�� [dx] ������������ �� ���� ���������� �����
�

�� ���
��
��
��������S x(−T/2) = xi� x(T/2) = xf % *�����
��� ���� x̄(t) ' ��

�� ��
����� ����
�������,��� ���� ��������� � �������� 
�� ��
����� ����������,��� ��
�� ��������� ���� �� ������
� � ����S

x(t) = x̄(t) +
∑
n

cnxn(t) , 4#?%#BB7

��� xn(t) ������, ���
�, ������ ���
��������

�� ��
���	� ������,����� �

�� 
� ���
����S

T/2∫
−T/2

dtxn(t)xm(t) = δnm , xn(±T/2) = 0 . 4#?%#B#7

C���� ���� [dx] ���
� �������� ���S

[dx] =
∏
n

(2π�)−1/2dcn . 4#?%#B�7

&�����
�� �� ���� ������� �� .���������/ ��� ��������� � � ��	
��
�������
��������
�� ��

�� �������� �� �� 
���������
�� �
�������%

*����, ��� 4#?%$67 
����
� ������ � ����������������� ��������
�� 4���
��� �U7% &�
��
�	 ����� � ��	���� ��, ���� ���� ������ )������� 
�	 �����
����� �����������	 ��S

δS

δx̄
= −d

2x̄

dt2
+ V ′(x̄) = 0 4#?%#B=7

' ��������� ����
�
�� : ,�
�% +������ xn � ���� ������

�� ��
���	 ����	
��������

�	 ��������
�	 ��	���� S 
� x̄S

−d
2xn
dt2

+ V ′′(x̄)xn = λnxn . 4#?%#B?7
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T��� ���� ������������� 	����
������ � ����� ����� 0��� -� 	����� �������� 
��������
	�� ������������ ���������� x→ x̄+ a� � 
����� ��
��� ���
���� �B

δS =

T/2	
−T/2

dt a

�
−d

2x

dt2
+ V ′(x)

�
= 0 	�� x = x̄ , )2D�28=*

����
� � ��
��� ����� +������ )2D�28.*� ��� �
��� ����� 	������������� x → x̄+a� �� 	�����B

δ2S =

T/2	
−T/2

dt a

�
−d

2(x̄+ a)

dt2
+ V ′(x̄+ a)

�
=

T/2	
−T/2

dt a[−¨̄x− ä+ V ′(x̄) + V ′′(x̄)a] =

=

T/2	
−T/2

dt a[−ä+ V ′′(x̄)a] , )2D�283*

 
� 	�� 	�����
� � 	���
���� ��������� ��	������� ��������� 
��#���� )2D�28.*� J���
� �����
��� ������ ������������ 	������
��� 
������� S �	��
������ ���� ������ )2D�28D*�

C����� � ������� ����� �� ����� �����
���� 4#?%#BB7 � 4#?%$$7� ����
���������
��������
��� ����
�
���� �������	 � �����������	 x̄� �� �� �
������ ��
cn ��
����� ����������� � �� 
������S

〈xf |e−HT/�|xi〉 = N e−S(x̄)/�
∏
n

λ−1/2
n [1 +O(�)] =

= N e−S(x̄)/�
[
Det(−∂2

t + V ′′(x̄))
]−1/2

[1 +O(�)] . 4#?%#BA7

W��� �������� 
����� �� �����
��
�� ���� ��	����� � �� ������ 
��
� ����
��������� %

O����� ���� � �� ��������� ����
�
�� �����
�� 4#?%#B=7 )�������

� �����

��� 
 ,�
������� ����
�
�, ��� ������ ���
��
�	 ������ �������	�� � ���
�
����� ����� V U 9�� ����� ����
�
�� ����� �
����� �����
��S

E =
1
2

(
dx̄

dt

)2

− V (x̄) . 4#?%#B;7

E�������� ���
���� V � ��������

�	 
� E��% #?%A4�7% *�� xi = xf = 0% �
�
��������

�	 ���
���� ��������
 
� E��% #?%A4�7% &�����
�� �� ���
���

��
����
�� ������������ ����
�
�	 �����
�� � )�� ���
������ ����������,���
���
��
�� ��������� ���� ���S

x̄ = 0 4#?%#B$7

' ������ ������� 
� �����
�% 9�� )��� ����
�� ����� S = 0% C���� �� 4#?%#BA7
�����S

〈0|e−HT/�|0〉 = N [Det(−∂2
t + ω2)]−1/2[1 +O(�)] , 4#?%##B7

��� 
��� ����
���, ������� �� 
����� ������
� � 
����� ������
�� � ω2 = V ′′(0)
' ������ ����� ����� ������
�	 ������ ��
����� ���
����� V % @��
� ���
���� 25;3� �� ��� ��� ��� T S

N [Det(∂2
t + ω2)]−1/2 =

( ω
π�

)1/2

e−ωT/2 . 4#?%###7
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E��% #?%AS

E��% #?%;S

C���� �� 4#?%##B7 � ��������
�	 ������ 4#?%$;7 ����� ������ �� )
����� ��
��
���
�����
��� � �������������	 ������� �� S

E0 =
1
2

�ω[1 +O(�)] , 4#?%##�7

%�% )
����� ����������� �������,���� 
������ ������
�� ������ ��
����� V %
+����
�� ������ ������� � 
����� ������
�� ����� �
� 
������� � ��
��
��
�����
��� ���
�S

|〈x = 0|n = 0〉|2 =
( ω
π�

)1/2

[1 +O(�)] . 4#?%##=7

8� ���� �����
�� ����� �� ������������������ ��������
�� ���
���	 �����

���% 1�����

� ������� �� ����� ��������� ����� ��
� ������������ 4#?%###7%
>����� ���� ��� ����
� ��
� ' � ������� ����� � ������ 
������� � ��
��
��
�����
�� �����
�������� ����������� ������ 
����� ������ ������
�%

��16J4<3C= 2�0�3A�9� � �3�0930�3C?

E�������� ���� ����� �
����
�	 ������ ' ����T��
�	 ���
����� �������
��

�	 
� E��% #?%;4e7% + )�� ������ ����� V (x) = V (−x)� ������ ��
�����
���
����� ���������
� � ����� x = ±a% +����� ���� ω2 = V ′′(±a) ' ������
����� ������������ ������
�	 ������ ������ ��
������% E�������� �����,�
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E��% #?%$S

��� �������� ��������S

〈−a|e−HT/�| − a〉 = 〈a|e−HT/�|a〉 , 4#?%##?7

〈a|e−HT/�| − a〉 = 〈−a|e−HT/�|a〉 , 4#?%##57

������������� �
����� �� ��������� �������������	� � ���� �������

��� �� �
�� �� ��������
�� ������ � ��
�	 ���% + ������� ������� ���� 
��
� ��� 

�	� ����
�� ������������ ���������� ����
�
�	 �����
�� 4#?%#B=7� ���������
��,��� 
��
�� ���
��
�� ��������% 1������� ��� ������
�� ����
�� ' ���
��� ������ ��� ����� �������� 
� �����
� ������� ��� ������ ����� E��% #?%;4f7%
&�
��� �� � ����� �
����
�� ����
�� ( ����� ������ ����� � ��
�	 �� ����
��
 4
������� ����	7 � ����
 �����
� −T/2� � ���� ������������ 
� �����,
�����
� � ����
� +T/2 4T → ∞7% + )�� ������ �� ����� ���� � ����
����
����
�
�	 �����
�� � E = 0 4������ �� E = 0 � 
���� 
�� �����
�� x = ±a7%
1�������

� 4��% 4#?%#B;77S

dx̄

dt
=

√
2V , 4#?%##67

� ����
�� )��� ����
�
�� ���� ���S

t = t1 +

x∫
0

dx′
1√
2V

, 4#?%##A7

��� t1 ' ��
��
� �
��������
�� 4������ ��� ������ x = 07% 8� ����
��� ����
���
�� ���� ���� ������

�	 
� E��% #?%$% C���� ����
�� 
�������� ���������
����� ��
������

�� � ���� t1% O����� 
� ��������
�� ����
�� ���
� 
���� 
�
��
��
�
��% +��
� �������
� � �� �
��
�
 ������� �������� ��	����
��S

S0 =

T/2∫
−T/2

dt

[
1
2

(
dx̄

dt

)2

+ V

]
=

T/2∫
−T/2

dt

(
dx̄

dt

)2

=

a∫
−a

dx
√

2V , 4#?%##;7

��� ����� ������ 4#?%##67% *�� ��� ��� t ����� x̄ → a� �� �� 4#?%##67 ���
�
�������������� ���S

dx̄

dt
=
√
ω2(x̄ − a)2 = ω(a− x̄) 4#?%##$7

�"������#
���� ��� � �������� ������� � �����
��� ���� ��� � ��������� �� 	�
����������
��� ���� �
�� � ������� ����
���� ��������� 
��#�����
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E��% #?%#BS

�� �� ��� ��� ��� tS
(a− x̄) ∼ e−ωt 4#?%#�B7

' �
��
�
 .����������
 �� �����
�/ 4
� �����
�� ∼ 1
ω 7� �� � ����
�� ������

�����
�� 
����
��%
N�
�� �� ��� ��� ��� T 
� �� �� �
��
�
 � �
��
��
�
 ����,�� ���

��
���� ����
�
�	 �����
��� 
� ��������

��� ����
���� ����,�� ���� �
������� �� ������ �������

�� �
��
�
�� � �
����
�
��% *����� ���	 ��
�
��������� ������
 
� E��% #?%#B� ��� ������ n ��T���� 4�
��
�
�� ��� �
��
�
��
�
��7� ��
������

�� � ����� t1, ..., tnS

T

2
> t1 > t2 > ... > tn > −T

2
. 4#?%#�#7

1�������

�� � �
������ �� ��������� 
��������� ������������ ������
� ���� ���� ��
��������	%

*���	��� � ����U 9�� n ������ �����

�� ��T����� ������
�� ����� �����
� ��	���� S = nS0� �� ��� � ��
����
�� 
�� �
������ ����� ∼ exp(−nS0)% 9��
����
�
 ������ ����
��% E�������� ������� �����

�	 )���,��� e−HT ���
���������
�� ���������� �����

�� � )���,���	 ����� ������� ��� ��
�������

� �
��
�
� � �
��
��
�
�% W��� �� �� 
� ����� � 
� ���	 �����

�	 ���
�� ����� �� V ′′ = ω2 � �������� �� � �� ����� �� �� � ����� ��� ��
���
���
���
����� 4#?%###7S ( ω

π�

)1/2

e−ωT/2 . 4#?%#��7

�
������� 
� ������ ���������
� �
��
�
� � �
��
��
�
� �
��� �������
��� �����, ������� ���S ( ω

π�

)1/2

e−ωT/2Kn , 4#?%#�=7

��� K ��������� �� �������� ���� )� ������� ������ ������ 
�	 ��� ���
������ ��
��� �
��
�
�% *���� �� 
�	��� ��������,��� ��
�� ������
��% Q
���� ������� ��� ���� ���� ������
�� ������� � �
����� �� ��������� 
��
�
����
�������� �� �������� 
�� ������
��� ��
���S

T/2∫
−T/2

dt1

t1∫
−T/2

dt2...

tn−1∫
−T/2

dtn =
T n

n!
. 4#?%#�?7
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:��
� ��� ���� � �� � 
�� 
� ���
�	 ������� ��� �����
���� �
��
�
��
� �
��
��
�
��% :�������� ���� �� ������ � −a� �����	 ��T��� �����	
���� �������� ��� �����
 �� �
��
�
��� �����,��	 ( �
��
��
�
�� �
%�% W��� ��� )�� �� ������������ � −a� � n ����
� �� ��
��� 
�������
���� �� ���� ����	� � +a� n ����
� �� 
���
��% C���� ������� ��������S

〈−a|e−HT/�| − a〉 =
( ω
π�

)1/2

e−ωT/2
∑

������ n

(Ke−S0/�T )n

n!
[1 +O(�)] , 4#?%#�57

���� ��� 〈a|e−HT/�| − a〉 ����� ���� �� ������
���� 
� � �����	 �� 
���
��
n% 1���� ����
� ������ 
� � �� ��������S

〈±a|e−HT/�|−a〉 =
( ω
π�

)1/2

e−ωT/2
1
2

[
exp(Ke−S0/�T ) ∓ exp(−Ke−S0/�T )

]
. 4#?%#�67

+�����
�� 4#?%$;7

〈xf |e−HT/�|xi〉 =
∑
n

e−EnT/�〈xf |n〉〈n|xi〉 , 4#?%#�A7

��
������ �� ��� 
��
����� ����
� ������ ������, )
�������S

E± =
1
2

�ω ± �Ke−S0/� . 4#?%#�;7

W��� ����
��� ��������,��� �����
�� |+〉 � |−〉� ������ ��S

|〈+| ± a〉|2 = |〈−| ± a〉|2 = 〈a|−〉〈−| − a〉 = −〈a|+〉〈+| − a〉 =
1
2

( ω
π�

) .1/2
4#?%#�$7

8� ������ �����
�� ����� �� ���
���	 ����
��� 2�$3S ��������� ���������

�� ����
� � ����T��
�� ���
����� �� ��� �

�������
�� 4�
��� �������
��
����� ����
��� � ���� ��
������7% E��
�� )
����	 ��� )�� ∼ e−S0/�% :��
��
�����
�� |−〉 ' ��
�� �����
���� ���
���� ��
���	� ��������,��� �������
����������

�	 � �����	 �� ���� 4������ ��������

�� �����
�� |+〉 ' 
���
��
�����
����7%

C���� ��	����� ������� ������ K% 9�� )��� 
��
� ����� ���	��� �����

�	 ����
�
�� 4#?%#B?7S

−d
2xn
dt2

+ V ′′(x̄)xn = λnxn , 4#?%#=B7

��� x̄ ���������� ����	 ��
��
��
�

�� ����
��% *����� �� ������ �
�����
�

�� �
����� 
� ������ �� �����
� 4��
� �
��
�
� ���� �� ���������
 �
�������� 
�	 ���� 
� ��� �����
�7� )� ����
�
�� ������� 
� ������� ������
�

�	 ��
����	 � ������

�� �
���
��� ���
�� 
��, 4
������ ��
������

�� ���
��7% N�
�	 ��� )�	 ��
����S

x1 = S
−1/2
0

dx̄

dt
. 4#?%#=#7

:���������
�	 ����� ���� ���
���� �� 4#?%##;7S∫
dt

(
dx̄

dt

)2

= S0 , 4#?%#=�7
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� ������������� ������ ��
� � �� ���
����� ��
����� �������� C�������� x̄(t) �
���!
������� ��������� )2D�28.*

−d
2x̄

dt2
+ V ′(x̄) = 0 . )2D�2..*

+� x̄(t + T )�  
� T 	���������� ���� ����� ������� ��� � ���������B

−d
2x̄(t + T )

dt2
+ V ′(x̄(t + T )) = 0 . )2D�2.D*

A�%%��������� ��� ��������� 	� T � 	������

−d
2x1

dt2
+ V ′′(x̄)x1 = 0 , )2D�2.=*

��� � 
��������� ���� �����#
���� ����������� )2D�2.2*�

1��������
�� 
�����	 ���� � λ1 = 0� ������� ��� ������� � ��������% W���
�� ����� ���� ������� �
����� ������ )������� 
�	 �������� 4�
��
�
�7
��� ��� )� �����
� � ����� � 4#?%#BB7� 4#?%#B�7 � 4#?%#BA7� � ��� �
��������
��
�� c1 �� ������� ���������� U >��������� ��
���� �� ��� ��������� ������
���,��� �
��������
��� ����� �
���������� �� ��
��� �
��
�
�� 4�
��
�
��
�
��7 � 4#?%#�?7% + ����� ����� ����
�
�� x(t) ��� 
���� ��� ������ ��
��
�
��
�
� t1 ���
�S

dx =
(
dx̄

dt

)
dt1 . 4#?%#=67

+ ��� ������ ��������,��� ����
�
�� �� ��� ����
�
�� ��)������
� ������
��
�� c1 � 4#?%#BB7 �� S

dx = x1dc1 . 4#?%#=A7

C����� ��������� � 4#?%#=67
(
dx̄
dt

)
dt1 =

√
S0x1dt1� � ����
���� )� � 4#?%#=A7� �����

���� dc1 =
√
S0dt1� ���S

(2π�)−1/2dc1 =
(
S0

2π�

)1/2

dt1 , 4#?%#=;7

��� � �����
� ��� �������������
�� 
���������
��� �
������% *�)��� ��� ���
�����
�� ������
�
�� �����

��� � ����������� �
��������
���� � ������
��
��� 4#?%#BA7 
� 
��
� ���,�� 
������ ������

�� �
���
��� 
� ��� 
��
� ���,�

�� � K �
����� 
(
S0
2π�

)1/2
% *�)���� ��
��
��
�

�	 ����� � �����
�	 )���

��
 �������� ����� ������
���S

〈a|e−HT/�| − a〉1inst = NT

(
S0

2π�

)1/2

e−S0/�[Det′(−∂2
t + V ′′(x̄))]−1/2 , 4#?%#=$7

��� ���� 
�� �
���� ������
�
� ��
����� �� ��� �������
�� )��� �������

�
� ��������� 
������ ������

�� �
���
��% 1���
���� 4#?%#=$7 � ��
��
��
�
�

�� ������� � 4#?%#�57�
������S

K =
(
S0

2π�

)1/2 ∣∣∣∣ Det(−∂2
t + ω2)

Det′(−∂2
t + V ′′(x̄))

∣∣∣∣1/2 . 4#?%#?B7

8� �������� 
�� �����U
1������ 
������� ������
�� �� ������ �������

�� �������
�	S
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E��% #?%##S

#% @��
� ����� ��� �� ������

�� ����� �� �������, �� ��
���
���
�������� ���
���	 ����
��� 2�$3%

�% @� ��������� �� ��� λn > 0 4����� λ1 = 07% 8� ��	����� 
� ��� ������ �
�� 
��
����� �����
�� x1� ��� ����� ���� �� ��� ��
��� ����� 
� ����

���	� ��� � ����
� �� � ��
����
��� ����
�
�� R����
����% 8� ��
� ��
���� �� ��������

�	 �
��
�
 ������� ��
��

� �������,��	 4�
��
�
��
�
 ( �����,��	7 ��
����	 t� ���� ��� ��������
�� x1 ∼ dx̄

dt 
� ����

���	%

=% -�)������
 K ���������
���
 �
−1/2� �� �����
� � ������� 
�����	 ����%

8�� 
� ����� ����� ����� ������� ( ������ 
������ ���� 4� �� ���� �� 
� 
����� ��U7 ��� �
����� �

−1/2%

T��� ����� ������� ��#�� 	�������������� � ��
��� � ������� � 	����
������� 	�������!
�� 	��������� �� M��� 2D�22� J����� �� 	��
�
��� � ����� ������� � ���� ��� ��	��� ���������!
�� ������ ����
������ ����������� � ���������������� ��� ������� � �������������� ���#�����
������������ ��������� 	��������� � ��#� ������ 	���� ���� ����������� ����� 	���� ���!
� ��������������� 
�#��� � ���� ������ ��������� ��������� x̄ ��#
� �������� � ��������
����
�������� E� 
�� ������ )2D�2-3*� ��#�� ��	�����B

〈j+|e−HT/� |j−〉 =
� ω
π�

�1/2
e−ωT/2

∞�
n=0

∞�
n̄=0

1

n!n̄!
(Ke−S0/�T )n+n̄δn−n̄−j++j− , )2D�2D2*

 
� n L ���� ������������ � n̄ L ���� ���������������� C�	������ ��	���B

δab =

2π	
0

dθ

2π
eiθ(a−b) , )2D�2D-*

����� 	���	����� )2D�2D2* ���B

〈j+|e−HT/� |j−〉 =
� ω
π�

�1/2
e−ωT/2

2π	
0

dθ

2π
exp[2KT cos θe−S0/� ] exp[−iθ(j+ − j)] . )2D�2D.*
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E��% #?%#�S

E��% #?%#=S

� ���� ����� �� ����� ��������� ����������� �������� ���� �� ������� )����H*� 	����������!
������ '� ��( θB

E(θ) =
1

2
�ω − 2�Ke−S0/� cos θ . )2D�2DD*

5�������� �������B

〈θ|j〉 =
� ω
π�

�1/4
(2π)−1/2eijθ )2D�2D=*
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������� ������ 	� ���� 
��� ��������������� ��������� �����

�3�0930�3C � <�09�097��E3C� ���0�43�4?

E�������� ���
����� ��������

�	 
� E��% #?%#�4e7% W��� �� ���� ���
� ����

����� �

�������
���� � ����������� �� �����

�� �����
�� ������ 
�����
������
�% *������
��	 ���
���� ������
 
� E��% #?%#�4f7% -����������� �����

�
�� �����
�� ���, ������
�� ����
��� ��������,��� ������� ����,��	

� �����
� ����� ��� x = 0� ������ ���� �������� � �����������	 ���� �����
��� σ � ����������� ����
� 
� �����
�� ��� ������
� 
� E��% #?%#=% *�������
�����
�	 )����
 �������� �� x = 0 � x = 0� �������� �� ���� �������� ��
�����

�� ���� � ����� �
��
�
�� E��% #?%#=% C�� ����� ��� 
��� ���� ���
��� � ���� 4� ������
�� ������������
��� S0� ω

2 � %�%7� ��
��� ��� ����
����

�	 
� ��
�� ����� �
��
�
��% C���� ��� ���������
�� .
��������/ ���
��
)����
�
�S

〈0|e−HT/�|0〉 =
( ω
π�

)1/2

e−ωT/2 exp[KTe−S0/�] 4#?%#?67

� ������

�� �
���
�� )
����� ��
��
��� �����
�� �� S

E0 =
1
2

�ω − �Ke−S0/� 4#?%#?A7
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E��% #?%#?S

:� )� 
����
�U >��������� � )�	 ������� �� �

�������
�� � ���
����

������ 
�� �����
��U �� ���� �
��
�
� E��% #?%#= ��
�� �� ������

�� ��
��
��� x1 ∼ dx̄

dt ���� 
�� � 
� ���� �� ��
����	� ��������,��	 
��
����	
)
�����% :� �� � )
����� ���
� 
��,� )� �
���� �� �������� ��� �����
��
� λ0 < 0 � ������

�	 ��
����	� 
� ���,��	 
���	% *�)��� ����� K� � ����
��	 ����� ����
 �� ���������
�� ������

�� �
���
�	� �� ������ ������
�%
*�)���� 
� ����� ����� ���� �������� ���������S

ImE0 =
Γ
2
∼ �|K|e−S0/� 4#?%#?;7

�� ������ 	����� ������� ��������,��	 �������� 
��� �����
�,%

�$�$ 4��	��	��� � ���	�/�
���� ������ � 	�����

��
��

E�������� ���� ������
�, ����, ���� � ���������� ��	�����S

S =
∫
d4x

[
1
2
(∂µφ)2 + U(φ)

]
, 4#?%#?$7

��� ���
���� U(φ) ������
 
� E��% #?%#?S ������ ��� 
�)�������

�� ��
�����
φ+ � φ−� ������ φ− ' �����,
�	 ��
����% +������ 
����� ����� )
����� ���
���� U(φ+) = 0% + ���
���	 ����� ��
���� ��� φ = φ+ ����� ��� .���
���/
4�������� 
���7 �������% &����
�� ������� ����� .���
���/ ������� �� �
��
��� �
������
� �����
�, �������� ����������������
�� � ����������	 ������
4
�������� ��� ������������� ��������

��� ������� ��� ������
�� ��������	
�������7% + ���
���	 ����� ���� )� ������ �
����
� � ���� ���
�� �����
��

�	 � ������� ���������� 2?=3% -� ������� �� ��	 ������ ������� ���	������
� 
� �������� 
��`

:��� ������ ����� � ������ ������
� Γ
V ' �����
��� ������� �������� �


��� ������� � ���
��� �����
� � � ������ 
� ���
��
�	 ��T��% *����� ������

��
� 
�	� ��������,��	 �
��
�
 φ̄� ��� ����
�� ���������� ����
�
�	
�����
��S

∂µ∂
µφ̄ = U ′(φ̄) , 4#?%#5B7

����������,��� ���
��
�� ��������S

lim
x4→±∞ φ̄(x, x4) = φ+ . 4#?%#5#7
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E��% #?%#5S

:����
� ��
� � �� ��� ��������
�� ��
��
��� ��	���� 
� �
��
�
� ����
�
���� �����
� �� �������S

lim
|x|→∞

φ̄(x, x4) = φ+ . 4#?%#5�7

W��� �
��
�
 
�	��
� � � ������� ��������
�� �� � �����S

Γ
V

= Ke−S0 , 4#?%#5=7

��� S0 = S(φ̄)� � ����)����
�
� K ����������� ��������,��� ������
�
��%

C������ 
�� ����
�� φ̄ = φ+ 
��
����
�� ��� 
��� δ2S
δφ2 
� ���� ������� �


�� ������

�� �
���
�	� �� �� ����� � ������ ������� 
� ���
����% !���
�
��
4#?%#5B7 ( 4#?%#5�7 �
�����

� �
����� 
� �����������
�	 ������ ����������

�� �����
�	 O(4)% *�������� �� �
��
�
 ��� O(4) �
�����
�
�� �� �� ���
������,��� φ̄ ������� ��
����	 �� �� � ������������� r% C���� ����
�
��
4#?%#5B7 ������� �S

d2φ̄

dr2
+

3
r

dφ̄

dr
= U ′(φ̄) , 4#?%#5?7

� �� 4#?%#5#7 � 4#?%#5�7 ������S

lim
r→∞ φ̄(r) = φ+ . 4#?%#557

&�����
� ����� �� 
��
� �������� S

dφ̄

dr

∣∣∣∣
r=0

= 0 , 4#?%#567

�
��� φ̄ ���� ��
�����
� � 
����� ������
�%
!���
�
�� 4#?%#5?7 ���
� �
���������� � ��� ����
�
�� �����
�� 4����� r

�����
��U7 ������� �������	�� � ���
����� ����� U � ������

�� 
� E��% #?%#5�
� ��� ��	����� ��������	 � �����
� ���� ��
�� 4∼ 1

r× ������ 7% _����� ����
�� �� �����
�� ����� 4��%4#?%#5677 � ����
 �����
� r = 0 �� ��� 
���������
������ 
���� 
�	 �������� ���
��������� ��� r → ∞ � ���� φ+ ( ���� �����
��
� ��������� �
��
�
�% &�����
�� �� )� ����
�� ��������S

• _������ �����

�� ������ φ0 
� ����� �� φ+� ��� )��� �	 
� ���� )
�����
����� ��
��%

�&�� 	��
	��#���� ��#�� ���� � ���������� L �%�������� ������������ ��������� ���
���
���������� 
���������
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• W��� �� ������ 
� ������� 
���� 
�, ���� ����� φ0� 
� ������ φ−� ��
����� ���� ��� �� ��� ��� ��� r ������ ����	�� � φ+ � �� ���
�����%

+ ����� ����� ��� φ ������ φ− �� ����� ��
�������� ����
�
�� �����
�� �
������ ��� � ����S (

d2

dr2
+

3
r

d

dr
− µ2

)
(φ̄− φ−) = 0 , 4#?%#5A7

��� µ2 = U ′′(φ−)% 8� ����
�
�� ������
� ����� ������� 25;3� � ����
�� �������
��� ����� ������������

�, ��
���, P������% C���� ���
�� �� ���� �� �������
φ̄(0) ������
� ������ � φ−� �� ����� ���� ��� �� � ��� ��� ��� r ������ ����

��� ���� ����
� ������ � φ−% :� ��� ������
� ��� ��� r ���
� ���
����� 
��
���� ������ �� �
� ∼ 1/r% :� ���� ��
�� 
�� � ������ ��������� �����
����� � �����
�	 � φ+% 8� ��
����� �� � 
���	 ������ ������ �������� ������
����
�� ���� 4����� φ− � φ07� ����� � �����	 ������ ��� r → ∞ ���
�����
� φ+%

*�� U+(φ) ' 
������� ��
�� ��
���� φS

U+(φ) = U+(−φ) 4#?%#5;7

� ��
������ � ����� ±aS
U ′

+(±a) = 0 . 4#?%#5$7

&��������

µ2 = U ′′
+(±a) . 4#?%#6B7

9������ � U+ ����
 ��, �������� 
�����,��, �������, ��
������S

U = U+ + ε(φ− a)/2a , ε > 0 . 4#?%#6#7

8� ����� ��
��������� ��� 
����� ���
�����% + ������ ������� �� ε �����S

φ± = ±a . 4#?%#6�7

+�����
� ε ��������� ���
�� )
����	 ����� ���

�� � .���
��/ ��������%
+������ 
���� 
�, ������, ������ φ̄(0) ���
 ������ � φ−% C���� ������ ����
��� ������ φ− �� �������� ��� ���� ����
� �����
� r = R� � ����� )��� �
�
����� ������� ����� ����
� � �����

� ����������� � φ+ ��� r → ∞% C����
������� 
�� �
��
�
 ������� ��� ��� ��	 ���������
�	 ���������� ������
���
�	 .����� / ������� R � �
��	 ��
��	� �������,��	 .���
�	/ ������ φ+

4�
� ������7 � ���

�	 ������ φ− 4�
��� ������7% 1�������

�� 
�� ����� 
4�
��
�
7 ���������� ����	 ������� 
����� 4���

���7 ������� �
��� ����
����� 
��� 4.���
���/7 �������%

9�� r ∼ R ���
� ���
����� ��
���� � ���� ε���������� ���
�� � U % C����
����
�
�� �����
�� ���� ���S

d2φ̄

dr2
= U ′

+(φ̄) , 4#?%#6=7

�� ���������� ����	 ������������ ����
�
�� �����
�� ������ � ����T��
��
���
������ ������ ������
� �
������������ ����% &
� ���� ����� ����
���
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�����
�	 ��� 
�� �����	��	 ��
����
�	 �
��
�
 E��% #?%$ 4�����	 ��������
� ������� �� −a � +a ��� ���� r ����� ����
 .�����
�/ R7% C����� ��������

��
�����
�� �
��
�
� � �������������	 ������	 ������%

:� �� ��� 
� ���������� R% 9�	���� 
� �
��
�
� ���� ���S

S = 2π2

∞∫
0

dr r3

[
1
2

(
dφ̄

dr

)2

+ U(φ̄)

]
. 4#?%#6?7

8� �
����� ���������� 
� �� ������ �
��������
��S �
� ������� ������ ���
������
��� � �
���% 1
����� ���
� ���� φ̄ = φ+ � U = 0� �� �� )� �����
� �
����� ����� ����
 
��, 4��� ����� ����������� ��
��
�� ��	���� 
�
�
��
�
�7% +
��� ������ ����� φ̄ = φ−� U = −ε� �� �� ��������,��	
����� � �
����� �� S

−1
2
π2R4ε . 4#?%#657

+����� ������
��� ������� %�% ��� r ∼ R� ���
� ���
����� ���
�� ∼ ε � U � ��
�� �
����� ������� �S

2π2R3

∫
dr

[
1
2

(
dφ̄

dr

)2

+ U+

]
= 2π2R3S1 , 4#?%#667

���

S1 =

a∫
−a

dφ
√

2U+ 4#?%#6A7

' ��	���� ��
����
��� �
��
�
� 4#?%##;7% + ���� ��������S

S = −1
2
π2R4ε+ 2π2R3S1 . 4#?%#6;7

&�������� ���� R �� ������� )������� 
��� ��	����S

dS

dR
= −2π2R3ε+ 6π2R2S1 = 0 , 4#?%#6$7

�� ���S

R =
3S1

ε
. 4#?%#AB7

C���� ������S

S0 =
27π2S4

1

2ε3
. 4#?%#A#7

������� ��
���� 	����� )2D�2O8* ��#�� ����� �� ������ ����������� ���� ��������� ��!
����#����� 	���������� � ������ ����������� ����
���� L ��� ��� ���� �� � ��N��� 	�����

�#�� ����	���������� 	��� ���� ��������� � 	������������ ���� ��� ������B

4

3
πR3ε = 4πR2σ , ��� � 
��� R =

3σ

ε
, )2D�2O-*

�+��� ������������ �	����
��� � 	��
�� ���� ε � � 	��
��� �� 
� ��
��� 	����� ��� �
����� ������ � � ������B R � µ−1� ��� ���
���� � ������ 3S1µ� ε�



!=�=� -��������� 
 ������
�3��� ��	��2 � ����

 ����� =A=

 
� σ L 	������������ ���� �� ������� � ����� ����� σ = S1�

+ ����� ��� �����
��� ������� .���
���/ ������� ��������S

Γ
V

∼ exp(−S0) . 4#?%#A=7

��0��<�3930C � 2���3��<����59?

*���)����
�
���� 
�	 �
����� � 4#?%#A=7 ������ �������� �� �� ���������
�� � � ��������

�	 ���� ���
�������
������	 ������% :� � �� ���
��
������ � �������S

#% + ���
���	 ����
��� ����������� �� �� ��
� 
������ ��
������

�� ���
��� ���� �� �����%

�% :�� ���� ��� �� �������

�� �� ����������� �� �� ��
� ������� 
��
������

�� �
���
��� ����������� � ���
��
���
�, �
����� ������% C�� ��
)� � �������������	 ������`

=% + ���
���	 ����� ���� �������, �� ����������� ����������� � 
���

� ������� ����
���������% -����� �� ��� ���� `

E�������� �
����� ������ � 
������ �����% + �������������	 ������ ������
����� 
�������
�� ��
�����	 �
��
�
� 4�
 ���� �� ���������
 � �,��	
���� ���������
��� ��������� ������
���7� ��������

� �������� �����
������

�� ��
���� �������
���� 
��� ��������� �����

��� �� ����	 ������
���

�	 ��������
�	 ��	����� � 
������� ������

��� �
���
����% 8� ��
��
��� ∼ ∂µφ̄% !������ �� 
��������� ������� �S∫

d4x∂µφ̄∂ν φ̄ =
1
4
δµν

∫
d4x∂µφ̄∂

µφ̄ = δµνS0 . 4#?%#A?7

+ ����� �� � ����)����
�
� 4#?%#A=7 ���
���� ����� �
������
(
S0
2π

)1/2
�����

��
���%

A������������ 	���
�� � ��������� � )2D�2OD* ���
���� � ��
������� M��������� φλ(x) =
φ̄(x/λ)� E� 
� 
�������B

S(φλ) =
1

2
λ2

	
d4x(∂µφ̄)2 + λ4

	
d4xU(φ̄) . )2D�2O=*

"������� φ̄ ������� �������� ��������� 
��#����� 
�#�� ��	������� ������ �����������!
��� 
������� )2D�2O=* 	�� λ = 1� &�� 
���B	

d4x(∂µφ̄)2 = −4

	
d4xU(φ̄) )2D�2O3*

��

S0 =
1

4

	
d4x(∂µφ̄)2 > 0 . )2D�2OO*

���� �� �������� ����)����
�
���� 
�	 ����� � ����S

K =
S2

0

4π2

∣∣∣∣ Det′[−∂µ∂µ + U ′′(φ̄)]
Det[−∂µ∂µ + U ′′(φ+)]

∣∣∣∣−1/2

, 4#?%#A;7
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� ����������
��� �� � ������� 
��� ������

��� �
���
���� � ����
�����
�����	 ������� 
� ���
����%

_� ������� ������� 
�� ������

�� �
���
�	� � )� ��	����� 
� ��%

*�
�
�� �� δ2S
δφ2 4
� �
��
�
�7 ���� ��� �� ��
� ������� 
�� ������

��

�
���
��% @��
� ����
� ������ � �� ����� ��
��� ������� 
��� ������

���
�
���
�� � )�	 ������ 
� ���
���� 25;3% *�)��� 4#?%#A=7 ��	����� 
� ��� ���
���
�� �������%

"������ 	����
���� 	������������� )2D�2O.* �� 	�
����� ����#
��� �� ��
��� � 	�����	��

��������� ����� ��� � ������� � 	�������������� U(ϕ)� ��� ����#����� ������ )2D�2OI*� ��#��
	���	����� ����� 	���������������� ������� � �
����� ����� �������� ���������� +��������

�	��������� 	�
�������� ��#�� ����� � ,=I/�

*���� � �������,��	�� � ���� 
�� ������
���������
� @�
��������� ���
�
������ �
���������� ��������
��� �
��
�
�S

φ(x0,x) = φ̄(r =
√
|x|2 − x2

0) . 4#?%#A$7

C���� �������� ��� ����� ε ����� �
��, ��
�� ��� r = R� �������,��, ���
�������� � ��� �������
�� ����� ����������� ����
�
�,S

|x|2 − x2
0 ≈ R2 . 4#?%#;B7

+�����
� R ������������ ��� �� ������� ���������� ����� � ������� 
�����
��	 ���������������	 ���
�	% C���� ����
�
�� 4#?%#;B7 ��
����� �� �������,�
����� ������
�� ������ ��� ���������� �� ������ , ���� 4v ∼ 17U *�� )��
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